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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Definiciones

1.1.1. Traslaciones y dilataciones. Transformada de Fourier.

A lo largo de este trabajo estudiaremos bases hilbertianas de L*(R) llamadas wavelets (ondicu-
las, ondelettes, onetes,...) ortonormales, cuyos elementos son funciones construidas por trasla-

ciones enteras y dilataciones diddicas de una funcién madre:
Vin(r) = 22V r — k).

Notacién 1.1.1 Sea f una funciéon y h, r € R, r > 0. Denotamos por 7, a las traslaciones de
f: (mf)(x) := f(x — h), y por p, a las dilataciones: (p,f)(z) := f(rx).

Proposicion 1.1.2 La derivada conmuta con las traslaciones.

Demostracién:

() (f'(2)) = f'(x = h) = f'(a(x)).

Definicién 1.1.3 Sea f una funcién de L'(R). Definimos su transformada de Fourier '

CcOo1mo:

fle) = [ e (o
R
Definiciéon 1.1.4 Definimos el operador de modulacién M, como el operador:

M : g(t) — ™% g(t).

'En la seccién A.3 del apéndice extenderemos esta definicién a funciones de cuadrado integrable.



Proposicion 1.1.5 La transformada de Fourier de la trasladada de f es la modulacion de la
transformada de Fourier de f, i.e. (1,f)(&) = e 2 f(¢).

Demostracién:

Gﬂ%azéfQMWw—nwxzjkzmw“ﬂw@

R
_ / 6_2ﬂ—z‘§ye—27ri£hf(y)dy — 6—27Ti§h/ 6—27ri§yf(y)dy
R R
_ 6_2ﬂi§h‘]g(£>-

Definicién 1.1.6 Sea g una funcién de L'(R). Definimos su transformada de Fourier in-
versa como

ota) = [ g
R
Observacién 1.1.7 Observamos que §(x) = g(—z), y que f(x) = f(z).

1.1.2. Wavelets

Definicién 1.1.8 Una funcién ¢ € L*(R) es una wavelet ortonormal si el sistema
{®jx : j,k € Z} proporciona una base ortonormal, donde:

bin(x) = 222w — k).
Observacién 1.1.9

1. Realizamos traslaciones enteras y dilataciones diddicas de 1):

T (x) = 7(x — k)
(prf)(x) = f(rx), donde r = 27,

2. Multiplicamos por un factor corrector 27/ para preservar la ortonormalidad, (para con-

servar norma 1).

Proposicién 1.1.10
() (€) = €722 R2TI2(277¢)

1.€., sequimos teniendo dilataciones diddicas, y las traslaciones se convierten en modulaciones.
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Demostracién:

(i) (€) = / e ) (x)d = / e 29I /2 (20 — k)d
R

R

/e27Ti£(y+k.)2—j2j/2w(y)2jdy — e27Ti£2_jk2j/2/e27Ti£y2_jw(y)dy
R R

_ 6—2wi§2*1k2—j/2¢(2—j§)

1.2. Bases ortonormales en L*(T) y series de Fourier

Recordemos que L?(T) es un espacio de Hilbert con el producto escalar habitual
(fr9) = fla)g(z)dz,

y que definimos la norma de f € L*(T) como || f]|, = (f, f)%
Sea H un espacio de Hilbert.

Definicién 1.2.1 Un sistema ortogonal de H es un subconjunto de elementos no nulos del
espacio ortogonales dos a dos, i.e. si e; e; son dos elementos del sistema y ¢ # j, entonces
(i, ej) = 0.

Si ademés son unitarios (||e;|| =1, Ve;) decimos que el sistema es ortonormal.

Diremos que el sistema ortonormal £ C H,E = {e;}ic; es completo si E+ = {0}, i.e. si
(x,e;) = 0,Vi € I implica que x = 0. Un sistema ortonormal completo se llama también base
hilbertiana o base ortonormal de H.

Ejemplo 1.2.2 El sistema trigonométrico complejo {#eikt}kez es un sistema ortonormal de
L*(T) respecto del producto escalar habitual.

El sistema trigonométrico real {\/%, \/LTW cos(nt), \/%7 sin(nt);n =1,2,...} también lo es.

En ambos casos es muy facil comprobar que son sistemas ortonormales. Para la completitud
podemos ver una indicacién de la demostracién en [JC].

Para simplificar notacién, en lo que queda de seccién y en la siguiente, vamos a considerar el

producto escalar normalizado
1 2w -
= — t)g(t)dt
(fig) = i ft)g(t)

Con este producto escalar tenemos que las bases trigonométricas real y compleja son
{ex(t) = e} ez v {1,V/2cos(nt), v/2sin(nt);n = 1,2, ...} respectivamente.
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Definicién 1.2.3 Sea f € L'(T). Los niimeros complejos

1

27
He *dt. ke 7
o f(t)e k€

f(k) = (foen) =

se denominan coeficientes de Fourier de f. Se definen de la misma forma para cualquier sis-
tema ortonormal de un espacio de Hilbert cualquiera, haciendo el producto escalar del elemento
de H del cual queremos calcular el coeficiente de Fourier por cada elemento del sistema.

Definicién 1.2.4 Sea f € L'(T). Definimos su serie de Fourier como

Aunque podemos calcular las series de Fourier para cualquier sistema ortonormal de un espacio
de Hilbert, histéricamente se asocian al sistema trigonométrico de L?(T).

Observacién 1.2.5 Observamos que la serie de Fourier asociada al sistema trigonométrico

real es
xD

AO + Z (A, cos(nt) + B, sin(nt)),

donde
1 2
A, = —/ f(t)cos(nt)dt, n>0, vy
B, = / f(t)sin(nt)dt, n > 0.

(Esta resuelto en el ejercicio 2.11.9 de [JC]).

1.3. Isomorfismo isométrico en L?(T). Identidad de Par-

seval

Teorema 1.3.1 Desigualdades de Bessel

Sea {e;}ic; un sistema ortonormal de un espacio de Hilbert H, y sea x € H. Entonces

D 1E@ < el -

el



Demostracién:
Sea F' = [{e;},es] con J € [ finito. Sea Ppx la proyeccion ortogonal de x en el subespacio F.
Observamos que

Prx = Z (x,e;)e;.

jel
Tenemos que || Prz||® < |z]3, i.e. que
2 2
> RO < NIzl
jeJ

Tomando supremo en J acabamos la demostracion. O

Definicién 1.3.2 Definimos la correspondencia de Fourier como la asignacion lineal
r€H — &€ *(I)

Observacion 1.3.3

Directamente del teorema anterior deducimos que la correspondencia de Fourier es con-
tractiva. Veamos también que es exhaustiva. En efecto, si d = (d;)ier € (*(I), definimos
T =) .. dyer € H. Veamos que = d:

Podemos suponer que / = N. La sucesién de sumas s, = >, ., drei es convergente en H, ya
que, si p < ¢, por completitud y porque d € ¢2, B

> Jdl

p<k<q

2
< E d 2—>0.
’ k| p—00

k>p

Hsp'_ Squ»==

Por continuidad, como s, — = en H, resulta que z(i) = lim (s,, ¢;) = d;, ya que (s,,e;) = d;,
n
sin > 1.

Ahora la cuestiéon es plantearse si esta correspondencia serd una isometria. En general este

resultado no es cierto. Veamos que si lo es en el caso de sistemas ortonormales completos.

Teorema 1.3.4 Teorema de Fischer-Riesz
Sea {e;}icr un sistema ortonormal de un espacio de Hilbert H. Son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

1. El sistema ortonormal es completo.
2. x=>),2(k)ey en H Ve € H
3. x|z = ||2|, (Identidad de Parseval).

4 (@ y)y = (@0, Yoy € H.



Demostracién:

= 2:
Sea x € H, & € (2. Por la observacién anterior,

d #k)=z€H

k
Veamos que necesariamente r = z.

ei)y — (T i) g = 2(1) — (1)

(z —x, )y = (2,
(i) — 2(i) = 0.

Asi, como el sistema es completo, necesariamente z — x = 0 y por tanto z = x.

" 2= 35
x =), Z(k)eg. Utilizando el teorema de Pitdgoras, obtenemos:

N

= Z

= Z Hz
k=1

2

= lim

2
el = Jim

H

. 3= 4
Se deduce directamente de la Identidad de Polarizacién para la ||.||; y para la ||.||,.

" 4= 1
Obviamente tenemos que 4 implica 3. Veamos ahora que & implica 1. Lo veremos por
contrareciproco. Supongamos que el sistema ortonormal no es completo. Sea e € {ex}+
no nulo. Tenemos que ||e||; # 0, pero al ser del ortogonal, ||é]|, = 0. Asi, si no se cumple

1 no se cumple 3y queda probado el teorema.

Observacion 1.3.5 Hemos demostrado que la correspondencia de Fourier es una isometria

lineal, en particular entre L*(T) y el espacio de sucesiones (*(Z).



Capitulo 2

Bases de Gabor. Teorema de
Balian-Low

2.1. Introducciéon

Las bases cldsicas de L?(]0,1]) son las bases trigonométricas: {e?™** k € Z}. Para otros inter-
valos de R tnicamente tenemos que hacer traslaciones y dilataciones apropiadas de las expo-
nenciales. Para obtener una base de este tipo de L?*(R) recubrimos R con una unién disjunta de
intervalos [aj, aji1],] € Z,—00 < ... < oj < a1 < ... < 00, consideramos una de estas bases
para cada espacio L*([a;, aj41]), multiplicamos cada uno de los elementos de la base por la fun-
cién caracteristica del intervalo [, aj41] ¥ tomamos la totalidad de las funciones obtenidas.
Estas bases pueden causar problemas en los extremos de los intervalos del recubrimiento. Las
bases de Gabor son otro tipo de sistemas ortonormales de L?*(R) que solucionan este problema.

Definicién 2.1.1 SeaR = |, ., [n, n+1]. Para cada uno de los intervalos [n, n+1] consideramos
la base ortonormal trigonométrica y multiplicamos cada elemento por una funcién regular.

El sistema resultante es lo que se denomina base de (Gabor:

{Gmn(x) = ™™ g(x —n) : m,n € Z}.
Para que este tipo de sistemas sea una base ortonormal de L*(R) ni la funcién ¢ ni la funcién
g pueden ser muy localizadas. Vedmoslo con el teorema de Balian-Low.

El siguiente resultado esta relacionado con el principio de incertidumbre de Heisenberg: imag-
inemos un microscopio que pueda hacer visible un electrén. Si lo queremos ver debemos proyec-
tar una luz o alguna especie de radiaciéon apropiada sobre él. Pero un electrén es tan pequeno,
que bastaria un solo fotén de luz para hacerle cambiar de posiciéon apenas lo tocara. Y en el
preciso instante de medir su posicion, alterariamos ésta. Es decir es imposible conocer a la vez
la velocidad y el momento (o posicién) de una particula. En el teorema de Balian-Low podemos

relacionar la primera integral del enunciado con la velocidad de una particula y la segunda



con su momento. El producto de estas dos cantidades tiene como cota inferior la constante de
Planck, muy importante en macdnica quéntica, y que vale aproximadamente 6,626 x 10734,

2.2. Teorema de Balian-Low
Teorema 2.2.1 Sea g € L*(R) y gm.n(z) los elementos de una base de Gabor. Entonces:

S #Plg(@)Pda = oo
{Gmmn,m,n € Z} es una base ortonormal de L*(R) = { ¢
Joo E19(8)[Pd€ = oo
Demostracién:

Definimos los operadores P y Q:

Q) (@) == af(@)(Pf)(x) == —if'(2).

Observamos que:

/_Z Qg(z)dx = /_OO lzg(2)|*dx = /Oo 22|g(z)[2de

| pg@pa= [ -ig@pis = [ 1g@Pas
(0.9 = §.9) = | lemicg(©)Pag
—2r [ (o)

donde en la segunda afirmacién he utilizado las Proposiciones (A.3.2) y (A.3.3) y el Teorema
(A.3.1). Asi, tenemos que ver que o bién Qg, o bién Pg no son de L*(R). Lo demostramos por
reduccion al absurdo.

Supongamos que Qg y Pg pertenecen a L*(R). Como {¢,, : m,n € Z} es un sistema ortonor-
mal:

(Qg, Pg) = (O (Q9: gmn)Gmm: P9)

meZ meZ

= Z <<Qg>gm,n>gm,nvpg>

m,ne”

= Z <Q979m,n><gm,m7pg>

m,ne”
Observamos que n.(g, gmn) =0, Vm,n € Z ya que:
Sin=0: trivial.

Sin#0:9=go0L gmn, YmEeL.



Asi,

(Q9, gmn) = (QY, Gmn) — 1Ay Imm) = (Qg — NG, Gmn)
— [ sla)le = mgla = me s

o0

= / g(y +n)yg(y)e gy

o0

= (g-m,—n, QY)

Por otro lado,

<P%%mr—/wpmw%mme

= z'/oo g(x)[—2mimg(x — n) + ¢'(x — n)]e > dx

= 2/ [—QWimg(x)g(x _ n)€*2m'mx 4 g(:l:)me””m]dx

= / 27’(’7)19(3;.)‘9(m _ n)e*Qﬂ'iml‘dx + 2/ g(x)mefwrimxdx

—00

= 27””/ g(x)g(x —n)e ™" dx + / gy +n)ig (y)e 2™t gy

= 27Tm<ga gm,n> + <g—m,—n7 Pg> - 27Tm5m,050,n + <g—m,—n7 Pg>
= <g,m7,m Pg>7

donde la tercera linea es consecuencia de la Proposicion A.3.2, y la sexta del cambio de variable

y = x —n. Con las tres igualdades anteriores obtenemos que,

Q9 Pg) = > (QY: gmn){Gmm: P9)

m,ne”

= Z <g—m,—n7Qg><ngg—m,—n>

m,neEL

= (Pg,Qg)

Ahora llegaremos a contradiccién con esta tltima igualdad. Como Pg y Qg son de L*(R),
podemos aplicar la féormula de integracion por partes, y obtenemos que,
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o0

(Qg, Pg) = / rg(x) Zig(@)de

—00

—i [ " (9(2) + o (@)0)g(@)da

~—ilg.0) 1 | " (@)rg@)de

—00

= —i(g,9) + (Pg,Qg) = —i(go,0, Jo0) + (Pg,Qg)
= —i+(Pg,Qg),

que contradice la anterior igualdad. Asi Qg y Pg no pueden estar a la vez en L*(R), con lo que
queda probado el teorema. O

2.3. Ejemplos

1. Sabemos que si g = XJo,1), €l sistema generado por las funciones g, , = e2m‘mzx[n,n_1) es

el sistema ortonormal trigonométrico usual extendido a R, tomando el recubrimiento de

R: R = UZ[n, n — 1). Veamos que se cumple el teorema:
ne

oo 1
1
/ $2|X[0,1)|2dx = /0 v’dr = 3

Xi0,1)(§) :/ e x 0. (2)dz

[e.9]

— /1 e 2miET ] 1 (—sin(—27¢) + i(cos(—27E) — 1))
0 2m¢

T

Asi, usando la féormula del seno del angulo mitad, obtenemos que:

1 2
€100 (O = |5 (- sin(-2n6) + i con(~25) -

- (R stz

cuya integral es divergente.

__ sin(wx)
2. Sea g(z) =>_—.
Afirmacién: {gmn : m,n € Z} es una base ortonormal.
En efecto, por el Teorema A.3.1 tenemos que la transformada de Fourier de una base

ortonormal es una base ortonormal, ya que,
(f,9)=0= <f,§> =0y
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1, = |7,

Si en el ejemplo anterior cambiamos x(o,1y por G = X[t 1) obtenemos una base ortonor-
mal. Observemos que la transformada de Fourier de G es nuestra g:

G(z) = / e 2N (21 (2)dr = /2 e 2T g
R 232 1

2

_ / ! cos(—2mEx) + i sin(—2mEx))de = /

=

’ cos(—2m&x)dx

_ sin(—2migx) 2 _ sin(w§)
T 27 }_ omE

N|=

Asi la base de Gabor generada por g es una base ortonormal, ya que sus elementos son
traslaciones y modulaciones de g.

En este caso la primera integral del enunciado del teorema de Balian-Low es divergente
(es andlogo al ejemplo 1 pero cambiando las integrales).

Veamos ahora un ejemplo, donde utilizando el contrarreciproco del teorema, probaremos
que una funcién no genera una base ortonormal.

2 .
Sea g(x) = e~*". Veamos que el sistema generado por ¢ no es una base ortonormal.
Calculamos la primera integral del enunciado del teorema:

o 2 o 1 /1
2 —? 2 —222
dr = de = — -
/_OO X |e X /_OO xre X 1 5

Veamos que la segunda también es convergente:

—00 — 00 o0

Asi, la segunda integral del enunciado del Teorema es:
/OO 62 \/7_T

on2E?
Por tanto obtenemos que el sistema generado por la funciéon g no es una base ortonormal.

1
4273

2
dé =

Veamos ahora un ejemplo para comprobar que el reciproco del enunciado no es cierto en

2
eneral. Sea g = \/j 31.
Vemos primero que g, ,, no forman una base ortonormal.

< > 2/;d —17&0
= - T = — .
90,0, 9o,1 3/, 3

11



Veamos ahora que se cumple la tesis del teorema, aunque la base no sea ortonormal.
Procediendo como en el ejemplo 1, se puede ver que la primera integral es finita, pero la

segunda no, ya que
) 2 (sin(37€) ?
elar =3 (M)
v

cuya integral es divergente.
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Capitulo 3

El sistema de Haar

3.1. El sistema de Haar es una base ortonormal

En esta seccion veremos el primer ejemplo de wavelet ortonormal.
Definimos en L*(R) la funcién:

1 ,sizel0,3)

Plx)=4¢ -1 ,size[i 1)

0 , en otro caso

Figura 3.1: La wavelet de Haar

Proposicién 3.1.1 ¢ es una wavelet ortonormal.

Demostracion:
Queremos ver que el sistema v, x, j, k € Z, donde 9; ,(x) = 229p(2x — k).

13



Veamos primero que son elementos de norma 1:

j ; 2
(Vjk, Vjk) :/]R 251D(2”1:—k)‘ dx

:/ijQ(ij—k)dx:/w 27 d
® 5

1 k k
:”ﬂ§+§—§}“

Veamos ahora que los elementos son ortogonales dos a dos: sean j, k,r,t € Z, (5, k) # (r,t).

Tenemos que,

( ~1 . [ k Ik
22 S1Z € |57, %5
J ) . M1
. — 25 2] _ — . J . §+k‘ M
by () V(2 —k)={ —2% size |
[ O en otro caso
(o [+ 3+t
Z . t
23 six € |5, 22—r>
__ oL r _ r . [ L4
Yra(z) = 222" —1) = ¢ —25 size . 1;?)
L 0 en otro caso

Los intervalos diddicos donde las funciones no se anulan, o bien son disjuntos, o bien uno
estd contenido dentro del otro. En el primer caso el producto escalar es cero porque el producto
de las dos funciones es cero, y en el segundo la funcién con el soporte més pequeno hace que
en la mitad del soporte el producto sea positivo y en la otra mitad el mismo valor en negativo,
con lo que el producto escalar también se anula.

Queda probar la competitud. Tenemos que ver que el sistema de Haar es total en L*(R).

El sistema de Haar es la adherencia de la envoltura lineal de funciones constantes sobre interva-
los diddicos. En efecto, basta verlo para la funcién xp i (haciendo dilataciones y traslaciones).
La serie )77, f; con f; = 277¢_;4 es convergente en L?(R) por el Teorema 1.3.4. Observamos
que su suma es x|o,1]- Por tanto toda funcién constante escalonada sobre intervalos diadicos es
limite de combinaciones lineales del sistema de Haar.

Las funciones continuas con soporte compacto Ce(R) se pueden aproximar uniformemente por
funciones escalonadas constantes sobre intervalos diddicos y de soporte compacto. Ademas
Co(R) son densas en L2(R).

Por lo tanto el sistema de Haar es total en L?(R) y por tanto es completo. a

14



Figura 3.2: 9y 4

0.52 0.54 0.56 0.58 0.6 0.62

Figura 3.3: 934
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Capitulo 4

Analisis de multiresoluciéon y

construccion de wavelets

En este capitulo presentaremos un método de construccién de wavelets ortonormales basado
en la existencia de una familia de subespacios de L?(R) satisfaciendo cinco propiedades. También

veremos que estas propiedades no son independientes.

4.1. Analisis de multiresolucion

Definicién 4.1.1 Un analisis de multiresolucion o AMR es una sucesion de subespacios
cerrados V}, j € Z, de L*(R) cumpliendo

Vi CVin, VjeZ, (4.1)
fev; e f20) € Vi,

v =0 (1.3
Propiedad de densidad: jEUZ—Vj = L*(R) (4.4)
dp € Vp tal que {o(- — k), k € Z} es una base ortonormal de Vj. (4.5)

A la funcién ¢ de la propiedad (4.5) la llamaremos funcién de escala del AMR.

Veremos que a veces utilizaremos una propiedad més débil que la (4.5), pero para ello antes

necesitamos una definicion.

Definicién 4.1.2 {¢(-—n),n € Z} es una base de Riesz para Vj si para toda f de Vj existe

una tnica sucesién {ay, }nez en £*(Z) tal que

f(2) =3 anple —n)

ne”Z

17



con convergencia en L*(R), y

AZ |O‘n|2 <

ne’l

Z anp(r —n)

neL

2
<B loal”
2

neL

con 0 < A < B < oo constantes que no dependen de f.

Cuando tenemos una familia de subespacios cumpliendo las cuatro primeras propiedades de la
definicién, y esta quinta propiedad mas débil decimos que tenemos un AMR con una base de
Riesz.

Observacién 4.1.3

1. Observamos que la Propiedad 4.5 de la definicién implica que {¢(-—n),n € Z} es una base
de Riesz para V con A = B = 1. En efecto, basta tomar A = B = 1 y la sucesion «,, de
los coeficientes de Fourier de cualquier funcién de L?(R) respecto del sistema ortonormal
{¢(- = n),n € Z}. Por la Identidad de Parseval (1.3.4) se deduce inmediatamente lo

enunciado.

2. Sea pj; = 2%gp(2jx — k). Como ¢ = ¢(z — k) vemos que ¢g € Vy para todo k € Z por
la condicién (4.5). Por otra parte, si j € Z, la condicién (4.2) implica que {¢;, : n € Z}
es una base ortonormal de V.

Ejemplo 4.1.4 Veremos que el sistema de Haar esta relacionado con el siguiente AMR.
Sea V; el espacio de las funciones en L?*(R) que son contantes en intervalos de la forma
277k, 277(k +1)] ,k € Z. Entonces {V; : j € Z} es un AMR, y podemos tomar como fun-
cion de escala ¢ = x[_1,. Es inmediato comprobar que se cumplen las cinco propiedades de la
definicién.

Veremos ahora con los siguientes dos teoremas que las propiedades de la definicién no son

independientes.

Teorema 4.1.5 Las condiciones (4.1), (4.2), (4.5) implican (4.3). Este resultado es cierto
incluso si en vez de (4.5) suponemos que se cumple la condicion mds débil, es decir cuando
tenemos un AMR con una base de Riesz.

Demostracion:
Lo demostraremos por reduccién al absurdo. Suponemos que existe una funcién f no nula en
N Vj.

jez
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que |/f||, = 1. Utilizando reiteradamente la
propiedad (4.2) obtenemos,

fejQZW:>feV_j,VjeZ=>

= f(2()) S V—j+1 = f(4()) € V_j+2 =
== fin) =2 (20) € Vo
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Por un cambio de variable tenemos que || f;||, = || f|l, = 1.
Como {p(- —n) : n € Z} es una base de Riesz de V{, podemos escribir:

(e = Y ool — B,

keZ

con convergencia en L%(R), de manera que

AN Jdl < Isl5 =1 (4:6)

keZ

Tomamos transformada de Fourier,

27 jee =27 [T

R

= [ty = [ ey
R R

A

= f;(8),
y utilizando la Proposicion 1.1.5,
fi(x) = agple = k),
kez
entonces,

7€) =) aq(mo)(€)

keZ

= > ade () = my(©)2(6)

keZ
donde m;(€) = 3", o, afe2mick,
m; es una funcién 1-periédica (utilizaremos que es periédica de periodo 2) y por (4.6) tenemos

que [|m;lf, < \/% y por tanto es de L?([a,a + 2]), a € Z.
Asi, f(€) = Q%mj(2j£)gb(2j§), y para todo j mayor o igual que 1,

s s ([ et

27+2 2J+2

=2¥<ém @@V@0%<Lmlmxmfm02

27+2
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donde la primera desigualdad es consecuencia de la desigualdad de Holder.

f(f)’ d¢ = 0, y por tanto f(f) = 0,a.e.§ € [2,4].

Con el mismo argumento para Qéf(ng),l € 7Z, obtenemos que f({) =0,a.e.£ € 2'[2,4]. Asf,
f(€§) =0,a.e.£ € (0,00).

Haciendo el mismo argumento en [—4, —2] en vez de en [2, 4], obtenemos que f(f) =0,a.ef €

Haciendo j tender a co obtenemos que f24

(—00,0). Asi llegamos a contradiccién con el hecho de que f sea no nula. O

Teorema 4.1.6 Sea {V; : j € Z} una sucesidn de subespacios cerrados de L*(R) cumpliendo
las condiciones (4.1), (4.2), (4.5). Suponemos que la funcion de escala ¢ de (4.5) es tal que
|| es continua en el cero. Entonces la condicion (4.4) es equivalente a que ¢(0) # 0. Ademds,
2(0)] = 1.

Demostracién:

» Veamos primero que si ¢(0) # 0, entonces se cumple (4.4).

Veremos que el ortogonal de W = U Vj es cero. Probaremos que W es invariante por
JET

traslaciones. Para ello, veremos que W es invariante por traslaciones diadicas m5-i,,,[,m €

7.

Sea f € W. Dado € > 0 existen jo € Zy h € Vj,, tales que ||f — h|, < €. Por (4.1),
h € V;,¥j > jo. Por (4.2) y (4.5), podemos escribir,

W) = 3 dpl@z — k)

kEZ

’

con convergencia en L*(R). Asf,

(To-tmh)(z) = h(z —27'm) = Z cho(2(x —27'm) — k).
keZ

Sij > 1, como 27~ es un entero, p(2/(x —27'm) — k) = p(27x — 27"'m — k) es un elemento
de V;. De ||To-tn f — To-tih|ly = || f — R, < €, con ¢ suficientemente pequefio, podemos
deducir que W es invariante por traslaciones diadicas.
Para z € R arbitrario, podemos encontrar m y [ enteros tales que 2~'m sea arbitrariamente
cercano a x. Asi, ||T9-1,, f — 7. fl|, < €, y concluimos que W es invariante para todas las
traslaciones.
Como ¢(0) # 0 y |¢| es continua en el cero, entonces ¢(£) # 0 en un entorno del cero
(—p, ). Supongamos que existe g € W+, Queremos ver que g es idénticamente nula.

g es ortogonal a toda funcién f de W, y como W es invariante por traslaciones,

/f(x+t)@dt:0, VreR, VfeW.
R
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Como (7_,.f)(€) = €™ f(£), y usando el Teorema de Plancherel (A.3.1), obtenemos,

/OO 2T F(€)g(€)de =0, Yz e R.

o0

Como f§ € L'(R), la igualdad anterior implica que f (S)TS) = 0,a.e.£ € R. En particular,
sea f(z) = 2p(2x) tal que f € V; € Wy f(€) = p(277€). Asi, p(277€)3(€) = 0, a.e.£ €
R. Dado que ¢(277&) # 0 si & € (=27, 27 1) podemos concluir que §(£) = 0, a.e.£ tal que
|€] < 2. Tomando limite cuando j — oo vemos que § = 0,a.e. y por lo tanto g = 0.
Asi, la unién de los subespacios cerrados V; es densa en L*(R).

= Suponemos ahora que W = 'UZVj = L*(R) y veamos que $(0) # 0.
je

Sea f tal que f = X[-1,1]- Entonces por el Teorema de Plancherel,

1712 = || =

Sea P; la proyeccién ortogonal sobre V;. Entonces, como
AN =B < 1f = Pifll = 0,

tenemos que HP]fH?]jo; £l

Sea wji(z) = 29/2p(27x — k), entonces tenemos que,
2

1P fIl = (1D (s ein) @ik

keZ

— 2.
Jj—00
2

Por (4.2) y (4.5), {®jk, k € Z} es una base ortonormal. Por el teorema de Plancherel, la
identidad de Parseval, y teniendo en cuenta que f = X[-1,1], tenemos,

1P fll72 = (el = Z\ froim®

_Z/f

/f 627”2 Jk§2 7/2 5 (2 ]5)

keZ keZ
92— 2
=S| [ Feem g =S | [ ey
keZ kez |/ 277
9-i 2
= / e M
kez |V —277

Para j suficientemente grande tenemos que [—277,277] C [—1, 1], y la tltima expresién es
27 veces la suma de los cuadrados de los valores absolutos de los coeficientes de Fourier
de la funcién X[_Q—jz—j]é. Asi, por Plancherel,

2 [ s —2

27 J—oo
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Pero, por la continuidad de || en el cero,

1 O+e

_ ~ 2d ~ O 2
2 | |Q(p)|"dpe — |@(0)]

Tomando ¢ = 277,

—92—J

1. 27 .
32 [ 1edn — o0

Asf, [¢(0)| =1 # 0.

Observacién 4.1.7

1. De la demostracién del teorema es facil deducir (4.4) si suponemos que se cumplen (4.1),
(4.2), (4.5), y que existe pu # 0 tal que p(§) # 0 en (—p, p).

2. También vemos en la demostracién del teorema que si {V;,j € Z} es un AMR, se debe
cumplir

A U RO
Ifm [p(p)["dp = 1.

j—00 27.j+1

27

Ahora mostraremos que es equivalente suponer (4.5), que suponer sélo que tenemos una base
de Riesz. Ya observamos que una implicacion es evidente, ahora veremos que si {¢(.—k), k € Z}
es una base de Riesz de Vj, entonces existe una funcién v € Vj tal que {y(. — k), k € Z} es una
base ortonormal de V. Para ello previamente enunciaremos un lema y una proposicion.

Lema 4.1.8 Sea ¢ € L*(R) tal que el conjunto de traslaciones {o(- — k), k € Z} es una base

de Riesz del subespacio cerrado de L*(R) que generan. Es decir,

A el <D ae- = k)| <BY el

keZ keZ kEZ

2

L

donde las constantes A y B cumplen 0 < A < B < 0o y son independientes de {c }rez, € (*(Z).
R 1/2
Sea 0,(&) = (Ypen |2(E+ )P 2 Entonces,

VA<0,(6) <VB, aet R

Demostracién:
Sea ¢ = {ck }rez una sucesién de (%(Z) y S; = > kez Ckok- Entonces

Se(©) = apor(€) =D cre HEG(E) = 0(€)@(9),

kEZ kEZ
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con V¢(&) = Y, cre 2™k € L2(]0,1]).

Por otra parte,

k+1

- [osera-5 [ weviora
=/[0 9O Y p(€ + ) dE = / [9¢(€)orp(€) de.

kEZ

Asi, por el teorema de Plancherel,

IScle = | 0clO0(@) de.
[0,1]
Por tanto podemos reescribir la propiedad del enunciado de la forma
2 2 2
A HﬁCHL%[O,I]) < Wc%Hquo,l]) <B WCHL%[OJ})'

Fijamos 1 € [0,1] y tomamos ¥, = \/% S e Asi tenemos que,

(MmN 2
|19C<€)|2 = ! <S ( (gzn) )> = Km(n_£)7

2mm Sjn( 5 )

donde K,, es el m-ésimo ntucleo de Fejér.
Mirando los coeficientes de Fourier de 9, deducimos que ||19<||i2 o) = 5. Teniendo esto en
cuenta, sustituimos en la desigualdad y obtenemos,

1 2
A S oo < 5B

Ademas,
1 1
190l = | OF o2 = [ Kol 026
d

/K "__ (27T)27yr

=5 (K *0)(7]), a.eneT.

Asi, nuestra desigualdad queda

A < (K, * ai)(n) <B, aenecT.

Pero, por el Teorema de Aproximacién de la Identidad, (K, *o2)(n) — o4(1) cuando m — oo,
y obtenemos asi la desigualdad del enunciado. O
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Proposicién 4.1.9 Sea g € L*(R). Entonces, {g(- — k), k € Z} es un sistema ortonormal si y
sdlo si Y,z |9(E+ k)P =1, a.ef €R.

Demostracién:
Veamos la primera implicacién (el reciproco es inmediato). Suponemos que {g(- — k), k € Z}

es un sistema ortonormal. Entonces

5o = / 9(2)(@ — R)dz = / §(6)5(E)e e g

2 2mikk +C§ HH 2 2mikk
— ~ T d — ~ T d
/R\g(ﬁﬂ e 3 ZE_OO/Z 19(§)|7e 3

400 1 '
=Y [ latu opemtan
0

[=—0

- / (Z 900+ m?) 2Tk,

€7

y esto implica que la funcién 1-periédica >, ., [§(1 + k)|* vale 1 a.e., ya que el coeficiente de

Fourier correspondiente a k = 0 vale 1 y el resto de coeficientes vale 0. |

Corolario 4.1.10 Si {o(- — k), k € Z} es una base de Riesz de Vi, podemos encontrar una
funcion v € Vi tal que {~(- — k), k € Z} sea una base ortonormal de Vj.

Demostracién:
Primero utilizaremos el lema y sus notaciones. Definimos y como 4 = . Tenemos, por el Lema
%)

4.1.8, que é cumple

1 1 1
0< < < a.e. € R.

VB T 0,(§) T VA
Tanto 4 como 7 son de L?*(R). De hecho, dado que o, es periddica de periodo 1, podemos
encontrar dos sucesiones {ag trez v {bk trez tales que,

1 E —2mik€
- age Y
0,(£)

keZ

0p(6) =D bpe >,

keZ

con convergencia en L?. Asi,

H(E) = @(&) Y are ™y
kEZ

2(6) =3(6) Y_bre ™.
keZ
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Tomando Transformada de Fourier,

r) =Y biyor(z)

con convergencia en L*(R). Asi, v € (pox, k € Z), y v € (yox, k € Z). Por tanto, {y(. — k), k €
Z} es una base de Vj. Ademas,

> AE+ R =

Asi, por la proposicién anterior tenemos que también es un sistema ortonormal. O

PE+EK)|P=1,aefcR.

4.2. Construccion de Wavelets desde un AMR

Supongamos que tenemos una coleccién de subespacios cerrados {V; };ez de L*(R) formando
un AMR con funcién de escala . Sea W, el complementario ortogonal de Vy en Vi, es decir

Vi=V,®W,.

Entonces, si dilatamos los elementos de W, por 27, obtenemos un subespacio cerrado W; de
Vi1 tal que
Vim=V,@&W;, VjeZ.

Como V; — L*(R), tenemos que

J—00

L*R)= & W;.

]_—OO
Asi, para encontrar una wavelet ortonormal, sélo necesitamos encontrar una funcién ¢ de
Wy tal que {1(- — k), k € Z} sea una base ortonormal de Wy, ya que en este caso, por (4.2) y la
definicion de W, {27/%)(27 - —k), k € Z} es una base ortonormal de W}, Vj € Z. Por lo tanto,

{Yjk, Jj,k € Z} es una base ortonormal de L*(R), y as{ ¢ es una wavelet ortonormal de R.

Intentemos encontrar esta funcién . Consideramos Vy = W_; @ V_. Por la propiedad (4.2)
de la definicién, 2¢(3) € V_; C V;. Por (4.5) podemos expresar esta funcién en funcién de la
base {¢(- + k), k € Z} y obtenemos

- Z OékSO(x + k)?

keZ
con convergencia en L?(R), donde
1 1 —
ay = é/Rgo(éx)gp(:p + k)dz, y Z || < o0

keZ
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Tomando transformada de Fourier, obtenemos

P(28) = 2(&) ) e = p(&)my(€), (4.7)

donde mo(§) = Y ;.cp are®™** es una funcién periédica de periodo 1 en L?([0,1]). A esta funcién
my la llamamos filtro de paso bajo asociado a la funcién de escala ¢.
Veamos un corolario de la Proposicién 4.1.9.

Corolario 4.2.1 Supongamos que g es una funcién de L*(R) y que {g(- — k) : k € Z} es un
sistema ortonormal. Entonces [sop(g)| > 1 y se da la igualdad si y sdlo si |g] = xx para algin
conjunto K C R medible con |K| = 1.

Demostracién:

= Veamos primero que el soporte de ¢ tiene medida mayor o igual que uno.
Como el sistema es ortonormal, tenemos que ||g|| = 1, y por Plancherel también ||g|| = 1.
Por otro lado, por la Proposicién 4.1.9, [g(£)] <1, a.e.§ € R. Asi,

jso0p(3)] = / e / G de =1,
sop(g

» Veamos ahora que si se da la igualdad, entonces |g| = xx con K conjunto de medida uno.
Suponemos que [sop(g)| = 1. Suponemos también que 0 < |g(£)| < 1 en un conjunto F
medible, y llegaremos a contradiccion.

1= |lg)2 = / 19O e < op(5) — B+ |B] = sop(3)] = 1 Contradicciont
sop(§

Asi,

G(§)| = 1 en el soporte de g, y por tanto |g| = Xsop(g)-

» Finalmente si {g(- — k) : k € Z} es un sistema ortonormal y |§| = xx, entonces,

K| = Isop(9)] = llglls = 1.

Definicién 4.2.2 A las wavelets que cumplen que el médulo de su transformada de Fourier es la
funcién caracteristica de un conjunto medible de R las llamamos wavelets MSF (Minimally
Supported Frequency).

Veamos una propiedad interesante de estas wavelets. Puede verse una demostracion de este
resultado en [HW].

26



Corolario 4.2.3 Sea K un conjunto medible en R y sea 1 una funcion tal que |L/AJ| = XK-
Entonces, 1 es una wavelet ortonormal si y solo si

1. {K+k:keZ} esuna particion de R casi para todo punto, y

2. {2K :j€Z} es una particion de R casi para todo punto.

Proposicién 4.2.4 Sea my el filtro de paso bajo asociado a la funcion de escala v, entonces,

(@) + |mo (& + 5 )

Esta condicion se conoce como condicion de Smith-Barnwell.

2
=1.

Demostracién:
Usando la Proposicién 4.1.9, reemplazando g por ¢, obtenemos

D@+ k)P =1,ac R

kEZ

Si tenemos en cuenta que ¢(28) = ¢(£)mo(&), es equivalente a escribir

(e ()

kEZ
Separamos la suma en dos, segiin la paridad de k, usamos que mg es 1-peridédica y usamos de

2 2

=1,ael R

nuevo la Proposicién 4.1.9. Asi,

k 2 k k k
1:2¢(f+2§1> mo(er 25 Sl (e ) e+ )|
keZ keZ
1 R 1\ |?
( 5) §0<§—|—k’—|—§> —|—’m0 Z f—l—/{i
keZ (YA
Pfes ) e

Lema 4.2.5 Si ¢ es la funcion de escala de un AMR {V;}jez, y mo es el filtro de paso bajo

asociado, entonces,

Voi={f: f(é’) = m(26)mo(€)@(€), para alguna funcion 1-periédica m € L*([0,1])},
Vo ={f: f(€) = L(&)@(E), para alguna funcidn 1-periddica ¢ € L*(]0,1])}.

27



Demostracién:

= Veamos primero que

Vi, C{f 2 f(€) = m(26)mo(€)@(€), para alguna funcién 1-periédica m € L*(]0,1])}.

SifeV.y,
f(x) \/_chgp —x — k),

keZ
con >z el < co. Asi, usando (4.7),

=V2)_ap(2)e ™ = V2p(26) Y cpe
k

k

= V2p(E)mo() Y ere ™ = G(€)m(2€)mo (£),

k

con m(€) = 23, cre 2k que es una funcién 1-periédica de L2([0, 1]).

s Veamos ahora la inclusién contraria.

Sea m € L*([0,1]) una funcién 1l-periédica. Queremos ver que f es de V_;, donde f
estd definida por

F(&) = m(26)mo(€)$(&).
Calculando como en el punto anterior obtenemos que f es de la forma deseada, pero nos
hace falta que m(2&)mg(£)@(€) sea de L*(R). Vedmoslo.

Definimos h(§) = m(2§)my(§). Por la Proposicién 4.2.4 tenemos que my es acotado. Asi,
como m es de L%(]0,1]), tenemos que h(¢) € L*([0,1]). Ademds, por la periodicidad de
mg y de m, tenemos que h también es 1-periddica.

Usando que h es de L?([0,1]) y 1-periédica, obtenemos que

/R ORI =3 / I+ k)P = 1o -

Asf, f(€) = m(2)mo(£)@(&) = h(€)@(€) estd en LA(R).

= Veamos ahora que

Vo ={f : f(€) € £(€)@(€), para alguna funcién 1-periédica ¢ € L2([0,1])}.

SifeVy flx)=3, ckgp( k), con >, |eg|* < co. Asi,
x) = ¢ Zc e P = U(E)P(9),

con ¢ funcién 1-periddica en L*([0, 1]).
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» Para ver la inclusion contraria procedemos de la misma manera que para V_j.

Sea ¢ una funcién 1-periédica de L?([0,1]). Asf,

/w €)2de = Z/ IS + B) Pt = 16220 -

Por lo tanto, f(€) es de L2(R) y queda demostrado el lema.

Recordemos que V_; C V.

W_4 es el complementario ortogonal de V_; en Vj. Ahora, para continuar con la construccion
de la wavelet 1, intentaremos caracterizar los elementos de W_; y de Wy. Los elementos de
W_; son aquellas funciones f de L?([0,1]) que son ortogonales a V_;. Sea

U:Vy— L*([0,1])
f—U(f) =1,

donde /¢ es la funcién que caracteriza a los elementos de V| vista en el lema anterior. Obviamente
U es lineal. Ademas se cumple que,

2 2 2 2
HUfHL2([0,1]) = HgHL?([O,l]) = Z |ek|”™ = Hf||L2(R)

kEZ

Por la Proposicién 4.1.9 y por Plancherel obtenemos que

(f,9) 12y = (U, U9>L2([0,1])a Vi, g€ V.

Si f es ortogonal a V_;, esta ultima igualdad y el lema anterior nos dice que ¢ tiene que ser
ortogonal a m(2€)mg(€), para toda funciéon m 1-periddica de L*([0, 1]). Asi, se debe cumplir,

0—/ 0y mEE)mo(€)de
1

= [0 {tem + e+ Dmote+ 1 e

0
para toda funcién m 1-periédica de L?([0,1]). Asi, como la funcién m(2(-)) es periédica de
periodo 2 3, la 1dltima igualdad quiere decir que la funcién ——perlodlca que esta entre llaves es
ortogonal a toda funcién §—per10dlca de cuadrado integrable. Es decir,

(€M) + (€ + 5)mol + ) =0,
para casi todo £ € [0, 1].
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Asi, si escribimos esta relacion en forma vectorial,tenemos que,

(A0, 866+ ) = =€ + 5) (male + ). ~maf®)) (45)
casi para todo £ y para un \() apropiado.

Haciendo el combio &€ = u + % y utilizando que mg y £ son 1-periédicas obtenemos

(E(u + %M(u)) = —Ap+1) (W —mo(p + %)) :

Cambiando el orden de las componentes y poniendo el signo dentro en el segundo término
obtenemos

(E(g),E(g + %)) =ANE{+1) (mo(f + %), —m) , a.e. & (4.9)

Sabemos por la Proposicién 4.2.4, que el vector <m0(§ +1/2), —m0(§)> tiene norma 1, a.e. . Si
tenemos en cuenta ademads de este hecho, (4.8) y (4.9), obtenemos que A({ +1/2) = —=A(£+ 1),
o equivalentemente que A(§) = —A( + 1/2), a.e.£ € 0,1. Asi, A es una funcién 1-periddica y
ademas A(§) = —A(£+1/2), a.e.£ € [0,1].

Definiendo s(£) = e~ \(1/2€), tenemos A(€) = €™ 5(2€), v asi, obtenemos que

0(&) = ¥ 5(28)mo (€ + %), (4.10)

donde s € L*([0, 1]) es una funcién 1-periédica.

Es facil comprobar que el subespacio de L?*(R) que contiene a todas las funciones f tales
que f (&) = £(§)¢(€) con ¢ cumpliendo (4.10) estd en el complementario ortogonal de V_; en
Vh. Asi, tenemos la siguiente caracterizacion de W_q,

W_,= {f L f(€) = ™€ 5(E)mo (€ + %)@(5), para s € L*([0,1]) funcién l-periédica} :

Asi, multiplicando por 2 la variable, obtenemos el siguiente lema.

Lema 4.2.6 Si ¢ es una funcion de escala de un AMR {V;}jcz y mo es el filtro de paso bajo
asociado, entonces,

Wy = {f - f(26) = ¥ 5(26)mo (€ + %)(ﬁ(f), para s € L*([0,1]) funcion J—periédica} :

De este lema deducimos que W) es invariante por traslaciones integrales. De manera similar
obtenemos que

W, = {f L f(27H1E) = €2 5(26)mo (€ + %)@(6), para s € L*([0,1]) funcién 1—periédica} :
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Finalmente, ya podemos definir nuestra wavelet ortonormal, como la funciéon ¢ que cumple

D(26) = ™ Emg(€ + 1/2)9(€), (4.11)

tomando s = 1 en (4.10). De hecho, toda wavelet ortonormal en Wy puede ser caracterizada
como indicamos en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2.7 Supongamos que ¢ es una funcion de escala de un AMR {V;}jez, y sea
my el filtro de paso bajo asociado. Una funcion ¢ € Wy = Vi N V- es una wavelet ortonormal
en L*(R) si y sélo si,

. . 1.

¥(26) = v (28)mo(§ + 5)$(€)

casi para todo & de R, y para alguna funcion v 1-periodica medible tal que

()| =1, aefeL?*0,1])

Demostracion:
Como |v(§)| = 1, y por la caracterizacién de Wy, ¢ es de W

Sea g € W, cualquiera. Esto implica que existe una funcién s € L?([0,1]) 1-periédica tal
que

§(26) = (26 )molc + )3(6).

Asi, tenemos,

9(6) = s(Emol5€ + 1)3(50)
— S Os(mol5 + )50
=28 he) = s
= 2596 = (D).

Dado que s € L*([0, 1]), podemos expresar s(£)7(§) = .oz cke” 2™, para una cierta sucesién

x) = chw(m —k

kEZ

{citrez € (*(Z), y obtenemos que

Asi, obtenemos que {(- — k)p € Z} genera W,. Para probar la ortonormalidad del sistema,
utilizaremos la caracterizacion de sistemas ortonormales dada en la Proposicion 4.1.9, y la .

S+ R = S 8056 + S Plmo(5¢ + P

keZ keZ 2
1 1 2£+1 2£+1 1
=Z|¢(§£+€)!2\mo(§€ |2+Zi =) |m0(§£+€+1)]2
LEZ LEZ
]‘ 2 1 2
:|m0( E+ ) FImo(GOI =1,
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donde hemos separado la suma en pares e impares, y hemos utilizado la 1-periodicidad de my.
Hemos observado ya que si {¢(- — k) : k € Z} es una base ortonormal de W, entonces

{2%¢(2j —k) : k € ZZ} es una base ortonormal de ;. Asi, como tenemos que L*(R) = B W;,
j=—o00

1 es de hecho una wavelet ortonormal de L*(R).
Veamos ahora el reciproco. Queremos ver que toda wavelet ortonormal de W es de la forma
del enunciado. Por el lema anterior, tenemos que existe una funcién v € L?([0, 1]) 1-periddica

tal que
9E) = S Emo(5E + 5)P(56)
0198 T PpY)
Si ¢ es una wavelet ortonormal, entonces por la ortonormalidad del sistema que genera, obte-
nemos
ko1 &k
L= I+ B = S @ PmoS + 5 + 5P + )P
kEZ keZ
2<Z|m0(§+1 +€|2+Z|mo IREE S e >|)
2 2
LeZ Le
£, 1 §
= [V (Imo(Z + 5 +1mo(Z)I* ) = (O,
2 2 2
para casi todo ¢ de [0, 1]. O

Esta proposicion completa la construccién de una wavelet ¢ desde un AMR. Veamos ahora
una manera de expresar ) como combinacion lineal de traslaciones de la funcién de escala y

con coeficientes relacionados con los coeficientes que determinan el filtro de paso bajo.

Proposiciéon 4.2.8 Suponemos que ¢ es la funcion de escala de un AMR, y que myq es el filtro
de paso bajo asociado. Entonces,

—QZ Va2 — (k — 1)),

kez
donde mo(§) = >, ape®™ k.
Demostracion:

Como (—1)* = €™ tenemos que mo(§ +1/2) = >, ape 2 (—1)*. Sustituyendo en (4.11)
obtenemos

9(26) = ém <€+1 R
_ Z 2m§(k 1)@(5)
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Asi,
9O = ST A

Finalmente, tomando transformada de Fourier inversa,

0= [[E@emi = [ Syt Do)
=Y | emf@“k”)@(g)df
- S [ ey
(1) awe(2e - (k— 1))

k

I
S

Veamos ahora una manera de obtener |@| a partir de [¢)].

Proposicion 4.2.9 Sea ¢ la funcion de escala de un AMR y 1 una wavelet ortonormal. En-

=> [
j=1

tonces,

2
gﬂ,aﬂgeR

Demostracién:
De la Proposicién 4.2.4, de (4.7) y de (4.11) obtenemos

(€ + 3)P(6)

PO + [506)[ = 1pEmo(©)* +

= 2P <|mo<5>|2 ot + )

[teramos este proceso y obtenemos que
) N
22"+ |d(e)
j=1

Como |p(€)]* < 1, la sucesién {Zj\; [p(20€)2: N =2,3, - } es una sucesién creciente de

numeros reales acotada por 1, y su limite existe. Asi, A}im |P(2V€)|? también existe. Ademds,
—00

1
[1eeera = o [ 1e©rds o

2 = VN > 1.

y por el lema de Fatou
/ lim |p(2V¢)]%de < lim / G(2VE)Pdg = 0.
R N—o0 N—oo Jp

Asi, A}fm 12(2V€)|? = 0 y queda probado el enunciado. O
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4.3. Ejemplos

4.3.1. La Wavelet de Haar

La wavelet de Haar esta construida a partir del AMR generado por la funcién de escala
¢(x) = X[-1,0)(z). Como

1 1 1

1 1
— — = — _ = — — ]_
290(21‘) 5XI 20)(2) 2@(90) + 2@($+ ),

se deduce que los coeficientes del mg son ag = =, ay = %, y ap =0, Vk #£ 0,1. Asi el filtro de

N |—=

paso bajo para la wavelet de Haar es

mo(€) = 51+ 7).

Usando la Proposicién 4.2.8 obtenemos que

V(@) = 922 +1) = 9(22) = X[y 1) (@) = X[ 1 0)(2)-

Calculamos la transformada de Fourier de la funcién de escala:

0

@(5) — / 67271'7;5(17)([_1’0) (lC)dl' — / 6727ri§mdl_
R -1
_ 1 — e?mit _ mesSInmE

—2mi€ ‘ Urs
Asi, por (4.11), tenemos,

1— 6727”'5) (€2m'§ _ 1)
4mi& '

D(28) = e>™Emy (g + %) G(zi) = 627ri§(

Es decir,
~ it emt — 24 e

9O =

Se puede comprobar que la transformada de Fourier de X[-1,51) ~X[5L0) coincide con la tltima
b 2 2 b

expresion.

2

¥

1.5

0.5

Figura 4.1: Funcién de escala

34



Figura 4.2: Wavelet de Haar

4.3.2. La Wavelet de Shannon

Llamamos wavelet de Shannon a la funcién v cuya transformada de Fourier satisface

B(€) = e™xr(8),

donde I = [—1, —%) U (%, 1}. Para ver que es una wavelet usamos la Proposicion 4.2.7, para

obtener una funcién de escala de un AMR que genere esta wavelet. Tenemos
D) = N (26) = e o x, (26),

donde [; = [-279, =279~ 1Yy (2771 277].
1

Los intervalos I; son disjuntos y su unién para j > 1 es [—5, O) U (0, %] , asi podemos tomar

Como

por la Proposicién 4.1.9, tenemos que {¢(- — k) : k € Z} es un sistema ortonormal. Elegimos
V; como el subespacio cerrado generado por {p;x = 2//2p(27 - —k) : k € Z}, Vj € Z. Entonces,
si vemos que 3¢(32) es un elemento de Vy tendremos que {V; : j € Z} es un AMR. Esto es
equivalente a encontrar el filtro de paso bajo my satisfaciendo (4.7). Como mg es una funcién
1-periédica en L%([0, 1]) la ecuacién (4.7) nos da que

Asi

0 en otro caso,

y la extendemos periédicamente a desde [—3, 3] a todo R.
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Podemos deducir por (4.11) que

1

$(26) = o (€ + )P (¢)

1

_ 627ri§m0<§ + §)X[—%»% (5)

_ 627ri§

Asi

X([-1/2,—1/4]u[1/4,1/2]) (f)

B(€) = ™ xr(€).

Se puede comprobar que la funcién de escala es

p(§) == p:

y la wavelet

_ sinwg

sin 27§ + cos €

w(E) =

(26 +1)

Figura 4.3: Funcién de escala

o g e

0

1\/2

-0.2

; fchr
v;ﬁé\/

Figura 4.4: Wavelet de Shannon
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Capitulo 5

Construccion de wavelets de soporte

compacto

5.1. Introducciéon

En este capitulo estudiaremos las wavelets de soporte compacto. Veremos que si una wavelet
tiene soporte compacto entonces el filtro de paso bajo tiene que ser un polinomio trigonométrico,
y también que la wavelet no puede ser C*°. Veremos que para todo n natural existe una wavelet
ortonormal v con soporte compacto y tal que existen todas sus derivadas hasta orden n. La
existencia de esta wavelet la veremos usando las técnicas del Analisis de Multiresolucion vistas
en el capitulo anterior. Hasta ahora habiamos partido siempre de la funcién de escala. En este
capitulo veremos cémo hacer la construccién a partir del filtro my.

En el capitulo anterior hemos visto un ejemplo de wavelet ortonormal con soporte compacto.
Es el caso de la wavelet de Haar, donde ¢ (z) = X[q,ﬁ)(m) — X[-1,0)- La wavelet de Shannon,
sin embargo, tiene como soporte toda la recta real. Observamos que la de Haar es discontinua
y la de Shannon es C*>. Veremos que es posible obtener wavelets con soporte compacto, como
la de Haar, pero con mas regularidad que ésta.

Queremos construir una funcion de escala ¢ a partir de un filtro mgy. Supongamos que my
cumple las propiedades vistas en el capitulo anterior

moy € C' y es 1-periddica,
Imo(&)1” + [mo(€ + 3)P =1, (5.1)
Imo(0) = 1.

Si existiera la funcién ¢, aplicando (4.7) reiteradamente, se deberia cumplir que

@(&) = p(27V¢) Hmo(Q_jf), VN € N.
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Denotamos por Iy (§) al producto Hj\;l mo(277€). Por el Teorema 4.1.6 tenemos que ¢ debe
ser continua en el cero y que $(0) = 1. El producto []; = 1°mg(277€) es convergente para todo
¢ € R. También tenemos, por la segunda condicién en (5.1), que |mg(€)| < 1, para todo £ € R,
y por tanto, [TIy(§)] < 1. Asi

N+1

My41(6) H mo(277€) — 0(27€) =Ty (&) (mo(27V71¢) — 1),

u,’:]z

y por tanto, usando que [IIy(§)| < 1, que mo(0) = 1 y el Teorema del Valor Medio, tenemos

Mv41(€) — I (€)] = M (&) (mo(27771€) = 1] < fmo(27¥71€) — mo(0)] < [[mgll 2~V e].

Asi,
Mysar(€) = n(€)] < [Imoll [€127Y, VN, M €N,

es decir, la sucesiéon {IIn(£)}nen es de Cauchy, y por tanto convergente. Asi, podemos definir
H me(277€), € €R.

Proposicién 5.1.1 Sea mg una funcion definida en R satisfaciendo (5.1). Entonces la funcién
@ definida por

Hmo E), EER,
estd en L*(R) y ademds ||pl, < 1.

Demostracién:

Sea Iy (§) = H;V=1 mo(279€). my es una funcién 1-periédica y por tanto Iy es una funcién

2N _periédica. Asi, por las propiedades del filtro

N

-1 2N
= [ Iv@Pde = [ MR
2N—1 2N
- / Ly (€)Pde + / Ly (€)Pde
0 2N -1
2N—1
- / (T () + [Ty (€ + 25 1)) de
2N—1
-/
2N—1

S LRGIK

(O (Ima( O + bma(36 + )P ) de
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Repitiendo el argumento obtenemos que

2 1
I=n= [ Imogora =2 [ mae)ae

1/2 1
2 [ / mo(€)[2de + / . \mo(£)|2d§]

2 [ ma(@F + Imte + 3] e =2

1
2

=1
Como [TIx(€)]* — |¢(€)]?, aplicando el lema de Fatou obtenemos que
2N—1
[1@rae < i [ maipac= i 1y =1
R N—o0 _9N-1 N—oo

Asi ¢ € L*(R), ¢ estd bien definida y ||g0||g = ||<,5||§ <1 O

Veamos ahora otras propiedades de mg que nos aseguren que ¢ es una funcién de escala. De
(4.7) tenemos que si ¢ fuese la funcién de escala, entonces se debe cumplir mg = ), e
con ay, = £ [o ¢(32)¢(x + k)dz. Es decir, los ay, tienen que ser los coeficientes de 1¢(3-) € V.,
en la base ortonormal {¢(- + k) : k € Z} de V. Para que la funcién ¢ sea de soporte compacto,
sélo un numero finito de los a;, pueden ser distintos de cero. Asi tenemos que mg(&) debe ser
un polinomio trigonométrico.

Veamos ahora que no podemos esperar que una wavelet de soporte compacto sea de C*(R).

Este hecho seré consecuencia del siguiente resultado.

Teorema 5.1.2 Sea r un entero no negativo. Sea v una funcion de C"(R) tal que

C )
i bara algun € > 0,

y tal que Y™ € L>*R), param =1,2,...,r. Si {¢;jr : j,k € Z} es un sistema ortonormal de

L*(R), entonces todos los momentos de 1 hasta orden r son cero, es decir

/x"%b(a:)da: =0, Vm=0,1,...,r.
R

Demostracion:
Lo demostraremos por induccién sobre r.

= Sir=0:
Sea a = 2790k, para algin jo, ko € Z tal que ¢(a) # 0. Como ||¢||, =1 y ¢ es continua

existe un a como el descrito. Como v es wavelet ortonormal,
[ P - ke =0, s (.0 £ (0,0).
R
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Tomando k = 29770k, con j > méx {jo, 0}, esta igualdad queda

P a =0,

Haciendo el cambio de variable y = 27(z — a) obtenemos

téww+2jmw@my:&

Pasando al limite cuando j tiende a oo, y aplicando el Teorema de la Convergencia

Dominada, tenemos que

W/Rw(y)dy =0,
y como (a) # 0,
4w@My=0
Sir=1:

Hacemos este caso aparte antes del caso general para ver mejor como funciona. Ya sabemos
que

/Rw(y)dy =0,

por el caso anterior. Definimos
ow)i= [ vy

Observamos que lim ¥(z) = 0. Ademés, ¥(z) = [*_v(y)dy = — [ ¢(y)dy. Como

T— 00 z

estamos suponiendo que

C .
’w(l')’ < W, para algin € > 0,
entonces veremos que
Cy
v < ——F.
OIS G

En efecto, si |z| > 1,

< < < ~
i< [ i< c [ gt <O~ O

Integrando por partes obtenemos

/_OO W z)de = — /_OO i (z)de,

[ee)
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ya que, si A es un numero real positivo,

/ d:v—/ / ¥ (y)dydz
—/_Aw(y)/y dwdy+/ Uy /Adaﬁdy

_ / jw<y><A—y>dy+ / b(y)2Ady

——a [ vty — [ oty — [ vt

: A
ya que el primer sumando lo podemos acotar por ATAT

tiende a infinito. Asi, lo que queremos ver es ffooo Y(x)dz = 0. Procedemos como en el

que tiende a cero cuando A

caso 7 = 0. Como % es no constante y ¢’ es continua, existe a = 2770k, tal que ¢'(a) # 0.
Escribimos

/¢ V(2 (z — a))dx = 0.
Integramos por partes,

/w’ 92 (x — a))dx = 0.
Hacemos el cambio de variable y = 27(z — a) y obtenemos

/R @7y T a)(y)dy = 0.

Como antes, hacemos limite cuando j tiende a oo,
@ [ oy =0,
R

y como ¢/(a) # 0 tenemos que [ ¥(y)dy = 0.

Suponemos cierto hasta r — 1:

Como suponemos que todos los momentos hasta orden » — 1 son cero, podemos integrar

Y r veces y obtenemos funciones ¥y = v, ¥, ..., 0, tales que ¥ = U1, y h’rin I, = 0.
T— =00
Ademas podemos ver como antes que existen constantes C1, ..., C, tales que
C
Uk ()] < i k=1...r

(1 + |x|>r—k+1+6’

Integrando por partes r veces, como en el caso r = 1, vemos que fR x"Y(z)dr = 0siy
solo si fR V. (z)dz = 0. Asi, dado que w(r) no es constante y es continua, entonces existe
a =277k, con 9¥r)(a) # 0. Tenemos que

/¢ (2 (z — a))dz = 0.
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Integrando por partes r veces obtenemos que

/¢ 9.(2 (x — a))dz = 0.

Haciendo el mismo cambio de variable que en los casos anteriores y haciendo tender j a

(@) /R 0, (y)dy =

y como 1)) (a) # 0 obtenemos que el resultado es cierto hasta orden r.

o0 tenemos que

Teorema 5.1.3 Sea ¢ € L*(R) una funcién con soporte compacto tal que v € C_Oo. Entonces
{1 : 3,k € Z} no puede ser un sistema ortonormal de L*(R), donde v;x(x) = 23¢(2x — k).

Demostracion:
Lo demostraremos por reducciéon al absurdo.

Si {¢jx : j,k € Z} es un sistema ortonormal en L?(R), entonces como ¢ es una funcién
de soporte compacto, se cumplen las hipotesis del teorema anterior para todo r natural, y
tenemos que todos los momentos de 1) son cero. Asi, para cualquier polinomio p(z), se cumple
fR p(x)de = (0. Como v tiene soporte compacto, por el Teorema de Aproximacion de
Weierstrass, podemos encontrar un polinomio p(x) que la aproxime. Es decir, dado ¢ > 0,
existe ¢(z) tal que sup,ck |¢(x) — ¢(x)| < ¢, donde K es el soporte de 1. Asi,

ol = [ vt da:—/w
~ [ wle)ids = | @i

_/K V(@) = a(@)Fde < e [ fp@lde =],

Como |||, < oo y € es arbitrario, tenemos que |[¢)[|3 = 0, lo cual contradice la ortonormalidad
del sistema. a

Sabemos por la Proposicién 4.1.9 que {¢(- — k) : k € Z} es un sistema ortonormal si y sélo
si
STlpE+ k)P =1, aef €R.
keZ
Asi, si definimos G(&) = Y .5 |0(€ + k)|, necesitamos ver que (5.1) y la definicién de ¢
implican que G(§) =1 a.e.{ € R.
A partir de ahora supondremos que mg es un polinomio trigonométrico de la forma mg(§) =
SV are®™™ € Entonces Ty (€) (definido en la demostracién de la Proposicién 5.1.1) es una
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combinacién lineal finita de términos de la forma 2255 2776 , donde —M < ¢; < M. Asi la
transformada de Fourier inversa de IIy es una combinacién hneal finita de funciones § de
Dirac de la forma d,, con a = — Zj\;l 279¢;, ya que 5(1(5) = fR e~ 2mitady = e~2™9¢ Dado que
a € [—M, M] la funcién ¢ definida en la Proposicién 5.1.1 es una funcién de L?(IR) con soporte
contenido en [—M, M]. Como ¢ € L*(R), G(§) es una funcién 1-periédica de L'([0, 1]). Adem4s
por el Teorema de Plancherel,

1 ' k+1 ,
Wjéﬂ&ﬂW%=ZJ e GEGL

- /_ Z [e7 2™ p(€)] p(€)de = / (z — O)p(x)dz.

Pero si ¢ es de soporte compacto, la ultima expresion es cero, excepto para un numero finito

de enteros ¢. Asi, hemos probado el siguiente lema:

Lema 5.1.4 Si mg es un polinomio trigonométrico satisfaciendo (5.1) entonces ¢ es una fun-
cion de soporte compacto en L*(R) y G(&) = 3,7 |06+ )2 = 3,y coe®™ es un polinomio
trigonométrico.

Teorema 5.1.5 Sea mqy un polinomio trigonométrico que satisface (5.1) y tal que mo(§) # 0
para todo & € [—1/4,1/4]. Si ¢ estd definida por

Hmo j€ E R7

entonces {p(- — k) : k € Z} es un sistema ortonormal.

Demostracion:

Necesitamos ver que G(§) = 1 en [—1/2,1/2], donde G(§) estd definida en el lema anterior.
Veamos primero que si ¢ € Z, { # 0, entonces ¢(¢) = 0. En efecto, £ = 2P¢q con ¢ impar, tal

que el producto

H mo(27927q)

contiene el factor mg(2) si N > p+ 1y por (5.1) mg(2) = mo(3) = 0. Asi, G(0) = |¢(0)|* = 1.

Veamos ahora que

G(2€) = mo(&)I*G(€) + Imo(€ + )I G(E+ ) (5:2)

Simplemente separamos los términos pares e impares en la suma que define a G(2¢).

= Y lp2Ae + oNP = Imole + DPIZE + DI

LEL LEL
R 1
= |mo(¢ ||80§+k|2+2|m05+ )\ !w(£+k+§>!2
keZ keZ

= [mo(IPG (&) + [mo(€ + )I G(E+ )
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Sea m = minge[_%é} G(&) y escogemos & € [—2 3 5] tal que G(&) = m. Veamos ahora por
reduccion al absurdo que se debe cumplir que G(Qé’o) = m. Supongamos lo contrario, que
G(3&) > m. Entonces usando (5.2) y suponiendo que mo(lfo) # 0, tenemos que

= Gl60) = Imol58)PG(50) + Imo(36 + 5 PGl560 + 5)

1 1 1
> m|m0(§£0)|2 + m|m0(§§0 + §)| =m,
que es una contradiccion. Asi G (%5’0) = m. Iterando el proceso obtenemos que

G(277&) =
y tomando limite que 1 = G(0) = m.
Sea M = supgei_1 1) G(§) v escogemos & € [—3,3] tal que G(&) = M. Veamos ahora
como antes que se debe cumplir que G(%fl) = M. Supongamos lo contrario, que G(%fl) < M.
Entonces usando (5.2) y suponiendo que mg(1&) # 0, tenemos que

(
M = G(&) = Imo(5€)PG(56) + Imo(56 + PG5 + 5)
< Mimo(56)P + Mimo(g6 + ) = M,

que es una contradiccion. Asi G(%{l) = M. Iterando el proceso y pasando al limite tenemos
que G(0) = M. En resumen tenemos que m = M = G(0) = 1 y queda probado el teorema. O

Podemos construir fécilmente el AMR asociado al filtro mg que satisface (5.1) y tal que
mo(€) # 0 para todo £ € [—1, 1]. Sea

Vo :i={p(-—k): k €Z).

Si (pf)(z) := f(2x) y definimos
Vi = (Vo)
ya estariamos.
Observamos que ¢ tiene soporte compacto contenido en [—M, M], donde M es el grado
del polinomio trigonométrico mgy. Podemos ver también que la wavelet ortonormal 1) dada por

(4.11) debe tener también soporte compacto; por la Proposicién 4.2.8,
—22 Yeare(2r — (k —1)).
Como —-M < k< My -M<2r— (k: — 1) < M, v tiene soporte compacto contenido en
1 1
M — 5, M + 3].
Teorema 5.1.6 Para algun natural r existe una wavelet ortonormal 1 con soporte compacto

tal que 1) tiene derivadas acotadas hasta orden r. 1 puede obtenerse como un AMR cuya funcion

de escala ¢ también tiene soporte compacto y la misma reqularidad que 1.

Se puede ver una demostracién de este teorema en [HW]. Se puede ver también que si la wavelet
es C¥ entonces el soporte mide 5k.
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5.2. Construccion de Daubechies

Para conservar la notacién de Daubechies, en esta seccion expresaremos el filtro de paso

bajo en términos de coeficientes normalizados, mg(£) = \/LE > wez e ™2™k es decir, a_y, = f/—%
Podemos ver en [DAU] que si ¢ es de soporte compacto y de clase CY~!, entonces myq tiene
que ser de la forma
iex N
1+ 6—27725
mol©) = (F5) £t (5.3

donde L es un polinomio trigonométrico 1-peridédico.

A un polinomio trigonométrico myg a coeficientes reales cumpliendo (5.1) y tal que mg(§) # 0
para toda € [—1/4,1/4] le llamaremos filtro de Daubechies. Ya hemos visto en la seccién
anterior que si mg es de este tipo entonces la funcién ¢ tal que ¢(&) = H;’il mo(277€) es una
funcion de escala de filtro my.

Para construir mg primero determinaremos un polinomio trigonométrico My tal que My(§) =
|mo(€)|?. Como queremos que my sea un filtro de Daubechies cumpliendo (5.3), se tiene que

2N

T L) = cost™ (me)L(E)

Mo(f) = 9

ha de ser un polinomio trigonométrico 1-periédico tal que
1
Mo(&) + Mo(€ + 5) =1,

MO(0> =1,

y donde L(§) = L(&)L(&) tiene que ser un polinomio trigonométrico 1-peridédico no negativo
par, es decir

L(§) = Q(cos(2m€)) = P(sin(w¢)),

con ) y P polinomios.

Proposicion 5.2.1 Una condicion suficiente para que un polinomio trigonométrico 1-periodico

mol€) = (”e—w)Nﬁ(s)

a coeficientes reales del tipo

2

sea filtro de Daubechies es que

donde



Demostracién:

Como My(€) = |mo(€)]?, tenemos que

My(§) = cos™™ (&) P(sin* (7€),
¥ entonces, por (5.1),
2N (6 P(sin?(w€)) + cos?™ (w€ + ) P(sin’(m€ + 7)) = 1.
Hacemos el cambio de variable y = sin®(7¢) € [0, 1], y nos queda

1=—y)"P(y)+y"P1L—y) =1, yel01] (5.4)

Los polinomios (1 —y)" y " son primos entre si, y por el algoritmo de Euclides obtenemos
los dos tinicos polinomios q; y g2 de grado menor que N tales que (1 —y)Vqi(y) +yVNg(y) = 1.
Sustituyendo y por y — 1 obtenemos la igualdad equivalente (1 —4)Ngy(1—y)+yVqi(1—y) =1,
y por la uncicidad, tenemos que ¢»(y) = q1(1 — y). Asi, (1 — )V (y) + yVqi(y) = 1. O sea,
Pyx = ¢ es el tnico polinomio de grado menor que N satisfaciendo (5.4) y lo podemos escribir

Pyy)=1—y) N (1—-y"Pyv(l-y)).

—-N

El desarrollo de Taylor de grado N — 1 del polinomio (1 —y)~" en un entorno del cero es

N-1
N+E-1
TNl ( )yk-

k=0
Asi, tenemos que

N-1
N+kE-1
( * >yk + términos de grado mayor o igual que N.
k=0

Como Py tiene grado menor que N, resulta que

Pn(y) =Tn-(y) = ]:2:; (N +: N 1>yk,

que es no negativo para y > 0. Como cos?V (¢) > 0 para [¢] < i, obtenemos que mg es un filtro
de Daubechies. O

Asi, ya tenemos un método para encontrar polinomios trigonométricos

My(8) = [mo(&)[* = cos™™ (w€) L),

con L(§) = Py(sin*(7€)). Nos interesa ahora encontrar mq tal que

2N—-1

Corike\ N
o) = 75 3 b (F5) e
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con £ cumpliendo L£(&)L(§) = L(£). Existe un método llamado método de factorizacién
espectral, que nos proporciona un polinomio de este tipo, L(§) = ’1;/:—01 bpe 2™k b € R. Se
consiguen asi las waveletes de Daubechies D2N con funcién de escala y¢ de soporte [0,2N—1] y

wavelet 1. En esta seccion sélo veremos como obtener los coeficientes en los casos particulares
N=2yN=3.

Ejemplo 5.2.2 La wavelet D4
Estamos ahora en el caso N = 2. Tenemos que

Py(y) = (é) + G)y =1+ 2y,

1 1 :
L&) =1+ 2sin*(nf) =2 — ¢ e — 26727”&.

Queremos determinar primero los coeficientes reales by y b; de L tales que

Yy que

(bO + b16—27ri£) (bO + b162m’£) _ L(f) —9_ ; 2mi§ ;6—2m’§.

Igualando coeficientes y usando que by + by = £(0) = m(0) = 1, obtenemos que

1+v3  _1-V3
1= .

bn =
0 2 9

Asi, el filtro tiene que ser

= (L (148158 )

2 2 2

3
1 )
_ E hkemeké‘
V2 D

Igualamos coeficientes y obtenemos que

s
S

= 0,4829629131445341...
= 0,8365163037378079...
= 0,2241438680420134...
= —0,1294095225512604...

W~

w
+
5

'a

W~

's

WIN| = D
=l sl ol =
W~

Cuadro 5.1: Coeficientes de la wavelet de Daubechies D4

Asi, utilizando un algoritmo recursivo podemos dibujar una aproximaciéon de la funcién de
escala y de la wavelet. !

'En el Apéndice B podemos consultar el algoritmo y el cédigo fuente utilizado para generar el gréfico.
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Figura 5.1: Funcién de escala de la wavelet D4
3
21)
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Figura 5.2: Wavelet D4

Ejemplo 5.2.3 La wavelet D6 Estamos ahora en el caso N = 3. Tenemos que

P3(y) = (3) + G)y + (3) y? =6y + 3y + 1.

Tomando y = sin®*(7§) = 1 (2 — €™ — 72™¢) | tenemos que

3

3 . . . .
L(§) = P3(sin*(7€)) =1+ 1 (2 — it _ 6_27”5) + 3 (2 — it _ 6_27”5)2 )

Queremos determinar los coeficientes by, b; y by reales tales que el polinomio trigonométrico
L(E) = by + bie 2™ + bye ™ cumple que L(E)L(—€) = L(£). Haciendo los productos e
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igualando coeficientes, obtenemos que

3
b0b2 = gu
9
bi(bg + by) = e y
1
%+@+@:§.

Teniendo en cuenta que mg(0) = 1, tenemos también la relacién by + by + by = 1. Utilizando
estas cuatro relaciones obtenemos que

b \/51—0—\/104-\/5—1-2\/10
0 — ;
32

1—+/10
by =——%—, ¥y
V2
; \/51+\/10— V5 + 210
2 — .
32

De esta manera, el filtro de paso bajo tiene que ser

1 5 ] 1— e—27ri§ 3
mo(f) = — hke—mek - (—) ‘C(S)
Como en el caso N = 2 finalizamos igualando coeficientes. El resultado es,

|

I |
0,3326705529500825...
0,8068915093110924...
0,4598775021184914...
—0,1350110200102546...
—0,0854412738820267 ...
0,352262918857095...

Q| W= O

Cuadro 5.2: Coeficientes de la wavelet de Daubechies D6
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Capitulo 6

Mas ejemplos de wavelets

A lo largo de este trabajo hemos visto diversos ejemplos de wavelets. El primero de todos
fué el de la wavelet de Haar, cuya funciéon madre era lo mas sencilla posible. Vimos mas tarde
que procedia de un AMR. Hemos visto més ejemplos de wavelets provenientes de un AMR, la
wavelet de Shannon, mucho més regular que la de Haar, pero con soporte toda la recta real,
y las wavelets de Daubechies, con soporte compacto pero muy irregulares. En este capitulo
veremos el primer ejemplo de wavelet que no proviene de un AMR, la wavelet de Journé. Es un
ejemplo de las wavelets que en el capitulo 4 llamamos MSF. Veremos también otros ejemplos
de wavelets MSF. Finalmente hablaremos de otra wavelet muy conocida, la de Lemarié-Meyer

6.1. La Wavelet de Journé

La wavelet de Journé consiste en una funcién ¢ tal que 1& = Xk, donde

16 1 2 21 16
K=|-—,-2)u|-=,-2 Z-olul2, =),
F)ols3)e () )

Asi tenemos que la wavelet de Journé es una MSF.
15

Figura 6.1: Wavelet de Journé
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Veremos primero que esta wavelet no puede provenir de un AMR. Si la hubieramos obtenido
a partir de un AMR con funcién de escala ¢, por la Proposicién 4.2.9 se deberia cumplir

1 osi0<fg<? 6 i<ld<

s

6 1<|¢<

e

Y

2] =

0 en otro caso.

Si ¢ fuese funcién de escala de un AMR entonces deberia cumplir la Proposicién 4.1.9. Pero si
definimos [ = (O, %) tenemos que |@(£)| = 1 para todo £ € [.También tenemos que para todo
g€ lsecumple 1 <&+ 1< 2y por tanto |@(€ + 1)] = 1. Asi,

S IGE+R)P = B + @€ + 1P =2,
keZ

para todo £ € I. Esto prueba que no se puede cumplir la Proposicién 4.1.9. Veamos ahora
que efectivamente es una wavelet ortonormal MSF. Para ello necesitaremos algunos resultados

previos.

Teorema 6.1.1 Sea ) € L?(R) tal que |1$] = XK, con K un conjunto medible de R. Entonces 1
es una wavelet ortonormal si y sdlo si existe una particion {I, : £ € Z} de I = [—1, —%] U [%, 1} ,
una particion {K, : £ € Z} de K y dos sucesiones de enteros {j, : £ € Z} y {ke : £ € Z}, tales

que
1. KZZQJ'ZIK,EGZ, Y
2. {Ki+ki:l€Z} esuna particion de 1.

Puede verse una demostracién de este teorema en [HW].

Una consecuencia inmediata de este teorema es el siguiente resultado.

Corolario 6.1.2 Sea {I, : ¢ € Z} una particion de I = [—1, —%} U [%, 1]. Suponemos que

existen dos sucesiones de enteros {jo: £ € Z} y {ky: { € Z} tales que {291, + k; : { € Z} forma
una particion de I. Entonces toda funcion v tal que 1&] = XK, COn

K =|]J21,

LeZ

es una wavelet MSF.

Utilizaremos este corolario para probar que la wavelet de Journé es efectivamente una

wavelet. Consideremos el intervalo I definido en el corolario, y la siguiente particion de I,

I=LULUILUI,

4 4 1 14 4
1 |: ) 7:| s 42 |: 77 2:| y 43 |:27 7:| Yy 14 |:77 ‘| )
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entendiendo que I, = () si ¢ € Z\{1,2,3,4}.
Si escogemos las sucesiones {j1, j2, js, jat = {—1,2,2, =1} v {k1, ko, k3, ks } = {1,3, 3,1}
tenemos que {27¢1, + k, : £ € Z} forma la siguiente particién de I,

[EHANENES)

Asi, aplicando el corolario anterio obtenemos que la funcion ¢ tal que |1/}| = Xk, con

1 2 16 16 21
K=2"'"U2LU2®LU2'[,=|—= —Z|U|-—=.-2|U|2,=|Ul|=, =
1 2 3 4 2a 7 77 77 772 9

es una wavelet MSF.

6.2. Mas ejemplos de wavelets MSF

1.  En el capitulo 4 estudiamos la wavelet de Shannon, que era la funcién v cuya transformada

de Fourier satisface

~

U(E€) = e™xu(9),

donde I = [—1, —%) U ( L 1} . Entonces ya vimos que era una wavelet ortonormal. Observa-

29

mos que la funcién ¢ cumple que |1/A)| = Xk, Y por tanto también es MSF. Por el Corolario

4.2.3 del capitulo 4 también hubieramos podido ver que es una wavelet ortonormal.

2. Otro ejemplo de wavelet MSF es la llamada wavelet de Lemarié, que es la funcion ¢ que

cumple que zﬁ = Xk, con

K —4—2U23U1216
T 77 77|

Por el Corolario 4.2.3 tenemos directamente que es una wavelet MSF.

3. Las funciones 1, tales que

~

e = Xk,, con K, =[—2a,—a|U[l —a,2 —2a],0 <a <1,

forman una familia de wavelets MSF, por el Corolario 4.2.3. Sin embargo, si tomamos el

limite en L? de estas funciones cuando a — 0, obtenemos una funcién 1 tal que Q/AJ = X[1,2)>

que no es una wavelet ortonormal en L?(R) porque no cumple la Proposicién 4.1.9, ya

que @/AJ(S) = 0, para £ < 0. Asi, hemos visto que las wavelets pueden convenger en L? a

una funcién que no lo es.
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6.3. La Wavelet de Lemarié-Meyer

En este ejemplo trabajaremos con la definicion de Transformada de Fourier siguiente

F6) = [ e o

Con esta definicién el teorema de Plancherel cambia porque tenemos que introducir una con-
stante

(f.9) =%<ﬁ§>-

Definicién 6.3.1 Fijado ¢ > 0 escogemos una funcién real, par, C* y con soporte contenido
xT

en [—¢,¢], o, tal que [*_o(z)dx = Z. Sea 0(x) := [*__ o(t)dt. Observamos que

6(x) + 6(—a) :/m a(t)dtJr/_xa(t)dt: >

—00 oo

Tomamos las funciones s.(x) := sin(f(z)) y c.(x) := cos(f(z)). Tenemos que

Asi,
s3(x) + s2(—x) = sin®(0(z)) + cos*(0(z)) = 1.

Definimos la funcién campana asociada al intervalo [«, 5] y a los pardmetros € y " a la funcién
b(x) := se(x — a)eo (x = B).
Proposicion 6.3.2 Es facil comprobar las siguientes propiedades de la funcion campana:
1. sop(b) C [a—e,0+¢€,
2. b(x)=s.(vr—a)en|a—e a+¢|,
3. b2a—1x2)=s(a—x)=c(r—a),en [a—e,a+¢],
4. V(x)+b2a—1x)=1,en[a—¢c,a+¢,
5. sop(b(-)b(2a — )) C [a— e,0+ €],
6. bx)=1len[a+e 3—¢],
7. b(x)=co(z—pP)en 8- B+¢],
8. b2B8—x)=co(f—2)=sa(x—p),en[f—¢ 0+,
9. V(x)+v?*(2B8—2)=1,en [B—¢,8+¢],
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10. sop(b(1)b(26—-)) C[B—¢€,B+¢€],y
11. v*(z) +b*(2a — x) + b*(23 — ) = 1, en el soporte de b.
Teorema 6.3.3 FEl sistema

2j/2 op 1

Vik = mb@jg)é 2P ke,

es una base ortonormal de L*(R), donde b es una funcién real par que restringida a [0, 00| es

una funcion campana asociada al intervalo [m,27] y a los pardmetros 0 < e < %, y &' = 2e.
Hay una demostracién de este teorema en [HW].

Corolario 6.3.4 Sea (&) = %ei%b(g) la funcion oo del teorema anterior. Definimos

~ Zé
(&) = V2my(€) = €"2b(¢).
Entonces, 1 es una wavelet ortonormal.

Demostraciéon:

Por Plancherel tenemos que
2 L2 2
113 = o[8[ = 12 = 1

2T
. Ademas, por la Proposicién 1.1.10, tenemos que

() (€) = e 277RQ=I/2) (27 ¢) = 27 TKeQ=I/2627 S (97T

277 1=

—e 719 7I2p(279 ) = V2 _i(£).

Asi, por el teorema anterior, el sistema {1; : j,k € Z} es una base ortonormal de L*(R). O

Definicién 6.3.5 A las wavelets ortonormales obtenidas en el corolario anterior las llamamos

wavelets de Lemarié-Meyer.

Ejemplo 6.3.6 La funcién 1 tal que zﬂ(ﬁ) = b(ﬁ)ei%, con
sn (el - 2n),  sidr<ld<im
b(x) = ¢ sin (3(=[§] +5m)),  sigm<[f] <5m
0, en otro caso,

es una wavelet de Lemarié-Meyer.
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Figura 6.2: ejemplo de Wavelet de Lemarié-Meyer
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Apéndice A

Resultados de analisis real, analisis

armonico y analisis funcional

A.1. Espacios L?

En esta seccion haremos un breve recordatorio de analisis funcional.
Consideraremos X € R™ un subconjunto medible segin la de Lebesgue.
A continuacién definiremos los conjuntos LP(.X ). Recordemos que estamos trabajando con clases

de funciones.?

Definicién A.1.1

= Definimos el espacio de clases de funciones medibles:

LX) :={f: X — R | fesmedible Lebesgue}

= Si 1l <p< oo, definimos la norma:

1Al = ( /X )P

Si p = oo, definimos:

[flloo :=f{M =0 | [f(z)] <M}
= Definimos los espacios LP(X) como:

LP(X) ={f e LX) | [Ifll, <oo}

Decimos que dos funciones f y g son equivalentes (f = g aex), si 3£ € X subconjunto de medida nula, tal
que f(z)=g(z), Vee X\ FE
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Notacién A.1.2 Denotamos el conjunto de funciones continuas con soporte compacto sobre
el conjunto X como Ce(X).

Observacién A.1.3 Se puede demostrar utilizando el lema de Urysohn, que Ceo(X) es un
conjunto denso en LP(X), si 1 < p < oo. En el caso p = oo el resultado no es cierto.

Observacién A.1.4 Si ¢ < p, entonces LP(X) C LI(X).

Notacién A.1.5 Denotamos por p’ al exponente conjugado de p, que es aquel que cumple:
1 1
S4+-—=1
p p
Observacién A.1.6 Recordemos que el dual de L? es L.

Lema A.1.7 Sea f una funcién de LP(R™). Entonces:

£, = swp Y

geL? (R™) Hng/

Demostracién:
Sea g € L*'. Por la desigualdad de Holder:

[ ga| < [ 1t < 151, -

Tomando supremo en g, y pasando ||g||, dividiendo, obtenemos:

“up | Jan f9l

geLr’ (Rn) ||9||p/

< {I£1l, -

Asi tenemos probada una desigualdad. Para ver que realmente hay igualdad basta encontrar

una g que lo cumpla.

Sea g = W, donde ¢(f) = £1. Veamos que cumple la igualdad.
— — = P —
gl If15 (Ve g

Proposicion A.1.8 Desigualdad integral de Minkowsks.
Sea F' una funcin de LP(R™). Entonces:

‘/ F(z,y)dy

< / 1F (@, )]y Iy
Lr(dz) n
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Demostracién:

/n F(x,y)dy

= sw [ [ Playdyg(a)s

Lr(dz)  llglly=1

S/ sup / F(z,y)g(z)dz | dy
ke \ gl =1 /R
- / 1F )l o)

donde las dos igualdades se deben al lema anterior y la desigualdad se obtiene pasando dentro
el supremo y aplicando el teorema de Fubini. O

A.2. Teoria en L'(R). Transformada de Fourier

En el capitulo 1, intoducimos la nocién de transformada de Fourier de una funcién de L'(R)
(Definicién 1.1.3). En esta seccién estudiaremos algunas propiedades.

Definicién A.2.1 Sean f y g funciones de L'(R™). Definimos la operacién convolucién, que

denotamos por *, como:
h=fx*g,donde h(z) = | [f(z—y)g(y)dy.
Rn

Observacién A.2.2

» Esta operacién dota al espacio vectorial L'(R™) de estructura de algebra de Banach.
= Como la integral de una funcién coincide con la integral de su trasladada, es obvio que:
frg=gx/,

asi tenemos que es una algebra conmutativa.

Definicién A.2.3 Més generalmente, si f € LP(R"), con 1 < p < oo, y g € L*(R"), definimos
su convolucién h = f * g del mismo modo. Veamos que esta bien definida.

Proposicién A.2.4 Si f € LP(R"), con1 < p < oo, yg € L*(R"), entonces h = fxg estd bien
definida y pertenece a LP(R™). Ademds |||, </ fl, lgll;-
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Demostraciéon:
Observamos que |h(z)| < [o. [f(@ — y)|lg(y)|dy. Aplicamos esta observacion, la desigualdad
integral de Minkowski y el teorema de Fubini y obtenemos el resultado:

IRl = H/R flx— y)g(y)dyH = (/ . |f(x — y)g(y)lpdydx> ’
< [ ([ 156 i
=111, llgll; -

Como | f][, ¥ llgll, son cantitades finitas, tenemos que h estd bien definida y que estd en LP(R").
O

Un resultado directo de las definiciones es el siguiente.

Proposicién A.2.5 Si f y g son funciones de L'(R) entonces
(fx9)=f*q.

Proposicién A.2.6 Sea f € L'(R), y f>0.Sif es continua en el cero, entonces f € L'(R)
Y

f(t) :/Rf(x)e%md:p, a.ex.

Puede verse una demostracién de esta proposicién en [TOR].

A.3. Teoria en L?(R). Transformada de Fourier

La integral de Lebesgue que define a la transformada de Fourier de una funcién de L*(R) no
est definida en general para una funcién de L*(R). Vamos a ver en esta seccién como podemos
extender esta definicion.

Si una funcién f ademas de ser integrable es de cuadrado integrable, entonces f también es
de cuadrado integrable. De hecho tenemos el siguiente resultado.

Teorema A.3.1 Teorema de Plancherel
Si f € E*(R) N L2(R) entonces Hf” = |I£ll-
2

Demostracién:
Sea g(z) = f(—=z). Por la Proposicién A.2.4 tenemos que h = fxg € L'(R). Por la Proposicién
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A25 h = fx§. Pero § = ? Asi, por la Proposicién A.2.6, tenemos que h € L'(R) y
h(0) = [, h(x)dz. Por tanto

/R]f\de:/Rﬂdac:h(O):/Rf(x)g(O—x)dx
- [ 1@i@ = [ iffa

a

Otra manera de enunciar este teorema seria diciendo que si f y g son funciones de cuadrado

integrable entonces
{f,9) = (1. 9)-

Este teorema afirma que la transformada de Fourier es un operador lineal y acotado definido
en el subespacio denso L' N L? de L?. Por lo tanto existe una tinica estensién acotada F de este
operador a todo el espacio L?. Llamamos a esta extensién la transformada de Fourier en L?.

En general, si f € L*(R) esta definicién de transformada de Fourier nos da una funcién
f como un limite de una sucesién de funciones {h;}, donde {h;} es una sucesién en L' N L2

convergente a f en norma.

Proposicion A.3.2 Integracion por partes
Si f,g € L*(R), y fg', f'g € L*(R), entonces / f(x)g(x)dx = —/ f(z)g'(x)dx
Proposicion A.3.3 Si f € L*(R) y f' € L*(R), entonces

F1(6) = 2mig f(€).
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Apéndice B
Algoritmos

A continuacién presentamos el algoritmo recursivo utilizado para dibujar la funcién de escala
de la wavelet de Daubechies DA4.
En primer lugar definimos los coeficientes del filtro, sin normalizar,

L+Vv3, _3+V3, 3-8 1-V3
4 s 101 — 4 s 102 — — .

h():

Por lo visto anteriormente en el capitulo 4, sabemos que la funcién de escala ¢ de un AMR

satisface la relacién recursiva
o(1) = hop(2r) + hyp(2r — 1) + hap(2r — 2) + hyp(2r — 3).

Empezamos con los valores iniciales siguientes

L +2\/§,g0(2) = L _2\/§, ©(3) :=0.

p(0) = 0,0(1) :=

Tenemos en cuenta que la funcién de escala tiene soporte contenido en el intervalo [0, 3]. Para
2j+1

20
Para dibujar la wavelet utilizamos el mismo programa, pero cambiando los puntos que

hacer las iteraciones siguientes utilizamos 3072 puntos entre 0 y 3 de la forma

dibujamos, teniendo en cuenta que la wavelet 1) cumple la relacion
Y(r—1) = —hop(2r — 3) + h1(2r — 2) — hop(2r — 1) + hsp(2r).

El cédigo fuente en lenguaje C utilizado para generar los graficos es

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
int main(){

double h0, h1, h2,h3;
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double a, f, f0, f1, f2, f3;
int ¢, 7, k1, k2, k3, r;
FILE *fout;
double **A;
int M =11;
int N = 3073,
A =(double**)calloc(M sizeof(double*));
if(A ==NULL) exit(1);
for(i = 050 < M;i++){
Ali] =(double*)calloc(N ,sizeof(double));
if(A[i] ==NULL){
printf(”No hay suficiente memorial\n”);
exit(1);

” WM

fout=fopen ( "resultat.res ” , "w”);
A[0][0] = 0.;

o)1) = (1.
AO][2] = (1—sart(3.)) /2.
A[0][3] = 0.5
A[1][0] = (2.+sqrt(3.))/4.;
A[[] =0

]

fprintf(fout,” %If %1f \n”,0., A[0][0]);
fprintf(fout,” %1£ %1f \n” 1., A[0][1]);
[0][2]);
[0][3]

(
(
fprintf(fout,” %If %lf \n”,2., A[0][2
fprintf(fout,” %1f %1f \n”,3., A[0][3
(
(
(

)

)
);
)
);
fprintf(fout,” %1f %I1f \n”,0.5, A[1][0]);
fprintf(fout,” %1E %1 \n”,1.5, A[1][1]):
fprintf(fout,” %IE %1f \n”,2.5, A[1][2]):
h0 = (1.4sqrt(3.
hl = (3.4sqrt(3.
h2 = (3.—sqrt(3.))/4.;
h3 = (1.—sqrt(3.))/4.;
for(i = 2;i < M3i++){

)4
)4

~— — ~— —

k1 =1,
k2 = 2;
k3 = 4;

for(r = 0;r <i— 2ir++) k1 = 2 % k1;
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k2 =2xkl,;

k3 =2 x k2;
for(j = 055 <= 3% k2;j++){
f0 = A[i = 1][5};

if(2% (2%j+1)/k3-1<0) f1=0,;

else f1 = A[i —1][j — k1];

if(2% (2% j+1)/k3—-2<0) f2=0;

else f2 = A[i —1][j — k2];

if(2% (2% +1)/k3-3<0) f3=0;

else f3=Afi —1][j — 3xkl];

Ali][j] = hO* fO+ hl * f1 4+ h2* f2+ h3 * f3;
a=(2.%j+1)/k3;

fprintf(fout,” %lf %1f \n”,a, Ai][j]);

}

fclose (fout);
for(i = 05t < Myi++) free(Ald]);

return 0;
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