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Introduccion

La monoografia que se presenta a continuacién es el resultado de un
Trabajo Académicamente Dirigido, asignatura del segundo ciclo de la Li-
cenciatura de Matemadticas. Este trabajo tiene como objetivo principal la
introduccién a los resultados bésicos de la Teoria de Grafos, asi como la
familiarizacién del lector con los problemas y las conjeturas mas conocidas
en este campo.

La Teoria de Grafos es una rama relativamente nueva de las matemati-
cas, pues su nacimiento tuvo lugar en el afio 1736 de la mano del matematico
Leonhard Euler. Su objetivo era encontrar una solucién al famoso problema
de los siete puentes de Konigsberg [12] y, usando una simple pero efectiva
herramienta matematica de su invencién, descubrié que dicho problema no
tenia solucién. Esta herramienta se ha ido desarrollando por diversos ma-
tematicos, entre ellos el propio Euler, y es lo que ahora conocemos como la
Teoria de Grafos.

Aunque simple en su planteamiento o definiciones bésicas, la Teoria de
Grafos es ain un campo en pleno desarrollo del que quedan muchos pro-
blemas por resolver y conjeturas por demostrar. En este trabajo se da una
muestra tanto de la facilidad de trabajo con las definiciones béasicas como de
la creciente complejidad que se adquiere al trabajar con grafos de manera
abstracta y de los motivos de estas dificultades en algunos de estos casos.

La Teoria de Grafos consta de una importante parte computacional y
algoritmica, debido a la casuistica siempre presente en ella. En este trabajo,
sin embargo, se trata tan sélo la parte tedrica de la misma y las incursiones
en la parte algoritmica son anecddticas. La razén para ello es que, como
ya se ha dicho, la computacién trata caso por caso y es una herramienta
sustitutiva para aquellos resultados que la mano del hombre no podria llegar
a comprobar o estudiar en un tiempo razonable; el objetivo de este proyecto,
sin embargo, es dar una visién general y amplia de esta teoria.

Una de las metas esenciales ha sido la de crear un trabajo autoconteni-
do, donde todas aquellas definiciones, nociones o resultados que se usaran
hubieran sido previamente detalladas en el mismo. Esto se ha conseguido en



gran parte, exceptuando el uso de algunos resultados que no se han demos-
trado o bien por su elevada dificultad o bien porque se trataba de resultados
de otro campo de las matemaéticas.

El contenido de este trabajo abarca diversos temas muy diferenciados
entre ellos. En el primer capitulo se intenta dar un breve pero detallado
resumen de las definiciones méas usadas y los resultados relacionados con
ellas. En el resto de capitulos nos adentramos en el estudio de diversos
problemas y conjeturas de la Teoria de Grafos.

El Capitulo 2 estudia el problema de la planaridad de los grafos (la
propiedad de poder representarlos correctamente en dos dimensiones) y se
llega al Teorema de Kuratowski, resultado que determina cuando un grafo
tiene esta propiedad. El Capitulo 3, en cambio, estudia las propiedades de
aquellos grafos que no son planares mediante su numero de corte y, dado
que el problema adquiere una complejidad elevada, se estudia el nimero
de corte de una clase restringida de grafos para dar una acotacién general.
En el Capitulo 4 se trata el problema de la coloraciéon que, probablemente,
sea uno de los resultados mas famosos de este campo; también se detalla la
interesante historia de dicho problema y del conocido Teorema de los Cuatro
Colores, asi como algunas conjeturas relacionadas con el tema. El Capitulo 5
trata problemas limite de la Teoria de Grafos y esta completamente dedicado
a la demostracién del Teorema de Turdn y a algunos resultados similares que
usan la propiedad (n, k). Finalmente, en el Capitulo 6 se estudia la Conjetura
de Ulam en su versién para grafos y se intenta arrojar un poco de luz sobre
ella demostrando que en algunos casos concretos ésta se cumple.



Capitulo 1

Resultados basicos

1.1. Definiciones basicas

Un grafo es un par G = (V, E) de conjuntos finitos V = V(G) y E =
E(G). El primero, V(G), es una coleccién no vacia de puntos a los que se
llama vértices de G y el segundo, E(G), es una coleccién de lineas que unen
elementos de V(G), llamadas aristas de G. Se dice que dos vértices u,v € V
son adyacentes si estdn unidos por una arista, generalmente representada
por uv, y se dice que estos vértices son los extremos de dicha arista o, dicho
de otra manera, esta arista es incidente en u y v.

Una manera muy habitual de representar un grafo consiste en dibujar
un punto por cada vértice del grafo y unir dos de estos puntos con una
linea si existe una arista que una los dos vértices correspondientes. En la
Figura 1.1 se puede ver la representacién grafica del grafo G = (V, E) con
V = {u,v,w,z,y} y E = {uv,uw,xu,vr}: v y u son adyacentes mientras
que w y x no lo son, uw es incidente en u y en w y ninguna arista incide en
y. Aunque las aristas vz y uw se crucen en el dibujo su interseccién no es
un vértice de G.

Figura 1.1: Representacion grafica de G.
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Cuando dos aristas se cruzan en la representacién grafica de un grafo se
dice que se cortan y se llama corte al punto de interseccién entre ambas.
Por ejemplo, en la Figura 1.1 las aristas vx y uw se cortan.

Si dos vértices estan unidos por més de una arista, se dice que éstas son
aristas maultiples. Una arista que tiene como extremos a un mismo vértice
se denomina lazo. Un grafo se dice que es simple cuando no tiene ni aristas
multiples ni lazos. El grafo G; de la Figura 1.2 es un grafo simple, mientras
que G no lo es por dos razones: la arista e es un lazo y las aristas f y g son
multiples.

G1 G2 e
Figura 1.2: Ejemplos de grafos simples, aristas multiples y lazos.

Es conveniente observar que, en un grafo simple con n vértices, el maximo
numero posible de aristas es
n(n—1) n
2 2)’

pues cada vértice puede tener, como mucho, n — 1 vértices adyacentes, esto
es, n — 1 aristas incidentes, y si se cuentan todas estas aristas por cada uno
de los n vértices en realidad se estd contando cada arista dos veces.

Se considera que dos grafos son iguales si tienen el mismo conjunto de
vértices y el mismo conjunto de aristas, independientemente de su represen-
tacién grafica. Dos grafos Gy H son isomorfos si existe una correspondencia
biyectiva entre sus conjuntos de vértices

0:V(G) — V(H)

tal que uv € E(G) si, y sélo si, p(u)p(v) € E(H). En tal caso, se escribe
G = H. En la Figura 1.3 los grafos G1 y G5 son iguales y los grafos Gs y
G4 son isomorfos, pues tomando la aplicacién biyectiva

p:V(Gs) — V(G4)

v w;

tenemos que v;v; € E(G3) si, y sélo si, wyw; € E(Gy). Por ejemplo, existen
11 grafos simples no isomorfos con 4 vértices (ver Figura 1.4).
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U1 V2 w w9
b
a b c (/\c
(OR3 V4 w3 W4y
Gy Ga Gs Gy

Figura 1.3: Igualdad, isomorffa.

N N N

Figura 1.4: Todos los grafos simples con 4 vértices.

Un invariante de un grafo G es un nimero asociado al grafo que tiene
el mismo valor para cualquier grafo isomorfo a G. Por ejemplo, dos in-
variantes de un grafo son el numero de vértices, que se denota por v =
v(GQ) = card (V(Q)), y el nimero de aristas, que se denota por a = a(G) =
card (E(G)). Dos grafos con el mismo nimero de vértices y el mismo nimero
de aristas no tienen por qué ser isomorfos; un buen ejemplo de ello son los
grafos G1 y G9 de la Figura 1.5, ambos con 4 vértices y 3 aristas pero no
isomorfos.

G1 G2

Figura 1.5: Ejemplo de dos grafos no isomorfos con igual nimero de vértices
y aristas.

1.2. El Teorema de Euler

El grado d(v) de un vértice v de un grafo G es, por definicién, el nimero
de aristas incidentes en dicho vértice, donde los lazos se cuentan dos veces. Se
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definen los invariantes grado minimo 6(G) y grado mdzimo A(G) de un grafo
G como el minimo y el maximo grado de sus vértices, respectivamente. La
sucesion de grados de un grafo G es la sucesion de los grados de los vértices
de G, ordenada de manera creciente. En la Figura 1.6 se puede observar que
G tiene grado minimo 6 = 1 y grado maximo A = 5, y g(v) = 3. La sucesién
de grados de G es {1,2,2,3,3,5}.

Figura 1.6: Ejemplo de grado minimo, grado méximo y sucesién de grados.

Es obvio que dos grafos isomorfos tienen idéntica sucesiéon de grados.
El reciproco, sin embargo, no es cierto: en la Figura 1.7 se muestra un
contraejemplo, pues G; y G tienen ambos la sucesién de grados {1,2,3} y
no son grafos isomorfos.

O —O D,

G1 GQ

Figura 1.7: Ejemplo de dos grafos no isomorfos con la misma sucesién de
grados.

Si se observan los ejemplos dados por las Figuras 1.6 y 1.7 se puede ver
a simple vista que la suma de los términos de la sucesién de grados de los
grafos G, G1 y Go da, respectivamente, 16, 6 y 6, cifra que es el doble de
su numero de aristas (8, 3 y 3, respectivamente). {Es esto una coincidencia?
Leonhard Euler, en 1736, observé el mismo hecho [12] y concluyé que este
resultado se cumple para todos los grafos, dando lugar al primer teorema de
la historia en Teoria de Grafos:

Teorema 1.2.1 (Teorema de Euler) La suma de los grados de todos los
vértices de un grafo es el doble de su numero de aristas.

Z g(v) = 2a.

veV
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DEMOSTRACION: Como toda arista (incluyendo los lazos) tiene exactamente
dos extremos, toda arista tiene dos incidencias en el conjunto de vértices.
Asi, 2« es el nimero total de incidencias en el grafo, es decir, es la suma de
todos los grados de los vértices del grafo. O

Se dice que un grafo es r-regular si § = A= r, esto es, si todos los vértices
tienen el mismo grado r. En la Figura 1.8 se muestran grafos r-regulares con
r=1(), r=2(b),r=3(c)yr=4(d).

() ()

Figura 1.8: Ejemplos de grafos r-regulares con r = 1,2,3 y 4.

1.3. Caminos y conexién

Un camino de longitud k en un grafo G es una sucesion alternada de k41
vértices y k aristas W = vgejvieqvs . .. vp_1€xvg, donde v; son los vértices y
e;j son las aristas, tal que los extremos de e; son v;_1 y v; para 1l <1 < k. Se
dice que W es un camino de vy a vy. Los vértices vg y v se llaman el origen
y el final del camino W, respectivamente, y el resto de vértices vy,...,v5_1
son los wvértices interiores de W. A veces se denotard también a W como
W = VoU1 "+ - Vp—1Vk-

Observacién 1.3.1 La definicion anterior permite que se repitan vértices
y/o0 aristas en un mismo camino.

Se dice que un camino es simple cuando no hay repeticién de aristas y
que es elemental cuando no hay repeticién de vértices (y, en consecuencia,
no hay repeticién de aristas). Un camino cerrado en G es un camino cuyos
vértices origen y final son el mismo; cuando no exista repeticion de vértices
interiores dicho camino cerrado se llamara ciclo.
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En la Figura 1.9 se muestran ejemplos de todos estos tipos de caminos,
marcados con lineas mas gruesas. Por ejemplo, el camino

W1 = Vp€1V1€2V2€3V3€4V4E5V5E6V3€E3V2€ETV6

tiene longitud 8, con origen vy y final vg y vértices interiores {v1, va, v3, vy, v5}.
W1 no es ni simple, ni elemental, ni cerrado. Wy = wvgeqv1eavaegvrequsesvaervg,
sin embargo, es un camino simple y W3 = vgejvieqvoervg €s un camino ele-
mental. Wy = wvgejvieqvoesvgegvregvaeiggerivg €s un camino cerrado de
longitud 7 pero no es un ciclo. W5 = vgejvieaveeigugerivg es un ciclo de
longitud 4.

vs G v7
el €10 e €9
€12 €3 €4
Cl) 1 9 2 U3 V4
e €6\ /es
Wi 7
U1 Vs
V6

] G v7
e €10 e 9
€12 €3 eq
U v, U
0 e1 9 2 3 4
e €6\ /es
Wo 7

(% Vs

V6

Us G v7
el €10 e €9
€12 €3 eq
V0 1 9 2 U3 V4
e €6 es5
Ws 7
V1 Us
V6
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U G v7
e1 €10 e 9
€12 €3 eq
V0 e s U2 U3 V4
er €6 es5
Wy
V1 Vs
Ve
(d)
] G v7
e
el 10 e €9
€12 €3 eq
() e o (%) V3 V4
er €6 €5
Wi
U1 Us
Ve

Figura 1.9: Ejemplos de diversos tipos de caminos en el grafo G.

Como en el caso del campo de la Topologia, en Teoria de Grafos también
se necesita hablar de componentes conexas. Un grafo G es conexo si todo
par de vértices u,v € G estan unidos por un camino elemental de v a v. Una
consecuencia automatica de esta definicién es que todo grafo es la unién
disjunta de grafos conexos, a los que llamaremos componentes conezxas. En
la Figura 1.10 (G5 es un grafo conexo y G2 no lo es, pues tiene 2 componentes
conexas.

6 ;
G1 G2

Figura 1.10: Componentes conexas en G y Gs.

Se denota por k(G) el nimero de componentes coneras de un grafo G.
Por ejemplo, k(G1) =1y k(G2) = 2 en la Figura 1.10.
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1.4. Subgrafos, eliminacién y adicién

Aparte del estudio de las caracteristicas o propiedades de un grafo en su
totalidad, también se puede estudiar solamente una regién o una parte del
mismo. Por ejemplo, dado un grafo no conexo a veces es conveniente estudiar
cada una de sus componentes conexas por separado. Mas aun, podemos
estudiar conjuntos arbitrarios de vértices y aristas de un grafo cualquiera.
Un subgrafo G’ de un grafo G es un grafo que tiene todos sus vértices y
aristas en (G, de manera que toda arista de G’ incida en vértices de G’. Se
dice que un subgrafo es expansivo cuando contiene todos los vértices del
grafo de partida. En la Figura 1.11 G y G» son subgrafos de G, pero sélo

G es expansivo.
L
[ o .

G Gy Go

Figura 1.11: Ejemplos de subgrafos.

La mayor parte de los subgrafos que merece la pena estudiar son aque-
llos que difieren de manera minima del grafo de partida, pues conservan
casi todas sus propiedades y son las pequenas diferencias las que muestran
detalles importantes. Es por ello que existen ciertas maneras de modificar
minimamente un grafo, como se muestra en los siguientes parrafos.

Eliminar una arista e de un grafo G es quitarla del conjunto de aristas
de G, obteniendo un subgrafo de G denotado por G — e, que es expansivo.
Los grafos también se pueden modificar anadiendo elementos: por ejemplo,
la adicion de una arista e en un grafo G es el resultado de anadir una arista
al conjunto E(G) tal que una dos vértices cualesquiera ya existentes en el
grafo. Se escribe G + e. Dado un grafo G = (V, E), una arista e € E(G) es
un puente de G si el subgrafo obtenido al eliminarla tiene mas componentes
conexas que G.

Proposicion 1.4.1 Cuando se elimina un puente de un grafo se obtiene
un subgrafo con exactamente una componente conexa mas que el grafo de
partida.

DEMOSTRACION: Al eliminar un puente de un grafo se estdn separando (por
ser puente) exactamente dos regiones del grafo de partida que estdn unidas
por una sola arista, debido a que toda arista tiene exactamente dos extremos.
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Tal arista no puede unir més regiones porque no tiene més extremos. Asi, el
subgrafo obtenido tiene una componente conexa mas que el grafo de partida.
O

Por ejemplo, retomando la Figura 1.10, la arista e de G es un puente y al
eliminarla se obtiene el grafo G2 que, efectivamente, tiene una componente
conexa mas que Gy.

Proposicién 1.4.2 Sea G un grafo. Se tiene que e € E(G) es un puente
si, y sélo si, e no pertenece a ningun ciclo de G.

DEMOSTRACION: Sea e € E(G) un puente. Por la Proposicién 1.4.1 se sabe
que G — e tiene una componente conexa mas que G. Si e pertenece a un ciclo
C de G y tiene extremos vy y v1 en V(G) podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que C' = wvgevies ... vp_1€xvp para alguna k. Asi, C' — e es el
camino elemental vies ... vp_1e,vg. Ahora bien, C'—e C G — e y, por tanto,
vp y v1 estdn unidos por un camino en G —e. Como vg y v1 son los extremos
de e, al afiadir e a G — e no se aumenta el niimero de componentes conexas
del grafo porque vy y v ya estdn unidos. Observando que (G —e) +e =G
se llega a contradiccion.

Reciprocamente, si una arista e € E(G) con extremos vg y v1 no perte-
nence a ningun ciclo de G se tiene que los extremos de e estan unidos por
un tnico camino, que es precisamente vgevi. Asi, G — e no tiene tal camino
y, por tanto, tiene una componente conexa mas que G, indicando asi que e
es un puente de G. O

Prescindir de un vértice en un grafo no es tan simple como eliminar una
arista, pues al quitar un vértice todas las aristas incidentes en éste pierden un
extremo. En consecuencia, es necesaria una buena definicién de esta accion:
la eliminacion de un vértice v de un grafo G consiste en quitar v del conjunto
de vértices V(G) y todas las aristas incidentes en v del conjunto de aristas
E(G), obteniendo un subgrafo de G denotado por G — v.

La eliminacién de un conjunto de aristas y/o vértices de un grafo viene
definida por la eliminacién uno a uno de estos elementos.

Otra operacion muy usada para alterar ligeramente un grafo es la con-
traccién de aristas. Esta consiste en eliminar la arista que se contrae e
identificar sus dos extremos en un sélo vértice. Una contraccién de la arista
e en el grafo G se denota por G - e. Se dice que un grafo G es contraible a
un grafo H cuando existe una sucesion finita de contracciones de aristas que
transforma G en H.

La Figura 1.12 ilustra todos los conceptos aqui definidos: f es un puente,
pues al eliminarlo se obtiene el subgrafo G5 de G, que tiene una componente
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conexa mas; G1 y Go muestran la eliminacién de una arista, G3 la de un
vértice, G4 la adiciéon y G5 la contraccién de una arista.

v
G1:G—€
e
v
Go=G-—f
(&
f
v

G3:G—u
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v
Gy=G+uw
/
v
Gs=G-e

Figura 1.12: Ejemplos de adicién y eliminacién.

Segun la Conjetura de Ulam, que se detallard méas adelante en este traba-
jo, la colecciéon de subgrafos G—v; de G, donde v; € G, da mucha informacién
sobre el grafo de partida G hasta tal punto que éste se puede determinar de
manera Unica a partir de todos ellos.

1.5. Tipos de grafos

Es de utilidad poder clasificar ciertos grafos segin su nimero de vértices
y aristas o segun las propiedades que cumplen. A continuacién se da la
definicién de algunos de estos tipos de grafos que se utilizardn a lo largo de
este trabajo.

El llamado grafo trivial es el grafo formado por un solo vértice y ninguna
arista. Ademads de este grafo, existen muchos otros tipos de grafos que, al
restringir problemas de un grado elevado de dificultad sobre ellos, arrojan
cierta luz sobre la solucion. Este es el caso, por ejemplo, de los grafos com-
pletos y el problema del maximo numero de corte en un grafo cualquiera,
problema que se estudiard mas adelante en este trabajo.

Un grafo completo de n vértices, K, es un grafo simple con n vértices y
(n — 1)-regular. Usando el Teorema de Euler (Teorema 1.2.1) se deduce que
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el nimero de aristas de este grafo es

’UEV(Kn)

Como se ha demostrado antes, (g) es el nimero maximo de aristas que puede

tener un grafo simple de n vértices. Precisamente el grafo completo recibe
este nombre porque alcanza este maximo.

Un grafo nulo de n vértices, N, es el grafo de n vértices con el conjunto
de aristas vacio; se puede decir que es la union disjunta de n grafos triviales.
Los grafos planos P, son caminos elementales de n vértices con, obviamente,
n — 1 aristas y los grafos ciclicos C), son ciclos de n vértices. Estos ultimos
son grafos 2-regulares, pues todo ciclo es un camino elemental donde los
vértices origen y final son el mismo y en todo camino elemental los vértices
interiores no se repiten y unen exactamente dos aristas. Asi, los vértices
interiores de un grafo ciclico tienen grado 2 y, finalmente, los vértices origen
y final, que son el mismo, tienen grado 2 porque la primera y la ultima arista
del ciclo inciden en él. Obviamente, los ciclos de n vértices tienen n aristas.

Estos tipos de grafos presentan una peculiaridad: si dos grafos completos
(o nulos, o planos, o ciclicos) tienen el mismo nimero de vértices, entonces
son isomorfos. A continuacién, en esta y en otras secciones de este capitulo,
se estudiaran otros tipos de grafos cuyas definiciones permiten que existan
grafos del mismo tipo con el mismo nimero de vértices y no isomorfos: grafos
bipartitos, arboles, ...

Un grafo bipartito es un grafo cuyo conjunto de vértices tiene una par-
ticién en dos conjuntos X e Y tales que cada arista tiene un extremo en
X y un extremo en Y. Un grafo bipartito completo es un grafo bipartito
simple con particién (X,Y) en el que cada vértice de X es adyacente a to-
do vértice de Y; si | X| = m y |Y| = n tal grafo se denota por K, , con
v (Kmn) =m+n vértices y o (K, ) = mn aristas.

Teorema 1.5.1 Un grafo es bipartito si, y solo si, no contiene ningun ciclo
con un numero impar de vértices.

DEMOSTRACION: Sea G un grafo bipartito con particién (X,Y). Sea z1 ...
un ciclo de G. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que z; € X.
Entonces, necesariamente 9 € Y, 3 € X, 4 € Y y asi sucesivamente:
x; € X si, y sélo si, ¢ es impar y x; € Y si, y sélo si, ¢ es par. Como z; debe
pertenecer a Y, [ es par.

Reciprocamente, supongamos que G no contiene ningun ciclo con un
nimero impar de vértices. Como un grafo es bipartito si, y solo si, cada una
de sus componentes conexas lo es, podemos suponer que G es conexo. Sea v
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un vértice de V(G) y sea X = {u | d(v,u) es impar}. Sea Y := V(G) \ X.
Consideremos la particién de los vértices de GG en esas dos clases X, Y. No
existe ninguna arista que una dos vértices de la misma clase, pues si existiera
entonces G contendria un ciclo con un nimero impar de vértices. Asi, G es
bipartito con particién (X,Y). O

Es fécil observar que, si se colorearan los vértices de un grafo bipartito
con colores diferentes, bastaria usar solamente dos colores para conseguir que
todos los pares de vértices adyacentes tuvieran distinto color. Esta cuestién
serd estudiada mas a fondo en el Capitulo 4 de este trabajo.

A continuacién, en la Figura 1.13, se detallan ejemplos de todos los
grafos definidos en esta secciéon. Como se puede observar, existen grafos que
pertenecen a més de una categoria.

N O &

fo trivial
grafo trivia K3 6 Oy Ky K

i O 0 ZZ

Cy grafo bipartito

K33 “ E % % ~
K35

)

Figura 1.13: Ejemplos de grafos.

1.6. Distancias

La distancia d(u,v) entre dos vértices u y v de un grafo G es la longi-
tud menor de todos los caminos elementales que los unen. Si w y v no se
encuentran en la misma componente conexa, se dice que d(u,v) = co. En la



18 CAPITULO 1. RESULTADOS BASICOS

Figura 1.14 la distancia entre los vétices w y v del grafo G es 3 y la distancia
entre u y v es 0o porque no se encuentran conectados por ningin camino.

Figura 1.14: Ejemplos de distancias entre vértices.

Proposicién 1.6.1 En un grafo conexo, la distancia define una métrica.

DEMOSTRACION: Sea G un grafo conexo. Para todo u,v,w € V(G) se tiene:

1. d(u,v) > 0; d(u,v) = 0 si, y sélo si, u = v.

2. d(u,v) = d(v,u). Basta tomar el camino inverso a un camino elemental
con d(u,v) aristas entre u y v.

3. Si W7 es un camino elemental con d(u,v) aristas entre u y vy Wy es
un camino elemental con d(v,w) aristas entre v y w, entonces W =
W1 UWj3 es un camino elemental que une v y w y tiene longitud menor
o igual que d(u,v) 4+ d(v,w). W puede no ser el camino elemental con
menor distancia entre u y w; esta longitud simplemente da una cota
superior para esta distancia. Asi, d(u,w) < d(u,v) + d(v, w).

Es decir, para todo grafo conexo la distancia es una métrica. O

1.7. Arboles

Se dice que un grafo es un drbol si es conexo y no tiene ciclos. Esta
definicién, que a simple vista no parece ser demasiado restrictiva, en realidad
lo es: el nimero de aristas de un arbol determina su ntmero de vértices y
viceversa, como se vera en la Proposicién 1.4.2. No obstante, antes se debe
conocer el siguiente resultado:

Teorema 1.7.1 G es un drbol si, y solo si, todo par de vértices de G
estd unido por un solo camino (elemental).
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DEMOSTRACION: Sea G un arbol. Como, por definicién, G es conexo, enton-
ces existe un camino elemental entre todo par de vértices de G. Ahora bien,
este camino es Unico: si u y v son dos vértices cualesquiera de G y supone-
mos que existen dos caminos distintos de u a v, al unir dichos caminos se
formaria un subgrafo de G que contendria un ciclo, debido a que existen dos
caminos diferentes, hecho que nos lleva a una contradiccién. Reciprocamen-
te, si todo par de vértices de G estd unido por un solo camino elemental,
obviamente G es un grafo conexo y, ademas, G no contiene ciclos porque si
existiera un ciclo todos los pares de vértices en él se podrian unir con dos
caminos distintos. O

En la Figura 1.15 se pueden ver diferentes tipos de arboles.

Figura 1.15: Ejemplos de arboles.

Para la siguiente proposicion serd de utilidad remarcar que un drbol
expansivo es, aplicando la definicién de subgrafo expansivo, un subgrafo
expansivo que, a su vez, es un arbol. Todo grafo conexo tiene al menos un
arbol expansivo, pues se puede construir uno eliminando una arista de cada
ciclo.

Proposicién 1.7.2 G es un drbol si, y sdlo si, v(G) = a(G) + 1.

DEMOSTRACION: Por induccién en v. Sea G un 4rbol con v = 1. Como G no
tiene ciclos, en particular no tiene lazos y, por tanto, no puede tener aristas
debido a que tiene un solo vértice. Asi, a = 0, cumpliendo la igualdad.
Supongamos ahora que la igualdad se cumple para todos los arboles con
menos de v vértices y sea G un arbol con v > 2. Sea uv € E una arista
cualquiera de G con extremos v y v. Como G es un arbol, G —uv no contiene
ningin camino de u a v, pues por el Teorema 1.7.1 uv es el tinico camino de u
awven G. Asi, G—uwv no es conexo y su nimero de componentes conexas es 2
por la Proposicion 1.4.1. Sean G y G5 tales componentes. Como ambas son
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subgrafos de G — uv quien, a su vez, es subgrafo de G, se tiene que Gy y Go
son subgrafos de un arbol y, en consecuencia, no tienen ciclos. Ademas, por
ser conexas, G1 y G2 son arboles. Como ambas tienen menos de v vértices
por construccion, por la hipdtesis de induccién se tiene que

v(G;))=a(G;)+1, parai=1,2
y, en consecuencia,

a(G)=a(G-—w)+1=a(G1)+a(G2)+1=v(G)+v(G2) — 1
v(G—uw)—-1=v(G) -1,

cumpliendo la igualdad.

Reciprocamente, sea G un grafo conexo cumpliendo la igualdad v(G) =
a(G) 4 1. Sea G’ un érbol expansivo de G. Como v (G') = v (G), G’ tiene
a(G)=v(G)-1=v(G)—1= «a(G) aristas por la primera implicacién
y G’ es subgrafo de G, se sigue que G = G'. O

Sin embargo, el hecho de que el niimero de vértices de un arbol determine
su numero de aristas no implica que todos los arboles con idéntico nimero
de vértices sean isomorfos. Hay, por ejemplo, 2 arboles no isomorfos con 4
vértices, 3 drboles no isomorfos con 5 vértices, 6 drboles no isomorfos con 6
vértices, 11 arboles no isomorfos con 7 vértices y 23 arboles no isomorfos con
8 vértices, como se muestra en la Figura 1.16. La siguiente tabla muestra el
numero de arboles no isomorfos con n vértices para 1 < n < 10 [22]:

7T 8 9 10
11 23 47 106

6
6

n|l 2345
11123
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Figura 1.16: Todos los arboles con 4, 5, 6, 7 y 8 vértices.

Existe una manera alternativa de definir un arbol, dada por la siguiente
proposicién:

Proposicion 1.7.3 Sea G un grafo conexo. Entonces, G es un drbol si, y
s6lo si, toda arista de G es un puente.

DEMOSTRACION: Sea G un arbol. Por definicién, G un 4rbol si, y sélo si, no
tiene ciclos y, por la Proposicion 1.4.2, si y sélo si toda arista de G es un
puente. d






Capitulo 2

Planaridad

La planaridad es, a grandes rasgos y de manera intuitiva, la propiedad
que tiene un objeto de poder vivir dentro del plano, esto es, de poder incluirse
dentro del mismo sin perder ninguna de sus propiedades.

2.1. Grafos planos y planares

Se dice que un grafo es planar o que tiene una representacion en el plano
si éste puede ser dibujado sobre el plano asignando puntos a los vértices
y lineas a las aristas (tal como se definié la representacion grafica en el
Capitulo 1) de tal manera que las lineas se intersequen entre ellas solamente
en sus extremos. Tal representacion grafica de un grafo G se llama dibujo
sin cortes o representacion planar de G y se puede entender como una
aplicacién del grafo G en el plano tal que a cada vértice le asigna un punto
y a cada arista una linea que une los puntos de sus extremos. De hecho, una
representacién planar G de G puede contemplarse como un grafo isomorfo
a (. De ahora en adelante, se hablard de representacién planar cuando se
quiera enfatizar el uso de la aplicacién y de dibujo en caso contrario.

Un grafo plano es, abusando del lenguaje, una representacién planar de
un grafo planar. La Figura 2.1 muestra un representacién planar G del grafo
planar G. Es importante observar que cualquier subgrafo de un grafo plano
es también plano, pues si el grafo de origen no presenta cortes entre aristas
tampoco los presentara ninguno de sus subgrafos.

23
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G G
Figura 2.1: Ejemplo de una representacion planar de un grafo planar.

Como se ha adelantado en el Capitulo 1, la topologia juega un papel
muy importante en el estudio de los grafos. Los resultados topolégicos que
son especialmente relevantes en el estudio de los grafos planares son aquellos
que tratan sobre las curvas de Jordan.

Una curva de Jordan es una curva cerrada y continua que no se auto-
corta. La union de las aristas en un ciclo de un grafo planar constituyen una
curva de Jordan en el plano; esta es la razén de que se deba usar en esta
seccion un conocido teorema relacionado con estas curvas para demostrar
la planaridad de ciertos grafos. Antes, sin embargo, se deben definir ciertos
conceptos para poder entender el teorema.

Sea J una curva de Jordan en el plano. Entonces, el resto del plano
estd dividido en dos conjuntos abiertos distintos, uno acotado y el otro no,
llamados el interior de J y el exterior de J respectivamente. Se escribe int
J para denotar el interior de J y ext J para denotar el exterior de J y sus
clausuras se denotan por Int J = int J y Ext J = ext J, respectivamente.
Claramente, Int J N Ext J = J.

Ahora ya se puede enunciar el Teorema de la curva de Jordan:

Teorema 2.1.1 (Teorema de la curva de Jordan) Dada una curva de
Jordan J, cualquier linea que una un punto de int J con un punto de ext J
debe cortar a J en al menos un punto (ver Figura 2.2).

Figura 2.2: La linea [ corta a J en un punto.

Dado que este teorema trata con la topologia del plano y, pese a ser
intuitivo, la demostracién formal del mismo tiene un alto grado de dificultad,
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no se demostrard en este trabajo. Se puede encontrar una demostracién
formal del Teorema de la curva de Jordan en [13].

Con este resultado se puede demostrar ya la no planaridad de ciertos
grafos, como por ejemplo K5 y K3 3.

Teorema 2.1.2 K5 es no planar.

DEMOSTRACION: Por contradiccién. Supongamos que existe un grafo plano
G que se corresponde con una representacién planar de K. Se denotan los
vértices de G por vy, va, v3, v y vs5. Como G es completo, cualquier par de
vértices de G estd unido por una arista. Asi, se puede considerar el ciclo C
formado por los vértices vy, vo y v3 en este orden, C' = vyvovzv; abusando
de la notacién. C' es una curva de Jordan en el plano. El vértice vy, al no
estar en el ciclo C, pertenece o bien a int C' o bien a ext C. Se distinguen
Casos:

m yy €int C
En este caso, las aristas vqvi, vq4v2 y v4v3 dividen int C' en tres re-
giones int C4, int Cy y int C3, donde C| = vovav3v9, Co = v3040103 ¥

C3 = vivgvouy (ver Figura 2.3).

ext C

V2 C U3

int Cq

U1

Figura 2.3: Si vq € int C.

Ahora vs pertenece a una de las 4 regiones siguientes: ext C, int C,
int Cy o int C3. Si vs € ext C entonces, por el Teorema de la curva de
Jordan (Teorema 2.1.1), la arista v4vs se corta con C' en algin punto,
hecho que contradice la suposicién de que G es un grafo plano. En los
casos v5 € int C;, con i = 1,2, 3, la arista vsv; une vs, que esta en int
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C;, con el vértice v; que, por construccion, no esta ni en Cj; ni en int
C;. La arista vsv;, por tanto, debe pasar por dos regiones diferentes,
obligando a que dicha arista corte a alguna otra arista y llegando a
contradiccién con la suposicién de que G es un grafo plano.

vy € ext C
En este caso, las aristas v4v1, v4v2 y v4v3 dividen ext C' en tres re-
giones. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que son int C1,

ext Cy y int C3, donde C1 = vov4v3v2, Co = v3v4v1v3 ¥ C3 = 01040901
(ver Figura 2.4), y vy € int Cj.

V4

ext Cy

Figura 2.4: Si vy € ext C.

Ahora vs pertenece a una de las 4 regiones siguientes: int C, int C1,
ext Co o int C3. Si vy € int C' entonces, por el Teorema de la curva de
Jordan (Teorema 2.1.1), la arista vqvs se corta con C' en algin punto,
hecho que contradice la suposicién de que G es plano. En los casos
vy € int Cj, con i = 1,3, la arista vsv; une vy, que esta en int C;, con
el vértice v; que, por construccién, no estd ni en C; ni en int C;. La
arista vsv;, por tanto, debe pasar por dos regiones diferentes, obligando
a que dicha arista corte a alguna otra arista y llegando a contradiccién
con la suposicién de que G es plano. Finalmente, si vs € ext Co, por
construccién se tiene que vy € int Cy y, por tanto, la arista vsvy corta
a Cy por el Teorema de la curva de Jordan (Teorema 2.1.1), llegando
también a contradiccion.
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Por tanto, K5 no es planar. O

Teorema 2.1.3 K33 es no planar.

DEMOSTRACION: Por contradiccién. Supongamos que existe un grafo plano
G que se corresponde con una representacién planar de K33. Se denotan
los vértices de G por w1, va, v3, v4, vs ¥ vg. Como G es bipartito completo,
podemos suponer que ({vy,vs,vs5}, {ve, v4,v6}) es la particién de su conjunto
de vértices y los vértices del primer conjunto estdn unidos a cualquier otro
del segundo conjunto y viceversa. Asi, se puede considerar el ciclo C' formado
por los vértices vy, v9, v3 y v4 en este orden, C = vyvov3v4v, abusando de
la notacién. C' es una curva de Jordan en el plano. El vértice vs, al no estar
en el ciclo C, pertenece o bien a int C' o bien a ext C. Se distinguen casos:

5 € int C

En este caso, las aristas vsve y wvsvy dividen int C en dos regiones
int Cq y int C3, donde C = vovgvgvsvy y C3 = vivausv4vy (ver Figu-
ra 2.5).

ext C )

C

U1

v3

Vg

Figura 2.5: Si vs € int C.

Ahora vg pertenece a una de las 3 regiones siguientes: ext C, int C o
int C3. Si vg € ext C entonces, por el Teorema de la curva de Jordan
(Teorema 2.1.1), la arista vgvs se corta con C' en algin punto, hecho
que contradice la suposicion de que G es un grafo plano. En los casos
vg € int C;, con i = 1, 3, la arista vgv; une vg, que esté en int C;, con el
vértice v; que, por construccion, no esta ni en C; ni en int C;. La arista
vgv;, por tanto, debe pasar por dos regiones diferentes, obligando a que
dicha arista corte a alguna otra arista y llegando a contradiccién con
la suposicién de que G es un grafo plano.
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= v5 €ext C

En este caso, las aristas vsve y vsvg dividen ext C en dos regiones.
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que son ext Cp y int
C3, donde C7 = vyvsvovsvy y C3 = wvsvavivgus (ver Figura 2.6), y
vy € int Cf.

ext Cl

Vs V2

int C3 C

U1

v3

Vg

Figura 2.6: Si vs € ext C.

Ahora vg pertenece a una de las 3 regiones int C, int C3 o ext Cj.
Si vg € int C entonces, por el Teorema de la curva de Jordan (Teore-
ma 2.1.1), la arista vgvs se corta con C' en algin punto, contradiciendo
la suposicién. En el caso vg € int Cj la arista vgvs une vg, que estd en
int C3, con el vértice v3 que, por construccién, no estd ni en C3 ni en
int C3. La arista vgvs, por tanto, debe pasar por dos regiones diferen-
tes, obligando a que dicha arista corte a alguna otra arista y llegando
a contradiccién con la suposicién de que G es plano. Finalmente, si
vg € ext (1, por construcciéon se tiene que v; € int C; y, por tan-
to, la arista vgu; corta a C] por el Teorema de la curva de Jordan
(Teorema 2.1.1), llegando también a contradiccién.

2.2. Grafos duales

Hasta ahora se ha podido observar que todo grafo plano G divide el
plano en cierto niimero de regiones conectadas; de hecho, estas regiones son
siempre el interior o exterior de algun ciclo del grafo. Las clausuras de estas
regiones se llaman las caras de G. La Figura 2.7 muestra un grafo plano G

con 6 caras, f1, fo, f3, f1, f5 ¥ fe-
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Figura 2.7: Ejemplo de caras de un grafo.

Se denota por F(G) y ¢(G) al conjunto de caras y al nimero de caras,
respectivamente, de un grafo plano G. Todo grafo plano tiene exactamen-
te una cara no acotada, que se llama la cara exterior. Por ejemplo, en la
Figura 2.7 la cara exterior de G es fi.

Se denota la frontera de una cara f de un grafo plano G por b(f). Si
G es conexo, entonces b(f) se puede ver como un camino cerrado en el que
se pasa dos veces por cada puente de G; cuando b(f) no contiene puentes
es un ciclo de G. Por ejemplo, en el grafo plano de la Figura 2.7 se tiene
que b(f2) = viesvaequzesviervr y b(fs) = vreigvser1vgeiavger1 vsegvpegvr.
Se dice que una cara f es incidente en los vértices y aristas de su frontera.
Si e es un puente en un grafo plano, solamente una cara es incidente en e;
en caso contrario, existen dos caras incidentes en e. Se dice que una arista
separa las caras incidentes en ella. El grado de una cara f en un grafo plano
G, dg(f), es el nimero de aristas en las que ésta incide, esto es, el nimero
de aristas en b(f), donde los puentes se cuentan dos veces. Por ejemplo, en
la Figura 2.7, dg(f5) = 6.

Dado un grafo plano G, se puede construir otro grafo G* de la siguiente
manera: sea un vértice f* de G* correspondiendo a cada cara f de G y sea
e* una arista de G* correspondiendo a cada arista e de GG; dos vértices f*
y g* estdn unidos por la arista e® en G* si, y sélo si, sus correspondientes
caras f y g estan separadas por la arista e en G. Se dice que G* es el grafo

dual de G.

Existe una manera natural de crear una representacién de G* en el plano,
que consiste en colocar cada vértice f* en el interior de la cara f de la repre-
sentacion planar de G y dibujar cada arista e* de manera que se corte con
la correspondiente arista e de G exactamente una vez y sin cortar ninguna
otra arista de G. En las Figuras 2.8 y 2.9 se muestra un grafo y su dual,
dibujado por el procedimiento natural aqui descrito.
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G

Figura 2.8: Ejemplo de un grafo y su dual.

Figura 2.9: Ejemplo de un grafo y su dual.

Intuitivamente estd claro que se puede dibujar siempre el dual de un
grafo plano de esta manera. Es mas, esto muestra que el dual de un grafo
plano es planar: basta tomar esta representacion planar natural. Notemos
que si e es un lazo de G entonces e* es un puente de G* debido a que si e
es un lazo, entonces e rodea a una cara f de G cuya frontera es e y, por
tanto, f* es un vértice que sélo es incidente en la arista e* en G*, hecho que
implica que e* es un puente en G*.

Se debe observar que dos grafos planos isomorfos pueden tener duales
no isomorfos. Por ejemplo, los grafos planos de la Figura 2.10 son isomorfos,
pero sus duales no lo son, pues el grafo plano de (a) tiene una cara de grado
5 mientras que el de (b) no tiene tal cara. Por tanto, la nocién de dual
sélo tiene significado para grafos planos y no se puede extender para grafos
planares en general.
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Figura 2.10: Ejempo de grafos planos isomorfos con duales no isomorfos.

Las siguientes relaciones son consecuencia directa de la definicién de
dual:

Observacién 2.2.1 Si G es un grafo plano con dual G*, se cumple:

e 1(G) = 6(C)
» a(G¥) =a(G)
» 9o+ (f*) = da(f)

Teorema 2.2.2 Si G es plano, entonces

> d(f) =2a.

FEF(G)

DEMOSTRACION: Sea G* el grafo dual de G. Entonces, por el Teorema de
Euler (Teorema 1.2.1) y la Observacién 2.2.1 se tiene que

dodlf)= D g(f) =20(G") = 20(G),

fEF(Q) frev(G)

como se queria demostrar. O
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2.3. Formula de Euler

Existe una férmula sencilla que relaciona el nimero de vértices, el niimero
de aristas y el nimero de caras de un grafo plano conexo. Esta féormula se
conoce como Formula de Fuler porque el mateméatico Leonhard Euler la
descubrié para aquellos grafos planos definidos por los vértices y aristas de
los poliedros y mostré que ésta se podia extender para grafos planos con una
sola componente conexa.

Teorema 2.3.1 (Férmula de Euler) Si G es un grafo plano conexo, en-
tonces

v—a+¢=2.

DEMOSTRACION: Por induccién sobre ¢. Si G tiene solamente una cara,
es decir, ¢ = 1, entonces toda arista de G es un puente y, como G es
conexo, se tiene que G es un arbol (por la Proposicién 1.7.3). Asi, por la
Proposiciéon 1.7.2, « = v — 1 y, por tanto,

v—at+o=v—(r—1)+1=2.

Supongamos ahora que la férmula es cierta para todos los grafos planos
conexos con menos de n caras. Sea G un grafo plano conexo con n > 2
caras. Por el hecho de existir més de una cara se puede escoger una arista
e de G que no sea puente. Entonces, G — e es un grafo plano conexo y tiene
n — 1 caras, ya que la dos caras de G separadas por e forman una sola cara
en GG — e. Por hipotesis de induccién,

v(G—e)—a(G—e)+o(G—e)=2

yusandoquev (G —e) =v(G),a(G—¢e) =a(G)—1y ¢ (G —e) = ¢(G)—1

se tiene que
vV(G)—a(G)+o(G)=v(G—e)—a(G—e)—1+¢(G—e)+1=2,
demostrando asi la féormula de Euler. O

Corolario 2.3.2 Si G es planar y simple con v > 3, entonces a < 3v — 6.

DEMOSTRACION: Es suficiente demostrar este corolario para grafos conexos.
Sea G un grafo simple conexo con v > 3. Como G es simple no permite ni
aristas multiples ni lazos, hecho que implica que d(f) > 3 Vf € F(G). Asi,

dodf) =3 =30,

fer fer
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Por el Teorema 2.2.2, se tiene que

20 = d(f) > 3¢

fer

0, lo que es lo mismo, ¢ < %a y por la Férmula de Euler (Teorema 2.3.1),
2
2:V—a+¢§u—a+§a
0, lo que es lo mismo, o < 3v — 6 O

Corolario 2.3.3 S5i G es un grafo planar simple, entonces § < 5.

DEMOSTRACION: Sea G un grafo planar simple. Si v = 1, como G es simple
se tiene que o = 0 y, por tanto,

§= min {d(v)} =mm{0} =0<5.
vé?/l(%{ (v)} =min{0} =0 <

Si v =2, como G es simple se tiene que a < 1y, por tanto,

§= min {d(v)} <min{l,1} =1<5.
min, {d(v)} < min{1, 1} =1 <

Si v < 3, por el Teorema de Euler (Teorema 1.2.1) y por el Corolario 2.3.2

v < > d(v) =20 < 6v— 12
veV(Q)

12
y, por tanto, 6 <6 — == <6. O

No obstante haber demostrado ya la no planaridad de K5 y K33, es
interesante ver cémo estos resultados son sencillos corolarios de la Férmula
de Euler:

Corolario 2.3.4 K5 no es planar.

DEMOSTRACION: Si K5 fuera planar, entonces por el Corolario 2.3.2 se
tendria que a(K5) < 3v(K5) — 6 = 9. Como a(Kj5) = (g) = 10 , se lle-
ga a contradiccion. O

Corolario 2.3.5 K33 no es planar.
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DEMOSTRACION: Si K33 fuera planar, existirfa una representacién planar
G de K33 en el plano. Como K33 no tiene ciclos de longitud menor que 4
por ser un grafo bipartito simple, cada cara de G debe tener al menos grado
4 porque la frontera de cada cara contiene, al menos, un ciclo. Asi, por el
Teorema 2.2.2, se tiene que

18=2a=>Y d(f)>) 4=14¢,

fer fer

estoes, o <4+ %. Como ¢ € N, ¢ < 4 y por la Férmula de Euler (Teore-
ma231)1=6—-9+4>v—a+ ¢ =2, lo que es absurdo. O

Los grafos K5y K33, también conocidos como los grafos de Kuratowsksi,
tomaran especial relevancia al final de este capitulo, pues son los grafos
bésicos a partir de los cuales se pueden enunciar importantes resultados
sobre planaridad.

2.4. Elevaciones

Ciertos subgrafos, llamados elevaciones, juegan un papel importante en
el estudio de los grafos planares. Es por ello que se deben conocer al detalle
las propiedades de estos subgrafos.

Sea H un subgrafo dado de un grafo G. Se define la relacién ~ en E(G)—
E(H) por la condicién siguiente: para todo par de aristas ej,es € E(G) —
E(H), e; ~ ey si existe un camino W tal que

(1) la primera y la tltima arista de W son e; y es, respectivamente.

(I1) no existe ningun vértice interior de W que sea vértice de H.

En palabras llanas, esta es la relacién que identifica las aristas que se encuen-
tran en la misma componente conexa en G — E(H ). La Figura 2.11 muestra
la idea gréfica de este concepto: las clases de equivalencia en E(G) — E(H)
son

- €1 ey~ Eeg Y Eyg Y Ey YL YL Y E]g Y €9
- €11 ~ €12 ~ €13~ €14
- €10,

donde H estd dibujado con lineas continuas mas finas y cada clase de equi-
valencia en E(G) — E(G) esta representada por un tipo diferente de linea.
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Figura 2.11: Clases de equivalencia en E(G) — E(H).

Proposicién 2.4.1 ~ es una relacion de equivalencia en E(G) — E(H).

DEMOSTRACION:

= Propiedad reflexiva:

Para toda arista e € E(G) — E(H) se tiene que e ~ e, pues W = e
cumple trivialmente las propiedades I y 11

= Propiedad simétrica:

Sean ej,es € E(G) — E(H) tales que e; ~ ey. Entonces, existe un
camino W con primera arista e; y dltima arista es que es internamen-
te disjunto a H. Tomando el camino W' inverso de W se tiene que
€9 ~ €7].

= Propiedad transitiva:

Sean ej,e9,e3 € E(G) — E(H) tales que e ~ ey y ea ~ eg. En-
tonces, existe un camino Wy con primera arista e; y ultima arista e
que es internamente disjunto a H y existe un camino W5 con primera
arista eo y dltima arista ez que es internamente disjunto a H. Sea v el
extremo de ey que es también final de Wy y origen de Ws. Tomando
W = (W1 UWs) —{ea,v} se obtiene un camino con primera arista e; y
dltima arista e3 que tiene como vértices internos a los vértices internos
de W1 y Wa, es decir, se tiene que e; ~ e3.

Asi, como ~ cumple las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva , se
puede afirmar que ~ es una relaciéon de equivalencia en E(G) — E(H). O
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Sean G un grafo y H un subgrafo de G. Un subgrafo de G — E(H)
inducido por una clase de equivalencia bajo la relacién ~ antes definida se
llama elevacion de H en G. De la definicién se sigue de manera directa que
si B es una elevacion de H entonces B es un grafo conexo y cualquier par
de vértices u,v de B estda conectado por un camino que es internamente
disjunto a H (basta tomar un camino con primera arista incidente en u y
con ultima arista incidente en v tal que no tenga vértices interiores en H;
este camino existe por definicién de la relacién de equivalencia ~).

De aqui se deduce facilmente que dos elevaciones de un subgrafo dado H
de un grafo G no tienen vértices en comun excepto, quizas, vértices de H.

Sea G un grafo y H un subgrafo de G. Sea B una elevacion de H en G.
Los vértices que se encuentran tanto en G como en H se llaman vértices de
anexién de B en H y se denotan por V(B,H) =V (B)NV(H).

Retomando la Figura 2.11, hay tres elevaciones de H en G, indicadas
con una linea continua gruesa, una linea discontinua y una linea puntea-
da. Estas elevaciones tienen como vértices de anexién a {v,w}, {u} y {u}
respectivamente.

De ahora en adelante en esta seccién se tratara el estudio de las elevacio-
nes de un ciclo C' dado en un grafo determinado. Asi, para evitar repeticiones
innecesarias, se escribira elevacion cuando nos refiramos a una elevacién de
C. La Figura 2.12 muestra 5 elevaciones, representadas cada una con un
tipo de linea diferente.

Figura 2.12: Ejemplos de elevaciones.
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En un grafo conexo toda elevacién tiene, al menos, un vértice de anexion.
Se dice que una elevacién con k vértices de anexion es una k-elevacion. Dos
k-elevaciones con los mismos vértices de anexién se llaman k-elevaciones
equivalentes. Por ejemplo, en la Figura 2.12 By y B son 3-elevaciones equi-
valentes.

Los vértices de anexién de una k-elevaciéon B con k > 2 delimitan una
particién del ciclo C' en caminos disjuntos llamados segmentos de B. Dos
elevaciones se evitan la una a la otra si todos los vértices de anexién de
una de las elevaciones se encuentran en un mismo segmento de la otra ele-
vacion; si esto no se cumple, se dice que las dos elevaciones se solapan. En
la Figura 2.12 By y B3 se evitan la una a la otra mientras que By y B3 se
solapan.

Dos elevaciones B y B’ estdn sesgadas si existen 4 vértices diferentes u,
v, v’ y v’ del ciclo C tales que u y v son vértices de anexién de B, v’ y v/
son vértices de anexién de B’ y los 4 vértices aparecen en el orden ciclico
u,u’,v,v" en C. En la Figura 2.12 By y By estén sesgadas y By y By no lo
estan.

Teorema 2.4.2 Si dos elevaciones se solapan, entonces o bien estdn sesga-
das o bien son 3-elevaciones equivalentes.

DEMOSTRACION: Sean By B’ dos elevaciones que se solapan. Por definicién,
como se solapan, cada una de ellas debe tener al menos dos vértices de
anexién. Si B o B’ es una 2-elevacién entonces deben estar sesgadas, pues
como se solapan no se evitan y, por tanto, los vértices de anexién de cada
elevacion estan en segmentos diferentes respecto de la otra elevacién. Si B y
B’ tienen al menos tres vértices de anexién existen dos posibles situaciones:

» By B’ no son elevaciones equivalentes. Entonces, B’ tiene un vértice
de anexién v’ entre dos vértices de anexién consecutivos u y v de B.
Como B y B’ se solapan, algin vértice de anexién v de B’ no se
encuentra en el segmento de B que conecta u y v. De aqui se sigue que
B y B’ estén sesgadas.

» By B’ son k-elevaciones equivalentes con k > 3. Si kK = 3, son 3-
elevaciones equivalentes. Si k& > 4, entonces B y B’ estdn sesgadas
porque existen vértices de anexién u, v, w y x de B y de B’ que
mantienen un orden ciclico de manera que el primero y el tercero son
de B y el segundo y el cuarto son de B’.

Por tanto, B y B’ estan sesgadas o son 3-elevaciones equivalentes. |

Teorema 2.4.3 Si una elevacion B tiene 8 vértices de anexion vy, vy ¥y U3
entonces existe un vértice vy en V(B) — V(C) y tres caminos Py, P» y Ps
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en B que unen vy a vy, v2 y v3 respectivamente y tales que, para i # j, P;
y P; tienen sdlo el vértice vy en comin (ver Figura 2.13).

V3 (%]

U2

Figura 2.13: Representacion grafica para el Teorema 2.4.3.

DEMOSTRACION: Sea P un camino de v; a v2 en B internamente disjunto
a C. P debe tener un vértice interno v porque si no fuera asi entonces la
elevacion B seria simplemente P i no contendria un tercer vértice vs. Sea
@ un camino de vz a v en B, internamente disjunto a C, y sea vg el primer
vértice de ) en P. Denotaremos por P; a la seccién del camino P entre vy y
v1, por P» a la seccién del camino P entre vg y vo y por P53 a la seccién del
camino @ entre vg y vs. Claramente, Py, P, y P5 satisfacen las condiciones
requeridas y vg € V(B) — V(C). O

Para ajustarnos al problema de la planaridad, a partir de ahora se con-
sideraran sélo elevaciones en grafos planos. Sea G un grafo plano y C' un
ciclo en G. Entonces, C' es una curva de Jordan en el plano y toda arista
E(G) — E(C) esta contenida en una de las dos regiones siguientes: Int C' o
Ext C'. Una elevacién contenida en Int C' se llama elevacion interna y una
elevacion contenida en Ext C' se llama elevacion externa. No existen otros
tipos de elevaciones en un grafo plano porque no existen aristas que se cor-
ten y, por tanto, ninguna arista puede cortar al ciclo C. En la Figura 2.14
B1 y Bs son elevaciones internas y Bs y By son elevaciones externas:

. By

Figura 2.14: Elevaciones internas y externas en un grafo plano.
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Teorema 2.4.4 Las elevaciones internas (externas) se evitan entre si.

DEMOSTRACION: Por contradiccién. Sean B y B’ dos elevaciones internas
que se solapan. Entonces, por el Teorema 2.4.2, o bien estan sesgadas o bien
son 3-elevaciones equivalentes.

» Si By B’ estdn sesgadas, por definicién existen vértices u y v de B
y v’ y v' de B’ que aparecen en el orden ciclico u,u’,v,v" en C. Sea
P un camino de v a v en B y P’ un camino de v’ a v’ en B’, los
dos internamente disjuntos a C. Los dos caminos P y P’ no pueden
tener ningun vértice interior en comuin porque pertenecen a elevaciones
diferentes. A su vez, tanto P como P’ deben estar contenidos en Int C
porque B y B’ son elevaciones internas. Como P divide Int C' en dos
regiones, Int C y Int C%, donde C es un ciclo que contiene a u, vy
u' y Cy es un ciclo que contiene a u, v y v/, se tiene por el Teorema de
la curva de Jordan (Teorema 2.1.1) que P’ debe cortar a P en alguna
arista, pues P’ va de v/ a v y P y P’ no comparten vértices. Asi,
G no puede ser un grafo plano, en contradiccién con la hipétesis (ver
Figura 2.15).

Figura 2.15: Si B y B’ est4an sesgadas.

» Si By B’ son 3-elevaciones equivalentes, sea {v1,v2,v3} el conjunto de
vértices de anexién que tienen en comun. Por el Teorema 2.4.3 existe
en B un vértice vg y tres caminos Py, P» y P3 que unen vg a v1, Vo y U3
respectivamente y tales que, para i # j, P; y P; sélo tienen el vértice
vp en comun. Andlogamente, B’ tiene un vértice v), y tres caminos P,
P} y Pj que unen v} a v1, vz y v3 respectivamente y tales que, para
i # j, P y Pj s6lo tienen el vértice vj en comin. Los caminos P,
Py y P dividen Int C en tres regiones y v, por construccién, debe
estar en el interior de una de ellas. Como sélo dos de los vértices v,
ve y v3 pueden estar en la frontera de la regién que contiene a v, se
puede suponer, por simetria, que es v3 el vértice que no se encuentra
en ella. Por el Teorema de la curva de Jordan (Teorema 2.1.1), el
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camino Pj debe cortar a Pj, a P» o a C. Como By B’ son elevaciones
internas distintas, P4 no comparte ningun vértice con ninguno de ellos
y, por tanto, debe cortarlos en alguna arista, hecho que nos lleva a
contradiccién (ver Figura 2.16).

Figura 2.16: Si B (en lineas discontinuas) y B’ son 3-elevaciones equivalentes.

Se concluye asi que las elevaciones internas se evitan unas a otras. La de-
mostracién para elevaciones externas se hace analogamente. O

Sea G un grafo plano. Una elevacién interna (externa) B de un ciclo C' de
G es transferible si existe una representaciéon planar G de G que sea idéntica
al propio G excepto por el hecho de que B es una elevacién externa (interna)
de C en G. Se dice que el grafo plano plano G se obtiene transfiriendo B en
G. La Figura 2.17 muestra una transferencia de una elevacién B en G:

A
I\

(] e ; B
S

G

Figura 2.17: G es el resultado de la transferencia de B en G.
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Teorema 2.4.5 Una elevacion interna (externa) que evita a toda elevacion
externa (interna) es transferible.

DEMOSTRACION: Sea B una elevacién interna que evita a toda elevacién
externa. Entonces, los vértices de anexién de B en C se encuentran todos
en un mismo segmento de todas las otras elevaciones internas. Tomando la
interseccién de todos los segmentos de estas elevaciones que contengan algin
vértice de B se comprueba facilmente que estd contenida en la frontera de
alguna cara de G contenida en Ext C. Ahora B se puede dibujar en esa
cara, tal como se muestra en la Figura 2.17. La demostraciéon es analoga
para elevaciones externas. O

Como se verd mas adelante, este iltimo teorema es crucial para la de-
mostracién de un resultado muy importante de planaridad: el Teorema de
Kuratowski, que se demostrara en la Seccién 2.6.

2.5. Subdivisiones y conjuntos cortantes

Esta seccién estd totalmente encaminada a adquirir técnicas y notaciones
para demostrar el Teorema de Kuratowski, teorema que determina cudles
son los grafos planares.

Se necesita, para ello, considerar una manera alternativa a la que cono-
cemos de eliminar vértices de un grafo y, ademas, se necesita considerar una
manera de anadir nuevos vértices en una arista.

Para diferenciar la nueva técnica de eliminacién de vértices de la que ya
conocemos, a esta nueva técnica la llamaremos supresién y deberemos tener
en cuenta que sélo se pueden suprimir vértices de grado 2.

Sea v un vértice de grado 2 de un grafo G con aristas incidentes e = uv y
f = vw, donde u y w son los otros extremos de dichas aristas. La supresion
del vértice v consiste en obtener un grafo G’ a partir de G anadiendo la
arista uw y eliminando el vértice v.

Sea ahora e una arista de un grafo G con extremos u y v. Una adicion
de un vértice de grado 2 (en e) consiste en crear un nuevo vértice w no
presente en (G, anadir las aristas uw y vw y eliminar la arista e = uv. En
la Figura 2.18 se puede ver la supresién del vértice v (a) y la adicién de un
vértice w (b) al grafo G.
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G (a) (b)

Figura 2.18: Ejemplo de supresién y adicién de vértices de grado 2.

Observacién 2.5.1 Si G es el resultado de ariadir un vértice de grado 2 a
G y G es el resultado de suprimir un vértice de G, por consecuencia directa
de la definicion se tiene que:

s (@) =a(@)+1, V@) =vG)+1 y oG =¢0).
= a(G)=a(G) -1, v(@)=v(G)-1 y ¢(G)=9(G).

Se dice que un grafo es una subdivision de otro grafo si ambos son iso-
morfos después de posibles adiciones o supresiones de algunos vértices de
grado 2. Por ejemplo, en la Figura 2.19 H es una subdivisién de G (H; es
el resultado de suprimir v de H, Hs es el resultado de suprimir v de H; y
Hs, que es isomorfo a G, es el resultado de anadir w a Ha).

U
< <L <> <P
v v
G H H, Hy H3=G
Figura 2.19: H es una subdivision de G.
Los siguientes resultados son lemas sencillos e intuitivos que muestran

que la planaridad es invariante respecto subdivisiones.

Lema 2.5.2 Si G es planar entonces todo subgrafo de G es planar.

DEMOSTRACION: Sea G un grafo planar con representacién planar ¢ y H
un subgrafo de GG. Basta tomar la representacién planar ¢ restringida a los
vértices y aristas de H como representacién planar de H. O

Lema 2.5.3 Si G es no planar entonces toda subdivision de G es no planar.

DEMOSTRACION: Sea G un grafo no planar. Se puede suponer, sin pérdida
de generalidad, que G es conexo. Sea G una subdivisién planar de G.
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» Si G es el resultado de afiadir un vértice v de grado 2 a alguna arista
e € E(G), como G es planar existe una representacién planar de G
y, por el Lema 2.5.2, G — v también tiene una representacién planar.
G —v es un subgrafo de G y, més precisamente, si e; y es son las aristas
incidentes en v en G’, se tiene que

G-v=G—{ve,e}=G—e,

hecho que muestra que G — e tiene también una representacién planar.
Por hipétesis G no tiene ninguna representacion planar y, por tanto, la
arista e debe cortar a alguna otra arista de G, llegando a contradiccién
porque si e cortara a otra arista de G entonces, por construccion, o
bien e; o bien ey cortarfa a alguna otra arista en el grafo planar G.

= SiG es el resultado de suprimir un vértice v de grado 2 de G y llamamos
e a la arista que se afiade a G — v para obtener G, como G es planar
tiene una representacion planar y, por el Lema 2.5.2, G — e también
tiene una representacién planar. Ahora bien, G — e es un subgrafo
de G. Més precisamente, G — e = G — v, hecho que muestra que
G — v también tiene una representaciéon planar. Por hipétesis G no
tiene ninguna representacion planar y, por tanto, una de las dos aristas
incidentes en v en G (lamémoslas e; y ez) debe cortar a alguna otra
arista de G excepto a la otra incidente en v (porque si se cortaran entre
si dicho corte se podria evitar, como muestra la Figura 2.20). Esto es
una contradiccidn, pues si e; 0 ey corta a otra arista de G entonces,
por construccién, e debe cortar a otra arista en G y G es planar.

€2
€1

Figura 2.20: El corte entre las aristas e; y es se puede evitar.

» Si G es el resultado de sucesivas adiciones y/o supresiones de vértices
de grado 2, basta aplicar los dos apartados anteriores.

Se ha visto, pues, que no existe ninguna subdivisién planar de un grafo no
planar. O

Observacién 2.5.4 Como K5 y K33 son grafos no planares, se deduce a
partir de estos dos lemas que si G es planar entonces G no puede contener
una subdivision de K5 o de K3 3.
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De ahora en adelante en esta seccién se supondra, a no ser que se indique
lo contrario, que todos los grafos con los que se trata son conexos, pues este
aspecto no afecta en absoluto a su planaridad.

Se dice que un conjunto cortante de G es un subconjunto V' de V(G) tal
que G — V' es desconexo. Un k-conjunto cortante es un conjunto cortante
de k elementos. Por ejemplo, en la Figura 2.21 G tiene a {v} como conjun-
to cortante y Go tiene a {u,v} como 2-conjunto cortante. Cualquier grafo
completo no tiene ninguin conjunto cortante.

u
< )
(Y
G 1 G2

Figura 2.21: Ejemplos de conjuntos cortantes.

Sea G un grafo con un 2-conjunto cortante {u,v}. Entonces, existen
dos subgrafos G; y G de G con conjuntos disjuntos de aristas tales que
G1UGy =Gy V(G1) NV (Gy) = {u,v}. Consideraremos tal separacién en
subgrafos de GG. Consideraremos también la siguiente construccién: tanto en
(G1 como en G5 se unen los vértices u y v con una nueva arista e para obtener
los grafos Hi y Hs respectivamente, como se indica en la Figura 2.22:

u
G
v
u u u u
&
e
v v v v
G1 GQ Hl H2

Figura 2.22: Ejemplo de construccion de los grafos H; y Hs a partir de G
y Ga.

Claramente, G = (Hy U Hy) — e y a(H;) < o(G) para i = 1,2.

Lema 2.5.5 Si G es no planar, entonces Hy o Ha es no planar.

DEMOSTRACION: Por contradiccién. Sea G no planar y supongamos que ni
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H, ni Hy son planares. Sea H; una representacién planar de Hy y sea f una
cara de H incidente en e. Si H es una representacién planar de Hy en la
cara f de manera que H; y Hs tengan sélo los vértices u y v y la arista e en
comun, entonces (ﬁ 1 U ﬁg) — e es una representacion planar de G, llegando
a contradiccién. O

Sea G un grafo. Si G tiene al menos un par de vértices distintos no
adyacentes, la conectividad de G, representada por k(G), es el minimo k
para el que G tiene un k-conjunto cortante; si no tiene ninguno, se dice que
k(G) =v —1. Asi, kK(G) =0 si G es trivial o no conexo.

Se dice que G es k-conexo si k(G) > k. Por ejemplo, todos los grafos
conexos no triviales son 1-conexos. En la Figura 2.15 G es 1-conexo y Go
es 2-conexo y l-conexo.

Se llama bloque a un grafo conexo que no tiene 1-conjuntos cortantes.
Todo bloque con al menos 3 vértices es 2-conexo. Un bloque de un grafo es
un subgrafo que es un bloque y que es maximal con su propiedad. Ademas,
todo grafo es la unién de sus bloques, como se ilustra en la Figura 2.23 (los
grafos en (b) representan los bloques del grafo G en (a)):

H4—1 ¢ g%q
O OO
(a) (b)

Figura 2.23: Un grafo (a) y sus bloques (b).

5. n grafo con v > 3 es 2-conexo si solo si, cualquier
Teorema 2.5.6 U G >3 es 2 , lo st, l

par de vértices de G estd conectado por al menos dos caminos internamente
disjuntos.

DEMOSTRACION: Si dos vértices cualesquiera de G estén conectados por al
menos dos caminos internamente disjuntos entonces G es conexo y no tiene
ningin 1-conjunto cortante. Por tanto, G es 2-conexo.

Reciprocamente, sea G un grafo 2-conexo. Demostraremos, por induc-
cion sobre la distancia entre ellos, que dos vértices cualesquiera u y v estan
conectados por, al menos, dos caminos internamente disjuntos. Supongamos
primero que d(u,v) = 1. Entonces, como G es 2-conexo, la arista uv no es
un puente y, por la Proposicién 1.4.2, estd contenida en un ciclo. Se sigue
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que u y v estdn conectados por dos caminos internamente disjuntos en G.
Supongamos ahora que el teorema es cierto para cualquier par de vértices a
distancia menor que k el uno del otro y que d(u,v) = k > 2. Consideramos
un camino de u a v de longitud k y sea w el vértice que precede a v en este
camino. Como d(u,w) = k — 1, por la hipétesis de induccién existen dos
caminos de u a w internamente disjuntos, P y @, en G. Ademds, como G
es 2-conexo, G — w es conexo y, por tanto, contiene un camino P’ de u a v.
Sea x el vértice final de P’ que también estd en P U@ (ver Figura 2.24).

Figura 2.24: Ejemplo de los caminos P, Q y P’ en G.

Como u estd en P U Q podemos asegurar que existe tal x, sin excluir la
posibilidad de que z sea v. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que z
estd en P. Entonces, G tiene dos caminos internamente disjuntos de u a v,
uno compuesto por la seccion de camino de P de u a x junto con la secciéon
de camino de P’ de = a v y el otro compuesto por el camino @) junto con la
arista wwv. O

Corolario 2.5.7 Si G es 2-conexo, entonces cualquier par de vértices de G
se encuentra en el mismo ciclo.

DEMOSTRACION: Como dos vértices estdn en el mismo ciclo si, y sélo si,
estan conectados por dos caminos internamente disjuntos, este corolario se
sigue del teorema anterior (Teorema 2.5.6). O

Lema 2.5.8 Sea G un grafo conexo no planar que no contenga ninguna
subdivision de K5 ni de K33 y tal que tenga el menor nimero posible de
aristas. Entonces, G es simple y 3-conexo.

DEMOSTRACION: Por contradiccién. Sea G un grafo conexo no planar que no
contenga ninguna subdivisién de K5 ni de K33 y con tan pocas aristas como
sea posible. Entonces, G' es un grafo no planar minimal y, en consecuencia,
debe ser un bloque simple, pues si tuviera un 1-conjunto cortante se podria
prescindir de alguna de las aristas incidentes en el vértice de ese conjunto y
si tuviera aristas multiples o lazos también se podria prescindir de alguna
de ellas y de todos los lazos, obteniendo asi un grafo no planar con menor
ntmero de aristas y entrando en contradiccién con la hipétesis.
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Si G no es 3-conexo, sea {u,v} un 2-conjunto cortante de G y sean H;
y Hs los grafos obtenidos a partir de este conjunto cortante tal como se ha
explicado en la construccién precedente. Por el Lema 2.5.5 0 H; o Hy es no
planar. Podemos suponer que es H;. Como a(H;) < a(G), H; debe contener
un subgrafo K que sea una subdivisién de K5 o de K3 3 debido al hecho de
que G, por hipdtesis, es minimal respecto a la propiedad de no contener
tal subdivisién. Como consecuencia de esto, K no puede ser subgrafo de G
porque G no contiene tal subdivision y, por tanto, la arista e estd en K.
Consideremos un camino P de u a v en Hs — e: se tiene que G contiene al
subgrafo (K U P) — e, que es una subdivisién de K y, en consecuencia, es
una subdivisién de K5 o de K33, lo que es una conrtradiccion. O

Como se observara més adelante, las hipétesis de este lema no se cum-
plen nunca. Sin embargo, es un resultado crucial para la demostraciéon del
Teorema de Kuratowski.

2.6. Teorema de Kuratowski

Como la planaridad es una propiedad fundamental en el estudio de los
grafos, es muy importante poder determinar de una manera relativamente
sencilla si un grafo es planar o no lo es. Hemos visto ya que K5 y K33 no son
planares y que si un grafo G es planar entonces G no puede contener una
subdivision de ninguno de estos dos grafos. Kuratowski demostré en 1930
que esta condicién necesaria también es suficiente.

Para demostrar el Teorema de Kuratowski adoptaremos la siguiente no-
tacién: supongamos que C' es un ciclo en un grafo plano. C' se puede recorrer
en un sentido o en otro. A estas dos posibles orientaciones las llamaremos
horaria y antihoraria siguiendo el criterio de las agujas de un reloj. Para
dos vértices cualesquiera u y v de G se denotard por Clu,v] el camino de
u a v que sigues la orientaciéon horaria de C; de manera similar se usaran
los simbolos C'(u,v], Clu,v) y C(u,v) para denotar los caminos Clu, v] — u,
Clu,v] —v y Clu,v] — {u, v} respectivamente. La demostracién del Teorema
de Kuratowski que sigue a continuacién se basa en la de Dirac y Schuster
(1954) [22].

Teorema 2.6.1 (Teorema de Kuratowski) Un grafo es planar si, y sélo

s1, no contiene ninguna subdivision de Ky o de K3 3.

DEMOSTRACION: Ya se ha visto que la necesidad es cierta (Observacién 2.5.4).

El reciproco se demuestra por contradiccién. Se escoge, si es posible, un
grafo no planar G que no contenga ninguna subdivisién de K5 o de K33 y
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con el menor nimero de aristas posible. Por el Lema 2.5.8, G es simple y
3-conexo. Ademas, GG debe ser un grafo no planar minimal de acuerdo con
el argumento dado en la demostracién de dicho lema.

Sea uv una arista de G y sea H una representacién planar del grafo
planar G — uwv. Dicha representacién planar existe porque se ha escogido G
no planar con el menor niimero de aristas posible y, por tanto, al quitar
una sola arista G deja de ser no planar. Como G es 3-conexo, se tiene que
k(G) > 3. En particular, al eliminar una arista de G se esta quitando, como
mucho, un grado de conectividad, pues si G tenia un 3-conjunto cortante y
este era el minimo conjunto cortante de G entonces G — uw tiene al menos
un 2-conjunto cortante y este es el minimo conjunto cortante de G —uv. Asi,
k(G —uv) > 2, indicando que la representacién planar H de G — uv cumple
k(H) > 2y, por tanto, H es 2-conexo.

Por el Corolario 2.5.7, u y v estdn contenidos en un mismo ciclo de H.
Escogemos un ciclo C de H que contenga a u y a v y tal que el nimero de
aristas de Int C sea lo mas grande posible. Como H es simple y 2-conexo,
toda elevacién de C' en H debe tener al menos dos vértices de anexion; si
solamente tuviera uno, este vértice seria un 1-conjunto cortante, en contra-
diccién con el hecho de que H es 2-conexo. Todas las elevaciones externas a
C deben ser 2-elevaciones que se solapan con uv porque si alguna elevacion
externa a C fuera una k-elevacion para k > 3 o una 2-elevacion que evitara,
a uv, entonces existirfa un ciclo C’ que contendria a v y a v con mds aristas
en la clausura de su interior que C, contradiciendo asi la eleccién de este
dltimo. Estos dos casos se ilustran en la Figura 2.25 (con C’ representado
por lineas més gruesas).

c’ C’

v

(a) (v)

Figura 2.25: Si existiera una 3-elevacién externa (a) o una 2-elevacién que
evita a uv (b).

De hecho, todas las elevaciones externas a C' en H deben ser aristas
solas, pues si una 2-elevacion con vértices de anexién x e y tuviera un tercer
vértice, el conjunto {z,y} seria un 2-conjunto cortante de G, contradiciendo
el hecho de que G es 3-conexo.
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Por el Teorema 2.4.4, no existen dos elevaciones internas que se solapen.
Asi, debe existir alguna elevacién interna sesgada con uv que se solape con
alguna elevacién externa. Si no fuera asi, por el Teorema 2.4.5 tales elevacio-
nes podrian ser transferidas una a una al exterior y entonces la arista uv se
podria dibujar en Int C, obteniendo una representacién planar de G; como
G es no planar, esto no es posible. Por tanto, existe una elevacién interna
B que esta sesgada tanto con uv como con alguna elevacién externa zy. A
partir de este punto se deben distinguir dos casos, dependiendo de se B tiene
algun vértice de anexion diferente de u, v, x e y o no.

= B tiene un vértice de anexién distinto a u, v, z e y. Podemos escoger
la notacién de manera que B tenga un vétice de anexién v; en C(x, u).
Existen dos posibles subcasos:

- B tiene un vértice de anexién ve en C(y,v). En este caso, existe
un camino de v; a v en P que es internamente disjunto a C.
Pero entonces (C'U P) + {uv, zy} es una subdivisién de K33 en
G, llegando a contradiccién (ver Figura 2.26).

U1 C

Figura 2.26: Si B tiene un vértice de anexién ve en C(y,v).

- B no tiene ningun vértice de anexién en C(y, v). Como B estd ses-
gado con uv y con xy, B debe tener un vértice de anexién vy
en C(u,y] y un vértice de anexién vs en Clv,z). Asi, B tiene
tres vértices de anexion vy, vo y vs. Por el Teorema 2.4.3, exis-
te un vértice vg en V(B) — V(C) y tres caminos Py, P» y P3
en B que unen vy a vi, v9 y vg respectivamente, tales que pa-
ra i # j, P; y P; tienen sélo el vértice vg en comuin. Ahora,
(CUP,UP,UP3)+{uv,zy} contiene una subdivisién de K3 3, lle-
gando a contradiccion. Este caso esta ilustrado en la Figura 2.27,
donde la subdivisién de K33 estd marcada con lineas méas grue-
sas en (a) y se da una reordenacién grafica de esta subdivisién de

K33 en (b):



20

CAPITULO 2. PLANARIDAD

(a) (b)
Figura 2.27: Si B no tiene ningtn vértice de anexién en C(y,v).

B no tiene mas vértices de anexion que u, v, x e y. Como B estd sesgado
con uv y con xy, se sigue que u, v, r e y deben ser todos vétices de
anexién de B. Por el Teorema 2.4.3, existe un vértice vy en V(B) —
V(C) y tres caminos P,, P, y P, de vy a u, v y x respectivamente
tales que, para i@ # j, F; y Pj tienen sélo el vértice vy en comun.
Anélogamente, existe un vértice v; en V(B) — V(C) y tres caminos
Qy, Qv y Qz de v1 a y, vy x respectivamente tales que, para i # j,
Qi y Qj; tienen solo el vértice vy en comin. Ahora bien, v; pertenece
a una de las tres regiones de Int C' delimitadas por P,, P, y P.. Se
puede suponer, sin pédida de generalidad, que y no esta en la frontera
de esa region y, por el Teorema de la curva de Jordan (Teorema 2.1.1),
el camino @, debe cortar a P, a P, o a P,. Como habiamos supuesto
que G es planar con el menor nimero de aristas posible, no puede
existir un corte entre aristas donde ninguna de ellas dos sea la arista
uv 'y, asi, el corte entre estos dos caminos debe tener lugar en un
vértice de B, llamémosle vy (ver Figura 2.28). Cogiendo P = P, U P,
y Q@ = Qy U Qy, se tiene que P y () son internamente disjuntos a C'y
que vo € V(P)NV(Q), hecho que implica que |V(P)NV(Q)| > 1.

Figura 2.28: Representacién grafica del caso que se estudia en este parrafo.
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Asi, en resumiendo estos ultimos pasos, se ha visto que existe un ca-
mino P de u a v y  un camino de x a y en B tales que:

(1) Py Q son internamente disjuntos a C'

(m) [V(P)nV(Q)] = 1.

Consideramos dos subcasos, dependiendo de si P y () tienen uno o
mas vértices en comun.

- |[V(P)NV(Q)| = 1. En este caso, (CU P UQ)+ {uv,zy} es una
subdivisién de K5 en G, una contradiccién (ver Figura 2.29).

u

C

Figura 2.29: Si [V(P)NV(Q)| = 1.

- |[V(P)NV(Q)| > 2. Sean v’ y v el primero y el dltimo vértice de
Pen Q, ysean P; y P, las secciones de camino de v a v’ y de v a
v' en P, respectivamente. Entonces, (C'U Py U P, U Q)+ {uv, zy}
contiene una subdivisién de K33 en G, hecho que es una contra-
diccién (ver Figura 2.30, donde la subdivisién de K73 3 estd marca-
da con lineas més gruesas en (a) y se da una reordenacion gréfica
de esta subdivisién de K33 en (b)).

(% Y u
U x v

Figura 2.30: Si |[V(P)NV(Q)| > 2.
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Asi, todos los posibles casos llevan a contradiccién, acabando la demostra-
cién del Teorema de Kuratowski. O

Confirmar que un grafo es planar es relativamente facil: basta con po-
der dibujar una representaciéon planar de éste. Confirmar que no lo es, sin
embargo, es una tarea muy complicada si no se usa este teorema: con €l te-
nemos una potente herramienta para determinar la ausencia de planaridad
en cualquier grafo. Por ejemplo, el grafo de la Figura 2.31 (a) es no planar,
pues se puede encontrar una subdivisién de K33 en él (b):

%7\

Figura 2.31: Ejemplo de grafo no planar.

(a) (b)

Otro ejemplo muestra que el grafo de Petersen de 5 puntas, representado
en la Figura 2.32 (a), es no planar, pues en (b) se muestra una subdivisién
de K373 en él.

(a) (b)

Figura 2.32: El grafo de Petersen de 5 puntas es no planar.

Se puede decir que el Teorema de Kuratowski resuelve en gran parte el
problema de la planaridad.



Capitulo 3

Numeros de corte

En el momento de dar una representacién de un grafo en el plano, la
tendencia natural es querer dar un dibujo del mismo con el menor nimero
posible de cortes entre aristas, ya sea por estética o por necesidad.

Este problema se conoce como el problema del nimero de corte y fue el
matematico Paul Turdn quien dio por primera vez un planteamiento formal
de un problema derivado del mismo en el ano 1954. Turan se vio obligado
a hacer trabajos forzados durante la Segunda Guerra Mundial. Segin sus
propias palabras, el problema nacié de una necesidad:

“Habia algunas casetas donde se fabricaban ladrillos y algunos alma-
cenes donde éstos se guardaban. Todas las casetas estaban conectadas
por railes con todos los almacenes (... ) el inico problema estaba en los
cruces entre railes. Los camiones generalmente saltaban los railes en
estos cruces y los ladrillos caian de los camiones: eso creaba problemas
y pérdidas de tiempo (...). Se me ocurrié que estos inconvenientes
se podrian mejorar si se minimizaba el nimero de cruces entre railes.
Pero, ;cudl es el menor ntimero de cruces?”

A este planteamiento del problema para grafos bipartitos completos se
le llama el Problema de la Fdbrica de Ladrillos de Turdn. Asi, con este
problema practico nacié, a su vez, el problema del niimero de corte para el
grafo en general.

3.1. Dibujos y nuimero de corte de un grafo

Un dibujo de un grafo es su representacién grafica en el plano. Un buen
dibujo de un grafo es un dibujo del mismo en el que dos aristas incidentes en

53
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un mismo vértice no se cortan nunca y dos aristas cualesquiera no se cortan
entre ellas mas de una vez.

La razén para definir un buen dibujo de esta manera es la siguiente: si
dos aristas incidentes en un mismo vértice se cortaran, entonces este corte
se podria evitar sin cambiar el dibujo del resto del grafo (ver Figura 3.1) y
si dos aristas cualesquiera se cortaran dos veces o mas, se podria evitar un
numero par de cortes entre ellas sin cambiar el dibujo del resto del grafo (ver
Figura 3.2). En ambas figuras antes mencionadas se muestra un dibujo del
grafo en (a) y un buen dibujo del mismo en (b), donde la parte sombreada
representa el resto del grafo.

G G

A A\

(a) (b)

Figura 3.1: Ejemplo de corte que se puede evitar.

G1 Gl
G2 G2

(a) (b)

Figura 3.2: Ejemplo de cortes que se pueden evitar.

Un dibujo dptimo de un grafo es un dibujo que muestra el menor nimero
posible de cortes entre las aristas del grafo. En particular, un dibujo 6ptimo
es un buen dibujo.
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Se dice que el nimero de corte de un grafo G, denotado por cr(G), es
el minimo nimero de cortes entre aristas de todos los posibles dibujos de
G. En consecuencia, si un dibujo de G muestra cr(G) cortes entre aristas
entonces tal dibujo es éptimo. Por ejemplo, en la Figura 3.3 se muestra un
dibujo de K35 en (a) y un dibujo éptimo de K5 en (b), pues cr(K5) = 1 como
se demostrara més adelante.

Ks Ks

() (b)

Figura 3.3: Dibujos de Ks.

Muchas de las preguntas sobre niimeros de corte que uno se puede plan-
tear permanecen sin resolucién en la actualidad. Hasta el momento no se ha
encontrado ain ningun algoritmo eficiente para calcular el nimero de corte
de un grafo arbitrario. De hecho, este problema es NP-completo [14] y, en
consecuencia, no es probable que tal algoritmo exista. Sin embargo, existen
algunos resultados que si que permiten acotar el nimero de corte de un grafo
y también conjeturas sobre este nimero para ciertos tipos de grafos.

Observacién 3.1.1 Cada cara de la representacion planar de un grafo pla-
nar simple G tiene como minimo tres aristas en su borde. Por tanto, al ser
una representacion planar, se debe cumplir la siguiente desigualdad:

30(G) < 2a(G).

DEMOSTRACION: Este resultado es consecuencia directa de que si 3¢(G) >
2a(@G), entonces alguna arista debe formar parte del borde de més de dos
regiones y, por tanto, debe existir algtin corte entre aristas, hecho que es una
contradiccién. La Figura 3.4 muestra este concepto de forma gréafica para
una mayor comprensién de esta demostracion. O
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=

—= g

Figura 3.4: Si 3¢(G) > 2a(G), entonces hay al menos un corte entre aristas.

Proposiciéon 3.1.2 La cota inferior mds simple para el nimero de corte de
un grafo simple G con v > 3 vértices y o aristas es:

a—3v+6<cr(Q).

Esta cota se conoce por el nombre de acotacion lineal del niimero de corte.

DEMOSTRACION: Sea G un grafo simple. Si ¢r(G) = 0, por la Observa-
ci6én 3.1.1 se tiene que 3¢(G) < 2a(G). Usando la Férmula de Euler (Teore-
ma 2.3.1),

32—v(G)+a(G@)) <2a(G) & 6—-3v(G)+a(G) <0=cr(Q).

Si ¢r(G) = k > 0, consideramos el grafo G resultado de eliminar k aristas

del grafo G de tal manera que cr(G) = 0. Aplicando lo anterior,

6 — 3v(G) + a(G) < 0.

Como v(G) = v(G) y a(G) = a(G) — k por construccién,
6 —3v(G) + a(G) <k,

como queriamos demostrar. O

La acotacién lineal del niimero de corte es razonablemente buena cuando
v crece linealmente con «, es decir, cuando ambos valores son relativamente
cercanos.

En 1973, Erdos y Guy conjeturaron, de manera independiente, una aco-
tacion mejor que esta 1ltima para los casos en que « crece mas rapidamente

que v:
o2

cr(G)>C-—

@zc 5

para alguna constante positiva C. En 1982 varios matematicos dieron, de

manera independiente, una primera demostracién de este resultado con C' >
Wlo' Mas tarde se vio que C' > 6i4 para a > 4v 2]y C > ﬁ para o > 157”

[31]. La mejor constante C' encontrada hasta ahora es C' = 31—108 para o >
3y [30].
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Maés en general, si g(v,«) es el minimo de ¢r(G) de todos los grafos G
con v vértices y « aristas, entonces se ha conjeturado que [10]:

w
w

«
< <(Cy-—
_g(V,Ck)_ 2 VQ’

Ch -

tm| Q

donde C7 y C5 son constantes positivas. En otras palabras, la conjetura
afirma que el limite

lim ¢ (”’30‘)
ol ol
v V2

existe. Hasta la fecha, s6lo se ha podido demostrar que la cota superior de
la conjetura es trivial para Cy = % y que la cota inferior es una consecuencia
automatica del hecho de que cualquier dibujo de un grafo G con v vértices
y « aristas contiene un arco con al menos Cs - Z—z cortes, donde C'3 es una
constante positiva. Este ultimo resultado sigue siendo también una conjetura

[10].

En las siguientes secciones se estudiara el problema del nimero de corte
para grafos con una estructura determinada: los grafos completos y los grafos
bipartitos completos.

3.2. Numero de corte de K,

Al restringir el estudio del nimero de corte a los grafos completos K,
se consigue una acotaciéon superior del nimero de corte de cualquier grafo
simple con n vértices, pues K, tiene el maximo ntumero posible de aristas
con ese nimero de vértices.

A continuacién se estudiaran algunos resultados sobre cr(K,) para n
pequeno.

Teorema 3.2.1 cr(K,) =0 para n = 2,3,4.

DEMOSTRACION: Ko, K3 vy K4 se pueden dibujar de manera que no existan
cortes entre aristas, como se puede ver en la Figura 3.5. O

— /N

K2 K3 K4

Figura 3.5: Dibujos sin cortes de Ks, K3 v Kjy.
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Teorema 3.2.2 cr(K5) = 1.

DEMOSTRACION: Se ha demostrado ya que K35 es no planar (Teorema 2.1.2).
Por tanto, no existe ninguna representacion planar o, dicho de otra manera,
un dibujo sin cortes de K5 en el plano. Asi, cr(K5) > 1. Por otro lado, la
Figura 3.6 muestra un dibujo de K5 con un solo corte. O

Figura 3.6: Dibujo éptimo de K.

Observacioén 3.2.3 Si se tiene un dibujo de un grafo G con un solo corte

entre aristas, al considerar un nuevo grafo G definido como el primero pero
en el que dicho corte es un nuevo vértice, se cumple lo siguiente:

- Se incrementa en 1 el numero de vértices.

- Se incrementa en 2 el numero de aristas.

- Se incrementa en 1 el nimero de caras.

DEMOSTRACION: Es obvio que el dibujo de G tiene un vértice més que el
de G y que, al anadir dicho vértice, lo que en G eran 2 aristas ahora son 4
en G. Por tanto (ver Figura 3.7),

v(G) =v(G) +1,

a(G) = a(G) + 2.

G G

X X

Figura 3.7: Dibujos de G y G, donde la parte sombreada representa el resto
del grafo.
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Como, por construccién, el dibujo de G no tiene cortes, entonces es
una representacién planar de G y se puede aplicar la Férmula de Euler
(Teorema 2.3.1). Asi,

HG)=2—v(G)+a(G)=2—-v(G)+1+a(G) +2=¢(G) + 1,
como queriamos demostrar. O

Observacion 3.2.4 Al aplicar la transformacion de la Observacion 3.2.3 a
los ¢ cortes de un dibujo de un grafo simple, se tiene que:

- Se incrementa en c el numero de vértices.
- Se incrementa en 2c¢ el numero de aristas.

- Se incrementa en c el numero de caras.

Teorema 3.2.5 cr(Ks) = 3.

DEMOSTRACION: Recordemos que v(Kg) = 6, a(Kg) = 15 y ¢(Kg) = 11.
Un dibujo de Kg con ¢ cortes induce, por la Observacion 3.2.4, una aplica-
cién en el plano con 6 + ¢ vértices, 15 + 2c¢ aristas y 11 4+ ¢ caras. Por la
Observacion 3.1.1,

3(11 +¢) < 2(15 + 2¢),

de donde se deduce que ¢ > 3, es decir, que ¢r(Kg) > 3. Como existe un
dibujo de K¢ con 3 cortes (ver Figura 3.8), se tiene que cr(Kg) < 3y, por
tanto, cr(Ks) = 3. O

Figura 3.8: Dibujo éptimo de K.

Existe una demostracién mucho mas directa y sencilla para los Teo-
remas 3.2.2 y 3.2.5 usando la acotacion lineal del niimero de corte de la
Proposicion 3.1.2:
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Corolario 3.2.6 cr(Ks) = 1.

DEMOSTRACION: Como muestra la Figura 3.2, er(K5) < 1. Por la Proposi-
cién 3.1.2,

cr(Ks) > a(Ks) —3v(K5)+6=10—-15+6 = 1.
Asi, er(K5) = 1. O

Corolario 3.2.7 cr(Kg) = 3.

DEMOSTRACION: Como muestra la Figura 3.4, cr(Kg) < 3. Por la Proposi-
cién 3.1.2,

cr(Ks) > a(Ks) — 3v(Kp) +6 =15 — 18 + 6 = 3.

Asi, er(Kg) = 3. O

Sin embargo, ha sido necesario ver las demostraciones anteriores a éstas
porque su estudio ayuda a comprender la naturaleza del problema y las difi-
cultades que se presentan al incrementar el nimero de vértices: el problema
del nuimero de corte para el grafo completo K,, aumenta considerablemente
su complejidad con cada n. Para encontrar cr(K,) con n > 7 se necesitan
algunas nociones y algunos resultados previos.

Se dice que un corte en un dibujo de un grafo es responsable de un vértice
cuando dicho vértice es extremo de una de las aristas del corte. Asi, cada
corte del dibujo de un grafo es responsable de exactamente 4 vértices.

Diremos que un vértice tiene responsabilidad de un corte en el dibujo de
un grafo si es extremo de una de las aristas de dicho corte. A veces diremos
que un vértice tiene responsabilidad [ si tiene responsabilidad de .

Observacién 3.2.8 Si un dibujo de un grafo con n vértices tiene ¢ cortes,
entonces la suma de las responsabilidades de sus vértices es 4c.

En consecuencia, existe un vértice con responsabilidad al menos {%},
donde {} denota “el menor entero mayor o igual que”.

El siguiente argumento numérico clasico serd de gran ayuda para dar
una estimacién del nimero de corte de K11 en funcién del nimero de
corte de K,. Supongamos que tenemos un dibujo éptimo de K, 1 y que
conocemos cr(K,). Eliminando, por turnos, cada uno de los vértices de
K,,+1 se obtienen n 4+ 1 dibujos diferentes de K,. Cada uno de ellos debe
tener al menos cr(K,) cortes, asi que se puede estimar el nimero de corte
de Kp41 por (n+ 1)er(K,).
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Teorema 3.2.9 cr(Kp1) > 25 - or(K,)

DEMOSTRACION: Es obvio que se estdn contando algunos cortes del dibujo
de K11 mas de una vez. ;jCuantas veces estamos contando un corte ya
dado? Sabemos que un corte de K, 11 aparece en alguno de los dibujos de
K, silos 4 vértices de los cuales este corte es responsable estdan todos en
dicho K,,. Asi, si estos 4 vértices estan en K, sélo quedan n — 4 vértices de
K, para escoger entre los n — 3 vértices restantes de K,,_1. Por tanto, estos
4 vértices (y, por tanto, el corte del cual son extremos) estdn en

n—3
<n—4> =n—3

de los K,, hecho que nos conduce a la conclusién de que cada corte se
estd contando n — 3 veces y que nos lleva a la siguiente estimacién:

n+1
n—3

er(Kpy1) > cr(Ky),

como queriamos demostrar. O
Observacién 3.2.10 La estimacion cr(Kpy1) > “th.cr(K,) es equivalente

a la desigualdad
cr(Kny1) > cr((Ky)

O

Teorema 3.2.11 Para n impar, cr(K,) y (Z) tienen la misma paridad.

DEMOSTRACION: Ver [9]. 0

Por otro lado, también necesitaremos los siguientes resultados, de los que
no daremos demostraciéon en este trabajo.

Teorema 3.2.12 Cualquier dibujo dptimo de Kg es isomorfo al dibujo de
la Figura 3.8.

DEMOSTRACION: Ver [17]. 0

Teorema 3.2.13 Ezisten exactamente tres dibujos optimos mo isomorfos
de Kg, dados en la Figura 3.9.

DEMOSTRACION: Ver [17]. ]
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Ks

Ky

Figura 3.9: Dibujos 6ptimos de K.
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Asi, toda esta teoria de apoyo nos permitird demostrar los siguientes
resultados.

Teorema 3.2.14 cr(K7) =9.

DEMOSTRACION: La Figura 3.10 muestra que cr(K7) < 9. Por el Teore-
ma 3.2.9,

7
cr(Ky7) > 63 cer(Kg) = 1.

Asi, 7 < er(K7) < 9. Por el Teorema 3.2.11, como (D = 35 es impar,
entonces cr(K7) también lo es. Por tanto, cr(K7) =7 o er(K7) = 9.

Supongamos que cr(K7) = 7. Entonces, existe un dibujo de K7 con 7
cortes. Por la Observacion 3.2.8, existe un vértice de K7 que tiene respon-
sabilidad al menos {4—77} = 4 en este dibujo y, por tanto, al eliminar dicho
vértice tendremos un dibujo de Kg con como mucho 7 — 4 = 3 cortes. Pero
cualquier dibujo de Kg tiene més de 3 cortes por el Teorema 3.2.5. Asi, se
concluye que todos los dibujos 6ptimos de K7 se obtienen introduciendo un
nuevo vértice a la Figura 3.8. Como esta figura sélo coniene tres regiones
esencialmente diferentes donde se pueda anadir un vértice para conseguir un
dibujo de K7 y en todas ellas se deben anadir mas de 4 cortes al dibujar las
aristas que faltan para formar K7, se obtiene un dibujo de K7 con mas de 7
cortes. Usando el Teorema 3.2.12, llegamos a contradiccion.

Por tanto, cr(K7) = 9. O

Ky

Figura 3.10: Dibujo 6ptimo de K7.
Teorema 3.2.15 cr(Kg) = 18.

DEMOSTRACION: La Figura 3.11 muestra que cr(Kg) < 18. Por el Teore-

ma 3.2.9,
8
CT(KS) 2 ?3 . C'I"(K’7) = 18.
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Asi, er(Ks) = 18. O

Ks

Figura 3.11: Dibujo 6ptimo de Ksy.

Teorema 3.2.16 cr(Ky) = 36.

DEMOSTRACION: La Figura 3.12 muestra que cr(Ky) < 36. Por el Teore-
ma 3.2.9,

9 2
Kg) > —— -cer(Kg) =32+ - > 32.
er( 9)_8—3 er(Kg) +5>
Asi, 33 < er(Kg) < 36. Por el Teorema 3.2.11, como (Z) = 126 es par,
entonces cr(Ky) también lo es y, por tanto, cr(Kg) = 34 o cr(Ky) = 36.

Supongamos que cr(Kyg) = 34. Entonces, existe un dibujo de Ky con 34
cortes. Por la Observacién 3.2.8, existe un vértice de K9 que tiene responsa-
bilidad al menos {%} = 16 en este dibujo y, por tanto, al eliminar dicho
vértice tendremos un dibujo de Kg con como mucho 34 — 16 = 18 cortes. Pe-
ro cualquier dibujo de Ky tiene més de 18 cortes por el Teorema 3.2.15. Asi,
se concluye que todos los dibujos éptimos de Ky se obtienen introduciendo
un nuevo vértice a uno de los dibujos 6ptimos de Kg de la Figura 3.9. Sin
embargo, es imposible inroducir un nuevo vértice en cualquiera de estos tres
dibujos para crear un dibujo de Kg con 34 cortes. Usando el Teorema 3.2.13,
llegamos a contradiccion.

Por tanto, cr(Ky) = 36. O



3.2. NUMERO DE CORTE DE Ky 65

Figura 3.12: Dibujo 6ptimo de Ky.

Hasta el momento sélo se ha podido encontrar cr(K,,) para n < 12 [18],
como se muestra a continuacién:

n |56 7 8 9 10 11 12
er(Ky) |1 3 9 18 36 60 100 150

El problema crece en dificultad con cada n y, por ejemplo, no se pudo de-
mostrar que cr(Kq1) = 100 y cr(Ki2) = 150 hasta el ano 2007 [32]. Sin
embargo, existe una conjetura para el nimero de corte de K, y estos resul-
tados obtenidos hasta ahora se ajustan a ella:

w0 =3B 1))

donde [ ] denota la parte entera. Blazek, Koman y otros [5], [16] y [20]

han dado construcciones que muestran que + [ﬂ] ["—_1] ["—_2] ["_3] es una

1121172 2 2
cota superior de cr(K,). La demostracién de esta conjetura es uno de los

problemas abiertos actualmente en Teoria de Grafos.

No obstante, existe una manera de comprobar que esta conjetura es una
cota superior cuando el nimero de vértices es par. Consideremos Kas,. El
dibujo del grafo que se describe a continuacién tiene exactamente

% ] [2712— 1} - 1] [2712— 3]

Consideremos un cilindro visto desde arriba y coloquemos n vértices de
manera equidistante en el borde del disco superior y otros n vértices en el
borde del disco inferior.

cortes.
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Ahora dibujemos K, en el interior del disco inferior con lineas rectas y
dibujemos K, en el exterior del disco superior de manera que ese dibujo de
K, sea el resultado de deformar continuamente un dibujo con lineas rectas
de K, dentro del disco superior. Por tanto, tiene el mismo niimero de cortes
que el K, del disco inferior (ver Figura 3.13).

Figura 3.13: Ejemplo de como se deben dibujar los K, en los discos superior
e inferior del cilindro.

El dibujo dentro de la pared del cilindro del resto de aristas se hara de
la siguiente manera: escojamos un vértice del disco inferior y unamoslo con
todos los vértices del disco superior mediante curvas helicoidales en sentido
horario, tal como se muestra en la Figura 3.14.

Figura 3.14: Ejemplo de como se deben trazar las curvas helicoidales.

Repitamos este paso con todos los vértices del disco inferior del cilindro.

Esta construccién fue estudiada por Guy, Blazek y Koman en [19] y [5]
y es donde se demuestra que este método da un dibujo éptimo: con él se
obtiene el nimero de corte conjeturado para Ko, [37]. Asi, se tiene un dibujo
de Koy, con 1 [n] [252] [n — 1] [2573] cortes (ver Figura 3.15), demostrando
con ello que la conjetura da una cota superior para el nimero de corte del
grafo completo si el niimero de vértices es par.
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Figura 3.15: Dibujo de Kjg siguiendo este método.

En la siguiente seccién se demostrard que este dibujo de K, ,, dentro de
la pared del cilindro es éptimo.

Existe, ademds, un argumento numérico que afirma que la conjetura es
cierta para n par si ésta es cierta para el nimero impar precedente n — 1y
que usa estos ultimos resultados que acabamos de ver:

Teorema 3.2.17 Sea n par. Si
e =i [ )
o =385 ) 5]

DEMOSTRACION: Sea n par. Entonces, In’ € Z tal que n = 2n’. Acabamos
de ver que

o< Jon B 0[] - 33) (557 (),

Supongamos que es cierta la conjetura para n — 1:

o= [ [ [ 1]

Por el Teorema 3.2.9,

o2 et -1 3) (%) (7).

=3 () () () B

como queriamos demostrar. O

entonces
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3.3. Numero de corte de K,,,

El problema del nimero de corte para el grafo bipartito completo, K, »,
aparecié por primera vez como el Problema de la Fabrica de Ladrillos de
Turdn (ver la introduccién de este capitulo).

Como en el caso de los grafos completos, existe una conjetura para el
numero de corte de los grafos bipartitos completos:

et = [2] 252 2] [254])

Esta conjetura se conoce como la Conjetura del Numero de Corte de Za-
rankiewicz y el mismo autor de la conjetura dio una demostracion de ésta
[40] en el ano 1954. Sin embargo, anos més tarde Ringel y Kainen encontra-
ron, de manera independiente, una laguna en esta demostracién [19] y, en
consecuencia, la conjetura ha permanecido como tal hasta nuestros dias.

A continuacién se detalla una manera de comprender un poco mejor

esta conjetura usando dibujos de K, ,: supongamos que tenemos un plano

con un eje horizontal y un eje vertical. Dibujemos [%] vértices en la parte

negativa del eje horizontal y {%} vértices en la parte positiva del mismo

eje, donde [l] denota la parte entera de [ y {l} es el menor entero mayor

o igual que [. Andlogamente, dibujemos [%] vértices en la parte negativa

del eje vertical y {%} en la parte positiva. Dibujemos ahora las mn aristas
rectilineas que unen todos los vértices de un eje con todos los del otro. En

la Figura 3.16 se dan un par de ejemplos de este tipo de dibujos de K, ,,:

Figura 3.16: Dibujos de K33y de Ky 5.

Proposicién 3.3.1 Este tipo de dibujo de Ky, y, explicado arriba tiene exac-
tamente (2] [21] (3] [251] cortes

DEMOSTRACION: Observemos que las aristas que unen los 4 vértices més
cercanos al cruce entre los ejes nunca presentardn cortes por construccién.
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Construimos primero las aristas que unen los dos vértices de la parte positiva
y de la parte negativa, respectivamente, del eje vertical mds cercanos al
centro de los ejes con todos los vértices del eje horizontal. Por construccion,
no hay cortes entre aristas (ver Figura 3.17).

=0 —

Figura 3.17: Ejemplo de este paso de la construcciéon del dibujo de Kgg.

Ahora escogemos el siguiente vértice de la parte positiva del eje vertical
mas cercano al centro de los ejes y que no sea ninguno de los dos vértices
anteriores. Lo unimos con aristas a todos los vértices del eje horizontal. Por
construccion, se han creado

cortes (ver Figura 3.18).

Figura 3.18: Ejemplo de este paso de la construcciéon del dibujo de Kg .

Al hacer lo mismo con el vértice de la parte negativa del eje vertical
mas cercano al centro de los ejes y que no sea ninguno de los tres vértices
anteriores, se crean

] }

(15]-#)+ X ({314

=1 k=1

|3
~—
|3

e

cortes méas. Ahora, al unir con aristas los dos vértices siguientes més cercanos
al centro en el eje vertical (siguiendo el método usado hasta ahora) con todos
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los vértices del eje horizontal, se crean

5] {3}

(15]-#)+ 2 ({314

1 k=1

o3
o3

[\)

k

cortes. Analogamente, al hacer lo mismo con el vértice correspondiente de
la parte negativa del eje:

] {#}

(S (23 (13)4) | e

k=1 k=1

oIS

Haciendo asi sucesivamente, al unir los i-ésimos vértices del eje vertical (si-
guiendo este método) con todos los del eje horizontal, se crearan

G 5
0[S (3]0 3 (5)8) | o

k=1 k=1

+
5] {3}

(S ([3]8) 3 (7) 8| e

k=1 k=1

Sumando todos los cortes que se han creado en este procedimiento, se tiene
que el nimero total de cortes en el dibujo es (ver Figura 3.19):

. G
> (5] 2 ({54

Figura 3.19: Ejemplo de este paso de la construccién del dibujo de Kgg.
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Simplificando, esta cantidad es, exactamente,

3] B )

Esto se debe a que: como m es entero, entonces o bien 4 es entero o bien
5 =5+ %, con s entero. Pasa lo mismo con 5. Se define

5] {3}
o S22
» Si 2 esentero, [2] 4+ {%} =my \m)= m222m.

= Si :54—%, con s entero, [%] +{%} =my Am) = W'

Asi, si se define

se distinguen 4 casos:

» Si 5 es entero y 5 es entero entonces

(m,n) = m?n? — 2mn? — 2m?n + 4mn {m} [m—l} {n} [n—l}

B 16
es el nimero de cortes en el dibujo.
» Sig=t+ %, con t entero, y 5 es entero entonces
2

m2n? — 2mn? — 2m?n + m? + 4mn — 2m
16

p(m,n) =

es el nimero de cortes en el dibujo, que coincide con la cantidad
[m} m—1 [n] n—1
2 2 2 2 ’

es entero y % =s+ %, con s entero, entonces

= Si

I3

m2n2 — 2mn? — 2m?n + n? + dmn
16

p(m, n) =

es el nimero de cortes en el dibujo, que coincide con la cantidad

3] B[
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= Si % =t+ %, con t entero, y % =S5+ %, con s entero, entonces

m2n? —2mn? —2m’*n+n?+m? +4mn—2m—2n+1
16

u(m,m) =

es el ntimero de cortes en el dibujo, que coincide con la cantidad
[m} m—1 [n] n—1
2 2 2 2 ’

Asi, este tipo de dibujo tiene exactamente [%] [mTfl] [%] [”771] cortes. O

Teorema 3.3.2 cr(Kn,) < [2] [2572] [%] 252

DEMOSTRACION: Basta considerar la construccién de un dibujo de Ko
como se ha explicado antes. O

Hasta ahora nadie ha encontrado un dibujo de K, , con menos cortes
que los dados por esta conjetura. De hecho, la conjetura afirma que estos
dibujos son éptimos para cada n y m.

Pese a que no se ha demostrado el caso general si que se han podido
demostrar algunos resultados parciales: se ha podido verificar la conjetura
para min{m,n} < 6 [29], param =7y n < 10 [38] y para 7 < m < 8y
7<n <10 [38].

A continuacion daremos algunas de estas demostraciones para los grafos
bipartitos completos méas pequenos.

Teorema 3.3.3 cr(K; ;) =0 para i,j € {1,2}.

DEMOSTRACION: Ver Figura 3.20. O
K1 Kio= Ko Koo

Figura 3.20: Dibujos de K ; sin cortes para i,j € {1,2}.

Teorema 3.3.4 cr(Ksy3) = cr(Ksz2) =0.

DEMOSTRACION: Ver Figura 3.21. O
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Ko3

Figura 3.21: Dibujo de K33 = K3 .

Teorema 3.3.5 cr(Ks33) = 1.

DEMOSTRACION: Por el Teorema 3.3.2, cr(Ks3) < [3] [3] [2] [3] =1 (ver
Figura 3.22).

Figura 3.22: Dibujo de K3 3.

Por otro lado, el Teorema 2.1.3 afirma que K3 3 es no planar. Por tanto,
cr(Ks3) > 1y, en consecuencia, cr(Ks33) = 1. O

Teorema 3.3.6 cr(K3z4) = cr(Ky3) = 2.

DEMOSTRACION: Por el Teorema 3.3.2, cr(Ks4) < [3] [3] [%] (3] =2 (ver
Figura 3.23).

Figura 3.23: Dibujo de K34 = K4 3.
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K3 4 contiene una subdivisién de K33 y, en consecuencia, no es un grafo
planar. Asi, cr(K34) > 1.

Numeremos los vértices de K34 de la siguiente manera: vy, vy y v3 son
los vértices del primer conjunto de la particién de vértices y v1’, vo/, v3' y
vy’ son los vértices del segundo conjunto. Supongamos que cr(Ks34) = 1.
El subgrafo de K3 4 formado por los vértices {v,ve,vs}, {vi’,v2/,v3'} y sus
respectivas aristas es una subdivisién de K33 y, por tanto, un buen dibujo
del mismo debe tener al menos un corte. Andlogamente, el subgrafo de K34
formado por los vértices {v1,va,v3}, {vo’,v3’,v4'} y sus respectivas aristas es
una subdivisién de K33 y, por tanto, un buen dibujo del mismo debe tener
al menos un corte. Ambas subdivisiones comparten las aristas vivs/, v1v3’,
Va2, vaus’, V3V’ y vavs’. Como er(K34) =1 el corte entre ambas subdivi-
siones en un buen dibujo de K34 debe ser el mismo y necesariamente debe
ser un corte entre estas aristas que comparten ambos subgrafos. Por tanto,
el corte serd entre v;vy’ y vjvs’ coni # jy i,j € {1,2,3}. En consecuencia,
las aristas v;v1’, vjo1’, vivs’ y vjvs’ no presentan cortes de ningun tipo. Asf,
las aristas que presentan el corte y, por tanto, los vértices vy’ y v3’ deben
estar o bien dentro o bien fuera de la regién del plano delimitada por v;vy’,
vjvl’, 1)2‘1)41 y vjv4'.

Ahora, si el vértice vy, € {vi,v2,v3} N\ {vs,v;} estd en la misma zona deli-
mitada por esta regién (es decir, dentro o fuera de ella) que vy y v3” entonces
la arista viv1’ o la arista v,v,’ tiene un corte, lo que es una contradiccién. Si
v, estd en una zona distinta delimitada por esta regién que v’ y v3’' entonces
por el Teorema de la Curva de Jordan (Teorema 2.1.1) las aristas vgvs' y
v,v3’ presetan un corte cada una, hecho que es una contradiccién.

Hemos visto asi que cr(K34) # 1, dejando como tnica posibilidad el
resultado cr(Ks4) = 2. O

Otra herramienta ttil en el estudio de ciertos casos particulares del pro-
blema del nimero de corte de K, ,, es dar una estimacién de cr(Kpq1,n41)
en funcién de cr(Ky ;). Supongamos que tenemos un dibujo de Ky 41 pnt1.
Eliminando, por turnos, pares de vértices del dibujo (uno de cada conjunto

de n+ 1 vértices) obteneos (n + 1)? dibujos diferentes de K, ,. Esto se debe

2 S -
a que hay (":;1) = (n+1)?2 parejas diferentes de vértices de K, 11,41. Cada

uno de estos dibujos de K, , debe tener al menos cr(K, ) cortes y, en conse-
cuencia, estimamos el niimero de corte de Ky, 41 41 por (n+1)2er(Kp41n41)-

2
Teorema 3.3.7 cr(Kpi1n41) > ("—“) cer(Knn)

n—1 )

DEMOSTRACION: Como ya sabemos, algunos de los cortes de los K, , se
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estan contando mas de una vez. ;Cuantas veces estamos contando un corte
ya dado? Un corte dado en K, 1,41 aparece en alguno de los dibujos de
K, silos 4 vértices de los cuales este corte es responsable estdn todos en
dicho K, ,,. Asi, s6lo quedan 2n — 4 vértices de K, ,, para escoger entre los
2n +2 — 4 = 2(n — 1) vértices restantes de Ky41,+1. Por tanto, estos 4
vértices (y, por tanto, el corte del que son extremos) estan en (n—1)? de los
Ky, pues hay (n — 1)? parejas diferentes de vértices restantes. Asi, cada
corte se ha contado (n — 1)? veces y, en consecuencia,

n+ 1)2
cr(Kntin41) > ﬁ cer(Knp),

como queriamos demostrar. O

Observacién 3.3.8 La estimacion cr(Kyq1n4+1) > EZiLBz cr(Kyn) es equi-

valente a
cr(Kni1n41) S cr((Knn)

()

El Problema de la Fabrica de Ladrillos de Turan sugiere una variante
para el problema del nimero de corte de los grafos bipartitos completos:
encontrar el menor nimero de cortes en un dibujo cilindrico de K, ,, esto
es, encontrar un dibujo de K, ,, en la pared de un cilindro tal que cada clase
de n vértices esté en uno de los dos margenes del cilindro (tal como se ha
explicado en la seccién anterior pero sin dibujar los grafos completos K,, en
las bases del cilindro).

La pregunta que se plantea de manera natural es si este tipo de dibujo
es Optimo. ;Existe un mejor dibujo cilindrico de K, ,,? Para saber si este es
ya el mejor dibujo, salvo construcciones analogas, necesitaremos descubrir
qué es lo que fuerza a que se produzca un corte en el dibujo.

Trabajaremos en aritmética modulo n. Consideremos un dibujo cilindrico
de K, , como se ha explicado en la seccién anterior, es decir, un dibujo donde
las aristas son curvas helicoidales. Consideremos etiquetas {1,2,...,n} para
los n vértices del margen inferior del cilindro y etiquetas {1,2,...,n} para
los n vérices del margen superior de manera que sigan un orden ciclico con
sentido horario. Para cada vértice ¢ en el margen inferior existe un vértice
x; € {1,2,...,n} en el margen superior tal que la curva cerrada simple
formada por las aristas con extremos i, x; y ¢, ; + 1, junto con el segmento
pequeno del margen superior del cilindro que une x; y z; + 1, delimitan un
disco que contiene al margen inferior del cilindro (ver Figura 3.24).
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4

Figura 3.24: Ejemplo para K44 coni =2y x; = 1.

Escogemos, pues, una pareja x; € {1,2,...,n} del margen superior para
cada vértice i del margen inferior. Es obvio que, para cada i € {1,2,...,n},
las aristas ix;, i(z;+1), jxj, j(x;+1) se cortardn dos veces, pues las dos cur-
vas cerradas que se forman como se ha explicado antes contienen al margen
inferior del cilindro (ver Figura 3.25). Ahora, como los valores de z1,...,z,
son conocidos, es suficiente calcular el nimero de cortes entre aristas inci-
dentes con dos vértices ¢ y j del margen inferior del cilindro.

Figura 3.25: Dos cortes inevitables.

Si cogemos dos vértices r y s entre z; + 1 y x; tendremos que, entre
las 4 aristas con extremos i 0 j y r o s habrd por lo menos un corte (ver
Figura 3.26 (a)). De la misma manera, si r y s estdn ambos entre z; + 1y
x; pasara lo mismo. Sin embargo, si r estd entre x; + 1 y x; y s estd entre
xz; + 1y x; o viceversa, entonces no hay necesidad de que se produzca un
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corte entre estas 4 aristas (ver Figura 3.26 (b)).

Figura 3.26: Las dos posibles ubicaciones de r y s.

Si suponemos que 1 < z; < x; < n, entonces hay al menos

Tj— X n+x; —x;
(7))

cortes en el dibujo entre aristas incidentes en ¢ y en j. Esto se debe a que
estamos contando las aristas con extremo ¢ y con extremo j desde los vértices
que se encuentran entre x; + 1 y z; (hay (xJ;zZ) parejas de aristas asi) y
estamos contando también las aristas con extremo ¢ y con extremo j desde
los vértices que se encuentran entre z; + 1 y z; (hay ("Hﬁé_xj ) parejas de
aristas asf). Todas estas parejas de aristas presentan al menos un corte entre
ellas. El resto de parejas de aristas, como acabamos de ver, no tiene por
qué presentar cortes entre ellas.

Como consecuencia de esto, una cota inferior para el nimero total de
cortes de un dibujo asi es

) — il n—lzj — il
S ()
1<i<j<n

Usando la igualdad (g) = @, podemos ver que esta cota inferior es la
funcién
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Z g — @il (g —aal = 1) | (= oy — i) (0 — oy — @] = 1)

flze,...,zy) = )3 5 5
1<i<j<n
n®>—n n\n(n—1
1<i<j<n
n\ 2
+ D lymwmlt - Y ”|$j$z'|<2)
1<i<j<n 1<i<j<n
2
+ > = Y |ay—w
1<i<j<n 1<i<j<n

Ordenando las variables de tal manera que 1 <z <29 < ... <z, <n,
vemos que la cota inferior viene dada por la funcién cuadrética

2
n
1<i<j<n 1<i<j<n

Si encontramos un minimo de la funcién F' habremos resuelto la cuestiéon

que nos planteamos.

La funcién F es diferenciable y

a—F(xl,...,xn):OJr S0tz D @-m) (=D 2| D (ze—w)-1

axk 1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
i,j#k i=k Jj=k
RIS TS SRS o
1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
i,j#k i=k Jj=k
=2 Zazk—xj +nn—2k+1)
Ji#k
=2(n—1)zk —Qij +n(n—2k+1)
k#j

= 2nzy —Qij +n(n—2k+1).

=1
Si imponemos VF = 0, se obtiene el conjunto de ecuaciones

2370 qxj—n(n—2k+1)

k=1,...n.
2n

Tk

Como z;41 — x; = 1 por la ordenacion que le hemos dado a las variables, si
escogemos x; = k — 1 obtenemos una solucién a estas ecuaciones. De hecho,
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cualquier otra solucion de estas ecuaciones se obtiene a partir de la solucion
xp, = k — 1 anadiendo la misma cantidad ¢’ a cada zy:

xp, = k + t solucién general de estas ecuaciones.

Esto significa que hay un minimo (natural) de F'. En consecuencia, una cota
inferior para el nimero de cortes en un dibujo cilindrico de K, ,, es

j—i n—j+i
F(L2,...n)= > <2 >+ > ( 5 >
1<i<j<n 1<i<j<n

n—1

Asi, con todo esto se ha demostrado que el dibujo cilindrico propuesto
para K, , usando curvas helicoidales en sentido horario alcanza esta cota
inferior (ver Figura 3.27 con el caso n = 4) y, por tanto, es éptimo.

Figura 3.27: Ejemplo de un dibujo cilindrico 6ptimo de Ky 4.

3.4. Comportamiento asintético de cr(K,,) y cr(K.n)

Recordemos que en la Seccién 3.2 habiamos encontrado la siguiente es-
timacién para el nimero de corte de K,, (ver Observacién 3.2.10):

er(Knt1) - cr((Kn).
i @)

; s cr((K .
De aqui se deduce que la sucesién M es no decreciente. Recordemos

4
también que al final de la Seccién 3.2 se ha visto que

w0 < 1[5 5) | 5]

para n par o, lo que es lo mismo,

w0 <3 (5) () () (50) 5) -3

(1)
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para n par. Por tanto, combinando esta acotacién con el hecho de que no
es una sucesién decreciente, llegamos a la conclusién de que la sucesion de
términos cr(K,)/(’}) estd acotada superiormente por 3 y podemos asegurar

4
que tiene limite. Sea LC' este limite:
cr(K
LC := lim (n n) limite para grafos completos.
oo (3)

Es facil comprobar que las conjeturas sobre el nimero de corte de K,
implican que LC = %:

= Sin es par,

BB ERN(EY 3 nP—6en+8 3
LC = lim 2D 26 = R W —in+3 8

= Sin es impar,

Asi, LC = % si la conjetura para cr(K,) fuera cierta.

Un argumento andlogo al que se ha seguido para K, muestra que la
sucesion cr(Ky )/ (2)2 tiene limite: de la Observacién 3.3.8 se deduce que

la sucesion cr(Ky )/ (’21)2 es no decreciente. Recordemos también que, por
el Teorema 3.3.2, cr(K, ) < [%]2 [”Tfl]z Asi,

= Sin es par,
n\2 [n—2)2 2 (n—1\% 1
< (= — I
CT(K’“")—(2> ( 2 > <(2) ( 2 ) 1

= Sin es impar,
n—1\?/n—1)2 2 (n—1\% 1/n\?
< o - < - - .
vt = () () <GV () =3()

sz Lo 2 ) .
Por tanto, la sucesién de términos cr(Ky )/ (g) estd acotada superior-

mente por % y podemos asegurar que tiene limite. Sea LB este limite:

cr(K,
LB := lim % limite para grafos bipartitos completos.
n—oo
2

Es facil comprobar que las conjeturas sobre el nimero de corte de K, ,,
implican que LB = %:
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= Sin es par,

H2u2 2

nooo  n2( 471)2 n—od n2—9on+1 4
= Sin es impar,
n—1\2 (n—1\2 2
o)) I n"—2n+1 1
LB = lim S Am g n2 S

Asi, LB = % si la conjetura para cr (K, ) fuera cierta.

A continuacién demostraremos que los limites LC' para los grafos comple-
tos y LB para los grafos bipartitos completos estan relacionados de manera
lineal.

Teorema 3.4.1 LC > %LB. Ademds, si LB = %, entonces LC = %.

DEMOSTRACION: Supongamos que tenemos un dibujo de Ko, con cr(Ks,)
cortes entre aristas. Dentro de este dibujo existen, como ya se ha visto,
numerosos dibujos diferentes de K, ,. Necesitamos estimar cudntos dibujos
de K, , hay y cudntos de ellos contienen un corte determinado.

Contaremos los K, , por orden, es decir, escogeremos primero un con-
. s . , . s . 9
junto de n vértices y después el otro conjunto de n vértices. Hay (7?) de
estos grafos.

Consideremos ahora un corte dado entre las aristas ab y cd de K,,. Uno
de los vértices a o b debe estar en el primer conjunto de n vértices escogido
y lo mismo para c y d. Entonces, hay 4 maneras posibles de distribuir a, b,
cy den el primer conjunto de n vértices escogido si éste aparece en el K, ,,
resultante.

Nos quedan 2n — 4 vértices por escoger aun, n — 2 de los cuales seran del
primer conjunto de n vértices. Asi, hay 4(2::;) K, diferentes que contienen

el corte dado y, por lo tanto,

cr(Kaop) > %CT(K,%”).
4( n—2)
Calculando,

Cr)
cr(Kap) > m

v

cr(Knn)
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GERECEINE
)

3
> 7
-2

cr(Kgn)> (2") cr(Knn)

cr(Kap)
(D)

Tomando limites, LC > %LB .

De aqui se sigue que si LB = i, entonces LC > %. Como hemos visto

previamente, LC < % y, por tanto, LC = %_ 0

El Teorema 3.4.1 muestra que la conjetura para cr (K, ) implica la con-
jetura para cr(Ksy,), al menos asintéticamente.

Veamos ahora un ejemplo de calculo del niimero de corte de un grafo
concreto. Consideremos el grafo de Petersen de 5 puntas P de la Figura 3.28.

P

Figura 3.28: El grafo de Petersen de 5 puntas.

Observemos que P es isomorfo al grafo de la Figura 3.29.

P

Figura 3.29: Otra manera de dibujar P.

Esta tltima figura muestra que cr(P) < 2. Por otro lado, ya se ha demos-
trado anteriormente que el grafo de Petersen de 5 puntas contiene una sub-
divisién de K33 (ver Figura 2.32) y, por lo tanto, cr(P) > 1. Asi, cr(P) =1
6 cr(P)=2.

Observamos que para todo v € V(P) el grafo P — v contiene una subdi-
visién de K33, como se muestra en la Figura 3.30.
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(a) (b)

Figura 3.30: P (a) contiene una subdivisién de K33 (b).

Esta figura es vélida para todo vértice de P, pues todo vértice desempena
el mismo papel en el grafo en este sentido (por ejemplo, todos los vértices
tienen el mismo grado). Por tanto, podemos concluir que cr(P —v) > 1
Vv € V(P) por ser un grafo no planar.

Retomemos ahora el grafo P. Como se ha visto unas lineas més arriba,
cr(P) =16 er(P) = 2. Supongamos que cr(P) = 1y consideremos un dibujo
optimo de P. Entonces, existe un vértice v con responsabilidad al menos

%1} =1y, por tanto, al eliminar este vértice se tiene que existe un dibujo
de P — v con, como mucho, 1 — 1 = 0 cortes. Sin embargo, cr(P —v) > 1,

llegando a contradiccién.

Por tanto, podemos afirmar que cr(P) = 2.

Como se ha podido ver a lo largo de este capitulo, no es facil demostrar
las conjeturas que existen para el nimero de corte de grafos de tipos muy
restringidos. No cabe duda, por tanto, de que tan sélo encontrar una posible
férmula para el nimero de corte de un grafo cualquiera es una tarea que,
hasta el momento, no parece tener solucién. Sin embargo, poco a poco se
van descubriendo resultados como los que hemos visto que permiten acotar
cada vez mejor el problema.

La investigacién sobre el nimero de corte sigue siendo muy activa en
la actualidad: muestra de ello es el articulo [39], publicado en el ano en el
que se ha elaborado la mayor parte de este trabajo. Los resultados que se
suelen conseguir siguen siendo muy limitados y restringidos a una mintiscula
porcién de la infinidad de los grafos existentes.






Capitulo 4

Coloracion de vértices

El problema de la coloracién trata la manera de agrupar elementos con el
Unico objetivo de que aquellos que pertenezcan a un mismo grupo no estén
relacionados entre si. La forma de aplicar esto a la Teoria de Grafos y de
asignarle un grafo es identificar cada objeto con un vértice y unir con aristas
aquellos pares de vértices cuyos objetos representados estén relacionados de
alguna manera: ;Cémo podemos agrupar los vértices en un nimero minimo
de grupos diferentes? Se usa la palabra coloracion para referirse a este pro-
blema porque usualmente a cada grupo se le asigna un “color” o un niimero
natural para identificarlo.

Para una mayor comprensién de esta explicacién, consideremos el si-
guiente ejemplo [6]. Imaginemos que queremos distribuir las conferencias de
un congreso de tal manera que ningin participante se vea forzado a per-
derse alguna conferencia a la que quiera asistir, es decir, no queremos que
dos conferencias se solapen si ambas son de interés para una misma perso-
na. Suponiendo que disponemos de suficientes salas para llevar a cabo tantas
conferencias paralelas como se necesite, jcudl debera ser la duracién minima
del congreso?

Como se ha explicado arriba, podemos reformular este problema en
términos de grafos. Sea G un grafo cuyos vértices son las conferencias y
en el que dos vértices estdn unidos por una arista si, y sélo si, existe un par-
ticipante del congreso que desea asistir a las dos conferencias representadas
por estos vértices. ;Cuél es el minimo valor de k para el que V(G) puede
tener una particién de k clases, Vi,..., Vi, tal que ninguna arista una dos
vértices de la misma clase?

85
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4.1. Numero cromatico

Sea G un grafo sin lazos. Una k-coloracion de los vértices de G es una
asignacion de k colores diferentes, que denotaremos por 1,...,k, a los vérti-
ces de G de manera que:

= cada vértice tenga exactamente un color asignado

= no existan dos vértices adyacentes con el mismo color asignado

Asi, una k-coloracién de los vértices de un grafo sin lazos G es una
particién (Vi,..., V) de V(G) en k conjuntos independientes. Ademds, esta
coloracion se puede entender como la aplicacién exhaustiva

c:V(G) — {1,...,k}

tal que c¢(v) # c(w) siempre que v y w sean dos vérties adyacentes de G.
Cada conjunto ¢~ 1(5), con j € {1,...,k}, es independiente. De acuerdo con
esta notacién, definimos el color del vértice v del grafo G como ¢(v).

Se dice que un grafo sin lazos G es k-colorable si existe una k-coloracién
de los vértices de GG. A modo de ejemplo, en la Figura 4.1 se muestra que el
grafo G es 5-colorable (a), 4-colorable (b), 3-colorable (c) y 2-colorable (d):

o G G
A y '
e =l P il B
-\.T "'-\-_\_mf S
o o .
el / >4
c."(’/ ,// r//
(a) (b) (c) (d)

Figura 4.1: k-coloracién de G para k = 2,3,4,5.

De ahora en adelante en este capitulo, con k-coloracion nos referiremos
a una k-coloracion de los vértices de un grafo. Cuando no sea necesario
especificar el nimero de colores, la llamaremos coloracion.

El grafo simple intrinseco de un grafo cualquiera es el resultado de elimi-
nar las minimas aristas para conseguir que el grafo sea simple. Por ejemplo,
en la Figura 4.2 el grafo G es el grafo intrinseco de G:
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G

o

Figura 4.2: G grafo intrinseco de G.

Claramente, un grafo es k-colorable si, y sélo si, su grafo intrinseco es
k-colorable. Asi, podemos restringir el estudio de la coloracién a los grafos
simples.

Proposicion 4.1.1 Un grafo simple es 1-colorable si, y sélo si, tiene con-
Jjunto de aristas vacto.

DEMOSTRACION: Un grafo simple es 1-colorable si, y sélo si, todo par de
vértices adyacentes no comparte el mismo color. Como sélo se usa un color
en esta coloracion, esto solamente se cumple si, y solo si, ningiin vértice es
adyacente a otro. O

Proposicion 4.1.2 Un grafo simple es 2-colorable si, y solo si, es bipartito.

DEMOSTRACION: Sea G un grafo simple 2-colorable. Sea (X,Y’) una parti-
cion de sus vértices de manera que X sea el conjunto de todos los vértices
con color asignado 1 e Y el de todos los vértices con color asignado 2. Por
la Proposicion 4.1.1 no pueden existir aristas que unan dos vértices del con-
junto X o dos vértices del conjunto Y. Asi, G es un grafo bipartito tomando
la particién (X,Y) de sus vértices.

Reciprocamente, si G es un grafo bipartito con particién (X,Y’) basta
tomar la 2-coloracién que asigna el color 1 a todos los vértices de X y el
color 2 a todos los vértices de Y. Asi, GG es 2-colorable. O

Observacién 4.1.3 Todo grafo simple de n vértices es n-colorable. Basta
tomar una coloracion que asigne un color distinto a cada uno de sus vértices.

Proposicion 4.1.4 Sea G un grafo simple de n vértices. Si G es ki -colorable,
entonces G es k-colorable para toda k € N tal que k1 < k <n.

DEMOSTRACION: Sea G un grafo simple de n vértices ki-colorable. Sea k € N
con k1 < k < n. Tomemos una ki-coloracion de G. Si k = k; ya hemos
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acabado. Si k1 < k < n escogemos k — ki vértices cuyo color asignado
esté asignado también a al menos otro vértice de los que no se han escogido
(hay n — ky vértices con colores repetidos y, como k < n, existen k — ky
vértices con colores repetidos) y cambiemos el color de estos vértices por

un color distinto del conjunto {k; + 1,...,k} para cada uno de ellos, sin
repetir color. Asi, tenemos una k-coloracién de G. Si k = n, aplicando la
Observacién 4.1.3 ya hemos acabado. O

Proposicion 4.1.5 Sea G un grafo simple de n vértices y sea k1 < n con
k1 € N. Si G no es ki-colorable, entonces G tampoco es k-colorable para

k <k, keN.

DEMOSTRACION: Sea G un grafo simple. Supongamos que G no es k-
colorable. Sea k € N con k < ki. Si G fuera k-colorable, como k < k1 < n
entonces, por la Proposicién 4.1.4, G seria ki-colorable, llegando a contra-
diccién. O

El ndmero cromdtico de un grafo G, denotado por x(G), es la minima
k con la que G es k-colorable; si x(G) = k se dice que G es k-cromadtico.
Por ejemplo, en la Figura 4.3 se muestra un grafo 3-cromatico: existe una
3-coloracién (la del dibujo) y no es 2-colorable por no ser un grafo bipartito.

A G
/ -

-

.,

S| o7
K

-
|

S,
e i
A Bl

b

&

F

-
“\,_/
Figura 4.3: G es 3-cromatico.

Observacion 4.1.6 x(G) =1 si, y sdlo si, G tiene conjunto de aristas no
vacio y x(G) = 2 si G es bipartito.

Observacion 4.1.7 Si x(G) < k, entonces el grafo simple G es k-colorable.

El ndmero cromadtico para ciertos tipos de grafos estd totalmente de-
terminado independientemente de la cantidad de vértices que éstos tengan.
Esto ocurre porque para este tipo de grafos las restricciones son tales que
a partir del nimero de vértices se puede determinar el niimero de aristas y,
en consecuencia, el problema de la coloracién es mucho menos complicado
que para el caso general. Por ejemplo,

- X(Kn) =n
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w X(K, —v)=n—1Yv e V(K,)

- X(Km,n) =2

= X(Can) =2

. X(C2n+1) =3

» x(T') =2 VT arbol no trivial.

Estos resultados no son dificiles de deducir. x(K,) = n porque todo par
de vértices de K, estd unido por una arista y esto obliga a que todos los
vértices deban tener distinto color. x (K, —v) = n —1VYv € V(K,) como
consecuencia directa de esto tdltimo. x(Kp,n) = x(Copn) = x(T) = 2 VT
arbol no trivial porque todos ellos son grafos bipartitos. Un ciclo C, 11, sin
embargo, no es bipartito por el Teorema 1.5.1 y no se pueden colorear sus
vértices alternativamente con dos colores 1 y 2, pues el ultimo vértice en ser
coloreado serd vecino de un vérice con color 1 y un vértice con color 2. Asi,
necesita ser coloreado con un tercer color y, dado que esa manera de colorear
da una 3-coloracién Vn, x(Can+1) = 3 (ver Figura 4.4 a modo de ejemplo).

Figura 4.4: Ejemplo de coloracién de un ciclo de longitud impar.

4.2. Un algoritmo basico de coloracién

Una de las primeras cuestiones que uno se plantea al estudiar el problema
de la coloracién de vértices es la siguiente: ;cudl es el mejor método para
colorear un grafo con los colores 1,2, ... usando el menor niimero posible?

Es obvio que, en general, la coloracién 6ptima (o x(G)-coloracién) de un
grafo G no es tnica, como muestra la Figura 4.5:
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G G

Figura 4.5: 3-coloraciones distintas de G, donde x(G) = 3.

Una manera natural de colorear los vértices de un grafo simple G es
el algoritmo del miope. Este algoritmo establece prioridad para resolver el
problema local de la coloracién de cada uno de los vértices respecto de sus
vecinos, dejando el problema general de la coloracién de todos los vértices
del grafo en un segundo plano. Por ello recibe este nombre tan peculiar.
Consiste en lo siguiente:

Sea G un grafo simple de n vértices. Sea vy,...,v, una numeracion
(arbitraria) de los vértices de G.
1. Coloreamos vy con el color 1.

2. Para cada ¢ = 2,...,n coloreamos v; con el menor color disponible
entre sus vecinos ya coloreados, es decir, con el menor estero k tal que
ninguno de sus vecinos entre v1,...,v;_1 tenga color k.

De esta manera nunca se usaran mas de A(G) + 1 colores incluso para
malas elecciones de los vértices de G, pues ningtn vértice tiene mas de A(G)
vecinos. En la Figura 4.6 se da un ejemplo de la aplicacién de este algoritmo:

Uq U3

\ o uy
r —_— ) 1 —_
o
g 1 \ [25) 1 \

U1 vs U g

Figura 4.6: Ejemplo de aplicacién del algoritmo del miope.

Debe observarse que este algoritmo ignora a los vecinos v; de v; para j > 4
y que, por tanto, en la mayoria de grafos se puede mejorar la coloraciéon dada
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por este método: basta ver la Figura 4.7 donde se ha aplicado el algoritmo
del miope en el grafo bipartito G (2-colorable) gastando 4 colores en vez de
2.

V9 (] Vg g

Figura 4.7: Algoritmo del miope para esta numeracién de los vértices.

Simplemente eligiendo una numeracién adecuada de los vértices se puede
mejorar la coloracion sin cambiar de algoritmo, como se puede ver en la
Figura 4.8. En algunos casos, esta mejor numeracién se consigue haciendo
que los primeros vértices sean los de grado mas alto y que los 1ltimos sean
los de menor grado.

g U9 vs vy

Figura 4.8: Algoritmo del miope para esta otra numeracién de los vértices
del grafo G de la Figura 4.7.

4.3. Cotas para el nimero cromatico

No se conoce ain ningiin método general para determinar el niimero
cromético de un grafo arbitrario. No obstante, existen cotas para x(G) en
funcién de otros invariantes del grafo G, como pueden ser el grado maximo
o el nimero de aristas.

Nuestro objetivo en esta secciéon es determinar cotas superiores e infe-

riores para el nimero cromético de un grafo cualquiera.

Observacién 4.3.1 Todo grafo simple G con n vértices es n-cromdtico, es
decir, x(G) < n.



92 CAPITULO 4. COLORACION DE VERTICES

Esta cota superior del nimero cromatico suele ser pobre, excepto cuando
el grafo simple G contiene muchas aristas. Esta desigualdad se convierte en
una igualdad (x(G) = n) s6lo cuando G es el grafo completo K,,: como ya
se ha visto, x(K,) = n; por otro lado, si x(G) = ny V(G) = n entonces
existe una arista entre todo par de vértices (pues si no ocurriera esto podrian
existir dos vértices con un mismo color) y, por tanto, G = K.

La cota superior del nimero cromético dada por la observacién anterior
se puede mejorar considerablemente en algunos casos, como muestran los
siguientes resultados.

Proposicion 4.3.2 Todo grafo simple G con m aristas cumple que

1 1
<44/ .
X(G)_2+ 2m+4

DEMOSTRACION: Sea G un grafo simple con m arisas. Consideremos una
X(G)-coloracién de G. Entonces, G tiene como minimo una arista que une
dos clases de colores, pues si ocurriera lo contrario se podria haber usado el
mismo color para ambas clases. Asi,

m > <X<G>> _ X(6) (x(G) 1)

2 2

0, lo que es lo mismo,

1 1
G)< = +41/2m+ =
x()_2+ m+ 7

como queriamos demostrar. O

Teorema 4.3.3 Sea G un grafo simple. Entonces,

X(G) < A(G) + 1.

DEMOSTRACION: Basta tomar una coloracién cualquiera de G dada por el
algoritmo del miope: como se ha observado en la seccién anterior, nunca se
usaran mas de A(G)+1 colores en esta coloracién porque todo vértice tiene,
como mucho, A(G) vecinos. O

La igualdad x(G) = A(G) + 1 sélo se cumple para grafos completos o
para ciclos con un nimero impar de vértices: ya se ha visto que si un grafo
G es completo entonces x(G) =n = A(G)+ 1y si G es un ciclo de longitud
impar entonces x(G) = 3 = 2+ 1 = A(G) + 1. Para el resto de grafos,
tal como mostré Brooks en 1941 [7] y como se demostrard mas adelante en
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esta seccién, esta cota superior se puede mejorar. Para verlo es necesario ver
antes algunos resultados y definiciones.

Consideraremos que un subgrafo inducido por el conjunto de vértices
S € V(G) de un grafo G es el subgrafo H de G con conjunto de vértices
S y tal que para todo par de vértices u, v de H si uwv € E(G) entonces
uwv € E(H). Dicho de otra manera, el subgrafo inducido por S en G es
G — (V(G)\ S). En la Figura 4.9 H es el subgrafo inducido por los vértices
u, vy w de G:

G H

Figura 4.9: H es el subgrafo inducido por los vértices u, v y w de G.

Usando una ordenacién apropiada de los vértices, se puede encontrar una
cota superior para el nimero cromatico mas fuerte que la del Teorema 4.3.3:

Lema 4.3.4 Sea G un grafo simple. Entonces,

X(G) <1+ méx{d(H) | H subgrafo inducido de G}.

DEMOSTRACION: Definamos k := méx{d(H) | H subgrafo inducido de G}.
Por hipétesis, & > 6(G). Escojamos un vértice v, con grado g(v,) < k
en G. Ahora, sea H = H,_1 := G — v, y escojamos un vértice v,_1 con
grado g(v,—1) < k en H. Seguimos haciendo asi sucesivamente hasta que
consigamos un grafo H; que consista en un solo vértice: llamemos v; a
este vértice. Esto determina una numeracion vy, ..., v, de los vértices de G:
aplicando el algoritmo del miope con esta ordenacién cada vértice v; tiene,
como mucho, k predecesores adyacentes, pues g(v;) < k en cada subgrafo H;
por construccién. Asi, el algoritmo del miope usa como mucho k + 1 colores
para colorear G. |

Corolario 4.3.5 Sea G un grafo conexo simple y no reqular. Entonces,

X(G) < A(G).

DEMOSTRACION: Supongamos que G es un grafo conexo simple no regu-
lar y supongamos que x(G) > A(G) o, lo que es lo mismo, que x(G) >
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A(G) + 1. Sea k := max{d(H) | H subgrafo inducido de G}. Por el Le-
ma 4.3.4, x(G) <1+k. Asi, A(G) +1 < x(G) < 1+k, esto es, k > A(G).
Por tanto, G debe tener un subgrafo inducido H con §(H) = A(G). Esto
obliga a que H sea un subgrafo A(G)-regular de G y, en consecuencia, debe
contener todos los vértices de G. Se concluye que G = H y, por tanto, G es
A(G)-regular, llegando a contradiccién. O

Teorema 4.3.6 (Teorema de Brooks) Sea G un grafo simple. St G no
es un grafo completo ni un ciclo de longitud impar, entonces

x(G) < A(G).

DEMOSTRACION: Sea G un grafo simple. Supongamos que G no es ni com-
pleto ni un ciclo de longitud impar. Si G no fuera conexo, podriamos reducir
el problema al estudio de cada una de sus componentes conexas por sepa-
rado. Por tanto, podemos suponer que G es conexo. Por el Corolario 4.3.5
también podemos suponer que G es regular de grado k = A(G).

Si k = 2 enonces G es un ciclo. Por hipdtesis, G debe ser un ciclo de
longitud par y, como ya se ha visto, x(G) = 2 = A(G). Supongamos, pues,
que k > 3.

Si G no es 2-conexo, entonces existe un vértice v tal que G — v no es
conexo. Consideremos las componentes conexas Vi,...,V; de G — v. Para
cada i € {1,...,1}, si V; tiene un solo vértice entonces el subgrafo H; de
G inducido por V; U {v} se puede colorear con k colores, pues k > 3y
Xx(H;) < V(H;) = 2. Usando induccién sobre el nimero de vértices, podemos
suponer que el subgrafo H; se puede colorear con k colores. Entonces, G
también se puede colorear usando k colores: x(G) < A(G).

Sélo nos falta ver el caso en que G es 2-conexo. Si G es 2-conexo, el
teorema se podria demostrar ficilmente si pudiéramos encontrar tres vértices
v1, U2 ¥ Uy, tales que el grafo H := G — {v1, vy} fuera conexo y G tuviera las
aristas v1v, y vov, pero no la arista v1vy. Supongamos que hemos encontrado
tales vértices; entonces podriamos ordenar el resto de vértices de G de la
siguiente manera: para i = n — 1,...,3 escojamos (en orden decreciente,
empezando por i = n — 1) un vértice v; € V(G) \ {v1,v2,vi41,...,0,}
adyacente a al menos uno de los vértices v;y1, ..., v,. Recordemos que esto
es posible, pues H es conexo por hipdtesis. Ahora apliquemos el algoritmo
del miope para dar una coloracién usando esta ordenaciéon de los vértices.
Primero obtenemos ¢(v;) = c¢(v2) = 1 porque vy y v2 no son adyacentes.
Después, para i € {3,...,n — 1}, cada vértice v; tiene como mucho k — 1
predecesores adyacentes con esta ordenacién: v; es adyacente a al menos un
vértice vj con j > 4 (porque, por hipétesis, G es k-regular). Finalmente, vy,
es adyacente a v1 y vg, que tienen el mismo color. Asi, el algoritmo necesita
como mucho k = A(G) colores y, en consecuencia, x(G) < A(G).
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Si demostramos que G contiene vértices vy, vo y v, satisfaciendo las
condiciones anteriores, habremos demostrado el teorema.

Primero supongamos que G es 3-conexo. Escojamos un vértice cualquiera
vp. Observemos que el conjunto de vecinos de v,, debe contener dos vértices
no adyacentes vy y ve (si fuera de otra manera, los k vértices vecinos de v, y
el vértice v, inducirfan un grafo completo Kj11 de G porque G es k-regular;
como, ademds, G es conexo este grafo deberia ser el propio G, contradiciendo
que G no es completo). Como G es 3-conexo, H = G — {v1,v2} es conexo,
como queriamos demostrar.

Supongamos, por el contrario, que G no es 3-conexo (recordando que, por
hipétesis, G es 2-conexo). Escojamos dos vértices {v, v, } tales que G—{v, v, }
no sea conexo y sean Vi, ..., V,, las componentes conexas de G—{v, v, }. Para
cada i € {1,...,m}, sea G; el subgrafo de G inducido por V; U {v,v,}. Los
grafos GG; son conexos por construccién y, ademas, v, debe tener algin vecino
diferente de v en cada uno de los G;, ya que si fuera de otra manera entonces
G — v no serfa conexo. Escojamos, pues, dos vecinos v1 € G1 y v2 € Go de
vy, tales que vy,ve # v. Claramente v1 y v2 no son adyacentes. Ademds,
H = G — {v1,v2} es conexo: si consideramos = un vértice cualquiera de H,
basta ver que existe un camino de x a v en H. Como G es 2-conexo, existen
dos caminos internamente disjuntos de x a v en G por el Teorema 2.5.6. Es
obvio que H contiene al menos uno de estos dos caminos. Esto muestra que
H es conexo y concluye la demostracién del Teorema de Brooks. O

Para dar un ejemplo del uso del Teorema de Brooks, consideremos el
grafo G de la Figura 4.10:

Figura 4.10: x(G) = 4.

Como G contiene al grafo completo K4, marcado con lineas més gruesas,
sabemos que x(G) > 4. Por otro lado, G satisface las hipéesis del Teorema
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de Brooks con A(G) = 4. Por tanto, x(G) < 4, de donde se deduce que
X(G) = 4.

Sin embargo, esta cota superior dada por Brooks no es siempre tan sa-
tisfactoria. En particular, si un grafo contiene pocos vértices con un grado
relativamene alto entonces esta cota no aporta demasiada informacién. Por
ejemplo, en la Figura 4.11 G es un grafo bipartito y, por tanto, x(G) = 2.
El Teorema de Brooks sélo da la cota x(G) < 12.

G

Figura 4.11: G es el grafo bipartito K 12.

Las cotas inferiores para el ntimero cromatico son mas dificiles de deter-
minar. Una causa trivial para que un grafo simple GG tenga niimero cromatico
X(G) > n es la presencia de un subgrafo completo K,,, pues como se ha visto
anteriormente x (K, ) = n. Asi, por ejemplo, la presencia de un tridngulo Ks
en un grafo hace que su nimero croméatico deba ser superior o igual a 3.

Proposicién 4.3.7 Sea G un grafo simple. Entonces, x(G) > 2 si, y sdlo
si, G contiene alguna arista y x(G) > 3 si, y sélo si, G contiene algin ciclo
con un numero impar de vértices.

DEMOSTRACION: Sea G un grafo simple. Si x(G) > 2, entonces G no es
1-colorable. Por la Proposiciéon 4.1.1, esto pasa si, y sélo si, no tiene con-
junto de aristas vacfo. Si x(G) > 3 entonces G no es 2-colorable. Por la
Proposicion 4.1.2 esto pasa si, y sélo si, no es un grafo bipartito. Por el Teo-
rema 1.5.1, G no es bipartito si, y sélo si, contiene un ciclo con un nimero
impar de vértices. O

En la Figura 4.4, el grafo G tiene una 3-coloracién y, en consecuencia,
X(G) < 3. Por otro lado, G contiene el ciclo v1vav3, que es un ciclo con un
nimero impar de vértices. Por la Proposicién 4.3.7, x(G) > 3. Asi, x(G) = 3.
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(&5

G

(2] U3

Figura 4.12: G 3-cromético.

Para k > 4 no existe, hasta el momento, una caracterizacién para grafos
con numero cromatico al menos k similar a ésta. En general, determinar
X(G) es un problema NP-completo (ver [26]). Si P#NP es cierto, entonces
ni tan solo existe un algoritmo polinémico que dé una solucién aproximada
que no necesite menos de 2x(G) colores (ver [15]).

4.4. Coloracién en grafos planares

Es corriente pensar que cuanto mas complicado sea un grafo mas alto
serd su numero cromatico. Lo que veremos en esta seccién es que esta afir-
macién es falsa para grafos planares, pues el niimero cromatico de cualquier
grafo planar es “pequeno”.

El problema de colorear un grafo planar nacié en el ano 1852 cuando
Francis Guthrie, al intentar colorear el mapa de los condados de Inglaterra,
se dio cuenta de que bastaban 4 colores paras conseguir pintarlo de mane-
ra que los condados adyacentes (aquellos que compartian un segmento de
frontera, no sélo un punto) no tuvieran el mismo color. Se planteé si cual-
quier mapa se podria colorear también con 4 colores y esta pregunta se fue
extendiendo dentro de su circulo de amistades y familiares, entre los que se
encontraba su hermano el matematico Frederick Guthrie, como una conje-
tura. La primera referencia escrita aparecié en una carta de Augustus de
Morgan dirigida a William Rowan Hamilton. Fue Arthur Cayley quien pre-
sentd esta conjetura a la Sociedad Matemética de Londres en el ano 1878,
haciendo que el problema fuera conocido piblicamente. Su demostracion,
sin embargo, tardé un siglo en aparecer.

Un mapa politico se corresponde con un grafo planar cuyos vértices son
las regiones del mapa. Cada par de estos vértices estd unido por una arista
si, y sélo si, sus correspondientes regiones son adyacentes. En la Figura 4.13
se da un ejemplo de un grafo planar que se corresponde con el mapa politico
de Europa.
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Figura 4.13: Grafo planar que se corresponde con el mapa politico de Europa.

Asi, el problema de demostrar que cualquier mapa se puede colorear con
4 vértices es equivalente a demostrar que todo grafo planar es 4-colorable.
Este problema se conocié en su momento como la Conjetura de los 4 colores
y actualmente se le da el nombre de Teorema de los 4 colores:

Teorema 4.4.1 (Teorema de los 4 colores) Todo grafo planar simple es
4-colorable.

Su demostracién no se dard en este trabajo, pues presenta un nivel de
dificultad muy elevado. La primera “demostracién” de este teorema la dio
el abogado y matematico inglés Alfred Bray Kempe en el afio 1879 [28]. Sin
embargo, 11 anos después Heawood encontré un error en esta demostracion
[25] y la modificé para demostrar el mismo resultado con 5 en vez de 4
colores. De la misma manera, Tait dio otra demostracién del teorema en 1880
y en 1981 Petersen descubrié que también era errénea. Todo este trabajo
no se hizo en vano: sirvié para encontrar formulaciones equivalentes del
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problema.

La primera demostracién aceptada del Teorema de los 4 colores fue publi-
cada por Appel y Haken en 1977 [4], [3]. La idea general de esta demostracion
se basa en dos pasos. El primero demuestra que toda triangulacién plana
debe contener al menos una de ciertas 1482 “configuraciones inevitables”. Kl
segundo usa un ordenador para demostrar que cada una de estas 1482 con-
figuraciones es reducible, es decir, que toda triangulacié plana que contenga
tal configuracion se puede colorear con 4 colores mediante la composicién
de 4-coloraciones de triangulaciones planas mas pequenas. Juntando los dos
pasos se obtiene una demostracion inductiva del Teorema de los 4 colores.

No obstante, esta demostracion ha sido cuestionada y criticada desde
entonces por su uso de los ordenadores. De hecho, es la primera demostracién
en la historia de las matemaéticas donde se hace uso de la computacién y, por
tanto, no es una demostracion en el sentido tradicional, pues contiene pasos
que nunca podran ser enteramente comprobados por un ser humano. Como
ya se sabe, la computacién es una posible fuente de error. Sin embargo, desde
un punto de vista practico, la posibilidad de que un error de computacién
aparezca constantemente de exactamente la misma manera en todas las
compilaciones del algoritmo usado y en todos los compiladores u ordenadores
que se utilicen para la demostracion es infinitésimamente méas pequena que
la posibilidad de que exista un error humano llevando a cabo los mismos
calculos o comprobaciones.

En aquel momento, los autores de esta demostracion respondieron a las
criticas de su trabajo con la publicacién de una larga versiéon algorimica
(de més de 700 paginas) de dicha demostracion, corrigiendo ademas algunos
errores como por ejemplo la adicién de nuevas “configuraciones inevitables”
a la lista [3]. Més adelante, en 1997, se dio una demostracién del Teorema
de los 4 colores basada en estas mismas ideas pero mucho mas breve [33].

Pese al tiempo transcurrido desde la primera demostracién de Appel y
Hanken un sector de la comunidad matemaética sigue sin aceptar que tal
demostracién sea correcta y hasta el momento no se ha dado ninguna de-
mostracién de este teorema que no use la computacion.

Aceptando que la demostracion sea correcta, el Teorema de los 4 colores
es el mejor resultado posible para los grafos planares: por ejemplo, K4 es
un grafo planar y es 4-cromatico, mostrando que no todo grafo planar tiene
una 3-coloracién.

Pese a que la dificultad para 4-coloraciones es elevada, las versiones para
6-coloraciones y 5-coloraciones de este teorema no son demasiado complica-
das. A continuacién se da una demostracién de ambas.

Teorema 4.4.2 (Teorema de los 6 colores) Todo grafo planar simple es
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0-colorable.

DEMOSTRACION: Por induccién sobre el nimero de vértices. Sea G un grafo
planar simple. Podemos suponer que G es conexo, pues si no lo fuera el
problema se reduciria a estudiar por separado cada una de sus componentes
conexas. Si v(G) = 1, entonces claramente G es 1-colorable y, en extension,
es 6-colorable. Supongamos que el teorema es cierto para grafos planares
conexos de menos de n vértices. Sea G un grafo planar simple conexo con
v(G) = n. Por el Corolario 2.3.3 G contiene un vértice v con g(v) < 5.
Consideremos G := G — v: G tiene menos de n vértices y, por hipdtesis
de induccién, es 6-colorable. Consideremos, pues, una 6-coloracién de G.
Al reinserar el vértice v y las aristas correspondientes a G para obtener
G de nuevo, como v tiene como mucho 5 vecinos existe un color de esta
6-coloracién de G que se puede usar para colorear v. Asi, existe una 6-
coloracion de G. |

Teorema 4.4.3 (Teorema de los 5 colores) Todo grafo planar simple es
5-colorable.

DEMOSTRACION: Por induccién sobre el nimero de vértices. Para cualquier
grafo planar simple con v(G) > 5 vértices, el teorema es trivial porque el
grafo es 5-colorable.

Supongamos que todos los grafos planares simples H con v(H) < n
son 5-colorables. Sea G un grafo planar simple con v(G) = n + 1. Por el
Corolario 2.3.3 G tiene un vértice v con g(v) < 5. Por hipétesis de induccion,
el grafo G := G — v es 5-colorable. Consideremos, pues, una 5-coloracién de
G, donde denotaremos los colores por i, con i € {1,...,5}. Se tiene que si
algin color, pongamos que es el color j, no se usa para colorear los vértices
adyacentes a v entonces, si se asigna el color j a v, se obtiene una 5-coloracién
de G a partir de la 5-coloracién de G.

Esto dltimo cubre todos los casos que se pueden dar excepto la situacion
en que g(v) = 5y se usan 5 colores diferentes para colorear los vértices
vecinos de v. Permutemos los colores, si es necesario, de manera que los
vecinos de v tengan coores 1, 2, 3, 4 y 5 siguiendo un orden ciclico rodeando
v. Llamemos v; a cada vértice vecino de v con color i, i € {1,...,5} (ver
Figura 4.14).
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Figura 4.14: Ejemplo del orden ciclico de la coloracién.

Sea G ; el subgrafo de G — v inducido por aquellos vértices con color
i y con color j. Consideremos G13. Si v1 y v3 pertenecen a componentes
conexas diferentes de (1 3, entonces se podria obtener una 5-coloracién de
G — v intercambiando los colores de los vértices (cambiando el color 1 por
el color 3 y el color 3 por el color 1) en la componente conexa de G 3 que
contenga a v1. En esta 5-coloracion, sin embargo, no existe ningin vértice
adyacente a v con color 1 y, en consecuencia, si se colorea v con el color 1
se obtiene una 5-coloracién de G.

Si, por el contrario, v; y vg pertenecen a la misma componente conexa
de G'1,3 entonces existe un camino de v a v3 en G cuyos vértices tienen color
1 6 3. Este camino unido al camino vyvvs es un ciclo que necesariamente
rodea al vértice vy o a los dos vértices v4 y vs. En cualquier caso, como G
es planar no existe un camino de vy a v4 cuyos vértices tengan todos color
2 6 4. Asi, vo y v4 pertenecen a diferentes componentes conexas de G4 v,
como se ha explicado antes, intercambiando los colores en la componente
conexa de G2 4 que contenga a vy se obtiene una 5-coloracién de G.

Por tanto, G es 5-colorable. O

4.5. Las conjeturas de Hadwiger y Hajos

Existen dos importantes conjeturas que tratan la estructura de los grafos
k-colorables. La primera de ellas es uno de los problemas abiertos mas fa-
mosos de la teoria de grafos: la Conjetura de Hadwiger [21]. Esta conjetura
afirma que si x(G) > n entonces G contiene un subgrafo contraible a K.

Esta conjetura sélo se ha podido demostrar para n < 6 (ver [1] para
n < 4, paran = 5 el resultado es equivalente a demostrar el Teorema de los
4 colores [36], ver [34] para n = 6).

La segunda conjetura se conoce como la Conjetura de Hajos y es més
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fuerte que la primera: asegura que todo grafo G con x(G) > n contiene una
subdivisién de K,,. Sin embargo, Catlin [8] encontré un contraejemplo para
n = 8 demostrando asi que la conjetura es falsa en general. Esta conjetura
se sabe que es cierta paran < 4 [1] y para 5 < n < 7 es un problema abierto.



Capitulo 5

Teorema de Turan y
propiedad (n, k)

El Teorema de Turan es uno de los resultados fundamentales en Teoria
de Grafos. Este Teorema trata la existencia de ciertos tipos de subgrafos en
un grafo dado y se considera que fue el resultado que inici6 el estudio de
la Teoria de Grafos Extrema, que es como se denomina a la rama de esta
displina que estudia los casos extremos o limite que se pueden dar en grafos
con ciertas propiedades. Con el paso del tiempo, el Teorema de Turan se ha
convertido en un resultado muy 1til en la practica.

Por otro lado, la propiedad (n, k) también se puede considerar parte de
la Teoria de Grafos Extrema, pues su estudio trata con grafos que estan en
el “limite” de aquellos que cumplen cierta propiedad.

En las siguientes secciones haremos un pequeno estudio tanto del Teore-
ma de Turdn como de la propiedad (n, k).

5.1. Teorema de Turan

Antes de enunciar y comprender ese importante resultado es necesario
familiarizarse con la notacién usada en el mismo. Sea k € N. Un k-clique
en G es un subgrafo completo de G con k vértices, que denotaremos por
K}, usando la notacién usual. Definimos ¢(n, k) como el nimero maximo de
aristas que puede tener un grafo con n vértices y que no contenga un k-
clique. Se tiene, por ejemplo, que t(n,2) = 0 porque si un grafo no contiene
un 2-clique entonces no contiene ninguna arista, pues toda arista forma,
junto con sus extremos, un grafo Ks.

Observacién 5.1.1 Fijada n, t(n,k) es creciente en funcion de k.
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Turan se planteo la siguiente pregunta: dado un grafo G que no contenga
un k-clique, jcudl es el maximo nimero de aristas que puede tener G?7 Es
decir, usando la notacién anterior, Turdn se propuso determinar ¢(n, k) para
toda n y para toda k.

Se pueden obtener ejemplos de grafos que alcanzan este nimero maximo
de aristas, t(n, k), de la siguiente manera: dados n y k, consideremos un grafo
G con V(G) = {v1,...,v,} y dividamos este conjunto en k — 1 conjuntos
disjuntos, denoténdolos por V;, i € {1,...,k—1}. Asi, V(G) = V1U...UVj_;.
Sea n; = |V;|. Claramente, n = nj + ...+ ng_1. Unamos ahora cada par de
vértices con una arista si, y sélo si, pertenecen a conjuntos diferentes V;, V;.
Denotemos el grafo resultante como Ky, ,, , y llamémosle grafo (k —1)-
partito completo. Por ejemplo, en la Figura 5.1 se muestran los grafos K22 3

y K2220.

Ky 3 K322

1Ly

Figura 5.1: Ejemplos de grafos 3-partito completo y 4-partito completo.

El grafo K, ... n,_, tiene zi#j n;n; aristas, pues cada uno de los vértices
del conjunto V; es extremo de > i 1y aristas. Este nimero de aristas es el
maximo posible si distribuimos los naturales n; tan uniformemente como sea
posible, es decir, imponiendo que |n; —n;| < 1 para todo i, j. En particular, si
k—1 divide a n, entonces podremos escoger n; = =5 para toda i, obteniendo

k—1
Z (i) n \? k—1 n? k-2 n?
o E—1 2 J(k—-12 k-1 2
1#] s=1
aristas. El Teorema de Turdn afirma que este nimero es una cota superior
para el nimero de aristas de cualquier grafo G con n vértices y sin k-cliques.

Teorema 5.1.2 (Teorema de Turdn) Sea G un grafo con n vértices y
sin k-cliques. Entonces,

k—2 n?
G) < — —
@ =353
o0, lo que es lo mismo,
k—2 n?
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Miés precisamente, Turdn afirma que el grafo K, ., ,
para ¢ # j es el unico grafo sin k-cliques con el nimero méximo t(n, k) de
aristas.

con |n;—nj| <1

Existen numerosas demostraciones diferentes del Teorema de Turdn. En
este trabajo detallaremos la demostracién dada por Paul Erdos en el ano
1970. No obstante, es interesante ver antes una demostracién para el caso
particular k£ = 3 de este teorema, que es el caso no trivial con k mas pequena,
y poder comprender mejor la demostracién general.

5.2. Teorema de Turan para el caso k =3

Denotemos por T'(n, k) y denominemos grafo de Turdn al grafo Ky, . n, ,
con |n; —n;| <1 para i # j. Recordemos que T'(n, k) tiene t(n, k) aristas.

Consideremos también la siguiente notacién: sea G un grafo y X un
subconjunto de V(G). Diremos que X es independiente si G no tiene aristas
que unan dos vértices de X. Por ejemplo, todos los conjuntos de vértices V;

del grafo Ky, ., , son independientes.

El nimero
p(G) ;== max {|X| | X C V(G) independiente}
se denomina el niumero de independencia de G.

Teorema 5.2.1 Consideremos un grafo G con n vértices y sin 3-cliques, es
o ., . 2
decir, libre de tridngulos. Este grafo contiene como mucho - aristas.

DEMOSTRACION: Sea G un grafo con v(G) = n y sin 3-cliques. Sea A el
conjunto independiente mas grande de G. Tenemos, por definicién, que |A| =
p(G). Como G es libre de tridngulos por hipétesis, se tiene que g(v) < p(G)
para todo v € V(G), pues si existiera un vértice v de G con g(v) > p(G)
entonces, al ser G libre de triangulos, tendriamos que los vértices adyacentes
a v forman un conjunto independiente de cardinal g(v) > p(G), llegando a
contradiccién.

Sea B := V(G) ~ A. B contiene extremos de todas las aristas de G.
Observemos que ) -4 9(v) < > cpg(v) porque por cada arista incidente
en un vértice de A existe una arista incidente en un vértice de B (ella misma)
y B, ademds, puede contener dos extremos de una misma arista (cosa que
no pasa en A).

Usando la Férmula de Euler (Teorema 2.3.1) y esta ultima observacién
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se obtiene la siguiente desigualdad:

a(6) £ BV@I) _ Prcad0) ¥ Tcnslt) 2P renslt) _ > a0

Si definimos  := |B|] = n — p(G) y recordamos que g(v) < p(G) para
todo v € V(G), usando la desigualdad de la media geométrica y aritmética
(,/xy < mTer Vx,y) se obtiene que

a(@) <D gv) <D p(G) = Pp(G) <

vEB vEB

como queriamos demostrar. O

5.3. Demostracion del Teorema de Turan

Ahora que ya conocemos los detalles para el caso k = 3 ya estamos
preparados para entender la demostracién completa del Teorema de Turan.

La primera demostracién para este teorema fue dada por el propio Turan
en el ano 1941 y en ella usaba la induccién sobre el nimero de vértices del
grafo. Es una prueba larga y elaborada y por ello en este trabajo demostra-
remos una prueba posterior més sencilla y corta. Fue dada por Paul Erdos
en 1970 y usa la estructura de los grafos de Turén.

DEMOSTRACION: [del Teorema 5.1.2] Sea G un grafo con n vértices y sin
k-cliques. Sea m un vértice de G con grado maximo en el grafo (es decir,
tal que g(m) = A(G) = max,cy (@) g(v)). Sea S el conjunto de vecinos de
m en G, |S| = g(m), y definamos T := V(G) . S. Como, por hipétesis, G
no contiene ningun k-clique y m es un vértice adyacente a todos los vértices
de S, entonces el subgrafo inducido por S en GG no puede contener ningin
(k —1)-clique (si lo tuviera entonces S U {v} inducirfa un subgrafo de G con
un k-clique).

Construimos el siguiente grafo H con conjunto de vértices V(G) (ver
Figura 5.2): H es el grafo G habiendo eliminado todas las aristas que unan
dos vértices de T y que contiene todas las aristas con extremos uno en 17"y
otro en S (anadiéndolas aunque no estén en G).
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TR

Figura 5.2: Construccién de H.

En otras palabras, T" es un conjunto independiente en H y, de la misma
manera que en G, H tampoco tiene k-cliques. Notemos por ¢'(v) el grado
de un vértice v en H. Si v € S, podemos asegurar que ¢'(v) > g(v), donde
g(v) es el grado de v en G, por la propia construccién de H. Si v € T,
g (v) = |S| = g(m) > g(v) por la eleccién de m. Asi, Vv € V(G) ¢'(v) > g(v).

Tenemos también que a(H) > a(G). Esto ocurre porque G no tiene
ningun k-clique y, por lo tanto, las aristas anadidas a G para formar H
son las mismas o, quizds, méds que las que se han quitado. Asi, dado que
a(H) > a(G), podemos concluir que de entre todos los grafos con un nimero
maximal de aristas hay al menos uno de la forma de H. Aplicando induccién
sobre S vemos que entre todos los grafos con un ntimero maximal de aristas
hay un grafo K, . hecho que implica que

Me—17
(G) < a(Kny,.ny_y) annj
i#£]
y, por lo tanto,
k—2 n?
)—anj k-1 27
i#j
demostrando finalmente el Teorema de Turdn. O

5.4. Propiedad (n,k)

En esta seccion estudiaremos grafos que, en cierta manera, se encuentran
en el “limite” del conjunto de grafos con n vértices y un niimero determinado
de subgrafos completos Kj: los grafos con propiedad (n, k). Algunos de estos
grafos cumplen las hipétesis del Teorema de Turdan para n,k, hecho que
nos permite acotar superiormente su numero de aristas. Ademads, existen
numerosos resultados que nos dicen algo maés sobre este tipo de grafos.

Como podemos observar, esta propiedad puede considerarse parte de la
Teoria de Grafos Extrema, pues la minima alteracién en un grafo con dicha
propiedad provoca que deje de tenerla.
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Diremos que un grafo simple G tiene la propiedad (n,k), donde n y k
son numeros naturales con 2 < k < n, si G tiene n vértices y la adicion
de cualquier nueva arista incrementa el nimero de grafos completos de k
vértices K contenidos en G.

A modo de ejemplo, consideremos el grafo simple Ag(n) con n vértices y
n(k —2) — (kgl) aristas consistente en un grafo completo de k — 2 vértices,
los cuales estan (todos) unidos al resto de n — (k — 2) vértices restantes (ver
Figura 5.3, donde los subgrafos completos estdn marcados con lineas méas
gruesas).

Ag(6) As(7) A5(6)
Figura 5.3: Ejemplos de grafos Ag(n).

Es trivial comprobar que Ag(n) no contiene grafos completos de k vérti-
ces. Sin embargo, si le anadimos una arista entonces se forma un grafo
completo de k vértices. Esto se debe a que, al ser un grafo simple, cualquier
arista que se le anada tendra como extremos a dos vértices del conjunto de
n — (k — 2) vértices que no forman parte del subgrafo completo Kj_5 y, al
unirlos, como estos dos vértices ya estdn unidos con todos los de Kj_o, se
forma un grafo completo K.

Por tanto, Ag(n) tiene la propiedad (n,k). La siguiente pregunta que
nos planteamos es: jqué grafos tienen la propiedad (n, k) y el menor nimero
posible de aristas? La respuesta es que Ag(n) es el unico grafo simple que
cumple esto.

Teorema 5.4.1 Para todo par de enteros n y k con 2 < k < n, el unico
grafo con niumero de aristas minimo y con propiedad (n,k) es Ag(n).

DEMOSTRACION: Primero veremos que Ag(n) es minimo con la propiedad
(n,k) y después veremos que es el unico. Denotemos por ax(n) al nimero
de aristas de un grafo minimo con la propiedad (n, k). Queremos ver que

ar(n) >ap(n—1)+(k—2) paran=k+1,k+2,...

Sea G un grafo minimo con la propiedad (n,k), con n > k + 1. Como el
grafo completo K, es no minimo con la propiedad (n,k), deben existir al
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menos dos vértices no adyacentes en G: llamémosles p y q. G + pg contiene
al menos un grafo completo de k vértices mas que G por hipotesis. Asi, p y
q deben ser ambos adyacentes a todos los vértices de algin grafo completo
K. Si G* denota el grafo obtenido al unir p a cada vértice del conjun-
to {v | v vecino de ¢} ~ {v | v vecino de p} mediante una arista y eliminar
después ¢ de G, tenemos que G* tiene al menos k — 2 aristas menos que G
(pues se quitan las k — 2 aristas de ¢ a los vértices del subgrafo Kj_o y no
se reponen al estar p ya unido a estos vértices). Observemos ademds que G*
tiene la propiedad (n — 1, k): para verlo, consideremos dos vértices a y b no
adyacentes en G*, ambos diferentes de p. La adicién de la arista ab forma
al menos un grafo completo de k vértices, pues ninguno de los grafos com-
pletos de k vértices que se forman al anadir ab a G podria haber contenido
ala vez a p y a ¢ por construccién y el vértice p en G* es vecino de todos
los vértices de los que ¢ era vecino; en los casos restantes la adicién de una
nueva arista a G* forma los mismos nuevos grafos completos de k vértices
que los que se formaron con la adicién de la misma arista en G. Como G
contiene, como poco, ax(n — 1) aristas, hemos demostrado ya la igualdad
ak(n) > ag(n —1) 4+ (k — 2) para todan > k + 1.

Esté claro que ag(k) = (g) — 1. Esto, combinado con la desigualdad

anterior, implica que

ag(n) > agn—1)+k—-2)>ar(n—2)+2(k—-2)>... >

Zak(k)+(n—k)(k—2):<];>—1+(n—k)(k—2):

k—1
:n(k—Q)—< 5 > paran=k+ 1,k+2,...

Pero Ag(n) es un ejemplo de un grafo que tiene la propiedad (n,k) y con
solamente n(k — 2) — (kgl) aristas. Enonces, debe ocurrir que Ax(n) es
minimo con la propiedad (n, k) y, por tanto, se obtiene la igualdad en las

ecuaciones de esta demostracion.

Ahora usaremos induccién para demostrar que Ag(n) es el tnico grafo
minimo con propiedad (n,k). Como ya se ha visto, esto es cierto cuando
n = k. Supongamos que la afirmacién es cierta para k < n < m para un
entero m y consideremos ahora un grafo minimo G con la propiedad (m, k).
Como se cumple que su niimero de aristas es

ag(m) =ap(m—1) + (k —2)

se sigue que el grafo G* (construido como antes) es un grafo minimo con
propiedad (m—1, k). Por tanto, por hipétesis de induccién, debemos suponer
que G* es Ap(m — 1).

Si el vértice p de G*, usando la misma notaciéon que antes, es uno de
los k — 2 vértices adyacentes a cualquier otro vértice en G*, entonces debe
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pasar que g es adyacente al resto de k — 3 tales vértices en G y a uno de
los vértices restantes de todo esto. Asi, la adicién de pg a G formaria al
menos un nuevo grafo completo de k vértices. Cada uno de los otros m — k
vértices es adyacente o bien a p o bien a ¢ pero no a los dos a la vez, pues si
ocurriera lo contrario entonces tanto p como ¢ serian adyacentes a la vez a
més de k— 2 vértices y, en consecuencia, G contendria més de ag(m) aristas.
Asi, podemos suponer que existe un vértice h no adyacente a p y si a ¢. Sin
embargo, la adicién de la arista ph no formaria un nuevo grafo completo de
k vértices en G, contradiciendo la definicién de G. La tnica alternativa que
nos queda entonces es que p sea uno de los vértices de grado k —2 en G*. De
la definicién de G* se sigue que G se diferencia de G* s6lo por la presencia de
un vértice q de grado k — 2 que es adyacene a los mismos k — 2 vértices que
p. Esto implica que G es exactamente el grafo Ap(m), completando asi la
demostracién del teorema. O

Finalmente, en [11] Paul Erdds, A. Hajnal y J. W. Moon proponen
una conjetura analoga para grafos bipartitos. Se dice que un grafo bipar-
tito con particién de n y m vértices G(n, m) tiene la propiedad (n,m,k, k)
si toda nueva arista que se le pueda anadir al grafo incrementa el nime-
ro de grafos bipartitos completos K}, dentro de G(n,m) (suponiendo que
k < n,m). La conjetura afirma que todo grafo bipartito G(n,m) con la
propiedad (n,m, k, k) tiene al menos (k — 1)(n +m — k + 1) aristas.

Existe, no obstante, una conjetura menos fuerte: todo grafo bipartito
que no tenga ningin subgrafo bipartito completo Kj, ; pero que pierda esta
propiedad si se le anade cualquier nueva arista tiene, al menos, (k — 1)(n +
m — k + 1) aristas.

Una de las principales dificultades que se presentan al intentar demostrar
estas conjeturas es que los grafos extremos obvios no son 1inicos y, por tanto,
no se pueden demostrar con un proceso analogo al que se ha utilizado en
las demostraciones anteriores. Ademas, esto hace que sea dificil de llevar a
cabo cualquier tipo de demostraciéon por induccién.



Capitulo 6

La Conjetura de Ulam

En el ano 1960 el matemé&tico polaco Stanislaw Marcin Ulam planteé la
siguiente pregunta en su famoso libro de problemas [35]:

“Supongamos que A y B son dos conjuntos con n elementos cada uno
(n > 3). Se da una métrica p en A con la propiedad de que p(z,y) es
1 6 2 siempre que x e y estén en A y x # y. Se da una métrica similar
q en B.

Supongamos ahora que los n subconjuntos de n — 1 elementos de A y
los de B pueden ser etiquetados: Ay,..., A, v By,..., By, de manera
que cada A; sea isométrico a B;. ;Obliga esto a que A sea isométrico
a B?”

La Conjetura de Ulam dice que la respuesta a esta pregunta es afirmativa.
Adaptaremos ahora esta conjetura a la teoria de grafos.

6.1. Conjetura de Ulam para grafos

Consideremos los conjuntos A y B y las métricas p y ¢ descritas al
inicio de este capitulo. Dados los elementos aq,...,a, de A marcamos n
puntos x1,...,Z, como vértices del grafo G4 asignado a A, donde cada x;
respresenta a a;.

Escribamos p(a;,a;) = 0 para expresar que no existe ningin lazo en z;.
Sii # j, dibujemos una arista con extremos x; y x; sélo cuando p(x;,x;) =
1. Asi, G4 respresenta el espacio métrico discreto (A,p). Construimos, de
manera andloga, un grafo Gp para representar el espacio métrico discreto

(B,q).
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En estos términos podemos dar una versién equivalente a la Conjetura

de Ulam.

Conjetura 6.1.1 (Conjetura de Ulam para grafos, versién 1) Si el gra-
fo G4 — x; es isomorfo a Gg — y; para cada i, entonces G4 es isomorfo a
Gp.

Si consideramos la nocién de reconstruccion de grafos entonces obten-
dremos una version para esta conjetura.

Supongamos que tenemos n grafos Hi,...,Hy,, cada uno de ellos con
n — 1 vértices. Se dice que un grafo K es una reconstruccion de los grafos
Hq,...,H, si K tiene n vértices t1,...,t, vy K — t; es isomorfo a H; para
toda i.

Asi, reformulando lo que hemos estado desarrollando hasta ahora, G4
es una reconstruccién de los grafos G4 — x; y lo mismo pasa con Gp y los
grafos Gp — y;, donde y1, ...,y son los vértices de Gp.

Si miramos G4 — z; como un grafo isomorfo a Gg — y;, cambiando la
ordenacién de los vértices para que asi ocurra si es necesario, y los llamamos
H; para cada i = 1,...,n, entonces obtenemos la siguiente version de la
Conjetura de Ulam:

Conjetura 6.1.2 (Conjetura de Ulam para grafos, versién 2) Si K y
K’ son reconstrucciones de Hy, ..., H, entonces K y K' son isomorfos.

Esta es la Conjetura de Ulam en su forma maés concreta.

La reconstruccion de grafos se puede abordar desde dos puntos de vista
muy diferenciados. Una manera de entenderla consiste en plantearse si exis-
ten reconstrucciones diferentes de una reconstruccién dada G a partir de los

grafos G — z1,...,G — z,, donde x1,...,x, son todos los vértices de G. El
otro punto de vista es intentar ver si hay alguna reconstruccién de n grafos
dados Hy,...,H, con n — 1 vértices cada uno.

Por ejemplo, los grafos de la Figura 6.1 no tienen ninguuna reconstruc-

UAS ]

Hl H2 H3 H4 H5

Figura 6.1: Grafos sin reconstruccion.
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Esto se debe a que si anadimos un vértice v al grafo Hy y k aristas
arbitrarias con extremo v, {ey, ..., ex}, para formar una reconstruccién H de
Hy, ..., Hs, entonces no existiria ningin vértice w de G = H+v+{ey, ..., ex}
tal que al eliminarlo obtuviéramos un grafo isomorfo a Hs, pues G — w tiene
al menos una arista Vw € V(G) y Hs no tiene ninguna (ver Figura 6.2).

G-v | | 2Hs

v @

as ° a G—CL1I_\‘~ % Hsy
\\ o

i G-a| " %2H;
G=Hy+v+{e,...,ex} @

G—ash‘l % Hj

@
G—as | %Hs

Figura 6.2: Demostracion grafica de la no existencia de reconstruccién para
Hy,... Hs.

Esta version de la Conjetura de Ulam para grafos afirma la existencia y
la unicidad de reconstrucciones en ciertos casos.

6.2. Unicidad de la reconstruccion

La cuestién de la unicidad ya se ha podido solucionar para grafos rela-
tivamente “pequenos”. Por ejemplo, P. J. Kelly [27] demostr6 en 1957 que
la Conjetura de Ulam para grafos es cierta para n < 7. Harary y Palmer
[23] consiguieron extenderlo hasta n = 7 nueve anos después. Sin embar-
go, los argumentos que se usaron en estas demostraciones (que incluyen la
consideracién de todos los posibles casos) no sugieren ningin método de
demostracién para n arbitraria.

Algunos de los mejores resultados que se conocen hasta la fecha dependen
de la conectividad de los grafos a reconstruir. Un ejemplo de grafos con
buenas propiedades de conectividad son los arboles: recordemos que un arbol
es un grafo conexo sin ciclos. P. J. Kelly demostré en [27] que cualquier drbol
se puede recostruir de manera Unica a partir de sus n subgrafos de n — 1
vértices. Por tanto, la Conjetura de Ulam para grafos es cierta para arboles.
Es més, Harary y Palmer [24] mejoraron este tltimo resultado demostrando
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que cualquier arbol puede ser reconstruido de manera unica solamente a
partir de los subgrafos obtenidos por eliminacién de los vértices de grado 1.

A modo de aproximacién a este resultado, que no se demostrard en este
trabajo, detallaremos algunas de las propiedades de la reconstrucciéon de un
arbol. Sea T un arbol con vértices vi,...,v, y sean 11,...,T, todos los
subgrafos de T' con n — 1 vértices, tomando la notaciéon T; =T — v;.

Si T; es conexo, entones v; es un vértice de grado 1 en el arbol, pues si
g(v;) > 1 entonces existirian dos aristas con extremo v; y hacia dos vértices
distintos vj, vg; por ser T un arbol, v; y vy no podrian estar conectados
por un camino que no contuviera a v; y, por tanto, v; y v estarfan en
componentes conexas distintas, en contradicciéon con que T; es conexo.

De hecho, si T; tiene k componentes conexas entonces g(v;) = k, pues
repitiendo el argumento anterior los vértices que estan conectados entre ellos
por un camino que pasa por v; dejan de estarlo si se elimina v;, porque T
no tiene ciclos.

Se puede encontrar una muestra grafica de esta propiedad en la Figu-
ra 6.3: si v; tiene grado g(v;), T; tiene g(v;) componentes conexas.

) ! \ T%\
P T Ts Ts
y; N /<\
V3
. (V%rd Yo

V5 Vg
Figura 6.3: T1,...,Ty para el arbol T'.

Existe otro resultado importante que demuestra la Conjetura de Ulam
para grafos en otro caso muy concreto:

Teorema 6.2.1 Sean Gy,...,G, n grafos con n— 1 vértices cada uno. Su-
pongamos que n > 2 y que estos grafos tienen una reconstruccion G. Si,
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como mucho, uno de los G; es conexo, entonces G es unica.

DEMOSTRACION: Supongamos que G es conexa. Entonces, algunos de los
conjuntos de n — 1 aristas de G formaran un arbol. Esto se debe a que, como
ya hemos visto en la Seccién 1.7, todo grafo conexo tiene al menos un arbol
expansivo. Sea T uno de estos arboles. Como n > 2, T tiene al menos dos
vértices de grado 1, llamémosles x e y. Por lo tanto, G — x y G — y son
conexos. Asi, hemos visto que si como mucho un G; es conexo entonces su
reconstruccion G no puede ser conexa. Reciprocamente, si G no es conexo y
n > 2 entonces todos excepto, quizds, un G; son grafos no conexos.

Concluimos, por tanto, que si n > 2 G es no conexo si, y solo si, existe
como mucho un G; conexo.

Ahora podemos usar la no conectividad de cualquier reconstruccién de
los grafos GG; para producir una reconstruccién componente a componente.
Supongamos que, como mucho, uno de los G; es conexo.

= Si todos los G; son isomorfos entre si, entonces es obvio que todas
las componentes conexas de, por ejemplo, G1 seran isomorfas excepto
una. La reconstruccién de Gy, ...,G, serd un grafo con tantas com-
ponentes conexas comco G1 y todas ellas isomorfas la la mayoria de
componentes conexas de este grafo y, por tanto, isomorfas entre si.
Esta reconstruccion es unica.

= Supongamos que existen dos G;, G diferentes. Sea m el menor niimero
de componentes conexas de todos los G,

mi= min {k(Gy)},

donde k(G;) denota el niimero de componentes conexas de G;.

Sea G; un grafo con exactamente m componentes conexas y tal que
tenga una coponente conexa con el minimo ntmero posible de vértices
de entre todas las componentes conexas de todos los grafos G; con
m componentes conexas. Nombremos las componentes de G; como
C4,...,C,,, ordenadas en orden decreciente respecto su numero de
vértices (es decir, Cy, es una de las componentes de G; con menor
numero de vértices).

De momento, mantendremos a C1,...,C,,_1 como candidatas a com-
ponentes conexas de una reconstruccién G’. Solamente nos falta pro-
ducir sus componentes conexas restantes. Ahora operaremos sobre la
componente C7 de G;. Primero, formemos el grafo H consistente en
eliminar un vértice v de C; tal que no deje a C; disconexa una vez
eliminado: H = Cy — v. Si H no es isomorfo a ninguna componente
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conexa de los grafos G1,...,Gj-1,Gjy1,...,G)y entonces volvemos a
escoger otro vértice de C; diferente de v que al quitarlo no deje a Cy
disconexa y que el grafo resultant, H, sea isomorfo a alguna compo-
nente conexa de G1,...,Gj-1,Gj41,...,Gp. Sino existe tal vértice,
entonces volvemos a comenzar el proceso escogiendo otra j que cumpla
las condiciones que se pedian antes.

Escojamos ahora algtin grafo G} no isomorfo a G; y con el menor
numero de componentes conexas posible tal que m — 1 de sus com-
ponentes conexas sean H,Co, ..., Cph,_1. Si no existe tal G, entonces
volvemos a empezar el proceso escogiendo a otra j que cumpla las
condiciones que se pedian unas lineas mas arriba. Podemos afirmar
que se llegarda a una situacién, con un numero finito de repeticiones
de este proceso, en que exista tal Gy (pues, por hipétesis, existe una
reconstruccién G de Gy,...,Gy,). Si existe tal Gi, lo escogemos con
una componente conexa minima entre todos los posibles Gy’s.

Las componentes conexas restantes de este grafo Gy (es decir, G —
(HUC3U...UC,,_1) formarén la parte de la reconstruccién G’ que
no habiamos considerado:

G =CiU...UCp1U(Gr—(HUCyU...UCp1)).

Sélo nos falta ver que G’ es isomorfo a G, pero esto es cierto, pues por
construccién G'y G’ coinciden en las componentes conexas C1, . .., Cp,_1
y también en las componentes conexas de G — (HUCyU...UCp—1).

Por tanto, acabamos de demostrar la unicidad de la reconstruccion. O

Veamos con un ejemplo como funciona en la practica el algoritmo o
proceso de reconstruccién que se ha dado en la demostracién anterior. Con-
sideremos los grafos G1,...,Gg de la Figura 6.4:

— . AN . ANV A
7 . .
Gi=Gy=Gs G Gs=Gs=Gr Gs=Go

Figura 6.4: Ejemplo de grafos para reconstruir.

En este caso concreto, tenemos que m = 3. Como Gg y Gg son los grafos
de 3 componentes conexas que tienen una componente con menor nimero
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de vértices, escogemos uno de los dos: por ejemplo, Gg. Nombremos las
componentes conexas de Gg de manera decreciente, tal como se muestra en
la Figura 6.5:

Cz/—\ .Cs
o /"

Gg

Figura 6.5: Componentes conexas de Gs.

Consideremos H := C] — v, donde v es el vértice indicado en la figura
anterior, y busquemos ahora grafo G; no isomorfos a Gg con las siguientes
componentes conexas: H y Cy (ver Figura 6.6).

AN
.

Figura 6.6: H U Cs.

Los posibles grafos son G5, Gg y G7, que son isomorfos entre si. Escoge-
mos, por ejemplo, G5. Ahora, G5 — (H U C1) es el grafo de la Figura 6.7:

G5 — (HUCl)

——e

Figura 6.7: G5 — (H U ().

Asi, por la demostracién del teorema anterior, G = C; UCyU (G5 — (HU
(1)) o, lo que es lo mismo, G es el grafo de la Figura 6.8 y es unico.
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Gs — (HUCl)

CQA .
oL

G

Figura 6.8: GG es la reconstruccién de Gy, ..., Gy.

En resumen, si existe una reconstruccién G de los grafos G; podemos
predecir a partir de los G; cudando G sera disconexo y, en este caso, construir
G de manera unica.

6.3. Existencia de reconstrucciones

Ya hemos visto que existe la posibilidad de que n grafos con n—1 vértices
cada uno tengan una reconstruccion. Ahora nos centraremos en el problema
de la existencia de reconstrucciones: dados G, ..., Gk, cada uno con n — 1
vértices (k < n), jexiste algin grafo de n vértices con vértices x1,...,z)
tales que G — x; sea isomorfo a G;?

Comencemos por el caso no trivial méas simple: k =2. SiG—2z1 =Gy y
G — x9 = G, entonces

(G—xl)—1‘2=G1—x2

(G—xg)—xlng—xl

Asi, G1 — x9 y G2 — x1 son isomorfos y, en consecuencia, Gy y Gy son
“isomorfos salvo por un vértice”. En palabras mas formales, si existe una
reconstruccion de GG; y G entonces debe existir un vértice z de G; y un
vértice y de G tales que G; — x es isomorfo a G — y.

Esta condicién es, por tanto, necesaria. Ademads, también es una condi-
cién suficiente: para verlo, supongamos que G; — x es isomorfo a Gy — y.
Podemos construir un grafo G adecuado a nuestros intereses empezando por
una copia de G1 — x y anadiéndole dos nuevos vértices y aristas apropiadas
para cada uno de ellos. Para seguir paso a paso esta reconstruccién, toma-
remos como referencia los grafos Hy y Hj del ejemplo de la Figura 6.1 (ver
Figura 6.9).
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aj C3

L

as C2
H; H;

Figura 6.9: Los grafos H; y Hs de la Figura 6.1.

Si eliminamos los vértices a1 y co se tiene que Hi — aq es isomorfo a
Hs — c9, como se muestra en la Figura 6.10:

C3

Lo

Hl—al H3—62

Figura 6.10: H; — a1 = H3 — co.

Sin embargo, estos dos grafos tienen méas de una reconstrucciéon posible

G donde G—u=H;y G—v=Hy:

v v v

G U G U G u

(a) (b) ()

Figura 6.11: Tres construcciones diferentes.

Esto nos muestra que, en general, una reconstruccién nunca es tnica
cuando k = 2, pues en ese caso somos libres de poner o dejar sin poner la
arista entre dos vértices anadidos (u y v en este caso).

A su vez, no obstante, esto nos sugiere un método para producir todas
las posibles reconstrucciones de dos grafos. Solamente se debe hacer una
lista con todos los pares a y b tales que G1 — a = G — b y repetir estas
construcciones para cada uno de estos pares.

Ahora que ya hemos encontrado una solucién para el caso k = 2, inten-
taremos encontrar un resultado similar para el caso general. Como ya se ha
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visto, si G; ;== G — z; parai = 1,...,k se tiene que
Gi—ﬁﬂj :(G—CCZ')—CC]' %(G—xj)—xi:Gj—xi
y asi, todos los pares G; y G; son idénticos excepto por un vértice.

Si retomamos el ejemplo de la Figura 6.1 vemos que el método usado
para Hy y Hs (con k = 2) ya no nos sirve para Hy, Hy y Hs (con k = 3):

R

Hj

Figura 6.12: Los grafos Hy, Hy y Hs de la Figura 6.1.

Esto se debe a que, por parejas, se tiene que Hy —aq = Ho— by, Ho—by =
H3 —Cy H3 — C3 = H1 — as (VeI‘ Figura 66)

C3
EEPACEVIE
as b1 ——C2

Hi—a; Hy—b Hy —by H3z—co H3 —c3 Hi—as

ai

Il

Figura 6.13: Isomorfias por parejas.

Observamos que no existe ninguna reconstruccién de los grafos Hy, Hs
y Hj3 y, sin embargo, los posibles pares H;, H; son isomorfos salvo por un
vértice. Esto muestra que, para asegurar la existencia, no basta con los
isomorfismos entre G; —x y G; — y y se necesitan un tipo determinado de
isomorfismos.

A partir de ahora trabajaremos en términos de ordenacién de vértices.
Sea x] una ordenacién de los vértices de G, para 1l <i<n—-1y1<j<
k: x{, . ,xihl. Entonces, podemos definir las siguientes aplicaciones en el
plano:

t 1
fars Gz — Gryp — 14

1+r

t

T

b2t s5i1<i<t—-16 14+4r<i<n-—1
t

7 i+1

T

st <1<,

donde 1 <t <min{3,k —1} yt <r <k — 1 para cada t. En el caso en
que todas estas aplicaciones sean isomorfas diremos que son ordenaciones
compatibles.
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Ahora si podemos enunciar un teorema general de existencia:

Teorema 6.3.1 Los grafos Gy,...,Gy (usando la notacion anteriormente
definida) tienen una reconstruccion G si, y solo si, sus vértices tienen una
ordenacion compatible.

No daremos la demostracién de dicho teorema en este trabajo. No obs-
tante, si que detallaremos la creacién de una reconstrucciéon G a partir de
G1,...,Gy que se da en ella.

Marquemos n puntos, vi,...,v,, como vértices de G. Dibujemos una
arista con extremos v; y vj, con 2 <i < j < n, si 5'3@171 y 5'3}71 estan unidos
por una arista en G. Para i > 3, unamos v1 y v; con una arista cuando z?
y :U?_l estan unidos por una arista en Go. Finalmente, si k& > 2, unamos v;
y vy sélo si 23 y 23 estdn unidos por una arista en G3. Observemos que se

ha construido G a partir de G1, Go y G3.

La condicién de ordenaciones compatibles sélo asegura que los otros G;
se pueden obtener a partir de G. Por otro lado, estas condiciones son méas
tedricas que practicas, ya que no existe una manera obvia ni se ha descubierto
ningin método para determinar si existen o no ordenaciones compatibles.
En realidad, lo que ocurre es que cuando k = 2 los vértices de G1 y Go
siempre se pueden ordenar de manera que el isomorfismo

Gi—x+— Gy —y

sea de la forma que queremos. Sin embargo, para k > 2 las complicaciones
se incrementan considerablemente y, de momento, no se ha encontrado un
método para evitarlas.

La Conjetura de Ulam para grafos tiene un enunciado equivalente en
términos de estas ordenaciones compatibles:

Conjetura 6.3.2 (Conjetura de Ulam para grafos, versién 3) Seai tal
quel <i<n-—1. Sixz ey son ordenaciones compatibles de los vértices

J

Gj para 1 < j < n, entonces la aplicacion x! — y] es un isomorfismo de

G} en si mismo para cada j.

En general, atin no se conoce nada sobre cuando tiene lugar la unicidad
de una reconstruccién. Sélo se sabe que para k = 2, como hemos visto, las
reconstrucciones nunca son unicas y que para k = 3 podria haber unicidad.
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