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Introduccio

Aquest treball pretén ser una primera aproximacié a I’Analisi Harmonica, centrant-se en 1'es-
tudi de la teoria de Fourier. Consta de dos capitols, basats en les series i en la transformada
de Fourier.

El primer capitol esta dividit en 8 seccions. Les 5 primeres sén de caire introductori: es
defineixen els conceptes que es desenvoluparan i es donen les eines que s’aplicaran en el seu
estudi. Les tres darreres son, potser, les més il-lustratives: es donen criteris de convergencia de
series de Fourier segons les caracteristiques de les funcions de partida, s’estudia el Fenomen de
Gibbs (concepte que es deixa obert en la primera seccid), i es presenta el metode de Separacié
de Variables per a resolucié d’edp’s, on s’empra bona part de la teoria explicada en la resta del

capitol.

Els coneixements requerits per a aquesta part del treball sén suaus. Per a seguir les set primeres
seccions només cal estar familiarizat amb 1’analisi multidimensional (en aquest sentit, [6] i [7]
poden ser ttils), mentres que per a la darrera part és molt recomanable dominar els conceptes
basics de la teoria d’equacions diferencials (tot els possibles dubtes pertinents a aquest apartat
venen explicats a [5]).

El segon capitol presenta el concepte de Transformada de Fourier i estudia I'aplicacié que
envia una funcié a la seva transformada en els espais L'(R™) i L*(R"), aix{ com en LP(R"),

amb 1 < p < 2, com a extensio natural dels casos anteriors.

Per a I'estudi d’aquest capitol, seran de gran ajuda tots els coneixements relatius a les funcions
analitiques (amb especial atencié a la teoria de residus, que pot consultar-se a [8]), i d’integracié
multidimensional en general. També sera necessari el coneixement dels espais L? (consultable

a [10]), aixi com recomanable estar familiaritzat amb el treball amb normes.






Capitol 1

Introduccio basica a les series de
Fourier.

Aquest capitol esta realitzat amb [10] com a guia. En els casos en que es faci referencia a espais
LP es suposara p > 1 qualsevol a no ser que s’especifiqui el contrari.

1.1 Series de Fourier: Conceptes basics.

Definicié 1.1.1. (Polinomi trigonomeétric) Un polinomi trigonométric p(t) és una expressio de

p(t) = e,

l71<n

la forma

on c, #0 oc_p, #0 1, per tot j, c; € C. Diem que n és el grau de p.

Obviament, p és continua (per ser combinacié lineal de funcions continues) de periode 27:
p(0) = Z cj = Z cje(%i)j = p(2m).
lil<n ljl<n
Proposicié 1.1.2. Donat un polinomi trigonometric p, les c; satisfan:
1 ™
O = —
7 B

p(t)e “tdLt.

Demostracio:
Tenint present que

i(k—j)t 727 2mi(k—j) _
e e

T —_— =—————=0,s1k #j.
/ e Ndt = [Wc —j)L i(k —j) 7
- 2w, si k=7,
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és ben simple provar aquest resultat:

1 ™ .
o p(t)e tdt = Z/ cpeFte™ It
™ —Tr

\k\<
53%/ = gy
\k\<
1
= %QWCJ' = Cj.

Definicié 1.1.3. (Série trigonométrica)

Anomenem série trigonometrica a una expressio de forma
+00

gt
g cje”.

j=—o00

Definicié 1.1.4. (Serie de Fourier) Una série de Fourier és una série trigonomeétrica tal que
existeir una funcio f de periode 2w integrable Lebesque de manera que, per tot j,

o=l =5 [ T

o0

En aquest cas, diem que els c; son els coeficients de Fourier d’f. Notem f =~ E cjett.

Observacié 1.1.5. Veiem que Vj i per a tota funcid f real, c_;j(f) = ¢;(f):

c;(f) = %/ f(t)e 9t dt = %/ f(t) cos jtdt
/f sin jt dt = —/ f(t)cos jtdt

f( Jetdt = c_;(f),

+— f()Slnjtdt

2 27r

—T

emprant només que el cosinus €s funcio parell, el sinus senar, i f real.

Definicié 1.1.6. (s,(f,t)) Definim la série n-éssima de Fourier d’una funcié f com

sa(fit) =Y ci(f)e,

lil<n

on els c;(f) son els coeficients de Fourier de la funcio f.



Victor Ortiz 7

Observacié 1.1.7. En alguns casos, quan f és real, pot ser util descomposar s,(f,t) en forma
de sinus i cosinus:

sn(f,t) = Z ;e = Z cj(cos jt + isin jt)

lil<n lj1<n

=co+ Z[cj(cosjt + isin jt) + c_j(cos jt — isin jt)]
=1

=co+ Y [(¢j+ c_j)cosjt +i(c; — c_;) sin jt]
j J J J
=1

a n
- EO +z;ajcosjt—l—bjsinjt,
]:

on:
aj=c;+c;=c¢j+¢, ambc; € C= a=2R(¢;) € R.
by =i(c; —c_j) =i(c; — G), amb ¢; € C = b=23(¢;) € R.

Notem que dividim ag per 2 perque si no comptariem dos cops la part real de ¢g. Amb b

no tenim aquest problema, doncs aquest terme s’anul.la degut a que sin0 = 0.

Observacioé 1.1.8. Si f és parell, aleshores, per tot 7,

ci(f) = %/ f(t) cos jtdt.

/ ’ f(t)e 7 at
/7r f(t) cosjtdt—i% /_:f(t)sinjtdt
™ T 0
= 27/ f(t)cosjtdt—i(%/o f(t)sinjtdt%—%/_Wf(t)sinjtdt)

T u 0
= %/_ﬂf(t)cosjtdt—i (%/0 f(t)sinjtahf—i——%/7T f(—u)sin(—ju)du)

u=—t a la darrera

1 [ I L ["
NP %/ﬂf(t)cosjtdt—i<%/o f(t)sinjtdt—l——%/o f(u)sinjudu)

f parell, sin senar N

-

=0
1 ™
= %/_ﬂf(t) cos jt dt.

Analogament, si f és senar,

e(f) = %/_ F(£) sin jt dt.
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Teorema 1.1.9. (Lebesque) P := {p | p polinomi trigonométric} és complet en L'(T). Es a
dir, donada g € L*(T), si per tot p € P,

aleshores g = 0.

Demostracio:
Per a fer la demostracié d’aquest fet ens cal el seglient resultat:

Lema 1.1.10. Donat un interval I = (xg — 9, x0+0) C [—7, 7|, I{p;}; successio de polinomis
trigonomeétrics de forma que:
(i) pj(t) >0Vt e I.

(i) p;(t) *=" oo uniformement en un J CC I (i.e. interior de J inclos en adheréncia d’T).

(ii1) p; estan uniformement acotats en el complementari d’I.

Demostracio:
Si [ = (xg—d,z0+ ), considerem la funcié

t(x) := 1+ cos (z — x) — cosd,

i prenem, per tot n,

Veurem que aquesta successié de polinomis trigonometrics compleix les tres parts del lema.

D’entrada, observem que, per ser el cosinus una funcié senar, tenim que t(xg—39) = t(zo+0) = 1.

(i) Es complira si i només si t(z) > 0 per tot € I. Veiem-ho: per comencar,
t'(z) = —sin(z — 29) =0, © — xg = 2km, k € Z, & x = x.

Amb aix0 tenim que el punt z = xg és un maxim de la funcié ¢, que assolira els seus valors

menors en els extrems de U'interval, és a dir, en x = zq £ 6. Pero, siz =xg £ 0, t(x) =1 > 0.

(ii) Sabem que t(xg) = 2 — cosd_> 1, de manera que, per continuitat, tenim un interval

o<m
J:=[xg— 08,20+ 0] CIont(x)>1pertot x € J. Aixd, unit al fet raonat previament que

t assolira el seu valor minim en J en un dels seus extrems, ens dona la convergencia uniforme

dels p,’s a 0o. De ser necessari, pot reduir-se ¢’ per a poder garantir J CC 1.

(iii) Obviament, en [—m, 7], t esta acotada inferiorment per — cosd, acotat en norma estric-
tament per 1. D’altra banda, per tot x € [m, xo — ] U [zo+ 0, 7], t(z) < 1. Tot plegat ens déna
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l'acotacié cercada. O

Comencem dones la demostracié del teoremas

Sigui g € L'(T) de manera que per tot p € P,
/ g(t)p(t) dt = 0.

Com per qualsevol n tenim p = Z e polinomi trigonometric, en particular tenim que, per

ljl<n
tot 7

1 ™ .

— t)e ¥ dt = cj(g) = 0.

5 _ﬂg( Je c;j(9)

Es a dir, que tots els coeficients de Fourier de g son 0.

D’entrada, suposarem que g és continua. Sigui ¢y € (—m, ) on g no s’anulla, i siguin €, § > 0
tq |g(t)] > € si |t — to] < § (possible gracies a la hipotesi de continuitat). Suposarem que
en aquest interval g és positiva (no perdem generalitat gracies a la la simetria dels polinomis
trigonometrics).

Considerem I := [ty — d, to + ], i {p;}; la successié de polinomis que compleixen les propitats

del lema en I. Aleshores,

0 = [ gwp@ydi= gttt de + g(t)p; (1) dt

g

=:h;, acotat per (iii) i per g € L1(T)

> gmi?pj(t)]ﬂ + hj =t cmj + h;.
Tre
La majoracié és valida per ser J CC I. Aix{ doncs, hem obtingut
cmy; + hj S 0,

i també sabem que

n—o0

m; — 00,

de manera que h; < —cm;, cosa que ens porta a dir que
hj — —oo0,

que és contradiccié amb {h;}; acotat uniformement en /. Amb aixo acaba la prova del teorema
per a funcions continues.
Provem ara el teorema per g € L'(T) qualsevol:

Sigui
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F és continua, i per tot j # 0,

1 (7 g 1 (7 t g
ci(F) = %/ F(t)e 7t dt = gy (/ g(x) d:v) et dt

—T —T

1 T T B
_ —1Jt
QQW/_Wg(x) (/x e dt) dx

Fubini
1 (7 e It "
- = d
2T -7 g(x) |:_Z.] :|x !
1 ™ e—ij$ e—ij?‘(
= — d
o ﬂg(x)< i —z‘j) ’
1 (7 e 1 (7 T
—— d — d
5w | s oo [ o) o
1V e_ijﬂ_v
i i(9) v co(9)
_sl) _,

Aleshores, si definim G(t) := F(t) — ¢o(F'), clarament G és continua, 27-periodica i tal que per
tot j, ¢;(G) = 0. Velem aix0 darrer:
Sij#0,

Sij=0,
C()(G) = CQ(F) - Co(F)% /ﬂ— dt = Co(F) - Co(F) =0.

—T

Aleshores, G € L'(T) continua amb tots els seus coeficients de Fourier iguals a 0, amb la qual
cosa el resultat provat anteriorment ens diu que G = 0, o, el que és el mateix:

Veiem que aixo implica g(t)=0 g.p.t:
Lema 1.1.11. F(t) = c¢o(F) per tot t € [—m, 7|, aleshores g(t)=0 gairebé per tot t.

Demostracio: ,
La hipotesi implica clarament que / g(t)dt = 0 per tot (a,b) C (—m, ), doncs, per qualsevol

interval (a,b) donat, tenim:
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Tenint aix0 present es prova aquest resultat:
Suposem (sense perdua de generalitat) que g(t) > 0 per tot t € I C (—m,m), amb |I| > 0.
Sabem que existeix un J C [ interval tancat de mesura positiva. Aleshores,

OI/_ig(t) dt:[]g(t) dt+/(—7r,7r)_Jg(t) dt
:[,g(t)dt+/tjjzjg(t)dt>/Jg(t)dHZj:/]jg(t)dt:O I

per ser tot integrals sobre intervals.
Notem que podem posar (—7,7) —J com a unié numerable d’intervals oberts no disjunts, i que
és el fet que no siguin disjunts el que ens déna la desigualtat estricte que ens permet arribar a

contradiccié i provar el resultat. O

Amb aquest fet demostrat, ja hem obtingut que g(¢) = 0 g.p.t. ¢, amb la qual cosa el teo-
rema queda vist per funcions L'(T) qualssevols. 0]

Observacié 1.1.12. En particular, {e*}rcz és complet.

+oo
L’analisi harmonica estudia les propietats de convergencia de la serie E cje”t quan es
j=—00

verifica f ~ E cje”t. Notem que anem a estudiar, en particular, la convergencia de les series
J

de Fourier d'una funcié f a dita funcié. Donarem un parell d’exemples numerics per ajudar-nos

a creure en l'interés d’aquest estudi:

Exemple 1.1.13. Observacié de les aprozimacions de les series de Fourier de la funcio car-

acteristica en [—a,al; és a dir, la funcid

1, six —a, al.
fa(‘T):: 7 e[ 7 ]

0, altrament.

Sabem que fixat un n,

Sn(faat) = Z Cj(fa)eijt7
l7]<n
on

1

cj(fa) = %/_‘ fa(t)eiijtdt.

Calculem doncs els ¢;(f,)’s:
e Sij=0,

1 1

1 [7 “ a
a) = = o(t)dt = — dt = —2a = —.
olfa) 27T/_7rf() 2 J_ 2m ¢ s

a
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o Sij#0,
/ fa(t)e tdt = / e tdt
e*l]t a 1 eiaj 6iaj
%{ﬂJ _?< '_m)
1 7’LCL_]
= — ( ) —sinaj.
)

Amb aix0 ja podem donar el resultat cercat:

1 ” a 1

a
Sn(fa,t)z%—i‘ Z —sinajeit == 4 Z Fsinaj(cosjt—i—isinjt)
1<j|<n 1<]j|<n
a r .. .
= — 4+ Z — 8inaj cos jt + ¢sinaj sin jt
1<]j|<n
a . . . v
:%4- Z — sinaj cos jt + Z Fsma]smjt
1<]j[<n 1<]j[<n
a 1
= — + Z — sin aj cos jt,
T 1<]j1<n

doncs, per cada 7,

—sinajsinjt = — ! sina(—j)sin (—j)t
mj m(—j) ’
per ser el sinus una funcié senar. A més, sin( = 0.
Aixi doncs, concloem:

a r . .
Sn(fart) :%—i- Z W—jsmag cos jt.

1<|jl<n



Victor Ortiz 13

A continuacié comparem la funcié fr/» amb les seves series de Fourier n-essimes per n=1,
5,1 50:

=

0.

8]

Figura 1.1: fr /.

N

_—/-2 -1 1 “&

Figura 1.2: Superposicié d’fr/o amb s1(fr/2,1).
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AN, VA
T N
0.2}
0.6
0.4
0.2
N N
3\t -1 1 voor

Figura 1.3: Superposicié d’fr/o amb s5(fr/2,1).

Annﬂﬁ
A E- vy

Figura 1.4: Superposicié d’fr /o amb s50(fr/2,1).

Exemple 1.1.14. Observacio de les aprorimacions de les series de Fourier de la funcio

fa) = r+m7, sixe|[—m0.

T—ux, si x € 0,7

Repetim el procés de I'exemple anterior:
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e Sij=0:

(& _ N /

Vv TV
=0 canvi u=-t

1 /0 g y 1 [0
:—/ t(e_”t—i—e”t)dt:—/ t cos jt dt

—T —

1 0 - 0 . & - & g
= — (/ te_”tdtqt/ W@"Jtdt—l—/ We_’]tdt—/ te Yt
21 o o 0 :

1 {—cosjt]o B O,2 si j és parell.
m - —, sl j €s senar.
)
Aixi doncs,
2 . 2
sn(fit) = g + Z —e = g + Z W—ﬁ(cosjt + i sin jt)

1<|j|<n, j senar

s 2 . 20, .
:§+ Z 7r—j2COSjt+ Z W—ﬁsm]t

1<||<n, j senar 1<]j|<n, j senar

70 2 .
25—1— Z 71_—],2COSjt,

1<|j|<n, j senar

1<|j|<n, j senar

per ser, per tot j,
2 21 . .
ﬁ31njt—— ~ sin (—j)t,

isin0=0.

Aixi doncs,
S(ft)—z-I— Z icos't
n\J» - 9 Ju.

‘ ‘ Wk
1<|j|<n, j senar
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A continuacié comparem la funcié f amb les seves series de Fourier n-essimes per n =1, 5,

i 50 respectivament:

Figura 1.5: f.

Figura 1.6: Superposicié d’f amb si(f,1).
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Figura 1.7: Superposicié d’f amb s5(f,1).

Figura 1.8: Superposicié d’f amb s5o(f, ).

Observacio 1.1.15. Els exemples fan pensar que laprozimacio d’una funcio per les seves séries
de Fourier és molt bona en els intervals de continuitat, mentre que en els punts on la funcio
no sigui continua (£7/2 en el primer exemple) fa l’efecte que arrossega un error que no podem
evitar. En la seccio 1.7 estudiarem aquest fet amb detall.

j=+o0
Proposicié 1.1.16. Considerem la série trigonometrica (simétrica) E c;je’t. Si les seves
j=—o00

sumes parcials s,(t) convergeizen en norma L' a f € LY(T), aleshores ¢; = ¢;(f).

Demostracio:
Tindrem present que
(f(t) = su(f,1))e™" =5 0 en LY(T),
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ja que
1 T n— 00
— t) — sn(f, 1) dt 0,
37 | 10 = sulr )] de "
i que

1 i -
By / sn(f,t)e " dt = ¢; (vist anteriorment).
™ —T

Aixi doncs:

™

@m:%[%wﬂw=%/um—wmm%ﬁ

—Tr

1 T i n—o0
—l——/ sn(f,t)e 0 dt "=" ¢;.
2 ).

Corol-lari 1.1.17. Si f és continua i s,(f,t) convergeix uniformement, aleshores
lim s, (f,t) = f(t)

per tot t.

Demostracio:
Sigui ¢,(t) == su(f,t) = Z c;(f)e”’". Com tenim convergencia uniforme, que implica con-
lil<n
vergencia integral, podem dir que ¢;j(g) = ¢;(f), per tot j < n, de manera que la funcié

G(t) := lim g,(t) — f(t) és continua amb tots els coeficients de Fourier iguals a 0, i, pel Teo-
rema de Lebesgue (1.1.9), és 0 en tot t. Aixo equival a dir que g = f. O

7] —o00

Teorema 1.1.18. (Riemann-Lebesque) Sigui f € LP(T). Aleshores, ¢;(f) 0

Demostracio:
Per a provar aquest teorema, emprarem el segiient resultat:

Proposicié 1.1.19. Sigui P := {Polinomis trigonometrics}. Aleshores, P és dens en LP(T),
per un p fixat.

Demostracio:
Aplicarem el Teorema de Stone-Weierstrass per veure P dens en C(T). Necessitem provar que
P és una subalgebra que no s’anul.la en cap punt (és a dir, que no hi ha cap = € T de forma
que Vp € P, p(z) = 0), autoconjugada (que el conjugat de tot element de P és de P) i que
separa punts (que per tot z,y € T diferents existeix un p € P de forma que p(z) # p(y)).

Comprovem-ho:

e Les propietats de subalgebra sén clares, doncs és obvi que la suma de polinomis
trigonometrics és polinomi trigonometric, com també ho és el producte d’un polinomi
trigonometric per un escalar. El producte és també tancat en P gracies a que el sistema

trigonometric és complet (resultat vist préviament).
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e Sabent que p = 1 és polinomi trigonometric (de coeficients nuls llevat de ¢y = 1), és clar
que P no s’anul.la en cap punt.

e Donat

tenim

i)=Y ceit=Y gGelt= 3" e,

0<lj|<n 0<lj|<n 0<lj|<n

Com els ¢; sén constants complexes, els ¢_; també ho sén i p € P.

e La separacié de punts es veu prenent

eit 4 it oit _ it
pl(t) ‘= Ccost = T c T, pg(t) =s8int=——— € P.

Aleshores, prenent z, y € [—m, 7|, tenim:

pi(x) =pi(y) &z =—y.
p(r) =p(y) v =1—y.

Si provem de trobar un parell de punts en [—7, 7] que compleixin les dues condicions
alhora, tenim:
N T -
r=—y=r—-n=r=—, y=—.
Y 9 Yy 5
Només cal que ara prenguem ps(t) := ¢ € P per veure que

o (§)-i4-in (3

i que per tant P separa punts.

Amb tot plegat, podem aplicar Stone-Weierstrass i concloure que P dens en C(T).

Feta aquesta previa, demostrem el resultat:

Considerem una funcié f € LP(T), que podem suposar real (f := R(f) +i3(f) funcions reals)
positiva (f = |f|T — |f]~, funcions positives). Podem aproximar f per una suma de funcions
caracteristiques amb un error tan petit com volguem. Veiem-ho:

Construim la successié {f,}, tal que, per tot n

Jn = Z S(—m4i 2 g (i+1)27)

0<i<n
on

ob) i= i t
Stap) = min, f(?)
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(Si f presenta punts de discontinuitat, podem adaptar-hi els intervals de definicié de les ¢, amb
la qual cosa aix0 no és cap problema) En particular, les x’s sén una constant per una funcié
caracteristica. Es clar que
lim f, = f.
n
Per tant, si podem veure que les funcions caracteristiques X (4 en un interval (a, b) sén aprox-
imables per polinomis trigonomeétrics haurem enllestit. Arribats aqui, notem que per tot (a,b),
x(a,b) és el limit de la successié {g;}; C C(T'), on cadascun dels seus elements es defineix aixi:

(. 1 1
Osit<a——o0t>b+ —.
n n

1 1
lsia+—-—<t<b— —.

n n

gn(t) =
2 . 1 1
—(t—a)sia——<t<a+—.
n n n

2 1 1
Sh—t)sib——<t<b+—.
\ T n n

Clarament lim g, = X(a), amb g, continues en (a,b) C T. Finalment, el fet que P sigui dens
n
en C'(T) fa que podem aproximar aquestes g,’s, 1 per tant qualsevol funcié caracteristica, per

polinomis trigonometrics, la qual cosa demostra el resultat cercat. 0

Vist aix0, podem veure el teorema:
Sigui un € > 0. Veurem que 3ng de manera que, Vj > ng, |¢;(f)| < e. Sigui P un polinomi
trigonometric tal que ||f — PJ|; < e, i ng el seu grau. Aixi, si |j| > ng, tenim, d’una banda,

1 g g
gy P(t)e'dt = ¢;(P) = 0, doncs j > ng = grau de P,
™ —T
i, de l'altra,
1 " ijt 1 " ijt 1 " ijt
¢(f) =5 | FWTdt = [ f)edt — o [ P(t)eat
A ;ro 2
1 [ .
=— [ (f(t)— P(t))e?"dt.
2 ) .
Aixi,

(Dl <5 [ 170 = POl ar

=|If =Pl <e,

amb la qual cosa el teorema queda provat. [l
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1.2 Nucli de Dirichlet

Considerem

x) = ch Z 27/ f(t)e 9 dt e'”

l7]<n l7l<n
1" 1= o
S BRI0] £ STt Ly AV OLNEE
o lj]<n

—:Dn(a—1)

Definicié 1.2.1. Amb les notacions anteriors, anomenem nucli de Dirichlet a

1 .
Dy(t) = 3 > et

li1<n
Veiem algunes propietats de D,,():
Proposicié 1.2.2. Es té:
e D,(t) = 1sin (n—l— 1/2)t
2 sint/2
Veiem-ho:
B bt it ei(2n+1)t -1 B 1 ei(n-‘rl)t _ it
) |'|Z< e = 9 eit — 1 §€it/2(ez‘t/2 — e i/2)
JIsn

1 e(n+1/2)t _ o—i(n+1/2)t _ lsin(n+1/2)t
NP, 5 cit/2 _ o—it/2 2 sint/2

treiem e—%/2 a tot arreu

o—/D /D

La primera igualtat és clara per simetria:
/0 sjn(n+1/2)tdt _ / sin(n+1/2)z i
t/2 \:" x/2

n(n+1/2)x
x/2

-1 B

dac.

Per a la segona, només cal tenir present que

1 [ . 0, six # 0.
—/ etdt = 7
21 J n 1, siz=0.
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o |D,(t) <n+1/2.

Comprovacié:
[Dn(t)] < |— > el = Z |eV']
lil<n |J|<n
1
:—Zl— (2n + )—n—|—§.
lil<n
T
e D, ()|_2| 7 per 0 <t <.
1
Directe d’aplicar que sin (n + 1/2)t esta acotat per 1 i que ——— < T en Pinterval

2sint/2 ~ 2|t|
considerat. Veiem aixo darrer: El resultat sera cert si i només si es compleix h(t) :=

<menO<t<m.

sint/2 —t/2cost/2
(sint/2)?
Considerem f(z) := sinxz — x cosx, que s’anul.la en el 0. La seva derivada és cos x—cos x—

sint/2
La derivada d’h és

. El seu signe sera el del numerador.

rsinz = zsinx, que és positiva en [0, 7]. Aix{i doncs, 0 és un minim d’f en Uinterval, i,

com f(0) =0, tenim f > 0en 0 <t < 7. Tot aix0 ens porta a dir que I'expressié inicial
t T
té derivada positiva, i per tant és creixent. Aixi, V¢ € [0, 7], — < — =m, iel
sint/2 ~ sinm/2

resultat queda provat.

Definicié 1.2.3. (D} :) Per a afavorir la notacid, donat n, definim el nuci de Dirichlet modi-

ficat, com
Dy, (t) + Dy (t
D (t) = Dol ”2 1)
Proposicié 1.2.4. Es té:
sin nt
Di(t) = ——=:
* Dulh) = 5eni
D, (t) + Dy (t
_sin(n —1/2)t +sin(n+1/2)t
B 4sint/2
_ sinntcos (—t/2) —sint/2cosnt + sinnt cost/2 — sint/2 cosnt
B 4sint/2
_ sinnt
~ 2tant/2’

.—/D* /D*

Es clar a partir de la definicié de D} i del resultat homoleg per D,,.
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o |Di(t)] <n.
D, (t D, _1(t 2
Dry] < 1P ID @] 2
2 2
m
Di(t)] < —.
1D < 51

Es clar a partir de la definicié de Dy i del resultat homoleg per D,,.

t
o D,(t) — Dx(t) = COZ” :

Dy(t) — Di(t) =

2
1 i i
=1 3
l7]<n l7l<n—1
B 1eint + e—int
2 2
- cosnt

2

Emprant aquesta darrera propietat, podem dir:

sn(foz) = %/i FODy (2 — 1)t = %/: FOD* (z — t)dt + % /w F(t) cosn(z — t)dt.

/

v~

—s3(Fa) =y

Anomenem A,, terme d’error.

n—oo

Proposicié 1.2.5. A, — 0.

Demostracio:
Aplicant la formula del cosinus d’una suma:

A, = % /7; f(t)cosn(x —t)dt
= % cos nx /: f(t) cos (nt)dt + % sin nz /: f(t) sin (nt)dt.

Les integrals tendeixen a 0 com a aplicacié del Teorema de Riemann-Lebesgue, que podem
emprar perque f € L'(T) i perque les funcions per les que es multiplica les integrals (sinus i
cosinus) poden majorar-se per 1. Aixi doncs, s,(f,x) = s (f,x) + o(1). O
Proposicio 1.2.6. També és cert que
sinn(x —t)

—1

snl(foz) = %/_ﬂ 10 SO P

X
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Demostracio: ] ]
Definim la funcié h(t) := Stant2 Clarament h € L>(T) (pot veure’s emprant L’Hopital
en el 0).
sinn(x —t)

Aleshores, substituint D* per —————~
’ n PO e et

/ 0 smnx—t)_l_O(D

Qtan—

B }/_ ) <h(33 —t) - ﬁ) sinx — tdt + o(1)
= 1 /7r (t)wclt + 1 /W f(&)h(x —t)sin(x — t)dt +o(1).

T —1 ™) .

-

=:Ip
Si considerem g, (t) = f(t)h(x —t), g € L'(T) (per ser-ho f i estar h acotat), i, per Riemann-
Lebesgue,

I, = %/W go(t) sin(x — t)dt "7 0.
h OJ
Proposicié 1.2.7. si(f,z) = %/Z flztt) —; flz=t) Dy (t)dt.
Demostracio:
Sabem que

™

sth0) == [ 1Dy =

—T

D’altra banda,
1/ — L[
L flaxt)+ /e t)DZ(x—t)dt:%/_ﬂf(l’th)DZ(x—t)dt

™ —T

1 ™
— — D> (x — t)dt
+3 | rle=0Di -t
pero, emprant f periodica, D] parell:

iﬂ/:f(ert)D;’;(t) =5 / F(u)D? (1 — z)dt

u= x—i—t

=5 /_W Fu)Dx (z — w)dt

també, emprant f periodica:

™

_/ Flo —t)Dx(t)dt \Z/QL/_Wf(u)DZ(x—wdt

u=xr—t
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Aixi doncs,

1 /7r flx+1t)+ f(z —1)

T 9

* _ 1 " *
D (x —t)dt = - /7T fu)D}(x — u)dt

—T

+ % /:fr f(u)D}(z — u)dt
_ %/W F(u)Dx(z — u)dt.

Finalment, el ser D (t) parell fa que 'expressié sigui equivalent a

1 /Oﬂ(f(a: 1)+ fz— ) DE(b)dt.

™

Definicié 1.2.8. («,,, 5,) A partir d’ara, notarem, fizat n,

o () = %/0 Do) dt, i By(z) = 3/; DX (1) dt.

T

Observacié 1.2.9. En particular, hem vist que lim ||a, — G|, = 0.

Amb tots aquests resultats, estem llestos per a comencar a estudiar la convergencia d’algunes
series de Fourier.

Teorema 1.2.10. (Teorema de Dini) Sigui f € L'(T) tal que ezisteiz una constant A de forma
que per una x de T es té

T t —t dt
[|eratsemn o
0 2
Aleshores lim s, (f, ) = A.
Demostracio: ;
Per comengar, veiem que lim —— = 1/2:
t—0 2 tan(t/2)

lm——=lim——+—— =1/2.
M S tan(/2) M o)

Aixo ens diu que 'acotacié suposada implica que

9:(1) = <f(x+t);f(x_t) _A) 2ta111t/2’

és de L'(T).
Ja sabem que és equivalent provar el resultat per a s*(f,z). D’altra banda, tenint present que
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Dr(t) = sinnt . / Dt
" 2 tan t/2
t) -1
s(fr)— A=t / St J@ =1 pegygr— a

B f(x+t)+f(x—t) sin nt
_%/_W( 2 _A) 2tant/2dt

1 vy
— L (1) sinnt dt.
27r g()smn

1 ™
Perd g¢,(t) € L'(T), de manera que o / gz(t)sinntdt és un coeficient sinus de Fourier
T

de la funcié g., i, per Riemann-Lebesgue tendeix a 0 en n. Aixi doncs, hem obtingut que

lim s} (z,t) — A =0, amb la qual cosa el teorema queda provat. 0

Definicié 1.2.11. (LP-modul de continuitat d’una funcié f) Donada una funcio f € LP(T), i
un punt x, diem que

1 ™
wlfie) = o [ 15+t - fp
és el LP-modul de continuitat d’f.

Teorema 1.2.12. (Marcinkiewicz) Sigui f € L*(T). Aleshores, si

/ w1<f7t)ﬁ<ooa
0 t

es té que lim s,(f,z) = f(x) gairebé per tot en T.

Demostracio:
Considerem

/Ifrv+t Gk

Clarament /(z) > 0. Aleshores,

= _if(x)x:/ﬂ%</ Flz+1) ()\d—)da:
\://W (/ﬂ x+t)—f(x)|dx)%

Tonelli

/wlft—<oo

Aixo ens diu que I(z) < 0o g.p.t. en T. Amb un raonament analeg,

:/W|f(x—t) —f(a:)|%< oo q.p.t. enT.
0
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Finalment,
dt
!fx+t+f($—t)—2f |—< |fl’+t ()!—
dt
|f€6—t flz )|—<00
=J(z )
de manera que
/ f<x+t>+f($_t)—f(m)ﬂ<oo,
; 2 t
i podem aplicar el Teorema de Dini amb A = f(x), amb la qual cosa concloem lim s, (f,x) = f(x)
i provem el teorema. ]

Lema 1.2.13. Sigui f € L(T), g € L™(T) i z € [—7,n]. Definim

h(t) := ha(t) = fz +1)g(1).

Aleshores,

¢;(hy) "=70

uniformement en x.

Demostracio:

Per comencar, veiem que |¢;(hy)| < cwy (h, ﬁ)

T 1 g T
( |.7|> o )"\ ()
/ (h 1.+t> —h(t)> eijtdt'
. Jl
(ﬂ, 4 t) et dt‘
7]

h
—cj(hx)+/ h(uw)e " e~ dy,

’1—e_ijﬁ

|¢(ha)].

=:C
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. RN . 6—0 .
Vist aixo, n’hi ha prou amb veure que w;(h;,d) — uniformement en x. Comprovem-ho:

™

27rw1(hx,s)§/ Iha(t + 8) — h(t)] dt

—Tr

_ /7r 1f(x+t+s)g(t+s)— flx+t)g(t)| dt

—Tr

= /7r lflx+t+s)g(t+s)— flx+t)glt+s)+ fx+t)gt+s)— f(x+1t)g(t)] dt

—Tr
K

s/ﬁ |<f<x+t+s>—f<x+t>>g<t+s>|dt+/ @+ Dl + 5) — g(t))] dt.

(. 4
~~ ~~

:;A =:B

D’una banda, com g € L*(T), si |s| < §, podem dir que
6—0
A < gl wi(f,0) =70,

degut a que f € L'(T), cosa que provoca que wy (f,d) estigui acotada, de manera que

1 [7 1 [7
mo- [feen -l o g [ mires) - sl =o

convergencia dominada

D’altra banda, per veure que B també convergeix a 0, fixem un € > 0 qualsevol, i prenem una

funcié f; € C(T) de manera que
€

1f = fill; < ol

(Sabem que existeix gracies la densitat de les funcions continues sobre les funcions L!(T),
estudiada en la secci6 anterior (1.1.9)). Prenem f; := f — f;. Aleshores,

™

B < / i+ 0)l]g(t + 5) —g<t>|dt+/ ol + D)lJg(t + 5) — g(t)] b

—T —T

< il wi(9.6) +2lgll. 1 £o]

-~ -~

5 <2e

—0
— 0 com abans

Aixi doncs, la integral inicial que majorava |c;(h;)| convergeix a 0 amb d, i per tant el lema
queda provat. O

Teorema 1.2.14. (Pricipi de localitzacio:) Si f s’anul.la en un interval I C [—7, 7| aleshores

sn(f, 1) = 0 uniformement en tot subinterval J CC I.

Demostracio:
Sigui x € J. Aleshores, per tot § > |t| de manera que (x — d,x + ) C J,

() = flx+t)— f(x —t) =0,
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amb la qual cosa podem aplicar el Teorema de Dini amb A = 0 i concloure que
lim s, (f, ) = f(z),

per tot . Resta encara veure que la convergencia és uniforme, cosa que farem emprant el lema
anterior:

Donat 0 com abans, definim

0, si|t|] <é.

h(t) :=
1, sit>[t| >0

Aleshores, si z € J,

ﬂs):%/_ﬂf(t)DZ(x—t / F = w)D; (u) du

sinns
— VD (s d
\_f’ﬁ/ f@+s) / /(@ 2tans/2 s

/ flz+ )%smnsds- 71r/ f(z+ s)g(s)sinnsds,
——’ o

K ”(H

=g(s)
que és la part imaginaria de

%/_: f(z+s)g(s)e”" ds,

que sabem igual a 0 si g € L>(T). Aixo, pero, és trivial, doncs 1'tinic 0 de tan7/2 en [—m, 7| és
en t = 0, pero en aquest valor de t g és 0 per definicié d’h, amb la qual cosa el lema és aplicable

i obtenim la convergencia uniforme. O

Enllestida la teoria corresponent al nucli de Dirichlet, procedirem a donar-ne exemples grafics

per a diferents valors n.
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Exemple 1.2.15. Representacions grafiques del nucli de Dirichlet per a diferents n’s:

Figura 1.9: Dj(t).

g | VA

Figura 1.10: Dyo(t).




Victor Ortiz

14 ¢

B ‘”‘WUM I‘JV&’.%' 1 1.5

Figura 1.11: Dso(t).

1.3 Propietats basiques de les series de Fourier.

Proposicié 1.3.1. Siguin f,g € LP(T), h constant. Aleshores:
o ¢;(f+hg)=cjf+hc_(g):

_ 1 N (4 i
i +hg) =5 [ (4 hg)lo)e
i
_ L[ f(t)e tdt + i/7r g(t)e V'dt
21 )i 27 )i

h [T y
= Cj + %/ g(t)e”tdt = Cj + hC,j(g).

_pi

e Sigui fi,(t) = f(t + h). Aleshores, c;(f) = c;(f)e¥:
ci( / f(t+h)e dt = / f(u ’”(“ P du

N~ 27T
u=t+h

1 . . .
= % / flw)e ™ du = c;(f)e .
znt ZC] . z]t

f(t)@lnt ZC] 2]t int _ Z o / f (n—j)it dt ez]t
= Z Cj—n €th.
J

Aquesta propietat ens ajuda a demostrar la segiient:
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e Sife (T, ip(t) = Z cre™™ és un polinomi trigonometric, Aleshores
[k|<n

¢ (fp) =D enein(f) =D enlflejn :

k k
(o) = o= [ Fopea

1 it(k—j)
%/_Wf(t)che P dt

k| <n

1 7r ) .
= Z Ck%/ F(t)e™ =D dt

lk|<n

= > i),

lk|<n

i, per la propietat anterior,

Do ereik(f) =D eV () = Y egorer(f):
k

Jk|<n k

Proposicié 1.3.2. Sigui f € L'(T). Definim

Ft) :c—i—/_t f(s)ds, t € [~ 7).

Aleshores,
F(t) = eolf)t = co+ 3 Dt
70
Demostracio:

Per comencar, notem que

F(27r+t)—F(t)—c+/ﬂ+tf(s)ds—c—/t f(s)ds

27r+;7r o
:[ F(s)ds = 2me(f).

és a dir, F' no és periodica en general (a no ser que ¢o(f) = 0). Per a poder calcular coeficients

de Fourier, emprarem una funcié que ho sigui. Aixi, definim:
H(t) := F(t) — teo(f).

H és clarament periodica en t, doncs H(2w +t) — H(t) = F(2r +t) — F(t) — 2mc(f) = 0.
D’altra banda, notem que

H'(t) = f(t) = colf)-
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Calculem els coeficients de Fourier d’H (suposem index no 0, prenem ¢q := c¢o(H)):

1 4 y
cj(H) = Py H(t)e “tdt
1 H(t —ijt] ™ T —ijt s —ijt
== [L} - / ‘ — f(t)dt — / Mdt
2m =i | . Ja x T
— ~ ~~ 4
=0 (H periodica) =0 si j#0

- 1] 27r/ Uy ﬂjtdt _C](f)

F(t) = co(f)t = Ht) = co+ Solpe

Aixi doncs, tenim:

amb la qual cosa el resultat queda provat. 0

Corol-lari 1.3.3. Sigui f € C(T). Aleshores,
F2) i)ei (e,
J

ici(f') = o(|j]).
Demostracio:

Definim .

F(t) = f(—m) +/ f'(s)ds.

—T

Pel Teorema fonamental del calcul, sabem que f(t) = F(¢). Aplicant la proposicié anterior,

tenim:
H(t) = F(t) — co( f)t ~ co + Z ) it
J#0
Es a dir:
ch et =~ f(t) ~ o+ co(f t+z ”t,
370
i, per tant,

0= co+ co(f)t — co(f +Z(

J#0
D’altra banda, sabem que ¢y = ¢o(H). Calculem-la:

) = (5= + [ F)ds- 1)

— a0 -l = o= [ 50 - ot

)) et (1.1)
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Finalment, doncs, de (1.1) en resulta 'expressié:

%U%+§:(%gq—qU0€ﬁ:Q

: )
J#0

de la qual en treiem les conclusions:
e ¢o(f)t =0 per tot t € [—m, 7|, = co(f') =0.
¢ (f)
ij

e Per tot 7, —¢;(f) =0, = per tot j, ¢;(f") =ijc;(f).

Aixo ja dona els resultats desitjats:

o S et =3 (i) (f)e"

Jj—00

o il = +icy(f) = 0,

Riemann— Lebesgue

Aquest corol.lari, per recurrencia, ens déna el segiient resultat:

Corol-lari 1.3.4. Sigui f € C*(T). Aleshores, si notem D*f la derivada k-éssima d’f, tenim:
DFf =Y (i)Fes(f)e,
J

iamés, ¢;(D*f) = o(|jI").
Aplicant aquest resultat, poden veure’s dues propietats de regularitat de les séries de Fourier.

Proposicié 1.3.5. Siguin f ~ ch(f)eijt, i k € N. Aleshores, si

J

S les Dl < oo,

f € CH(T).

Demostracio:

Per a provar aquest resultat ens cal el seglient:

Teorema 1.3.6. Siguin {f;}; funcions en C*(I), amb I un interval qualsevol, de manera que

f; — g, uniformement, amb g € C(I).

dxg € 1, tal que fi(zo) — c.

Aleshores, existeiz f € C(I) tal que f; — f uniformement i f' = g.
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Tenint doncs present aquest resultat, fem induccio:

o k=0:

Tenim

Z|c] )| < o0,

és a dir, que la serie

§ ) it
C] (f)e ~ fv
J
és absolutament convergent. Aixo ens diu que f és continua.

e Suposem-ho cert per un k. Veiem que es compleix per a k + 1:

Aplicant el corol.lari anterior sobre ¢;(f*)), tenim:

Z|cj P < o0
f € CH(T).

Que f € C*(T) ens diu que f*) és continua, és a dir, que la serie
D e(F9)e Tt = (i) e;(f)e,
J J

convergeix puntualment. D’altra banda,

Z|CJ Hj|k+l < o0,

implica que

Z(w)’“” i(Fe,

convergeix absolutament, i per tant de manera uniforme. Notem, pero, que aquestes sén
J

les hipotesis del teorema enunciat, prenent, per tot j, f; := Z (ij

)¥eje™ de manera

n=—j

que concloem que f*) és derivable i que la seva derivada és

FED = 3G e (e,

J

la qual cosa clou la induccié i la demostracio del resultat.

Proposicié 1.3.7. Sigui f € C*(T), per un k € N. Aleshores,

Z\Cj P < 0.
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Demostracio:
Per a veure aquest resultat, emprarem el fet que si una funci6 és d’L?(T) aleshores la seva serie
de Fourier és d’¢%. Aix0 es veu detalladament en (1.6.1).
Aplicant el corol.lari, sabem que, per tot k,

D e(FM)et = (i) e; (f)e"

J J

D’aqui, obtenim que

D 1ille (N1 = Y 1) e 1l e (Ol = Z‘ ‘I c;(f©)|

J#0 j#0 j#0 70
1/2 1/2 1/2
o (Z |J|2> <Z ! W) (Z mz) e (P < oo,
Cauchy-Schwarz J#0 j#£0 j#0

degut a que la successié dels ¢;(f*)’s és d’¢? (doncs f € C(T) C L*(T)) i a que la seérie

Z Vs

és convergent.

Amb aixo queda vist que

Z‘CJ H]‘k 1<OO7

i per tant acabada la demostracio. O

Aquestes dues proposicions combinades ens donen de manera trivial el segiient resultat:
Corol-lari 1.3.8. Donada una funcio f en T,

feC(T) e VkeN, Y |j|*le(f)] < oo

J

Per acabar aquest apartat, emprarem la convolucié de dues aplicacions per a veure més
propietats de les series de Fourier.

Teorema 1.3.9. Siguin f,g € L(T). Aleshores, q.p.t. z, f(xz —t)g(t) és t-integrable i, si

notem
(Fe)a) =5 [ 1= gty

convolucid entre f i g, tenim que fxg € L'(T), I+ glly < Ifll lglly i c;(f = 9) = ¢;(f)e;(9)-
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Demostracio:
Tot plegat es veu emprant Fubini:

Lf = gll, = dx

/fx—t g(t)dt
< ;ﬁ / o0 (5 [ 1@ - o) ar

Fubzm

17l gz [ loteide = 11, Nl -

¢i(f*g) = i /ﬂ (% /7r fls - t)g(t)dt) e~ ds
- / ( IR ijst) “

Fubini

- e (& [ o)
2 J_,

=c;(f) (canvlu s-t)

= (Nge [ s = ci(esto)

2 J_,

D’altra banda,

Corol-lari 1.3.10. Siguin f € LP(T) i p(t) = Z cj(p)e”". Aleshores,

l71<n

(f*p)(@) = es(f)ei(p)e™,

lj]<n

polinomi de grau < n.

El resultat és directe a partir del teorema, que podem aplicar perque p polinomi
trigonometric implica p € L'(T).

1.4 Constants de Lebesgue:

Donada f € LP(T), tenim que

sn(f,0) = f() n(0 — t)dt

[ s

Dy, parell
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de manera que

200 < = [ 111D d
<17l [ 1Da0 e

—Tr

= 1 flloe 201 Dnlly = [l Fllc Ln-
——

=Ly
Definicié 1.4.1. (Constants de Lebesgque) Definim la constant de Lebesgue n-éssima com
Ly := 2| Dnll,
i tenim que [s,(£.0)] < |l La ¥f € L7(T).
Lema 1.4.2. Es té:

L sup 15,(f,0)| = L.
FEL®(T), [ fll o<1

L’acotacio [s,(f,0)] < || fll., Ln trobada abans ens déna que

sup s (f,0)] < L.
FeLP (D), £l <1

Pero si definim la funcié f,, := sign(D,,), || f||., = 1, i per tant el suprem cercat és major
o igual a L,.

En tenir les dues desigualtats, el resultat queda provat.

o sup 15,(f,0)| = L.
FeC(T),[1fll o<1

Com les f, definides abans sén continues q.p.t. el resultat és extensible a funcions

continues. 0
Aquests resultats fan interessant coneixer el comportament de les L,, per n gran.

4
Proposici6 1.4.3. Per an gran, L, = — Inn.
T

Demostracio:
Sabem que D, és parell i que sint/2 > 0 per ¢ entre 0 i 7. D’altra banda:

I - 1 /7r sin (n 4 1/2)t
"om

2sint/2
1 [T 1 1
= — [ s V2t (e — =) at
27r/0 Jsin (n + /)|<2sint/2 t)

-
=:A,

I 1
+§/0 |sin(n—|—1/2)t|¥dt.

-~

dt

Dn
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1 1
——_ _)|a
<2smt/2 t)‘

Veiem que A, esta acotat:

1 T
|A|—2W/
0

1 [T|t—2sint/2
21 )y | 2tsint/2
::g

—sint/2
Com lim t=sint/2
t—0 2tsint/2

integral pot acotar-se per una certa constant k, de manera que A, = O(1).
Aixi, L, = B, + O(1). D’altra banda,

=0 (trivialment aplicant L'Hopital), g és continua en [0, 7] i per tant la

/ sin (n + 1/2)1&] da

(n+1/2) ds

e ' 1/2)%2

= 7 1/2)7?/0 |sin s| (n + /)S
s=(n+1/2)t

_ z/(n+1/2)7r |sins|d8 _ z/ﬂ ‘sinS\dS
T Jo s TJo S
N————

acotat

9 (n+1/2)7 | ) nw |
N _/ |Sm8|ds—|— _/ |sms|d8'
T Jor s T Jx s

NS >
Vv Vv
acotat =:

/
n

| sin s

Els dos primers termes estan fitats per ser continua en [0, 7], cosa que ve del fet conegut

(comprovable emprant L’Hopital) de que

sin s

lim =1.
s—0 8

4
Aix{ doncs, B, = B, + O(1). Veiem, per acabar, que B;, = — Inn + O(1):
m

n—1 (k+1)7 o2
BZIEZ/ |Sln8| s

™ S

k=
Z/” |sin u+k7r)|du
uskﬂ utkm

2 [T — 1
= —/ sinuz du
~ 7/ — u+ km

Aqui sin>0

(Ve de que |sin (u + k7)| = |sinwu cos km + sin km cosu| = |(—1)* sinu| = | sinu| per tot k)
-0
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Pero:
n—1 n—1 n—1
1k > lzﬁ:l %
k:1u+ ﬂ-vugw T + T
Ie-1 1 11
= — - —=— -+ 0(1
T kK m 7 k+ (1)
k=1 k=1
A més:
n—1 1 n—1 1 1 n 1
2 S 7 2
k=1 U+ AT uso k=1 T T4

Finalment, el fet que Z
k=1

~ Inn ( se’n pot trobar una prova a [7]) ens déna el resultat cercat.

o=

O

Aquesta acotacio recent trobada ens fa considerar la segiient proposicio:

Proposicio 1.4.4. Existeix una funcio continua amb sumes parcials de la seva serie de Fourier

en el 0 grans (és a dir, amb série de Fourier no convergent en un punt).

Demostracio:
Per a fer una de les proves d’aquest resultat és necessari emprar el Principi de I’Acotaci

Uniforme, que ara reproduim:

Teorema 1.4.5. (Principi de l'acotacié uniforme o teorema de Banach-Steinhaus) Sigui X
un espai meétric complet, Y espai lineal normat. Sigui {T,}aca una familia d’operadors lineals
acotats d’X en'Y de manera que per cada x € X, e, tal que Va € A || T,x| < ¢ < 00.
Aleshores, 3c tqg sup ||T,z|ly <¢, Va € A.
ll=]lx <1

Demostracio:
Suposem que tenim zy € X, € > 0, k, de manera que ||Toz|y < k, Vo tal que ||zg — 2|y <e.
Aleshores, per tot x # 0, tal que ||z|y <11 |zo — z|| > ¢, definim

T
Zi=c—— + Xp.
]l
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Clarament ||z — 29|y < €, de manera que [|T,z||,, < k. Només resta aplicar una desigualtat
triangular per resoldre:

T,x

el x

[Ty

— [Tazolly <
]l x

€ + Toxo|| = [|Tuzlly <K,

Y

de manera que

(k + [1Tazolly) llzllx _ k + sup, [Tazoll _ K+ cxy _

(e

[Ty <

9 € 9 9

Trobada una acotacié que no depén de les a, el resultat queda provat. Resta només, doncs,
veure 'existencia de I'zq:

Suposem que no existeix. Fixem un yy qualsevol d’X, i definim By = B(yo, o). Aleshores,
com Yo no té les propietats de I’z cercat, existeixen y;3 € By ,e1, a1 tq || Ta, 11l > 1, i, per
continuitat, |T,,y|| > 1, Yy € B(y1,e1) = By C By.

Aplicant aquest argument recurrentment, arribem a unes boles By D ... D By_; de radi ¢; = —

amb centres y; de forma que per tot jda; tq HTajyj > j Aquesta successié de y;’s és

ly
clarament de Cauchy, i, com X és complet, convergeix a un punt y. Aleshores tindriem que

Vk, ||Ta,y|| > k, cosa que contradiria la hipotesi de 'enunciat. O

Es poden donar dos tipus de demostracions diferents, una suposant la no existencia de la fun-
cié i arribant a contradiccio i 'altra trobant explicitament una funcié amb aquesta propietat.
Farem les dues:

e Suposem que no existeix cap funcié amb aquesta propietat. Aixi, per tota f € C(T), Jc;
tq |sn(f,0)| < ¢ per tot n. Emprant la notacié dels nuclis de Dirichlet, aixo és equivalent
a dir que Vf € C(T'), 3¢y tal que, Vn,

‘/i f(t)Dn(t)' < cy.
Considerem la familia d’operadors lineals {7}, },, entre I'espai X = C(T) (complet)iY = C:
Tu(f) = 5alf,0) = - _: FODa(HdE, 0> 0.
Per la Proposici6 (1.4.3), tenim que

4
sup |Tn(f)| =~ — Inn.
Iflle(m<1 T

D’altra banda, I’acotacié feta d’inici ens diu que, fixat un f € C(T), i per tot n,

T(f)] < ¢,
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és a dir, per a cada f € X espai complet tenim una acotacié de la familia {7}, },, de
manera que podem aplicar el principi de I’acotacié uniforme i concloure 'existencia d’una

constant ¢ que sigui cota de {7}, per tota f € C(T), o, el que és el mateix:
4
—mn~ sup [T.(f)]<¢c per tot n.
@ [flloery<1
Que lim Inn = oo és contradictori amb aquest fet, contradixxié que prové de suposar

n—oo

la no existencia cap funcié f de forma que sup|s,(f,0)| = oo, de manera que la funcié
n

existeix i el resultat queda provat.

Construim una funcié amb la propietat buscada. Definim

flx) = ch sin (ngt) X1, , t € 0,7,

k>1

k . , ., ;. T 7T
amb ¢, — 01 on xj, és la funcié caracteristica en I}, = | —, )
Ng MNg—1

Triem els diferents parametres inicials que defineixen f de la segiient manera:
s
61:]_ n1:2 11:<—,7T:|.
2
Definim la resta recursivament:

Si tenim ¢y, ..., ¢g—1, N1, ..., Np—1 1 els seus corresponents I;, definim:

k—1 .
c;sin(n;t)xr. ,site( ,7?1.
Wt ; 5 sin(n;t)xr, ) —

0, en cas contrari.

Clarament h(t) esta acotat (doncs com a maxim pot valdre, en modul, max le;]) de
SISR—

;]
manera que —= també ho estara | aquest cop per max ——— |.
d t ( d PP 1<j<k—1 T /ng_1
h(t)

Aixi doncs, e € L*°(T), de manera que podem afirmar que
T h(t
lim/ ¥ sinntdt = 0,
" Jo

per Riemann-Lebesgue. Aleshores, prenem ny, := n;...n;_1 Ny, amb N, > 2% prou gran

2 [T h(t
—/ Qsinnktdt’ < 1.
™)y T

perque es compleixi

) T 0
Un cop fixat el nou ng, només cal fer I, = (—, } Aleshores, en [, prenem
ng Ng—1

cr = (InNg)7¢, amb 0 < e < 11 tenim:

f(t) = cx sinngt.
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A posteriori veurem el perque d’aquesta tria de les ¢;. Linic que sabem en aquests
moments és que podem escollir-ne qualsevol que faci decreixent la successié de les ¢’s
(que ha de convergir a 0).

Finalment, apliquem el resultat segons el qual

/f ySinn( >dt+0()

amb la qual cosa tenim, per tot k,

t 2 [ in nyt
s (£,0) = / £(#) Smn;c 0(1):;/ kf(t)smtnk gt
0

—A,
2 [ sinnyt 2 (7 sin nyt
+— f(@) dt + — f(@) dt +0(1).
) t mw J_m t
NS nk > g y
—:B, —C,

De les acotacions realitzades per a la funcié h, deduim que Ay i Cy sén O(1), de manera
que ens reduim a l'estudi de Bj. Aixi:

2 [ sin ngt s dt
Bk = —/ o f(t) b dt = Ck:/ * 1(Slnnkt>27

m ) t T
ny estem a [ ny
nr—1 1 — cos 2nt ng—1 dt
= ¢ ——dt = ¢, —
ng ng
—_——
=:Bj,
Cr [ k-1 t
- = cos 2nt—
2 )=
ng
N -~ 7
=:B}/

Estudiem les dues integrals:

1 1
- B = %k[lnﬂ/nk_l —Inw/ng| = §(lnNk)_5 In Ny, = 5(111 Np)'te

- k
Aix{ doncs, B, — oo.

, C "1 dt ¢, sin 2ny,t e cr [Tt sin 2ngt di

- B = — cos2npt— = | — — —.

2 Jx 2 ant E 2 Jx 27’Lk tQ

ng ni nE
. . sin2N, . .
El primer dels valors déona o, que clarament tendeix a 0 en n. La integral pot
k
. . w—1 dt L

majorar-se (en modul) per / = que clarament pertany a O(1). Aixi doncs,

"k

concloem By € O(1).
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Finalment, acabades totes les acotacions, tenim que
1 _
Snk(fao) %§(lnNk)1 E+O(1)a

cosa que, en ser € < 1, implica que les sumes de les series de Fourier d’f no tendeixen a

0 (sino a oo!) en n, i per tant conclou la demostracio.

1.5 Sumabilitat de Cesaro.

1.5.1 Concepte de sumabilitat de Cesaro.

Fins ara només hem estudiat la convergencia de les series de Fourier de forma puntual. In-

tentarem ampliar aquest estudi a entorns més amplis.

Definicié 1.5.1. (Convergéncia Cesaro) Sigui {c;} una successio en C. Direm que convergeix
a L en sentit de Cesaro (C, 1) si

1
limC; =L, amb C; =~ Z Ci;
! 1<i<j

ho notarem lim ¢; = L(C,1).

Jj—o0
Proposicié 1.5.2. La convergéncia d’una succesid a L implica la seva convergéncia L(C,1).

Demostracio:
Podem considerar L = 0 (si cal fent una translacié a la successié considerada) sense perdre
generalitat. Aixi, tenim {c;} una successié en C de manera que lim¢; = 0. Aixo és:
J

Ve dnyg tal que, Vj > ng, |¢j| <e.

Aixi, ¢; < max{|ci|, ..., |en, |, €} =1 K.
Aleshores, Vj > ny,

< lc1] + oo+ Jeng| + (5 — no)

|C5] I

El fet que podem fixar I’ tan petit com volguem fa que també podem reduir els |C}| a voluntat,
i per tant la seva convergencia a 0 queda provada. 0
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Observacio 1.5.3. La convergéncia Cesaro és més feble que la normal. Com a exemple trivial

podem prendre la successid ¢; = 14+ (—1)?, que clarament no convergeiz en j — oo. La successid
C1 —|— —|— Cj

J
El resultat és clar:

associada C; = , En canvi, convergeir a 1.

‘Z, =1 si j parell.
a4 .ote 0+2+40+2+.. |7

j_2j—>oo
—— "— 1 sij senar.
J

Aix{ tenim una successié no covergent pero convergent (C,1).

Definicié 1.5.4. (Convergéncia Cesaro d’una série) Sigui {c;}; C C. Definim
1
Sy 1= Z ¢, O 1= Z S;.
1<j<n 1<j<n
Si limo, = s, diem que la serie ch és Ci-sumable a s, © ho notem Z c; =s(C,1).
Clarament, si lim s,, = s, aleshores Z c; = s(C, 1) (prenent, per tot j, ¢; = s; i aplicant la
J
Proposicié (1.5.2)).

Observacié 1.5.5. Altre cop, la convergéncia de séries en sentit normal és més forta que en

sentit Cesaro. Per exemple, sabem que prenent z un nombre complex de modul 1, la série E 2
J
no convergeir. En canvi, si z és diferent d’l, tenim:

szz Cl)

Veiem-ho: Prenem, per tot n,

n n
Sp = 27, op = ————.

n+1

Aleshores,

Ltz+ 37 g+ 32

lim o,, = lim
n n

n+1
1 =~ 1—21! 1 - -
:n+1Z 1—=2 :(n—l—l)(l—z) L=
§=0 §=0
1 1 ] — o2
_ 1 J+1 ] — _
(n+1)(1—z)(n+ ZZ ) —: m+D(-2) 1-2
1 ] — o2

1—z (n+1)(1—-2)?
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El fet que z sigui de norma 1 diferent d'l (per z = 1 no hi ha cap convergencia) fa que
1 — n+2 2
n T 1)(zl o) estigui acotat en norma per m, que clarament convergeix a 0 en n, de

manera que tenim:

1 oo 1 1 — znt2 1
limo,, = lim n+1-— E 2] = lim — =
n n (n+1)(1-2) < g

cosa que conclou la convergencia (C, 1) de o, al valor suposat. U

1.5.2 Nucli de Fejér.
Suposem tenir f = Z c;e'" (aleshores s,(f,t) = Z c;e"). Si definim

J l71<n
(1) = —— 3 s(F)
o = — S;
n\J» n+1 : 7 » V)
li]<n
aleshores,
€0+ 2 jj1<1 €7 A+ Dpjicn e

n+1
co(n+ 1)+ (cre® + c_1e7®)n + ... + cpe™ + c_e”

on(fit) =

n+1
_Zn+1_|j| ijt
; +1
l71<n
_Z(l_ ‘]| ]) ijt
1
il<n n

D’altra banda, aplicant que

sl 1) = o= / " F()Du(x — t)dt = 2D, % f(x).

tenim que
2Dy * f(x) + ... + 2Dy * f(x)
0n(f> CL’) - n -+ 1
f*2Dg(x) + ...+ f*2D,(x)
N n+1
1 n
= n+1f*ZZDn(x) = [ % 2K,
7=0
Z?:o Dy(z) . . . .. ,
amb K,, = —————— Per arribar a aquest resultat hem aplicat que el nucli de Dirichlet és

n+1
parell 2m-periodic i les segiients propietats de la convolucio:
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Proposicié 1.5.6. Siguin f,g € LP(T),{g;}; C LP(T). Aleshores, la convolucid és distributiva
respecte la suma. Si f,qg 2w-periodiques, aleshores la convolucio és commutativa.

Demostracio:
Veiem, per comencar, la commutativitat:

(f * 9)a / f( —t)g

/f 9(x - u)du
/f g(w - u)du

().

Notem que a I’hora de fer el canvi no hem mogut els limits d’integracié. Aixo és degut a que
en ser f i g periodiques de periode 2, h(t) := f(t)g(x — t) també ho és i per tant la integral
pren els mateixos valors en tot interval d’aquesta longitud. Comprovem ara la distributivitat

respecte de la suma:

SO((F g Z/ Fx — gy (t)dt

J

Definicié 1.5.7. (Nucli de Fejér) Anomenem nucli de Fejér n-éssim a

K, (t) = ! > Dy(t).

n—i—ljzo

1 (sin (n+ 1)t/2)2'

Proposicié 1.5.8. K,(t) = S+ 1) Sint/2

Demostracio:
Sabem que
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Isin(j+1/2)t
2 sint/2

sin (j + 1/2)t
ZD Z sint/2

D’altra banda, aplicant D;(t) = , tenim que

_ j+1/2)
B 251nt/2 <Ze ’ )

i(n+1
R PN (P i
2sint/2 1 —ett

—i(n+1)t/2 _ ei(n+1)t/2 )

_ 1 S (ei(n-i—l)t/Q €

2sint/2 e~it/2 — eit/2
_ 1 [ gitn 12 sin (n 4 1)t/2
2sint/2 sint/2
_ sin (n + )t/Q\s(e’ n+1)t/2)
2(sint/2)?
1 (sin(n+1)t/2)
2 sint/2 ’
i el resultat queda provat. 0

Amb totes aquestes dades, més les ja sabudes del nucli de Dirichlet, sén simples de veure

les segiients propietats:

Proposicié 1.5.9. Es compleix, per tot n:

e K, > 0. Trivialment, per ser K,, producte d'un nombre positiu i un quadrat.

e K, parell. Es veu directament de que D,, parell per tot n.

o K,(t) = % > (1 - nL—i—’l) Gt

ljl<n

o—/ K,( /K t)dt = 1. Clarapartlrde—/ Di( =1
1/7TK(t)dt— ! /WiD(t)dt
) T i+ m J =
7=0
1l K1

1 - 1
— (n+1)j21: (n+1)(n+1):1.
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1
o K,(t) < nt . Directe emprant que per tot j D;(t) < 7+ 1/2.
K,(t) < ~ g licant la desigualtat dao — < T
o K,(t) < ——————. Es veu aplicant la desigualtat coneguda — < —
2(n + 1)2 P 8 S osint/2 = 2]

1 sin (n + 1)t/2\ >
K"<t)_2(n+1)( sint/2 )

1 I
<
~ 2(n+1) \sint/2
2 I
- n+1\2sint/2

- 2 T 2_ 2
“n+1\20t])  2n+ 1)

v oh) == [ a0+ fo— ) 0

0
Es equivalent a veure

e A

Pero sabem:

- / et K0 = / RO

T™J—x
u=x+t K,, parell

%/ﬁ ) En(x — u)du = 2f * Ko(z) = 0ulf. ),
i també, emprant tecniques usades anteriorment:
%/W F(& — OKn(t)dt = 2K, % f(z) = 0ulf. ).
Aleshores, és clar que

%/W f(x—'—t)_;_f(x_t)Kn(t)dt:20-n(fvm)

= 0,(f,x), 1 el resultat queda vist.

0

Teorema 1.5.10. (de Fejér) Sigui f € LY(T), f ~ Z c;e'. Si existeizen els limits laterals
lil<n
d’f en un punt x, aleshores

cheijx _ f(.fC—FO)—;—f(iE—O) (O,l)

A més, si f és continua en I C T, aleshores la convergencia és uniforme en I.
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Demostracio:

ufi) — fa) = 2 [ TEEIEZD 6 i fa)
%/Oﬂ (f(i(]—i—t)—{—f(:[‘—t) —f(x)) Kn<t>dt

_ %/Oh (f(a: +1) —5 fla—t) f(x)> K, (t)dt
N % /h (f(x“);f(:h t) f(l,)) K, (D),

per qualsevol h € (0, 7) que escollim.

D’altra banda, de queé f(z) = f(z+0)+ f(z —0)

2
forma que

‘f(x+t)+f(iv—t)

, sabem que per tot ¢ > 0 tenim un J de

- f()

5 <e,

si [t| <. Aixi doncs, si prenem h := 0, aleshores

2 ™
L < g—/ Ko(t)dt — e.
™ Jo
Tot es redueix doncs a 'acotacié d’fy. Definim la funcid

M, (0) := max K,(t).

o<t<m

De les acotacions de K,, donades a la Proposici6 (1.5.9), tenim, per tot 6 > 0, que en I'interval

(6, 7),
™ n—o00

K, < ——= .
() < 2(n+1)62 -0

Amb aix0, arribem a
RS M) [ 1@+ 0]+ 1 = 0] + 21 dt = of0).

per ser f € L'(T) (i per tant tenir norma L' acotada). Aix0 conclou la convergencia en un
punt. La convergencia uniforme en cas de continuitat d’f en un interval I C T ve donada pel
fet que en aquest cas la darrera expressié obtinguda esta uniformement acotada en I. 0]

Corol-lari 1.5.11. Sigui f € L(T), de manera que existeizin m, M tal que m < f(z) < M en
un interval (a,b) C T. Aleshores, per tot § > 0 ezisteiz un ng(6) de forma que per tot n > ng(0)
es té

m—06 <o,(f,z) <M+, pertotx € [a+0, b— 4.
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Demostracio:
En tot Uinterval (a, b) l'acotacié d’f ens permet aplicar el Teorema de Fejér (doncs si per
tot x € (a, b) |f(x)] < M en particular existeixen els limits laterals per qualsevol punt de
I'interval). Aix{ doncs, Vz € (a, b),

flx+e)+ flx—¢)
2

limo,(f,x) = , amb £ ~ 0,

és a dir, que fixat un § > 0, tenim un ng tal que, Vn > ny,

flate)+f@—2e) _
2 — )

—0 < Un(f? .T) -
cosa que, tenint present les acotacions d’f en l'interval (a, b), es tradueix en
m—90 <o,(f,r) < M+0.

Finalment, cal x € (a +¢, b — ¢) per a que les acotacions siguin aplicables. En particular,
~ ¢ < §, amb la qual cosa el resultat és valid en I'interval [a + d, b — J]. O

Corol-lari 1.5.12. (Teorema de Weierstrass) Sigui f € C(T). Aleshores, per qualsevol € > 0
fixat, existeix un polinomi trigonométric p tal que

|f(z) —p(x)] < e.

Demostracio:
Fixats ¢ > 0, z € T, pel Teorema de Fejér (que podem aplicar per ser f continua en T), podem
prendre n prou gran per tal de que

flx+0)+ f(x—0)

Un(fvm)_ 9 Se

en T. Només cal notar que si f continua en x,

lim f(y) = f(z),

y—zt
1 que per tant

Aix0 prova que o, (f,z) és el polinomi trigonometric cercat, i conclou el teorema. U

Corol-lari 1.5.13. Sigui f € LP(T), 1 < p < co. Aleshores,

,{igg)%/ﬂlf(Hh)—f(t)lp dt =0,

és a dir, f és continua en norma LP.
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Demostracio:
Sabem C(T) = LP(T) per 1 < p < oo. Aixi doncs, és equivalent provar el resultat per funcions
d’LP(T) que per funcions continues en T. Si f és continua, perd, a l'estar definida sobre un
compacte (T) esta acotada (i per tant dominada per la funcié constant igual a la seva cota),

de manera que podem aplicar el Teorema de Convergencia Dominada a LP a la funcié

F(t) = f(t+h) - F(2),

que trivialment tendeix a 0 amb h. Aleshores,

™

lim [ |f(t+h)— f()] dt

h—0 -
_ : _ ST
= [t n - sopd—o
T.Conv.Dom.
la qual cosa prova el teorema. 0

Teorema 1.5.14. Sigui f € LP(T), amb 1 < p < co. Aleshores,

lim [7,(f) ~ /1, = 0.

Demostracio:
Definim

F= (5 [ Ife+0) - foP do) )

o
Pel corol-lari anterior, sabem 111% F(t) =0, és a dir, F' continua amb norma LP, i, per tant,

aplicant el Teorema de Fejér,
lim o, (F,0) = 0.

n—oo

Aleshores, tenint present que

1 [ 1 [
2f x K, () = ;/_W flz —t)K,(t)dt ,_t\:"’ H;/_W flz+ u)K,(u) du,

tenim:

ST, Kn(t)dt=1

Aplicant la desigualtat de Minkowski, segons la qual

|/ seoa < [Cieona
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tenim:

lon(fz) = f)ll, =

= R O ALY

™ —T

p

<o [ e+ - @, Karar

™

_1 /W F(t) K (t) dt = 0,(F,0) ™ 0.

—T

0

Corol-lari 1.5.15. (Teorema d’Unicitat) Sigui f € LP(T), 1 < p < oo, f = cheijt.
J
Aleshores, c; = 0 per tot j implica f =0 g.p.t.
Demostracio:

on(f,z) = 0 per tot x, n. Pero, pel teorema anterior,

i () = £, = .

D’aqui, trivialment tenim que
1£1l, = 0,

cosa que es tradueix en que f sigui igual a 0 g.p.t. O

El Teorema d’Unicitat ens déna un lligam entre els espais L'(T) i ¢y (recordem que ¢y =

{(n)nen tals que z; EX 0}).

Proposicié 1.5.16. L’aplicacio

—

() :LN(T) — co
f— AN}y

és injectiva.

Demostracio:

—

Per comengar, observem que (-) esta ben definida, doncs, pel Teorema de Riemann-Lebesgue,

—

Vf € LYT), ¢;j(f) % 0. Veiem doncs que ker (-) = 0:

~

f=0eV9, 6()=0 = f

Teorema d’Unicitat

0.

O

—

Observacié 1.5.17. Clarament, (-) injectiva implica el Teorema d’Unicitat, de manera que

ambdues condicions son equivalents.
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Exemple 1.5.18. Representacio grafica del nucli de Fejér per a diferents n’s:

Figura 1.13: Kjo(t)
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y
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Figura 1.14: Kxo(t)

1.6 Caracteritzacio de series de Fourier de funcions di-

Verses.

Intentarem trobar criteris per identificar les series trigonometriques que corresponguin a les
series de Fourier de funcions de diferents tipus (C(T), L?(T),...).

1.6.1 El cas d’L*(T).

Aquest és un cas especial degut a que el sistema trigonometric és ortonormal en L?(T), fet que
ens permet concloure amb no massa dificultat que tota serie de Fourier d'una funcié d’aquest
espai hi convergeix en aquesta norma. Per a una informacié més extesa, pot consultar-se [1]
Per comencar, ens caldra comentar breument algunes definicions basiques.

Definicié 1.6.1. (Aplicacio lineal, semilineal) Siguin E, F C K(:= R o C) espais vectorials.
Una aplicacio
u: F— E,

és lineal si satisfa:

(i) Per tot z, y € E, uw(x +y) = u(x) + u(y).
(ii) Per tot h € C, u(hz) = hu(x).

Si w verifica (i) i enlloc de (ii) compleix:

(ii’) Per tot h € C, u(hx) = hu(z),
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diem que u és semilineal.

Definicié 1.6.2. (Producte escalar) Sigui E un espai vactorial. Un producte escalar en E és

una aplicacio
(e ExE—K

tal que:
(1) Per tot x € E,

(,2)p:E—K
y— (y,7)e
és lineal, 1
(x,)g:E—K
y— (z,9)p

és semilineal.
(ii) Per tot x, y € E, (x,y)p = (y,2)E.
(111) Per tot x € E, (z,x)g > 01 és 0 si i només si x = 0.

Definicié 1.6.3. (Norma induida per un producte escalar) Donats un espai vectorial E i un
producte escalar (-,-)g en E, aquest indueix una norma en l'espai:

1/2
2]l = (a, )%

(Es comprova trivialment que |||, aizi definida és norma en E).

Definicié 1.6.4. (Espai vectorial complet) Donat E espai vectorial, ||-||, norma en E, diem
que E és complet si tota successid de Cauchy d’elements d’E convergeix en E (en la norma
donada).

Observacié 1.6.5. Cal no confondre la completesa d’un espai vectorial acabada de definir amb
la completesa d’un sistema {e;}ic; dins un espai, concepte tractat al primer capitol (Teorema
de Lebesque (1.1.9)).

Definicié 1.6.6. (Espai de Hilbert) Un espai de Hilbert és un espai vectorial complet H amb
un producte escalar (-,-)g. El parell es nota (H, (-, )y).

Definicié 1.6.7. (Producte escalar a L*(T)) Definim el producte escalar entre dues funcions
f, g d’L*(T) com

(f,9)2:= % /7T f(t)g(t) dt.

Les propietats de producte escalar es verifiguen clarament.
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Observacié 1.6.8. (L*(T), (+,)2) és un espai de Hilbert.

Observacié 1.6.9. Notem que la norma generada per (-,-)y en L*(T) és la usual. Donada

fe L*(T),

™

I£15 = (f, F)2 = % /_w F)f(t)dt = % |F ()] dt.

Proposicié 1.6.10. El sistema trigonométric {e*}rez és ortonormal en (L*(T), (-,)2).

Demostracio:

Per comencar, veiem que per tot j,k € Z, k # j, (e** e7)y = 0:

o 1 1
(e™* '), / eMeiit dqt = 2—/ et dt
T

B % —T —T
1 T .

=5- eF=Dtdt £ 0 < k = j, com s’ha vist en altres ocasions.
a —T

Amb aix0 tenim que el sistema és ortogonal. Resta doncs veure que els seus elements tenen

norma 1. Aixi doncs, fixat un k € Z,

HezkHz _ (eik,eik)g _ %/_: okt =ikt gy _ %/ﬂ 1dt =1.

™ —T

Vista aquesta darrera condicio, concloem la ortonormalitat del sistema. U

Observacié 1.6.11. Pel Teorema de Lebesgque (1.1.9) sabem que el sistema trigonométric és

complet en L*(T), de manera que en L*(T), {e*}rez és un sistema ortonormal complet.

Proposicié 1.6.12. (Teorema de Pitagores) Siguin w1, ..., x, € H espai de Hilbert ortogonals
2 a 2. Aleshores,

2 2 2
[zl + o ally = e+ o+ 2l

Demostracio:

||:v1—|—..—|—:17n||12q:(:vl—i—...+xn,x1+...—|—xn)H = (x1,20) g + o + (Tn, T H

{z;} ortogonals

2 2
= [zl + -+ Nzl -
0

Definicié 1.6.13. (Projeccio optima) A C M espai métric, v € M. Diem que y € A és
projeccid optima d’r en A si d(x, A) = d(x,y). D’ezistir, notem y = Pa(x).

Teorema 1.6.14. (de la Projeccid) Sigui C' subespai convex tancat d’H Hilbert. Aleshores, per
tot v € H, ' Po(z) € C tal que ||x — Po(z)||; = d(C, x).
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Demostracio:
La unicitat se’'n deriva de la convexitat de C":

Siguin y, z € C tal que ||y —z||; = ||z — x|z = d(z,C). Aleshores, si considerem el punt

yt+z
a:=

(que sabem que pertany a C' per convexitat), tenim

1 1
|z — aHH = 5 v —y+2— Z“H < 5(”37 - ?JHH + |z — ZHH) =d(z,C).

L’inica opci6 possible és que ||z — al|; = d(x,C), doncs en altre cas y i z no serien projeccié
optima. Notem, pero, que el segment que uneix x amb a és perpendicular al que uneix y amb
z, de manera que aplicant el Teorema de Pitagores per a triangles rectangles, tenim:

d(y,z)* = d(y,a)* + d(a, z)*.
Sabem, pero, que d(y,z) = d(a,z), de manera que l'anterior igualtat es redueix a
d(y,a) =0,

cosa que porta a d(y,z) =0, i per tant a y = z.

Vista la unicitat, resta comprovar I’existencia:

Sigui d = d(z,C). El que per tot ¢ > 0 tinguem un y € C tal que d(y,z) < d + ¢ fa
que podem construir una successié {y,}neny C C de forma que limd(y,,z) = d. Es obvi que
aquesta successié és de Cauchy (doncs fixat un e, tindrem un ;Llo tal que per tot 7 > ny,
d < d(yj,z) < d+¢, cosa que deriva, per la desigualtat triangular de les distancies, en que per
tot j, ¢ > ng, d(yi,y;) < ¢). El fet que H sigui Hilbert fa que la successié convergeixi a un punt
y, que complira d(x,y) = d. Com la successi6 d'y,’s és de C, i C és tancat, tenim que y € C' i
Pe(x) =y, amb la qual cosa l'existencia queda vista.

Aix0 acaba el teorema. O

Definicié 1.6.15. (Ortogonal a un espai) Donat un espai vectorial F' contingut en H Hilbert,
definim l’ortogonal d’F com:

FT:={z € H tal que (v,y)g = 0 per tot y € F}.

Teorema 1.6.16. Si F' és un subespai vectorial tancat d’un espai de Hilbert H aleshores H =
F@FT. Pertotx € H, v = Pr(z) + Ppr(z).

Demostracio:
Fem y = Pr(x) € F. Per comengar, veiem que z := z — y pertany a F': suposem el contrari,
és a dir, suposem tenir s € F', tal que (s,2)y # 0. Aleshores, per ser z = x —y = = + Pr(y),
——

=Pr(z)
es té que

PZ=Pr
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cosa que implica P (z) = (s, 2z)g = 0, que és contradiccié provinent de suposar z ¢ 7.
Només resta raonar que z = Ppr(z). Aix0 és clar a partir de Pitagores (que podem aplicar
perque, per definicié, F'i FT ortogonals), doncs, si prenem un u € F'7 qualsevol, tenim:

2 2 2 2 2
le —ully =llz—2+2-uly = o=zl +lz—uly =z =2y
Pitagores
Amb aix0 ja tenim z = y + z, amb y = Pr(z) i 2 = Ppr(x), cosa que conclou el teorema. [

Corol-lari 1.6.17. Donat un espai Hilbert H, i F' un subespai tancat d’H, aleshores, per tot
x € H, [|Pp(@)]ly < |zl

Demostracio:
Pel teorema anterior, prenent F' € H tancat, tenim que x = Pp(z) + Ppr(x). D’aqui,

21z = 11Pr(2) + Per (@)l = I1Pr(@) 5 + | Per (@)l

Pitagores
cosa que ens dona que, || Pp(z)||7 < [|z[| i clou el corol lari. O

Proposicié 1.6.18. (Desigualtat de Bessel) Si {e;}icr és sistema ortonormal d’un espai de
Hilbert H, ©+ x € H, aleshores
2
> M ednl® < Nl

icl
Demostracio:
Si definim F' € H fent

F=({ejlien)
amb J finit, és clar que ||Pp(z)||3, < ||lz||5,. D’altra banda, el Teorema de Pitagores, que podem

aplicar per ser el sistema ortogonal, ens diu que ||Pp(z)|% Z| (z,e;)u|?, de manera que

JjeJ
tenim
D @ e)ul® < el
jeJ
En ser cert per tot J finit podem prendre suprems i concloure el resultat desitjat. [l

Teorema 1.6.19. (Fisher-Riesz) Sigui {e; | i € I} un sistema ortonormal en un espai de
Hilbert H. Aleshores, son equivalents:

(1) El sistema és complet.
(ii) Per tot v € H,

r = lims,(z) = Z(x, €i)He;i.
" iel
(111) (Identitat de Parsaval) Per tot x € H,

2l = Z\ ,€i)n
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Demostracio:
(1) = (i) :
Sigui z := lims,(x) = Z (x,e;)y e;, aleshores, notem que, en particular, per tot i, ¢;(z) =
n W—/

L =)

¢i(x), de manera que si definim la funcié
h:=x—z,
tenim, per tot i, ¢;(h) = 0, cosa que, per ser el sistema complet, es tradueix en que h = 0, de
manera que z = z 1 (ii) queda vist.
Per continuitat de la norma, tenim
z = limsn(z) = |z|% = Hlims @:)HQ = |lz|% = lim ||sn ()]
o on H o on " H . n H>
pero, de la desigualtat de Bessel, aplicable per ser el sistema ortogonal:

Z(a:, e;)

J

2

> Slweilaly = Sle)p

H Bessel J base ortonormal J

. 2
ln [, () [ =

Com sempre tenim (desigualtat triangular)

‘E T, ;)
J

la identitat de Parsaval queda provada.

<Z|$€z ,

(1ii) = (7) :
Cal veure que el sistema és complet, és a dir, que si tenim un z € H de forma que per tot ¢ € I

(x,e;)g = 0, aleshores x = 0. Veurem que la norma d’z és 0:

27 = ZI (7, ;)|

zEI

Aix0 obviament implica z = 0 i déna la completesa del sistema. U

Podem aplicar aquest teorema a L?(T), cosa que ens déna de manera immediata la convergencia
en la norma L? de tota serie de Fourier d’una funcié d’L*(T) a dita funcié, a més d’un altre
resultat que no per no ser el cercat deixa de tenir importancia:

Teorema 1.6.20. (d’Inversié de Fourier) Sigui f € L*(T), aleshores,

(i) hm/ |f(t) — sn(f,t)|>dt = 0.
(ii) %/_ ()2 dt = Z e (f

k=—00
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Per acabar, aquest resultat ens permet veure 'existencia d’un isomorfisme isometric entre

L*(T) i £* a través de series de Fourier.

Corol-lari 1.6.21. FEuxisteix un isomorfisme isomeétric

F: L2(T) — (2
Demostracio:
Definim l'isomorfisme:
F:L*(T) — ¢*
= H{ei(f) hizo-

F: 2 — (1)
{cibizo = fo =D e
i

Sabem que F~! esta ben definit degut que tota serie {¢;}; C ¢* expressada en forma Z cjeijt

j
convergeix a una funci6 f € L*(T), en virtut del Teorema d’Inversié de Fourier. Amb aixd

ja concloem que F és un isomorfisme. La identitat de Parsaval ens déna directament que és
isometric. 0

1.6.2 Cas general.

En aquest apartat intentarem donar criteris per a veure quan una serie de Fourier d’una funcié

f continua o d’un espai LP(T), amb p # 2, convergeix en la norma corresponent a aquesta.

Teorema 1.6.22. (Criteri de classificacid de séries de Fourier de funcions continues). Si

sp(t) = Z ;e

lil<n

on(t) = Z (1 — n‘f 1) ¢;eilt

lil<n

considerem

les seves mitjes de Cesaro, aleshores {s,}, son les séries de Fourier d’una funcié f € C(T) <

{on(t)}n convergeiz uniformement en T.

Demostracio:
=
Pel Teorema de Féjer, (amb 'interval de continuitat tot T) tenim la convergencia uniforme de

les 0,,’s.
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<~
Sigui f € C(T) limit uniforme de les o,,’s. Aleshores, fixat un j, tenim:

1 /[ » kN
N 1t ijt
o | on(t)e 7" dt = E / < - 1) e hdt

|I€|<n

|| /7r (ki
- Sy I k=0t g
ZC’“%( ntl ,

n _/_/

=1solsik=j,sinoés0

=c;|1— 7] — ¢;, quan n — oo.
J n+1 7

La convergencia uniforme de la successié de les 0, cap a f ens déna la convergencia integral,

de manera que tenim

17 T )
e on(t)e 7t dt = %/_ﬂ f(t)e " dt.

1 s

oy on(t)e 7t dt 5 ¢,

1 .
cosa que ens diu que o / f(t)e ™ dt = ¢; i que per tant {s,}, sén les series de Fourier de
TJ_

la funcié f. Amb aixo el resultat queda provat. O

Per a les funcions LP(T), ens cal la segiient observacié:

Observacio 1.6.23. Amb les notacions anteriors,

loulfoz)ll, = 1 % 26,z H [ 1o, |

f( (2 — u) du

~—

* commuta

1
< 2 WL, d

Desigualtat de Minkowski

1
<5 ||f|| du = |[fl,

™
p

degut a que
11 1
1Kol < 1Kl < 5= [ Kultydt =5,

és a dir, que la successid {0,(f)}n esta acotada en LP(T) per | fl],-
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Teorema 1.6.24. Sigui {f,}n C LP(T), amb 1 <p < oo de forma que, per tot n, || fall, < M.
Aleshores, existeir una successié {ny}x @ una funcié f € LP(T), [|f||, < M tal que si

™

iim o= [ fugtde= - [ re)gte)a

1 1
per tot g € LY(T), on —+ — =1 (es fa ¢ =1 quan p = 00), aleshores, f,, — f en LP(T).
p q

Demostracio:
Farem la prova en 3 passos:

(i) Existeix una successié {ny} tal que per tot polinomi trigonometric g,

1 s
3= lim —/ o (Bg(8) dt, 1] < oo

k—oo 27T

Veiem-ho:

Considerem {g; };>1 polinomis trigonometrics. Definim:

1 ™
Cnm = . /7r () gm(t) dt.

Aleshores,

= GO

[ fnll, Ngmlly, < M llgmll,

|Cnm | =
<

N~~~

Holder

per tot n, m. Com, per tot m, g,, acotat per ser polinomi trigonometric, en particular totes
les ¢, estan acotades. Comencem ara un procés iteratiu:
Considerem la successié {c,, 1}, acotada per M ||g1|| en B(0, M ||g1|| ) compacte. Podem doncs
nd oo p all, , M ||g1|,) comp
trobar una subsuccessié {my}r C {nx}x tal que Ellillﬂrn Crmg 1-
Per m = 2, repetim l'argument per la successié {c,,, 2}, amb la qual cosa obtenim una segona
successio en la que tenen limit tant c.; com c. .
Iterant aquest procés, podem aconseguir una parcial {s}; de la successié original d’n’s de man-
)
era que Jlim{cs,, tsm per tot valor m fixat, amb la qual cosa el resultat és cert.
S

(ii) Si considerem {ny}j la successié final obtinguda a (i), i definim

L(g) = liini B far(t)g(t) dt,

aleshores L és lineal acotada en els polinomis trigonometrics que pot extendres a L(T). També,

IL(R)l, < M[R]l,, Vh e L(T).
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Veiem-ho:
La linealitat d’L és clara:

L(g1 + 592) = lilgn % /_7‘ T @)g1(t) + 8 fn,, (t)ga(t) dt
= L(g1) + sL(g2)-

També ho és ’acotacio:

|L(g)| =

Ara aplicarem que els polinomis trigonometrics sén densos en L4(T) (vist a 1.1.19). Aleshores,

lime,, ;
10 Cryj

< M llgll, -

donada una funcié h € L4(T) qualsevol, tenim una successié de polinomis trigonometrics { gy }«,
tal que
lim [[h — gal, =0,
n

de forma creixent (i.e. sup [|gn|l, < ||Al[,)-
n

En particular, a partir de lim ||h — gn||q = 0 és clar que {gx}x és de Cauchy, i, per tant, en ser
n
L9(T) Banach, convergent.

Aixi doncs, podem definir
L(h) = lim L(ge).

funcié extensié ben definida en L9(T). Només resta veure'n I’acotacié, que és trivial:

|L(h)| < Timsup [L(h) — L(gn)| + limsup [L(gn)| < M [|gnll, < M [|A]], -

(iii) (Teorema de representacié de Riesz) Cada operador lineal acotat en L4(T) de (ii) pot
expressar-se com

L) = = / ") f(0) dr,

2 ) .

L(h
on f € L(T) i |, = sup <‘||£||)‘) <M.
q
Veiem-ho:
Comencem per les funcions de tipus x(—=4 (funcions caracteristiques en l'interval (—m,z]):
Definim F(x) := L(X(—r4). Veiem que F és continua, és a dir, que donada una successié

d’intervals {,;}; C T, per tot ¢ fixat, existeix un ¢ tal que si
Z |1;] < 6, aleshores Z |F(b;) — F(a;)| <e.
J J

Counsiderem la funcio

o(t) = 3 sign(F(by) — Fla), ().
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Aleshores, d’'una banda,

1 T .
lpllg = %/ > lsign(F(b;) - Fa;)) X7, dt
s

=1
= Z ’Ij|7
J
i, de I'altra, per la linealitat d’L,
L(¢) = Y sign(F(b;) — F(a;))L(x1,)

L lineal J

= Zsign(L(ij))L(le) = Zj|L(XIj)|

=Z|F(bj)—F(aj)|-

Amb aquestes dades, només resta aplicar ’acotacié d’L per a trobar un ¢ adient:
1/q
Y () = Flay)| = L(¢) < M |l¢]], < (MZ \1j|> :
J J

€\¢? . . .
de manera que agafant § = <M> en tenim prou, i per tant la continuitat d’F’ queda provada.
Tenim

L(X(ra)) = — / Nna (O£ (2) d,

2 ) .
ben definida per tota funcié caracteristica en un interval, de manera que podem extendre L a
una funcié del tipus de ¢ (per ser ¢ combinacié lineal de funcions caracteristiques). Amb analeg
raonament, si considerem un polinomi trigonometric real h, sabem que hi ha una successié {¢, },
del tipus de ¢ que hi convergeixen g.p.t., de manera que

L(h) = = /Wh(t)f(t)dt:%/jligngbn(t)f(t)dt

21 Jpi

= o im [ RECHOL

convergencia dominada per || L||

= lim L(¢y,),

amb la qual cosa tenim que L esta ben definida pels polinomis trigonometrics reals, cosa que ens
porta directament a la mateixa conclusié per polinomis trigonometrics complexos (expressables
com a suma de dos reals). El fet que els polinomis trigonometrics sén densos en LP(T) ens déna
el resultat per a funcions d’aquest espai.

Només resta 'acotacié d’f, per la desigualtat de Holder. O

Aquest resultat ens dona de forma gairebé directe una condicié necessaria i suficient per a

que una serie trigonometrica sigui serie de Fourier d'una funcié f € LP(T):
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Teorema 1.6.25. Una condicio necessaria i suficient per a qué una serie trigonomeétrica
E c;e’" sigui série de Fourier d’una funcié f € LP(T), 1 < p < oo, és que les seves mit-
J

ges de Cesaro estiguin acotades en LP. Aleshores, si|lo, |, <k, | f]l, <k.

Demostracio:
Considerem la successi6é {o,}, de mitjanes de Cesaro de la serie donada. En ser, per tot j,
e Wt € LP(T), podem aplicar la proposicié anterior per dir que existeix una successié {ny}x

d’index amb liin ng =00 i f € LP(T) de manera que

. ]- T —ij ]_ i i
11’?1%/_7ranke ﬁdt:%/_wf(t)e It dt.

hm—/ O € —zst dt = hm Z / ( o nk’j—i’_ 1) ¢ ez]t —ist dt

|71 <ng

1 ™
=lim—|(1-— il cs/ dt
k 27 nk+1 —x

(i Y e

1 i - 1 i .
¢ =5 ft)e ™ dt = lilgn By / ot dt,

Pero:

Aixi doncs, tenim que per tot 7,

™

de manera que la nostra serie original g c;e”" és la serie de Fourier de la funcié f. L’acotacié
J
d’f ve donada pel fet que la successié de o’s, que hi convergeix feblement, estigui uniformement

acotada per un valor k. 0

1.7 El Fenomen de Gibbs.

A Testudiar exemples de series de Fourier de funcions discontinues hem observat que sembla
que en els punts de discontinuitat 1’aproximacié no és bona per molt que augmentem I'index
de la serie pertinent. Aixo0 és el que es coneix com a Fenomen de Gibbs, que en aquesta seccid
estudiarem amb cert detall. Pot trobar-se informacié addicional a [11]

1.7.1 La funcid ¢.

Per a 'estudi que ens proposem, ens sera molt 1til familiaritzar-nos amb la funcio6
T—x
o(z) = 5 0 <z <2m.

Per comencar, calculem-ne la seva serie de Fourier:
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e Calcul de cx(¢), amb k # 0.
"m—=x ; ™ .
2re (@) = / Te_”” dr = B /7r e~ dy

o .
1 [™ . 1| [—xe =" 1 (™ _,
Q/ﬁxe T 5 l 0 }_W—i_ik/ﬂe T

=0
,1, si k parell.
)
T
——,si k .
ik:’SI senar
e Calcul de co(¢).
2

Aixi doncs,
A 1 .. B in 7t
s(@t)= Y (“1ig=e = Y (- = N =l
1<|j|<n v 1<<j<n 1<g<n J
per tot n.
. (2 [*
Proposicié 1.7.1. Per tot n, s,(¢,t) = 5 (— D, (t) dt) —=
T Jo
:o?nr(x)

Demostracio:
Per comencar, notem el segiient resultat relatiu al nucli de Dirichlet:

1 n
Observaci6 1.7.2. Fizat n, D,(z) = 5+ Z cos jt.
=0

Aquest fet és clar a partir de la definicié:

1 o 11 . IV .
Dn(t) = 5 Z et — 5 + 5 Z et | et — 5 + Z cos jt.
ljl<n 1<j<n 1<j<n

1<j<n

x t x
<§+ > Cosjt) dt:ng > /0 cos jt dt

67
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O
Afinarem aquest resultat segons el que ens convé.

Definicié 1.7.3. (v,) Notem, fizat n,

2 [*sinnt
vn(:v)z—/ dt, 0 <z <m,
T Jo t
Proposicié 1.7.4. lim |la,, — 7,/ = 0.

Demostracio:

Com sabem (Observaci6 (1.2.9)) que lim [joy, — 3,]|,, =0, el resultat que cerquem quedara
vist si veiem que lim [|3, — .|, = 0.

Aixi doncs, com tenim

2 [* (sinnt sin nt 2 [ 1 1
W) = Bulz) = = - dt =2 [ sinnt(-————) at
() = () 7T/0 ( t 2tant/2) 7T/0 ST (t 2tant/2)
2 [* 1 1 2 [T
——/ sin nt (———cotgt/Q) dt——/ w,(t) sinnt dt,
T Jo t 2 T Jo

on
L1 tgt/2, 810 <t <
— — —Co , s1 x.
w(ty=4¢t 2°°
0,sixz <t.

Es té que w, és de variacié acotada en (0, 7). Resta considerar el segiient lema:

Lema 1.7.5. Sigui f € VA[—n,x|. Aleshores, existeiz un ¢ > 0 tal que

<V (f)

¢ ()] < i

J

per tot j # 0.

Demostracio:
Aplicant la definicié:

o == <t>e-“tdt:i([—f<t>e“t]i;i L),

o) 2 ij ij J .

i, prenent valor absolut, es té que

1

™ V
e () < oo 1f(w):;va(—7r)j+/_7r!df| <o

=V
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O
Aplicant aquest resultat, (considerant 'extensié pertinent d’w,) tenim, doncs, que
cV(wg) n—ee
|V () — Bu(z)] < Tx — 0, uniformement en x.
wy € VA[—7, 7]
O

Observacié 1.7.6. Gracies a aquesta proposicio, podem dir que, de fet,

ul,2) + 5 = Z(2) + 0(1),

uniformement tant en x com en n. Podem doncs considerar sempre que

" sint

sn(qb,x):/o Tdt+Rn(x),

(canvi de variable a v), amb |R,(x)| < € a partir d’un ny(e) pertinent, per tot x < e (aizxod

darrer ve de qué cal també considerar 'expressio x/2).

G(z) = / SlTnt dt,
0

Amb aixo, si considerem

tenim que

[sal0,7/m) = G(m)| = |Ra (T)] <2,

a partir d'un cert no(e), o, el que és el mateix, que
sp(d, m/n) "= G(r).

Vist aquest fet, estudiarem el comportament de la funcié G.

Notem, d’una banda, que
sin x
G/(ZE) - )

T

que és 0 si i només si x = km, per algun k£ enter. D’altra banda, també sabem que

(k+1)7‘(’ : t
/ sin gt
km t

¢és decreixent en k. Tot aixo ens permet concloure que la funcié G assoleix maxims Ms;;1 en

, (veure [6] per a detalls)

(27 + 1) per tot j, amb M; > Mj, si j; < ja, 1 minims mo; en 2j7 per tot j, amb mj < my,
si 71 < j2. En particular, tenim que

g = lim G(z) < G(r) = 1.8519.

r—00
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20

Figura 1.15: G(z), 0 <z < 20.

Aixi doncs, malgrat que per tota x entre 0 i 7
s, 2) "= (),

(doncs en aquest domini la funcié ¢ és €), i tenint present que s,(¢,0) = 0 per tot n, podem

deduir que les series s, (¢,t) es van condensant a l'interval [0, G(7)]. Sabent que ¢(0) = /2,

. < . . m
tenim que 'error de la serie de Fourier respecte ¢ en el 0 tendeix a W ~ 1.179.
T
Aix0 es el que es coneix com a Fenomen de Gibbs, i en aquest cas es déna analogament amb
els mateixos raonaments aproximant-nos per l’esquerra al punt z = 0.

Visualitzem aquest fet amb diverses grafiques de ¢ contra la seva serie de Fourier:

Figura 1.16: Funci6 ¢(x), —7 < x < 7.
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Figura 1.17: Superposicié ¢ amb s5(¢, ).

Figura 1.18: Superposicié ¢ amb s1(¢, t).

71



72 1.7 El Fenomen de Gibbs

Figura 1.19: Superposicié ¢ amb s5q(¢, t).

1.7.2 Definicio i caracteritzacidé del Fenomen de Gibbs.

El Fenomen de Gibbs s’acostuma a descriure de la segiient manera:
Sigui {f,}n tal que f,,(x) "= f(z) per x¢g < x < xo + h, i suposem que existeix f(z]). Si

limsup fo(z) > f(xg),

x%xar, n—00

o bé

liminf f,(z) < f(zg),
T—Ty, N—00

es diu que {f,}, presenta el Fenomen de Gibbs a la dreta d'zy. El Fenomen de Gibbs per

Iesquerra es defineix simetricament.

Teorema 1.7.7. Sigui f de variacio acotada sense discontinuitats evitables. Aleshores, la serie
de Fourier de la funcio f presenta el Fenomen de Gibbs en els seus punts de discontinuitat, i

enlloc més.

Demostracio: )
Suposem, per cada z, f(x) = E(f(x +0) + f(x —0)). Sigui y tal que f(y+0)+ f(y—0) =1 # 0.
Aleshores, la funcié

és continua en y, doncs

iy ) = i (1)~ U)o (510 - L 1029)

= lim
z—y 2
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que, per la hipotesi inicial, és igual a 0. Aix0 ens diu que la serie de Fourier de A hi convergeix
uniformement en y. D’aquest fet, pero, concloem que

(305 = Zsut6. =) = (1) = 2o =) | =0 por = prow proper a

amb la qual cosa tenim que, en z = y,

[ n—o00
Sn(f7 Z) - %Sn(gﬁ,z - y) - 07

degut a que
L fly+0)+fly—0)

“o(0)= 5 = , - 1)

D’aquest resultat es conclou que la serie de Fourier d’f presentara el Fenomen de Gibbs en el

punt z = y (per presentar-lo la de ¢, com sabem, en x = 0). La resta és directe tenint present

que si f és continua en un punt la seva serie de Fourier hi convergeix uniformement en aquest.

O

1.8 Series de Fourier en resolucié d’edp’s. Separacié de

variables.

1.8.1 Conceptes basics de la teoria d’equacions diferencials.

En aquesta seccié ens limitarem a definir superficialment alguns conceptes de la teoria d’edo,
que resultaran necessaris a 1’hora d’explicar el metode de resolucié d’edp per separacié de

variables. Per a més detall, és recomanable consultar [5].

Definicié 1.8.1. (Sistema d’equacions diferencials lineals homogénies) Siguin x funcié d’R™,
AeR” x R", xg,tg € R". Aleshores,

és un sistema lineal homogeni d’edo.

Definicié 1.8.2. (Sistema fonamental de solucions) Generador de les solucions d’una edo, que

formen un espai vectorial.

Definicié 1.8.3. (Matriu fonamental d’una edo) Matriu n x n tal que les seves columnes sén

solucions linealment independents de [’edo considerada.
Definicié 1.8.4. (Ezponencial d’una matriu) Donada una matriv A, definim

An
€A = Z W

n>0
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La importancia de ’exponencial d’una matriu per a la resolucié de sistemes lineals homogenis

d’edo queda reflectida en aquesta proposicié:

Proposicié 1.8.5. Donat un sistema linal homogeni d’edo de forma
' = Ax.
x(tg) = wo.

aleshores et

és matriu fonamental del sistema.

L’exponencial de matrius compleix les seglients propietats, que en faciliten el calcul:
Proposicié 1.8.6. Donades A, B, C matrius, es té:

o ' =1d,.

e Si AB = BC, aleshores e*B = BeC.

o Si AB = BA, aleshores eA1P = e4eB.

o ¢ és invertible amb inversa e” 4.
. Lo . 1 _
o Si C és invertible, aleshores e© 4¢ = C~1eAC.

aq ]dnl
agjan

o Si A= ' , aleshores

akfdnk
e ld,,
eld,,

e Id,,
Definicié 1.8.7. (FEquacié en derivades pracials) Donada una funcio
u:UCR"—R™
k wvegades diferenciable, una edp d’ordre k ve donada per una funcio
F:R™ x . xR™ xR™x U — R™,

fent
F(D*u, ..., Du,u,z) = 0.

A continuacié explicarem un metode per a la resolucié d’edp’s, 1til en algunes situacions,
conegut com a metode de separacié de variables.
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1.8.2 Separacié de variables.

Per a relacionar més fortament el metode de resoluci6 d’EDP’s que detallarem amb la teoria
de Fourier coneguda, pot consultar-se [4], mentres que per a un estudi exhaustiu de la teoria
d’EDP’s [3] també és interessant. En aquesta seccié ens limitarem al cas d’una edp d’ordre 2.

Donada una funcié
uw:U CR*—= R™,

i una edp amb condicions inicials
F(DFu, ..., Du,u,z) = 0.
u(a,t) = hy, u(b,t) = hg, t>0.
u(w,¢) = F(@), wle,c) = glx), 0<z <,

intentarem posar u com a producte de dues funcions
X, T:R—R™,
és a dir, intentarem trobar X, T tals que Vz, t € R,
u(z,t) = X(x)T'(t).
D’aquesta manera, aconseguim que per tot i, j,
0"

oxtot

cosa que, en cas que podem separar la condicié de la u inicial en dues d’independents per X i

(,t) = XD (@)TV(1),

T, ens en facilitara el seu estudi. En 'adequacié de les funcions X i T" a les condicions inicials

marcades intervindran fortament les series de Fourier.

Vista la idea general de la separacié de variables, donem-ne exemples concrets.

Exemple 1.8.8. Aplicacio del métode de separacio de variables per a la resolucid de edp:

(2, t) — uge(x,t) = 0, per tot x, t.
u(z,0) = f(x), w(x,0) = g(z), en x € (0,7).
u(0,t) =0, u(0,t) =0, u(m,t) =0, per tot t > 0.

Imposem la condici6 per tot x, t,
u(e,t) = X (@)T(1),
i tenim

Ut (T, 1) — Uz (2,1) =0 & X (2)T"(t) — X"(2)T(t) =0 & =
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De que aquesta condicio sigui certa per tot x i £ amb independencia I'un de 'altre fa que deduim
I'existencia d’una constant a € R de manera que
X(z) _ T(t)
X“(SE) - T”(t)

= a, per tot z, ¢,

0, equivalentment,
X"(z) = aX(x), per tot x.
T"(t) = aT(t), per tot t.
També observem que podem adaptar les condicions inicials de la nostra funcié v a X i 7"
u(0,t) = 0 per tot t > 0= X(0)7'(t) = 0 per tot t > 0= X(0) =0.
u(m,t) =0 per tot t > 0= X(m)T'(t) =0 per tot t > 0= X (7)) =0.

La resta de condicions les tindrem en compte a posteriori. Per ara, notem que tenim una

equacié diferencial ordinaria amb condicions inicials per a la funcié X:

X"(z) —aX(x) = 0.

Resolem-la: Definint X; := X, X, := X', tenim el sistema lineal homogeni:

-0

El resolem facilment obtenint I’exponencial de la matriu A:
Diagonalitzem A: el seu polinomi caracteristic és 22 — a = 0, de manera que els seus vaps sén
+/a. Es simple comprovar que (1,+/a)” i (1, —/a)T sén els seus corresponents veps. Com

-1 _
I U N B
va —va) 2|y - L
tenim que

1
Lol 1\ (va o 1ﬁ’
2\va —va)lo —va) |, _

Aleshores, una matriu fonamental del sistema a resoldre és

1
a 1 =
eAtzl 1 1 evet NG
2 \/E —\/5 0 67\/& 1 _1
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6¢jait + 6\/—Tu‘t 1 6\/—711'75 . eﬁit
2 v —ai 2
e\/faz‘t . e\/fait 6\/jait + 6\/Tait
2 2

_ cos (v/—at) \/1__a sin (v/—at)
—/—asin (v/—at) cos (v/—at)

Aixi doncs, les possibles solucions de 1’edo plantejada sén de forma

X (z) = beos (vV—at) + csin (v—at).

V—ai

Imposem les condicions inicials:
X0)=0=b=0= X(z) = csin(v/—at).

X(r)=0=sin(v—ar)=0=V—-a€Z=+-a=n, neZ
Amb aix0, tenim
X(z) = csinnx.
T'(t) = dcosnt + esinnt.

(T és de la mateixa forma que X, que acabem de resoldre. El fet de no imposar condicions
inicials fa que no podem determinar encara d i e)
Sabem que el producte de qualsevol funcié de la forma csinnz (amb ¢ # 0) per una altra del
tipus dcosnt 4+ esinnt (amb d # 0 o e # 0) verificara totes les condicions desitjades excepte
les que fan referencia a la funcié T' (és a dir, u(z,0) = f(x) i ws(x,0) = g(z)). En particular, si
definim

cn(t) := d,, cosnt + e, sinnt, d,, e, constants,

tenim que la funcio
oo

Z cn(t) sinnex,

n=0

també les complira. Ara imposem les restants condicions:

u(z,0) = f(x) P Zdn(t) sinnx = f(x).
Imposant-ho a T 1

u(z,0) = g(z) o Znen(t) sinnx = g(x).

Imposant-ho a 77 7
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Notem, pero, que f i g estan definides en (0, 7), de manera que podem extendre-les de manera
senar a l'interval (—m,7) (notarem a partir d’ara com f i g, de fet, a aquestes extensions).
Aleshores, el fet que

Z d,(t)sinnx = f(z)

equival a que

S ()™ = f(a),

de manera que podem dir que d,, = ¢,(f) per tot n, és a dir, que els d,, sén els coeficients de
Fourier de la funcié f, que és senar, i, per tant,

d, = i/ f(t)sinnt dt.
™ —T

De manera analoga, obtenim que
i [T _
en=— [ g(t)sinntdt,
nm

-7
i per tant concloem que la funcio
u(z,t) = Z [d,, cos nt + e, sinnt] sin nz,
n

amb els e,, d, especificats, és soluci6é de I'edp inicial. Cal, per acabar, veure quines condicions

han de complir f i g per a que la serie sigui de classe 2 tant per a x com per a t. Per a que

> 1ilPld;] < oc.
J
> 1iPle] < oo.

J

aixo succeeixi, cal que

En ser els d; coeficients de Fourier d’ f, sabem, per la Proposicié (1.3.7), que la primera condicié
es complira si f € C3(T). Analogament, la segona sera certa si

. 1
> 1iPlesl < 00, & Y iPlei(9)] < o0,
- - ||
&> illej(g)] < o0,
J

cosa que, altre cop per la Proposici6 (1.3.7), passara si g € C*(T).
Aix{ dones, si f € €3(T) i g € C%(T), tenim que una solucié explicita de 'edp plantejada és

u(z,t) = Z [d,, cos nt + e, sin nt] sin n.

n

Per enllestir aquest apartat, donarem un exemple absolutament explicit.
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Exemple 1.8.9. Aplicacio del métode de separacio de variables per a resoldre 'edp:

U — Uz =0, O <z <1, t>0.
uz(0,t) =u(l,t) =0, t >0.
wx,0)=1—22 0<z <1

Procedim de manera analoga a I’exemple anterior: per comencar, posem

u(z,t) = X(x)T(t).

Aleshores,

: " g Xx)  T'Q@)
U — Uy = 0 X(2)T'(t) — X"(2)T(t) =0 & X - T YV, t,

cosa que es tradueix en l'existencia d’una constant a tal que

X"(z) = aX(x).
T'(t) = aT'(t).

Extreiem condicions per a la funcié X a partir de les ja conegudes per a u:
u.(0,t) =0Vt = X' (0)T(t) =0Vt = X'(0) = 0.

u(1,t) = 0Vt = X(1)T(0) = 0 ¥t = X(1) = 0.

Aixi doncs, hem obtingut, per a la funcié X, la segiient edo lineal homogenia amb coeficients

constants:
X"(x) = aX(x).
X’(O) = X(l) =0.

Notem que 'edo és la mateixa que la de I'exemple anterior, de manera que tenim
X(z) = bcos (vV—ax) + csin (v —ax),
imposem les condicions inicials:

X'(0) = 0 < —v/—absin (v—a0) + v/—accos (v—a0) = 0 & /—ac =0 & c=0

Suposem a # 0

Amb aix0 tenim
X(x) = bcos (vV—ax).

Amb la darrera condicid inicial:

X(1) =0 beos(vV—a) =0 v—a= <k‘+1>7r@a:—<<k‘+l)7r>2,

2
b£0
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30

de manera que concloem
1
X(x) = bcos ((k’ + 5) 7rx>.

Estudiem ara la funcié T'. L’edo que la defineix és ben senzilla de resoldre
! T/(t) d at at
T'(t) = aT(t) & 0 =a<snT(t)=at+d<T(t)=c%" < T(t) = he™;

tenint present el que sabem d’a, tenim, de fet

T(t) = he((+3)m)t

Arribats a aquest punt, procedim com abans: com sabem que tot producte de funcions del tipus
Y

X i T trobades resoldran tot el que ha de complir u llevat de la darrera condicio, si definim

a (t) = cne*((lwr%)ﬂ-)%7

aleshores
> 1
g a,(t) cos <(k + 5) m:)

n=-—o00
1 — %) per a tenir

també les complira. Sols resta imposar aquesta ultima condicié (u(z,0)

una funcié solucio:
00 2
ns
2 E (In(o) cosns =1 — <m) = f(S)
2

G 1
Z an(())cos((k—i-§) Wx)zl—x &
S:(k-!—%)'/m: n=-—00

n=—oo
n
Notem que f és una funcié parell, de manera que els coeficients de la seva serie de Fourier

seran, precisament, els a,(0)’s. Trobem-los doncs:

2
an(0 271'/ f(s cosnsds-—/ ( ( Sl)ﬂ) )cosnsds

cosSns ds—— s“cosnsds
T or 2m((k+ )2 /,r

=0

,sinns|” 2 [T |
—— ssinnsds
™ n -7

= (ki + D) = .
n? —om(=1)"  2(—1)" -
((k+ D)m)
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- : 2(—1)" .
Aixi doncs, per tot n, tenim a,(0) = ———5——, és a dir:
((k+ 3)m)?
2 _1\n+1
e ()70 Z 0 ) = 2(=1)

((k+ 3)m)?’
de manera que concloem que, per tot t,

2=0"" ((k+d)m)e

10 = T Doyt

Acabem donant explicitament la nostra funcié u:
26D (kg (( 1) )
u(z,t) = — ¢ 2)") cos| | k+ = | mx ).
0= 2, Tr b 2

En aquest cas la diferenciabilitat de la serie obtinguda és clara per ser f de classe €= en T
(Proposicié6 (1.3.7)).
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1.8.1 Series de Fourier en resolucié d’edp’s. Separacio de variables



Capitol 2
La transformada de Fourier.

Aquest capitol esta realitzat amb [9] com a guia.

2.1 Transformada de Fourier. Cas L'(R").

2.1.1 Preliminars.

Definicié 2.1.1. (Transformada de Fourier) Donada una funcié f € L*(R™), definim la seva
transformada de Fourier com

flz) == ft)e 2™t qt, Vo € R,
Rn,

n
on, six, t € R", x-t és el producte escalar habitual (m 1= Z xiti> )

Jj=1

Proposicié 2.1.2. Si considerem [’aplicacio

T : LYR") — L®(R")
f—T

aleshores T és lineal acotada, 1, a més,

7l =

Demostracio:
La linealitat de T és clara: donades f, g € L'(R"), k € C, aleshores,

n

T(f + kg)(z) = /

+k /n gt)e ™=t dt = T(f) + kT(g).

(f + kg)(t)e ™t dt = F(t)e 2ot gt

83
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Veiem ara que T' és acotada:

7= sup 177l = sup ]|
= sup (sup f(t)e_%ix'tdtD
=1\ = |JR"

< swp (sup / If(t)|dt) — sup [fll, =
Ifll,=1 x n If1l,=1

L’acotacié de T per 1 ens déna també directament que per a tota f € L'(R"),
OJ

7l =,

Observacié 2.1.3. Indirectament, s’ha comprovat que T esta ben definida, és a dir, que el
conjunt arribada esta realment inclos a L*(R™). A més, en ser T un operador lineal, que

estigui acotat implica que és continu.

Teorema 2.1.4. (Riemann-Lebesque) Per a tota f € L'(R™),

lim f( ) =

|z|—o0

Demostracio:
La prova d’aquest teorema és molt similar a la del Teorema (1.1.18). Comengarem provant el
resultat explicitament per a funcions caracteristiques en R”. Sigui

f=xr5, amb I =[ay, by] X ... X [an, b,] C R",

és a dir, donada x € R",

1, 81 Vj,z; € [a;, bj].
(o) = ol b

0, en cas contrari.

Si considerem |z| := Dax ||, només cal que |z| > 1maux{|a]| |bj|} per a qué f(x) = 0, cosa
<<

que clarament implica f ( ) = 0. Aixi doncs, per aquest tipus d’f, el resultat és clar.

Vist aixo, el teorema queda provat amb la mateixa tecnica que al teorema esmentat, gracies al

raonament d’aproximaci6 de funcions LP(R"™) per funcions caracteristiques provat a la Proposi-

ci6 (1.1.19). O

Observacié 2.1.5. Aquest reslutat ens dona una condicid necessaria per a que una funcio f
sigui transformada de Fourier. Aizi

f transformada de Fourier = lim f(xz) =0,

|| —o0

és a dir, tota transformada de Fourier pertany a Cy := {funcions amb limit 0 a l'0c}.
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Teorema 2.1.6. Siguin f € L'(R"), g € L'(R"). Aleshores,

e~

(f+g) = fg.

Demostracio:

En aquesta prova, com en altres relacionades amb la convolucid, té un paper clau el Teorema
de Fubini.

(Fxg) = / ( F(s = t)g(t) dt) e=2mT g
o [0 (f -
= / ( )_2””'“ds) e 2mwt dt
= / Je 2Tt gt = [

Proposicié 2.1.7. Si notem per 1, la translacio per h € R" (i.e. donada una funcid g en R™,

Th(g9)(x) = g(z — h) per tot x) i per 0, la dilatacid per a € R™ (0,(g)(z) = g(ax)), aleshores,
per a tota f € L'(R™), es té:

0

(i) (7)) = 727 f ().

-~

(ii) (27 (1)) () = (maf)(@).
(i) a" (8. ) () = F (%)

Demostracio:

(i)
(?h?)(f) = /Rn (Thf)(t)e_%m't dt = /n ft— h)€—27ri:v~t dt

6727Tiz-h f(z)ef%riz-z dz = 6727rix-h}'\(x).

{II

=t—h

n

(2Tt h f (1)) () = [ J@em e de = (e 1) = (mf)()
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(i)

(5af)(t)e—27ria:~t dt = s f(at)e—Zﬂ'ix-t dt

n

e = [
1 3 f(z)e—27rix-z/a dy — if(g)

a?’L

@gll

w
Il
I
S

A partir d’ara, donada f, notarem (xyf(z)) la funci6
(zrf(z)) : R" = C

Teorema 2.1.8. Sigui f € L*(R"), tal que (zpf(x)) € L'(R). Aleshores, f és diferenciable

respecte la coordenada k 1

Loy = rmnd o))
Demostracio:
Sigui h = (0,...,0, hg ,0,...0). Aleshores,
—~—

lloc k

~ ~ ~ —_

af . flx+h)— f(z) . o—2mith _ ]
8_93;€(x) = i <  Jm [(T) f(t)] ()

proposicié anterior

e—?ﬂ'ith -1 orint
i €T et ay
pim, [ () s

/ i €f2m‘t-h -1 f(t) Corint "
— 11m _— e
~—~ R™ hr—0 hk’

convergencia dominada

-

=—2mit), (L'Hbpital)

- /n —2mity, f(t)e ™ dt = (—QEtk\f(t))(x)

Notem que podem aplicar convergeéncia dominada perque f € L'(R") ens déna una acotacid
sobre les integrals considerades, i que la darrera integral obtinguda és transformada de Fourier
gracies a que (zyf(z)) € L'(R). O

Aquest teorema ens diu que la derivada respecte una component k d’una transformada de
Fourier és la transformada de Fourier de la funcié original per la component k-éssima. Veiem
ara que podem dir de la transformada de Fourier d’aquestes funcions derivades.

Definicié 2.1.9. (Diferencial k-éssima) Amb les notacions definides al Teorema (2.1.8), don-
ada una funcié f € L'(R"), diem que g € L*(R™) és la derivada d’f respecte la component k
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J.

Teorema 2.1.10. Sigui f € L'(R™), i g la seva derivada respecte la component k en norma
L'. Aleshores,

en norma L' si
fl+h) = f(z)
D,

hi—0

—g(z)| dz =" 0.

-~

g(x) = 2mixy f(x).

Demostracio:

Sabem, per definicié de derivada, que

h - —>
A(h) 2=/ fleth) - fz) —g(x)| dx 200,

n hk
D’altra banda, per la Proposicié (2.1.2), tenim que

— flx+h) - f(=

B(h) = |gte) - LI < 4
de manera que també tenim que
B(h) "=’ 0.

-~ o~

Gracies al primer apartat de la Proposicié (2.1.7), tenim que f(z + h) = e*™@" f(z), i que, per

tant, podem escriure

B(h) =

- 627r1:1:-h -1
— ||
00

i) = flo) —

aleshores, per continuitat de ||x||_, la condicié

es tradueix en

hi—0 hy,
.
és a dir, que, de fet, tenim
|a) - 2mizefl)| =0,
0
cosa que equival a g(x) = ZWixkf(x), que és el que voliem veure. O

Abans de donar un corol.lari d’aquests dos teoremes, definim la notacié que farem servir.
Donada f € L'(R"), s € R™ amb totes les components majors o iguals a 0, posem

851+---+5n

D°f = ——f.
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Corol-lari 2.1.11. Els dos teoremes anteriors poden extendre’s de manera natural per a com-
binacions lineals de derivades parcials. Aizi doncs, donada f € LY(R™), i P polinomi en n
variables, aleshores,

~ o —

(1)P(D)f(x) = (P(=2mit) f(t)))(x).

o — o~

(i)(P(D)f)(x) = P(2miz) f (x).

La demostracio és clara gracies a la linealitat de la derivada.

A continuacid, dedicarem els nostres esforcos a intentar invertir la transformada de Fouri-
er. Iniciarem aquest cami estudiant dues integrals concretes, anomenades nuclis de Poisson i
Gauss-Weierstrass.

2.1.2 Nuclis de Poisson i Gauss-Weierstrass.

En aquesta subseccié pren especial rellevancia la teoria de residus per al calcul d’integrals. Pot
trobar-se informacié sobre les técniques emprades a [8].

Definicié 2.1.12. (Mitjana d’Abel) Donades un funcid f, i una constant € > 0, posem
A(f) = A = f(x)e e dz.
R
Es clar que si f € LY(R™),
As i@l <

feLi(R™)

de manera que podem aplicar convergencia dominada per dir que

lim A, = / lim f(z)ef® de = | f(x)dz.
e—0 R™ e—0 R™

Notem també que poden existir les mitjanes d’Abel d'una funcié encara que aquesta sigui no
integrable. Per exemple, si prenem f acotada per una constant M, € > 0, reduint-nos al cas
n =1, tenim:

o) o0 0 e8]
/ fz)e f|z|dx< / Me=lel dgz = M/ e dr + M/ e “dx
—00 —00 — o 0

{M mr [M _mr’ M M 2M
=|—e —|—e =—+—=
g 0 g

0 £ 9 9

També, en certs casos, pot existir el limit d’A. encara que f no sigui integrable. Un exemple
sinx

prou clar és el de la funcié
x
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Definicié 2.1.13. (Sumabilitat d’Abel) Donada una funcio f, si 31 tal que
lim A.(f) =1,

e—0

diem que / f és sumable Abel a l.

Definicié 2.1.14. (Mitjana de Gauss) Donades un funcid f, i una constant € > 0, posem

Ge(f)=Gei= | fl@)e™ " da
Definicié 2.1.15. (Sumabilitat de Gauss) Diem que f €s Gauss sumable a l si existeiv el
R
limat
hH(l]G (f),

1 és igual al.

Definicié 2.1.16. (¢ mitjana) A(f) i G-(f) poden expressar-se de forma:
Meolf) = MAS) = [ oo f(a) de

on ¢ € Cy (dones lim e = lim e =0, per £ > 0), i $(0) = 1. Anomenem a M.(f) la

Yy—00 Yy—00

¢ mitjana de f.
Rn

Definicié 2.1.17. (E’sser sumable) Diem que una funcid f és sumable a l si

lim M.(f) =1L

e—0
Per a la obtencié del nostre objectiu, ens caldra la transformada de Fourier de les funcions

_ . _ 2
e~cl*l i de e~ Per comencar, ens centrarem en la darrera.

Lema 2.1.18. Es compleix la segiient iqualtat:
/ e @ oy = 1.

Per a veure aquest fet, considerem la funcié f(z) := e, clarament holomorfa en C. Aleshores,

Demostracio:

si definim la regi6 D := [—R, R] x [0,y], per y, R fixats, obtenim, pel Teorema de Cauchy, que

| e

/Df(z)dz:z f(z)dz

on 7; sén les vores que delimiten el rectangle D. Calculem-ho tot explicitament:

Sabem, pero, que
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e i(t) =t (=1 =1),pert€[-R R

Aleshores,
R R ) R 0o )
[ rwa= [ siosoneyde= [ emat= [ e ar
Y1 —-R —R —00

e 1»(t) =R+ it (=7, =i), per t € [—y,y|. Aleshores,

Y (R Y R? —2ri 2
f(t)dt = / ie U gy — / ie ™ e dt
Y1 0 0

cosa que implica

Yy
Y2 )

e Amb analeg procés que per s, es té que

A Sy

R—o0
)

amb v3(t) = —R —it, per t € [0, y].

o (t)=—t+iy (=, =-1), per t € [-R, R]. Com per 71, s’obté:

R
—00
o) o)
/ 6—7r(t+iy)2 dt = / €—7rt2 dt,

que clarament és igual a 1, com a conseqiiéncia directa (amb un canvi de variable) de que

/ e dt = /7.

o0

Aixi doncs, concloem que

Observacié 2.1.19. En particular, aquest lema ens diu que

& 2 2 & 2
/ e e T2 Jp — 7Y / e mtHY)? gy — o=y’
—0o0 J — 0

J/

=1( lema)

e . , s 2
Aixo ja ens déna la transformada de la funcié e~
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Teorema 2.1.20. Per tot h > 0,
/ 6—7rh\x\2€—27rix-t dr = h—n/26—7r|t\2/4‘

Demostracio:
Tivial a partir del lema anterior. Tenim:

n 00
/ e*ﬂ'h|x|2€72ﬂ’im-t dr = H/ e—ﬂazj2-€727rimjtj diL‘j
n o1 oo
" 1 > —Ts 2mis;
NP H ﬁ/ e e Vi ds
s=vhz J=1 e
& 1 e
_ h_n/2H€_ﬂ—7 _ h—n/26 o
. e

O

N . . s 2 v 7

Amb aix0 ja tenim la transformada de Fourier de la funcié e~¢1*". La de la funcié e==*l és
més complicada d’obtenir. Abans d’encarar-la ens calen els segiients resultats:

Lema 2.1.21. Les sequents igualtats son certes:

° 1 = / eHe)u o,
0

3 Q/OOCOSS:L‘
o ¢ ¥ = — dzx.
0 1—|—:E2

Demostracio:
La primera igualtat és evident (només cal fer la integral respecte u). La segona és una mica més

complicada, i la obtindrem com a aplicacié del Teorema dels Residus. Considerem la funcié
52

f(z) = 152

i el domini definit per les corbes
W(t) =t te [FR B,  (t) = Re™, te 0,1,
que notarem D. Integrarem f en D. Notem que en aquesta zona f només té un pol d’ordre 1

en z = 1, de manera que tenim:

/D 16_1_ = dz = 2miRes(f,i) = me™*,
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degut a que en ser ¢ pol d’ordre 1, el residu d’f en i, si prenem f de forma

A(Z) _ Py ) = eisz 2) = Z2
€S A(Z>
B'(i)’

que en aquest cas és

4

D’altra banda, també és cert que

/f dZ—Z 7]f dZ—/ CAENEAE d2+/f’72 )73(2) dz.

Estudiem aquestes dues integrals. D’una banda,

18z R
e COS Sz
/ Fn(2)m(z )dZ—/ dz /

1+22 " rl+22 -

R R
sm Sz COS S22
+ / dz = / dz
R 1 -+ 22 _
N——

R1+22

funcié senar

Vv
=0

Rooo [°° cossz
— ——dz,
[
i, de l'altra,
1 1
TR
| o< [l
R—oo
R

TR
Aixi doncs, fent tendir R a oo, tenim que

182 00
We—s:/ e :/ COSSZ 44,
D 1 +22 —00

14 22

1
1
dzgwR/O R2_1dz

., COSSz )
cosa que, observant que la funcié e és parell i que per tant
z

> cos sz > cos sz
/ dz:2/ ——dz,
oo L 22 0

1+ 22

ens porta a concloure que

que és el que voliem.
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Lema 2.1.22. Donat s, es té:

—s2/4u du.

s 1 /°° e
e =— —e
vrJo Vu

Demostracio:
Rapid a partir del lema anterior. Comprovem-ho:

2 o0 2 (o] (o)
e = = / oS 5T dr = = / COS ST / e~ Wt gy ) dy

lema

2 o0 o0
= —/ COS ST (/ e temue? du> dx
™ Jo 0
2 [ & 9
= —/ e“(/ cossxe dm) du
Y. T Jo 0

Fubini

~—

P . . _uz? o s
e~ ¥Z% gin sx senar=- en (—o00,c0) integra 0, i e cos sz parell= f_oo = 2f0

2 [ 1 [ .
— —/ e v (—/ gisTomue’ dx) du
T Jo 2 ) o
2 > —u > —An2uy?  —2mis
= — e 7 e e Ydy | du
2ny=x T Jo oo

2 1 o 2 [® e
¢ du:—/ ﬁe
0

o0
= e 'm
~ s /0 2\/mu T

Transformada e_h‘””‘2 amb h = 47u

2
s?/4u du,

i el resultat queda provat.

Amb totes aquestes eines, ja podem resodre el nostre problema inicial.

Teorema 2.1.23. Per tot h > 0,

h
n—1"

/ €—2ﬂ|y|h6—27rit~y dy S —
: CERE

on ¢, =
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Demostracio:
Provarem el resultat per a h = 1.

3
®
b
=l
=
)
b
3
<
A
<
Il
ﬁg\
| — |
—_
S
(e}
3
‘ a
I e
®
L
HhS
<
o
QU
I~
—_
®
b
3
<
A
Neg

2
Transformada e~"/%!

1 o 1 2
— n—1 _
= — etz et gy

™ 2 0

,amb h =7/u

1 1 o

~_ ntl il
s=(1+¢|?)u (1+|t|2) om0

1 h

Cn> -1
(L4 [t2) = 3

Cn n—1"7
o

W +1tP)

de manera que el teorema es compleix per h = 1. Per altres valors d’h > 0, tenim:

. 1 i
e—27r|y\h€—2mt~y dy _ 6—27r|x\6—27rzt- hdr
n ~~ h" R™

r=yh
1

_ _9om; L.
= e 27r|$|e 2mig T o
.
Cn
apliquemelcash:lh (1+|h‘ ) ?

C, h
= T o O o
(B2 + [t]2)"%

n+1
hr(h2+[t]?) 2
h>0 ——aFT

amb la qual cosa el resultat també és cert. O

Amb aix0 ja tenim les transformades de Fourier de les dues funcions esmentades, a partir
de les quals definirem els nuclis de Gauss-Weierstrass i de Poisson.

Definicié 2.1.24. (Nucli de Gauss-Weierstrass, nucli de Poisson) Donat h > 0, notem per W

1 P les transformades de les funcions e 4™ hlu® § o=2mhlyl pespectivament, és a dir:
_n _It? h
W(t,h):= (4nh)"2e o, P(t,h) = cp——7-
(h* +[t]?) =

W és el nucli de Gauss-Weierstrass, i P el de Poisson.



Victor Ortiz

Teorema 2.1.25. (Formula de Multiplicacié) Siguin f,g € L*(R™), aleshores

f(@)g(x) da = [ J@)i(a) d

Rn

Demostracio:

Directe emprant Fubini:
f(@)g(w) dv = / ( f(t)e2me dt) g(x) d
n R”

= /. ( / ) g(x)e 2™t d:c> f(t)dt

Fubini

= [ s

R”

Teorema 2.1.26. Siguin f, ¢ € L'(R") i p = qg, aleshores, per tot € > 0,
f(x)e%“'”dgm) dx = f(@)pe(z —t)dz,
R" R"

on pe(x) =e"p (g)

Demostracio:

—

| Fwemoendo = [ et da
- [ 1@ne@
- [ s@eta -t

Corol-lari 2.1.27. Podem aplicar aquest teorema directament a les funcions ¢1(x) := e

bo(x) = e (que son clarament d’L*(R™)), obtenint:
(i) / f(x)ezm'we_%glx' dx = / f(x)P(x —t,e)dz.

R” R

(ii) /]R ) Fla)eritee—tm*elal® qg — / F@)W(z —t,e%) dz.

R

Demostracio:

95

—27|z| i

Directe a partir del teorema tenint present que la transformada de Fourier de ¢, (cz) = =27l
és P(z,¢) (Teorema (2.1.23)) i que la de ¢y(ex) = e~ 47’1 & W (t, £2) (Teorema (2.1.20)). O
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Teorema 2.1.28. Siguin f € L'(R"), ¢ i p := gg Si ¢ i son integrables, i a més

aleshores,

convergeir a f en norma L.

Demostracio:
Pel Teorema (2.1.26), sabem que

f@)e ™ g(er)de = | f(x)p.(—t)de,
R R"

x
amb p.(r) = "¢ (—), de manera que podem formular el teorema en forma de convolucions.
€

Aixi doncs, veurem que
e—0

I1f @ = flly = 0.

Per comencar, comprovem que / p(t)dt =1

n

/n @(t)dt = /n e "p (é) dt\:’j/Rngo(x) dr = 1.

r==
€

Vist aixo, tenim:

(f o)) = f2) = | flz—t)e(t)dt — f(z) = flz —t)pe(t) dt

R™ v Rn
fRn pe=1

-/ f(@)pe(t)dt = /n(f(:r; — 1) — f(2))p.(t) dt.

()

= ([ 1= - o) 1o 0]

s

Aplicant la desigualtat de Minkowsky a aquesta expressio:

Fsoc=sl< [ ([ 0= olar) e

n

m |+

y=

g

=:A

notem que A és I'L' modul de continuitat d’f, wi(f, ). Obviament és acotat en norma L' (per
201f11,), 1 lir%wl(f, e) =0 (1.2.13). Aixi doncs, tenim
E—>

1f * e = [l S/ wi(f, —et)|p(t)| dt.

n
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Que la funcié wq(f, —¢t)|¢(t)| sigui majorable per 2|/ f||, [¢(t)|, que és integrable per hipotesi
(per ser-ho ¢), fa que podem aplicar convergencia dominada, obtenint:

i 1 o= = f, <ty | (. —0)o(o)] at
E— Ee— Rn

= lim w, (f, —et)|p(t)] dt = 0.

Rn &7
Convergencia dominada

Amb aix0 el teorema queda provat. O

Corol-lari 2.1.29. Amb les notacions anteriors, si ¢ € L'(R™) 1
/ p(t) dt =0,

lli% 1f * ¢ell, = 0.

aleshores

(En particular, aizo és valid per ||-||,, amb p # 1, des del moment en que la desigualtat de

Minkowsky no es restringeiz a norma L'. El procés de demostracid seria analeg al detallat.)

Demostracio:

Només cal notar que la hipotesi implica

[ swa-o

amb la qual cosa,

(Fre@) = (Fro)(@)= 10 = (Fre)@)+ £ [ etyat= [ (e =0 = f@)outt) it

n

i, repetint els calculs realitzats al final de la prova del teorema, es té

iy 11 0., < Ly | wn(£.0)l(0)] dt =0,
E— Ee— Rn

Teorema 2.1.30. Siguin f, ¢ integrables 1 gg:: @ integrable tal que

[ et

aleshores

~

[ dtenfwpenes an = ga)

en norma L'.
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Demostracio:
Pel Teorema (2.1.26) i les propietats conegudes de l'aplicacié 7 (translacié), per tot € > 0, per
tot t,

| sEn)f@emtde = | f@)p(e =t dr= (g% )B) = (f + 00

i, pel Teorema (2.1.28),
lim [| f# o = fl, = 0;

aixo ens dona el resultat cercat. O

Corol-lari 2.1.31. Si f, f € L'(R"), aleshores

f(l’) — A(t)€27rix~t dt

R

per tot x.

Demostracio:
Si f € L*(R™), aleshores la integral

(51:)]?(13)62””'3” dz,

Rn

amb ¢ mitjana, esta acotada, i per tant podem aplicar convergencia dominada per afirmar:

lim f(:p)ezmx'taﬁ(sx) dr = / lim f(x)eQ”ix't¢(5x) dx NP / f(:z:)e%“’"t dx,
n R

e—0 e—0
R R™
- y 6(0)=1
=f(z) (teorema anterior)

la qual cosa prova el corol-lari. O

-~

Corol-lari 2.1.32. (Unicitat) Siguin f1, fo € L'(R") tals que ]?1(.%) = fao(x) per tot x € R™.
Aleshores, fi(t) = fa(t) gairebé per tot t.

Demostracio:
Prenem f := f; — fy. En ser diferéncia de funcions de L*(R"), f € L*(R™). Alehores, per ser
la transformada de Fourier lineal,

J?(t) = ]/c\l(t) — f;(t) = 0 gairebé per tot t,

i, en ser fz lim f . (amb les notacions habituals), tenim que

E—00

lim f % . = 0 gairebé per tot,

E—0Q

de manera que, pel teorema,

0=lim|fo.—fl, = Ifll

||*||continua
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i per tant concloem el que cercavem. O

A continuacié veurem que els nuclis de Poisson i Weierstrass compleixen la condicié necessaria
per a que se’ls pugui aplicar aquests resultats. Per al primer, emprarem el Corol-lari (2.1.31),

de manera que ens caldra veure que les funcions e27¢1#l i P(¢, t) sén integrables.
Lema 2.1.33. Les funcions e=>™I7l j P(e,t) son integrables.

Demostracio:

e 2ol és clarament integrable des del moment en que es compleix:

> —27e|x| - —2me|x| ° —27e|x| 1
e dr = e dx + e dr = — < 0.
—00 0 —00 e

Veure la integrabilitat de P(e,t) sera més complicat. D’entrada, recordem que tenim, donat

qualsevol € > 0,
€

P(e,t) = ¢,—————=5, amb ¢, independent de t.
(€ +t2) =
€
Aleshores, per veure P integrable, el que cal provar és que W és integrable. Per a
es+|t)7) 2

més comoditat, veurem, de fet, la integrabilitat de la funci6 . Amb raonaments ja

n+1
(1+[t]?) 2
emprats anteriorment, sabem que veure aquest cas implicara facilment el cas general.

1
/ n+1 dt
o (L i) F

comencem amb el canvi de variable x = rt, amb r = |t| (coordenades polars de dimensié n).

Clarament 7 € [0,00), 1 |z] =1 <|x| = |2

Aixi doncs, donada

r

1 & 1
/ R —T — / / ——dx | Pt dr
re (14 ]E]2) 2 ~ 0 sn-1 (1+712)72

canvi de variable

= (/ndx) </j#dr>.

x i r sén independents
=Superficie d’S*~!, fitada

—’ = 1). El jacobia és r"~1. Aixi doncs, tenim:
T

Per a que la funci6 sigui integrable resta veure que

0 Tnfl
/ —n_,'_ldT < OO,
o (L+7r?)=

cosa que farem amb el canvi de variable tan O = r. El rang de O és [O, g), i el jacobia,
c

0s2 0’



100 2.1 Transformada de Fourier. Cas L'(R")

Aixi doncs, obtenim:

/oo T,n—l 4 /W/Q tan”_l O "
n 7‘. — n
o (147r2)"T ~ 0 cos2O(1 + tan? 0)"

canvi de variable

/2 tan™ 1 O
:/ ntl do
0 2 c2 2
COS2 0] <cos O«;sm O)
cos? O
/2 n-1 /2 sin""lO
B tan" " O 4O — oTT0_ )
- 291 o —(n—1)
0 COS osn 1 O 0 COS

w/2
= / sin" ! 9 d0,
0

que és una funcié acotada (sin"~! € L'(0,7/2) per tot n > 1, que és el que considerem).
Amb aixo queda provada la integrabilitat de la funcié P.

Amb aquest resultat, ja podem veure el que voliem.
Lema 2.1.34. Per tota h > 0, es té:

(1) Wi(x,h)dx=1.

R

(i) | P(x,h)de=1.
Rn
Demostracio:

(i)

Comengarem suposant h = 1:

42 ” 00 +2
W(t,l)dt:(47r)‘3/ F dt:(47r)‘2H/ e dt;.
Rn _

Com
&0 2 & 2 &0 2
/_ooe4dt :t 2/_OoefD dx:4/0 e " dm:4g—2\/ﬁ
=3
aleshores

-
3
|
I3
-
? 8
A
|
NG
o8
SH
I
~
)
|
[\
B
Il
“H

i el resultat queda vist.
Si h # 1, tenim:

2
[£]

W(t,h)dt:/ (47rh)_%e_ﬁdt = hg/ (47Th)_%e_sTd5
n " o

Rn
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que ja hem vist que és igual a 1.

(i)
Com, pel lema anterior, sabem que les funcions e=2"¢1#l i P(e, ) sén integrables per a tot £ > 0,
podem aplicar el Corol-lari (2.1.31) per afirmar que, per tot =z € R",

e—27‘ra|x\ _ / P(€, t)€27riz.t dt.
En particular, si prenem x = 0, tenim:

1=e*0 = / P(e, t)e*™t dt = / P(e,t)dt,

la qual cosa ens dona el resultat cercat. O

Per a treballar amb les eines necessaries per als nostres propers objectius, ens cal introduir
alguns nous conceptes i resultats.

Teorema 2.1.35. (de Diferenciacid de Lebesgue) Sigui f localment integrable en R™. Aleshores,
1 r—0
[ U= - papa =0
r [t|]<r

gairebé per tot.

Ens limitarem a assumir aquest resultat. Pot trobar-se’n una demostraci6 a [2] (Teorema

(3.1))

Definicié 2.1.36. (Conjunt de punts on la integral d’una funcid és diferenciable) El conjunt
de punts complint la proposicio anterior forma el conjunt de punts on la integral d’f és difer-
enciable.

Definicié 2.1.37. (Conjunt de Lebesque d’una funcid) Sigui f una funcié localment integrable.
Aleshores, el conjunt de punts x tals que

1
lim — Flx—1) — f(z)|dt =0,
im /|| (x—t) - f(x)

és el conjunt de Lebesque d’f.

Proposicié 2.1.38. Donada f una funcio localment integrable en R™, gairebé per tot x, x és
del conjunt de Lebesgue d’f.

Demostracio:
Que f sigui localment integrable fa que, per tot s € R,

fs = |f—8|
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sigui localment integrable. Pel Teorema de Diferenciacié de Lebesgue, fixat s, gairebé per tot
x es té:

cosa que, per definicio d’fs, equival a
lim—/ F(z— 1) — s| — | f(z) — s|dt = 0.
[t|<r

Definim, per a cada s, M, el conjunt de punts on f, no compleix aquesta condicié. Hem vist

que tots els M, tenen mesura 0. Aleshores, el conjunt F' := U M també és de mesura 0. Veiem

S

que per tot z ¢ F', x és del conjunt de Lebesgue d’f:
Fixat x ¢ F, ¢ > 0, prenem s € R tal que |f(z) — 5| < g Aleshores,

1 1
— |flx—1t) = flz)]dt < — |z —1) —s|dt
r [t|<r r [t]<r
1
+_n |f($)—8|dt§€,
™ Jit)<r

quan r — 0. Aixi doncs, tenim que per tot € > 0, prenent r prou petit, s’obté que

L e -r@a<e,

n
™ Jit)<r

la qual cosa prova el resultat. O

A continuacié veurem que, sota certes condicions, donada una funcié integrable f en R”, la
integral
J/c\(t)e%rimt dt
R”
és ¢-sumable a f(z) en tot el conjunt de Lebesgue d’f.
Teorema 2.1.39. Siguin p € L'(R"), ¥(x) = sup |o(t)|, i, per e > 0, p.(z) := e "p (£>

[t1> ]|

Aleshores, sip € L*(R™), f € LP(R™), per 1 < p < oo,

lin (o )(0) = o) | o0y,

n

st x €s del conjunt de Lebesque d’f.

Demostracio:
Prenem z del conjunt de Lebesgue d’f, i 6 > 0. Aleshores, per la proposicié anterior, tenim un
v > 0 de manera que per tot r < v, la integral

L -ty - p)

n
r [t|<r
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és menor a 0. Aleshores, si prenem a := / o(t) dt, (que és igual a / @e(t) dt amb analeg

n

RX
raonament que a la demostracié del Teorema (2.1.28)), tenim:

[(fx ) (@) —af(@)] = | [ flo—t)p(z)dt —af(x)

= | [ ve-n- o
Jin e (t) di=a
< \/ﬂ@(f(x — 1) = f(2))pe(x) dtyr /tlzu(f(x — 1) — f(2))p:(z) dt/_

Veient que I, i I, tendeixem a 0 amb e, haurem acabat. FEns caldran algunes observa-
cions respecte la funcié ¢ (definida com sup |p(t)]). Per comengar, és clar que ¢ és radial
11>z
|z| = |y| = ¥(x) = sup |@(t)] = sup |p(t)| = @b(y)) , de manera que podem redefinir-la com
[t]> ]| [t|=]y]
a funcié d’R,

77/10 R— R
r— sup [o(t)],

[t|>r

1o és clarament decreixent en r. Es compleix:

Artiy(r) < / (x)dx, A > 0 constant,

r/2<|z|<r

doncs

r

de = n—l dt | ds = ! ( d)d
/ﬁwgwm re [ s (ﬂzlw(st) t) . // bo(s) /| /) ds

polars

r

> tho(r) (§>”—1 g /tll dt = 2%7"”@90(7") /t|1 dt =: Ar'io(r).

Tenim, pero, que / Y(x)dx tendeix a 0 tant per r — 0 com per r — oo (per ser el
r/2<]a] <r
conjunt d’integracié r/2 < |z| < r de mesura 0). En particular, aixo implica que el limit quan

r tendeix a 0 o oo de r™)p(r) és 0, cosa que deriva en r"iy(r) acotada (suposarem que per
una constant A) en (0, 00) (clar, doncs per ser els limits 0, podem considerar que la funcié esta
acotada en (0, i), i (7,00), per p petit, 7 gran. En linterval [u, 7] ho esta per continuitat de

o).
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Per acabar els preparatius, modificarem la nostra condicié inicial convenientment:

i _ _ " n—1 ot ! n
|f(x —1t) — f(x)|dt <o P Snl(/gs |f(z — st f(x)]ds) dt" < r"é,

r J,
<r
1l t’zi, s=|z|

" n—1 ot d/ d ns.
@/03 (/Snl|f(w sty — f(x)] t)/ s<r

Fubini N

Aixi doncs, si definim

aleshores la condicié d’inici es tradueix en
G(r) < or',

per tot r < v.
Amb totes aquestes observacions presents, podem comencem a fer les acotacions pertinents.

Comencarem per I;.

= \ /| == fa)e dt]

L (t
| 1e-0- sl () a
1> per definicié de suprem Itl<v

s"g(s)e Mg <—> ds

3

<I/\

~—

V=2, s=|z|

= |GEEv (S)]O— /0 T G(s)e Dy (2) as

parts: du = s""1g> ~~

|
S

<(2) ()4
< 54— [ Gler)emp(r)dr < 5A - / " Srnagl(r) dr
: 0 d(er) "
r=7Z <dé(er)n

Per a poder dir que I} =0 0, només ens cal veure que
o0
/ ry(s) ds
0
esta acotada. Veiem-ho:

[ o el e [ ar

0 —gn
parts, v=s =0 propietat de 1 (ja vista)
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Pero -
/ " Yo(r)ydr = B | (x)dx, B > 0 constant,
0 R”
(amb raonament analeg a l'emprat a I'acotacié inferior de / Y(x)dr). Que 1 sigui
r/2<x|<r

integrable ens dona 'acotacié de la integral.
Aixi doncs, podem afirmar que existeix B > 0 tal que

‘A—/ "y (s) ds| < B,
0

de manera que I; < 0B, i, per tant,

6—0

Aixi, podem fer tendir I; a 0 quan ¢ — 0 (prenent qualsevaol € < d ja serviria). Per acabar la
T

demostracid, ens cal un raonament similar per a I5. Per a fer-ho, notarem . (x) := e~ (—),
€

i x, la funcié caracteristica tal que

L, si|z| > v
le(x) = .
0, en cas contrari.

1 1
Aleshores, si considerem ¢ el conjugat de p (en el sentit — + — = 1), tenim:
P q

I =

£ — oD (0 dt\ n

. f(@)o=(t)x.(t) dt‘

R

/t|>u(f<x — 1) = [(@))p:(x) dt‘ <

<A1, Ixawell, + 1 (@) HIxowell, -
Holder

El segon sumand tendeix a 0 clarament amb € des del moment en que f acotat (f € LP(R™)), i

e, = /R W) dv = lxl»zﬁa(x)dx: /| £ (g) do

z|>v

—0
= Y(t)dt =0,
~7 Jise
(doncs el conjunt {t € R", |t| < v/e} té mesura 0 quan € — 0). Per enllestir la demostracié
ens resta 'acotacié del primer sumand. Es directe tenint present que f acotat en norma L7,

(f € LP(R™)), i que

Povel, = (/:dzuws(x)'qu) ) ~~ ( ol Ve(@) (e (@) dx) )

14+2=1+¢(1—1)=q

< , a/p , Va — |y, 1/p , g
= (e |27 lIxwibelly) e llos” (X telly
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A les observacions inicials, pero, hem vist que

lim 7"g(r) = 0,

r—0,00
de manera que
bl = s =~ (V) = v (D) we (%) o
R ‘xé’)’ ) e \e %o decr?’xe:t (vist) c ‘e |
Aixi doncs, tenim que tant I; com I tendeixen a 0, i per tant que
lim |(f + ) (2) = af ()| =0,
i el teorema queda vist. O

Observacié 2.1.40. Aquest teorema €és aplicable, en particular, a les funcions W i P. Com,

a més, hem vist que aquestes funcions integren 1 en R™, ens permet afirmar que

lim | f(O)W(zx—t,e)= f(zx)=1lim [ f(t)P(x—t,e).

e—=0 Jpn e—=0 Jrn

Corol-lari 2.1.41. Sigui f € L*(R"), i fz 0. Aleshores, si f és continua en el 0, J/”\G LY(R"),

1

£t = [ Flajerma,
Rn
gairebé per tot t.

Demostracio:
Obviament, si f localment integrable és continua en x € R", aleshores = és del conjunt de
Lebesgue d’f. Si és continua en el 0, tenim:

111% f(l,)e—%re\aﬁ dr = lim f(x)GQWit-x 6—27ra|x\—27rit-x dr.
e—=0 Jpn e—=0 Jpn —/—:_¢(Er)

Si ¢ € L'(R™), aleshores, amb les notacions del teorema, sent ¢ = qg, tenim que

tiy [ F@emoen) ot [ foee-na o 50 [ e

Teorema teorema anterior

Sit =0, ¢(ew) = e"?l7l que sabem integrable, amb transformada de Fourier igual a ¢ :=

P(t,e) (Teorema (2.1.23)), que integra 1 (Lema (2.1.34)). Aixi doncs, prenent ¢ = 0, tenim

lim [ f(z)e 2™  dz = £(0).

e—0 R
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Aleshores, en ser f > 0, podem aplicar el lema de Fatou per a dir que

]/“\(x) dr = /Rn lli% f(t)e_Q’“'m' dr < lim fA(x)e_%E‘xl dzx = f(0),

R

i, en aquest cas, per ser f > 0, arribem a

~

[ Tl < <1701

~—
=0

/Rn f(a:) dx

de forma que ja tenim que fe L*(R™). Aleshores,

f($)627rit~x de

R

~

defineix una funcié continua (doncs té ||-|| . menor o igual a la norma L' d’f), de manera que

podem aplicar el Corol-lari (2.1.31) per a dir, com voliem, que

) = | Ffla)erteda
Rn
gairebé per tot t € R". 0

Observacié 2.1.42. Amb les hipotesis del corol-lari, és clar que

~

f(0) = (z) de.

R”

Observacio 2.1.43. Aplicant el corol-lari als nuclis de Poisson 1 Weierstrass, i recordant els
resultats dels Teoremes 5.19 1 5.22, tenim que

" _Ar2c04]2
W(x,a)e%”” dr = e d2elt| :
R"
1 que
/ P(x’€)627rzt~m dr = 6—27r5|t|7
n

per tot € > 0.

Amb aquestes eines, a més de tot el que s’ha vist, podem veure que tant P com W compleixen
propietats de semigrups.

Corol-lari 2.1.44. Donats hy, he € R, aleshores

(Z) W(CL’, hl + hQ) = W(l’ - t, hl)W(t, hg) dt

R"

(ii) P(x, hy + hs) :/ Pz —t,h))P(t, ho) dt

n
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Demostracio:
Les proves d’ambdos apartats sén analogues. Només en detallarem la primera:
Pel corol-lari anterior, tenint present que W, per definicié, és parell,

—~

Wt hy+ho) = | Wi(x, hy + h)e 2% dy
R
\:///n W(S, hl + h2)e27rit~s ds

~—

corol-lari anterior

42 2 g2 2
e A hy|t| e 42 ha|t| .

D’altra banda, pel Teorema (2.1.6),

— o~ —

(W(, hl) % W(, hz))(l’) _ W(SE, hl)W(QZ, h2) \:// 6747r2h1\t|26747r2h2|t|2

com abans

Aleshores, pel Corol-lari (2.1.31), com

o~ —~ —~

W(t,hy + he) = W(t,h1)W (t, he),

concloem que

W(Iahl + h?) = W(ZL’ _t7h1)W<t7h2) dta

RTL
i la demostracio queda feta. U

2.2 Transformada de Fourier. Cas L*(R").

2.2.1 Teoria L*(R") i Teorema de Plancherel.

En espais L?(R"), definim la transformada de Fourier com 'extensié de la obtinguda a L'(R")N
L?*(R™). Comengarem a preparar el terreny amb una propietat prou senzilla.

Teorema 2.2.1. Sigui f € L'(R™) N L*(R"). Aleshores,

17, = 10,

Demostracio:
Definim g(z) := f(—z) € L*(R™) N L*(R"), i prenem h := f * g. Notem que h € L'(R") :

|Wha@v«4MMﬁg;(WUWMQW(WWWMQW

Holder

= [[£lly llglly < o0,



Victor Ortiz 109

per ser f,g € L*>(R™). També sabem, per el Teorema (2.1.6), que
h = fg,

que ¢és igual a ]/t\]? tenint present la linealitat de la transformada de Fourier definida en L!
(Teorema (2.1.2)). Aixi doncs, tenim que, de fet,

= |fI.
Ara ens fixem en que h és continua. Aixo és degut a que, com f € L*(R"),
lim | |f(z+1t) = f(z)] dz =0,
t—0 R™
i, aleshores, per qualsevol = € R",

lim [A(z + £) = h(z)| =

fla+t=s)g(s)ds — [ f(r—s)a(s)ds

Rn

<tim [ (f(e 1) = Flx = )lg(s)] ds

~—

caonvergeéncia dominada (acotat per de 2||f||, [lgll5)

:/Rnlli%|f(l"+t—3> f(l'—s)||g(3)|ds:0’

J/

-~

=0
de manera que h és continua. En particular, h és continua en el 0.
Aix{ doncs, tenim que h és integrable continua en el 0, i que h := | f|? és positiva, amb la qual
cosa podem aplicar el Corollari (2.1.41) per afirmar que h és integrable i que

Aleshores, el resultat és directe:

H :/Rn\ﬂde:/nﬁ(x)dx:h(O) < [ IO e

h:= fx* R

| 1@ -ayds= [ p)Faae= [ 1 ae =11

* commutatlva

O

Observacié 2.2.2. Aquest teorema ens diu que la transformada de Fourier vista en L*(R™) N
L*(R™) és un operador lineal isométric en norma L*.

Observacié 2.2.3. L'(R™) N L?(R") és un subespai d’L*(R"™) dens. Clar tenint present que
Uespai de les funcions continues esta inclos en L'(R™) N L*(R™), i que a la demostracid de la

Proposicié (1.1.19) s’ha vist que les funcions continues son denses en LP(R™) per un p qualsevol.
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La transformada de Fourier d'una funcié f € L?(R") qualsevol sera

~

f(z) = klim hy(t)e > dt (convergencia en norma),
—0 JRrRn

amb {ht} € L*(R™) N L?(R") amb limit f. Resulta convenient posar, per tot k,

F(1), si |t < k.

0, en cas contrari.

hk(t) =

Aixi doncs,

Definici6 2.2.4. (Transformada de Fourier d’una funcié d’L*(R")) Sigui f € L*(R"), definim
la transformada de Fourier d’f en qualsevol x € R™ com

F(f)(z) = khigo g hy(t)e 2™ dt (convergéncia en norma,),

on, per tot x,
f(z), si|z| < k.
0, en cas contrari.

Observacié 2.2.5. Les hy’s, aizi definides, sén d’L*(R™) per ser f € L*(R"™). Veiem-ho:

1/2 1/2
il = [ st < (f isora) ([ va)”

Hélder N
TV TV
<[Ifllz <0

< A[fly < oo

Com f € L*(R"), les hy’s també ho sén, de manera que les hy,’s pertanyen a L*(R™) N L?(R™)
1 la transformada esta ben definida.

Definicié 2.2.6. (Operador unitari) Un operador unitari en K espai métric és un operador
lineal 1sométric
T: K—K

exhaustiu.

Teorema 2.2.7. (de Plancherel)
(i) F és un operador unitari en L*(R™).

(ii) T~ (g)(x) = (Fg)(—x) per tot g € L*(R").
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Demostracio:

(i)

Ja sabem que F és un operador lineal (per definicié d'F tenint present que la transformada en
LY(R™) ho és) isometric (el Teorema (2.2.1) s’estén de manera natural a tot L?(R™)). Cal doncs
veure que F(L*(R™)) és L*(R™). Veiem-ho per reducci6 a Pabsurd. Suposem que F(L*(R")) =
F contingut estrictament en L?*(R"™). Aleshores, en particular, per la teoria de projeccions
detallada a la Secci6 1.6.1., L*(R") = F @ FT, FT # 0 i tenim una funci6é g € FT, g # 0, tal
que per tot f € F(L2(R™)) (g, f) = 0. Aixo és

f(x)g(x)dzr =0, Vf € L*(R"),
RN

que, per la Formula de la Multiplicacid, equival a
f(@)g(x)dz =0, Vf € L*(R"),
]Rn
cosa que, per ser L?(R™) complet, implica g = 0. Com F isometria, tenim que

0= 1[glly = llglly

de manera que tenim g = 0, resultat contradictori amb el que haviem suposat. Aixo implica la

veracitat del resultat enunciat.

(ii)
Donada f € L?(R"), per la Definicié (2.2.4), sabem que,

FHUF(f)) = f = lim Flz)e*™ da.

Veiem el resultat per a les funcions g € L*(R™) N L*(R™): definim

/(@)= (B(o) () = [ g an,

i, aleshores, donada una h € L'(R") N L*(R™) qualsevol, tenim:

(h.g) = / R0 ( / Gls)ermi d5> it = / ) ( / (e dt) ds

Fubini

_ / F()()3(5) ds = (F(1).§) = (F(h). F(g)).

Com F és unitari, F~!' = F* i per tant es compleix que per tota funcié hy, hy € L*(R"),
(F(h1), ha) = (h1,F(hs)). aixo ens porta a concloure que

(h,g') = (F(h),F(g)) = (h,T~'F(9)) = (b, 9),

de manera que ¢’ = g, i el resultat queda vist per a funcions d’L*(R™) N L?(R™). L’extensi6 a
L*(R™) és directe degut a la densitat d’L'(R™) N L*(R") en aquest espai. O
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2.3 Incis: Transformada de Fourier a LP(R"), 1 < p < 2.

En els dos darrers capitols hem definit la transformada de Fourier en els espais L' (R™) i L*(R").
Amb aquests resultats, podem definir-la de manera natural a la classe

LY'(R™) + L*(R") := {f tal que f = f1 + fo per algun f, € L'(R"), f, € L*(R")}.

Aixi, donada una funcié f := f; + fo, amb f; € LY(R"), f, € L*(R"), definirem la seva
transformada de Fourier com
f=f+f

Comprovem que la transformada esta ben definida, doncs, si amb les notacions anteriors, g :=
g1+ g2 = fi1 + fo =: f, aleshores tenim que g; — f; = fo — go € L*(R™) N L%*(R"), i, per tant,

— =

GLl (Rn) €L2 (Rn)
g1 — f1 = fa — 92, de manera que g1 + g» = f1 + f2 1 per tant les transformades de Fourier de

les funcions inicials f i g coincideixen.

Observacié 2.3.1. Com per tot p, 1 < p < 2, es té que LP(R") C LY(R"™) + L*(R"), hem
donat, de fet, la definicio de transformada de Fourier en aquests espais.

També és extensible la segiient propietat, coneguda per les funcions L'(R") i L?(R"):

Teorema 2.3.2. Siguin f € L*(R"), g € LP(R"), 1 < p < 2. Aleshores, h := f * g pertany a
LP(R"), i

-~ ~

h(x) = f(x)g(x),

gairebé per tot x € R™.
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Fe d’errades.

e Lema 1.1.10. Pagina 8.
En la demostracié del lema, es menciona que t(zo — §) = t(xg + ) com a conseqiiencia
de que el cosinus és una funcié senar. Obviament, el motiu és exactament el contrari: el

resultat és cert perque el cosinus és funcié parell.

e Lema 1.1.11. Pagina 11.
La prova no és valida. El raonament correcte és el seglient:
Sabent que la integral de g s’anul-la en tot interval, tenim que s’anul-la en tot obert (per

ser tot obert reuni6 d’intervals). Aixo unit al fet que

/_:g(t)dtzo

(per hipotesi, doncs 1 = ¢° polinomi trigonometric) ens permet deduir (prenent comple-
mentaris) que la integral de g s’anul-la també en qualsevol tancat de [—7, 7].
Suposem ara, sense perdua de generalitat, g > 0 en I C [—m, 7|, |I| > 0. Podem posar I

com a reuni6 d’intervals tancats I, i tenim que
Oé/g(t)dtSZ/ g(t) dt =0,
I  JI
=0

de manera que tenim contradiccié amb la hipotesi g > 0 en [.

e Proposicio 1.1.19. Pagina 18.

La comprovacié de que P separa punts no és correcte: el sistema plantejat és directament
incompatible. Aquest resultat és, de fet, directe, a partir de que f(t) := e és injectiva
en (—m, 7).

Després d’aplicar el Teorema d’Stone-Weierstrass, hi ha un error tipografic: un cop
definides les funcions ¢, es menciona que, de fet, les funcions y sén una constant per
una funcio caracteristica. Aquest fet, en realitat, correspon a les funcions ¢ acabades de
definir.

e Proposicio 1.2.2. Pagina 22.
En la prova de |D,,(t)| < n+ 1/2 la desigualtat no ve de

1 .
Du) <[5 D e

lil<n

—_



(on, per definici6 de nucli de Dirichlet, val la igualtat), sino de

Lyl <Ly

lil<n lil<n

Teorema 1.2.14. Principi de Localitzacio. Pagina 28.
L’objectiu inicial és aplicar Dini, per la qual cosa la funcié ¢, definida ha de ser, de fet,

Go = [z +1) + fz —1).
Com suposem f = 0 en 'interval, seguim podent aplicar Dini amb A = 0.

Observacio 1.5.5. Pagina 45.
En el desenvolupament de lim,, o,,, es té, en realitat,

242+ .+ P
n+1

limo,, = lim
n n

(on2+z= 1+Z]1.:0zj).

Observacio 1.5.2. Nucli de Fejer. Pagina 46.
En el desenvolupament de o, (f,¢) hi ha un error tipografic al darrer pas. El resultat

ou(f) = < - %) cje".

l7]<n

correcte és

Teorema 1.5.14. Pagina 52.
El pas

2 e ora@d- 1w = 1 [ G0 - @)K d

—T

pot efectuar-se perque

1 s
— K,(t)dt =1.
W/_ﬁ (0

1
A la igualtat indicada com a guia en la demostracié li falta el terme —.
T

Teorema 1.6.16. Pagina 58.
Es té o € H Hilbert, y = Pp(x), F s.v.t. ’H. Es vol veure que z := 2 —y és d'FT:

z=zv—y=1a— Pp(r) = Pp(2) = Pr(x — Pp(z)) = Pr(z) — Pr(x) = 0.
A la prova s’havia canviat un signe per error.

2



e Proposicio 1.6.18. Pagina 59.
Perque la prova sigui completa cal raonar que en un sistema ortonormal com el presentat

:Z’(ﬂfaej)HQ

jeJ
Aix0 és clar imposant que la recta zPp(x) ha de ser perpendicular a F. Aixi, fixada i, i

suposant Pp(x E aje;,
jeJ

(x — Pp(z),6;) = (z,6;) — (Pr(x),e;) =0 & (z,6;) = (Z Oéj@j,@i)

= (aieiyei) = az‘(ei»ei) = Q4.

o Teorema 1.6.24. Pagina 65.

— A la prova del teorema de representacié de Riesz, en realitat, per tal com ha estat
definida, es té

lelly < Z [sign(F(b;) — F(ap)|? x4 dt.
o

— En l'estudi de la funcié L, hi ha un error tipografic que pot resultar confis: el

> L)
Z‘L(le)‘

sumatori

hauria de ser

e Proposicio 1.7.4. Pagina 68.
Per veure que w, és de variacié acotada només cal observar que el seu limit en el 0 és 0:

2 —tcotgt/2 . —2tcotg(t/2) + m 4 4 2t cotg(t/2)
————— =lim

lim
t—0 2t t—0 2
|
= %ir% sin”(¢/ ;) = 0. (Aplicant Hopital.)

Tenint present que l'interval en el que oscil-la z és [0,7], 1 la definici6 de w,, tenim
també que la funcié és continua excepte en t = x, on presenta una discontinuitat de salt.
Amb aix0 concloem que w, € VA0, n]. Per acabar, I'extensié d’w, mencionada en la
demostracio de la proposicié és la simetrica respecte el 0. Aixi definida, és conseqiiencia
directa de 'argument anterior que és de variaci acotada en [—m, 7].

3



e Lema 1.7.7. Pagina 72.
No té rellevancia en la prova, pero, en realitat, es té

iﬂ+y—z_l+l(y—z)

T 2 2 or
1 no

lm+y—2z | U(y—=2)

T 2 2 2

com es diu erroniament.

o Teorema 2.1.6. Pagina 85.
A T’hora de fer el canvi de variable u = s — t s’ha mantingut el diferencial d’s enlloc de

canviar-lo per du, com correspon.
o Teorema 2.1.10. Pagina 87.

Malgrat que la implicacié

lim B(h) =0 =
h—0

. 2mix-h
§(x) — F(x) lim (—1) H 0

hr—0 I

és correcta, la igualtat

B(h) =

i(o) ~ fo) Jim ()|

hr—0 Iy

no és certa (obviament la segona quantitat és lim B(h)).

h—0

o Teorema 2.1.12. Pagina 88.

Hi ha un error tipografic: la integral

/_OO f(z)e |z| dx

hauria de ser

/00 f(z)e <l dx.

/D f(2)dz,

en l'acotacié de la integral d’f sobre 79, enlloc de

Y
72 -y

e Lema 2.1.18. Pagina 90.
Durant Uestudi de

s’hauria de considerar

)
/ f(t) dt‘ < / e ™ dt = 2ye”r(R2’y2).
72

-y

4



Amb aquesta apreciaci6, el raonament posterior (convergencia del resultat a 0 en R — 00)
té sentit.
També s’ha produit un error tipografic, en posar 7; = i, quan en realitat és, obviament,

vh = i
o Teorema 2.1.20. Pagina 91.

L’enunciat del teorema no és correcte. En realitat, com s’extreu de la prova,
& 2 : 2
/ e*ﬂ'hkbl 6727Tzz-t dr = hfn/2€f7r|t| /h.
—00

També, en el primer pas de la demaostracié, falta h a 'exponent del terme e .



