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Proélogo

A lo largo de las tltimas décadas, el estudio del Problema del Subespacio Invariante ha
supuesto una fuente de progresos en la teoria moderna de operadores. En el Capitulo 1, daremos
una presentacion general del problema, lo resolveremos para los casos mas triviales (espacios de
dimension finita y espacios no separables) y explicaremos algunos resultados obtenidos hasta la
fecha, terminando con la demostracion de existencia de subespacios invariantes para operadores
compactos.

En el Capitulo 2, recogemos una serie de conceptos y resultados, principalmente de analisis
funcional, que necesitaremos tener presentes a lo largo del texto.

A continuacion, en el Capitulo 3, llegamos a la parte central del trabajo, donde presentamos
el contraejemplo de C. Read para el caso general del problema. Para ello, seguimos el libro de
B. Beauzamy |[3|, que explica la construccién de un operador en ¢! sin subespacios invariantes
no triviales. La construccion presentada en [3] es una simplificacion de A.M. Davie del resultado
original de C. Read. A lo largo del capitulo, nos encontraremos con una serie de hipotesis de
crecimiento sobre un par de sucesiones {a,}, v {b,}n que son la base de la construccion del
contraejemplo. Para demostrar la existencia de un operador sin subespacios invariantes, basta
suponer un crecimiento suficientemente rapido de estas sucesiones, pero tener controladas las
condiciones exactas implica poder construir sucesiones {a, }, y {b,}, concretas y, en consecuen-
cia, dar un operador sin subespacios invariantes particular. Por este motivo, en el Apéndice A,
recogeremos todas y cada una de las condiciones de crecimiento que iremos encontrando a lo
largo del Capitulo 3. Sin embargo, una vez terminada la recopilacién, nos encontraremos con
que hay una serie de condiciones que no sélo dependen de los términos de {a,}, vy {by}n, sino
que también incluyen unas constantes que no tendremos controladas. Asi pues, terminaremos
el apéndice haciendo una estimacion de estas constantes, para poder obtener un conjunto de
condiciones que sean realmente tutiles. Uno de estos calculos, no obstante, nos obligara a recurrir
a un reciente articulo de W. Sliwa [13], en el que el autor, también basandose en la construccion
presentada en [3], da una version cuantificada de un lema que es la clave para calcular la cons-
tante que nos faltaba. Ademas, W. Sliwa consigue resumir todas las hipétesis de crecimiento
en una sola condicion, llegando asi a un contraejemplo particular. Este resultado, que aqui solo
enunciaremos, sera el punto final de este trabajo.

Barcelona, junio de 2011
Carlos Domingo






Capitulo 1

Introduccién al Problema del Subespacio
Invariante

El problema del subespacio invariante plantea la siguiente cuestion: Si £ denota un espacio
de Banach, jes cierto que para todo operador lineal y acotado T' € L(F), siempre existe algtn
subespacio F' C FE cerrado que es T—invariante y no-trivial? (es decir, T(F) C F, F # E y

F#{0}).

Primero de todo veamos los casos para los que conocemos la respuesta al problema. Por
ejemplo, si E es complejo y de dimension finita, entonces siempre tenemos subespacios inva-
riantes. En efecto, supongamos dim(E) = n y denotemos por vap(T) = {A,..., A} C C al
conjunto de valores propios de T, que sabemos que es no vacio y finito (de hecho, 1 < m < n).
Ademas, se tiene la descomposicion de E en subespacios propios

E =%ker(T — \Id)® ... ® ker(T — A\, 1d),

con cada uno de los sumandos directos distinto del subespacio nulo. De esta manera, si 1 < m <
n, para cada k € {1, ...,m}, el subespacio ker(T'— A, Id) es invariante por 7', no nulo, distinto del
total y cerrado, por ser de dimension finita. El caso m = 1 corresponde al operador T'= A\{Id,
que deja invariante cualquier subespacio. Asimismo, en el caso real y de dimension finita mayor
que dos, también podemos asegurar siempre la existencia de subespacios invariantes (véase el
Apartado 2.1). Continuemos con esta primera aproximacion al problema. Para ello, demos antes
una definicion:

Definiciéon 1.1. Dado un operador T € L(E) y un elemento x € E, se dice que x es un punto
ciclico si

Or(z) == (x,Tx,T%x,...) = E.

Claramente, si existe algun punto z € F diferente del cero que no sea ciclico, entonces Op(x)
es un subespacio invariante, cerrado y no trivial. De hecho, se puede reescribir el Problema del
Subespacio Invariante en terminos de puntos ciclicos, usando el siguiente hecho:

Proposicion 1.2. Un operador T € L(E) no tiene subespacios invariantes no triviales (cerra-
dos) si y sdlo si todo elemento no nulo de E es ciclico.
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Demostracion. Como hemos comentado, si no hay subespacios invariantes no triviales, necesa-
riamente todo elemento no nulo es ciclico. Reciprocamente, si 7' tiene un subespacio invariante
no trivial F', tomando un elemento z € F' no nulo, se tiene que Or(z) C F' C E y por lo tanto,
x no es ciclico. O]

Ademas, Or(z) es separable (es decir, contiene un subconjunto denso y numerable), pues

n
{ Z(qk +irg)TFz,n € N, gy, 1), € Q}
k=0

es un subconjunto numerable y denso en Or(z). De este modo, si el espacio E no es separable, no
puede haber puntos ciclicos y por lo tanto, Or(z) sera un subespacio invariante no trivial para
cada x # 0. Resumiendo, si pretendemos encontrar un operador sin subespacios invariantes no
triviales, necesariamente tendré que ser en un espacio Banach separable de dimension infinita.
Ademas, dicho operador debera cumplir que todo punto no nulo sea ciclico. Més atn, veamos
que el operador y todos los operadores que conmuten con él, deberan ser inyectivos y con imagen
densa en E. Para argumentar esto, demos primero una definicion:

Definicién 1.3. Dado T € L(E), un subespacio F' C E se llama T-hiperinvariante si es
invariante para todo operador que conmuta con T

Ahora, es facil probar que el nucleo y la imagen de un operador 7' € L(FE) son siempre
subespacios T-hiperinvariantes. En efecto, si .S conmuta con Ty x € ker(T'), entonces

T(S(x)) = S(T(x)) = 5(0) = 0,

con lo que S(z) € ker(T). Ademas, como para cada x € FE se tiene S(T(z)) = T(S(x)),
deducimos que

S(Im(7T)) C Im(T).
De este modo, si T' no tiene subespacios invariantes no triviales, todo operador que conmute
con ¢l deberé ser inyectivo (pues de no ser asi, su nicleo seria T-invariante y no trivial), y por
el mismo motivo, deberéd tener imagen densa en E.

Mas resultados, ya no tan triviales, se han ido obteniendo a lo largo de la historia. En 1935,
J. von Neumann probd que todo operador compacto en espacios de Hilbert tiene subespacios
invariantes no triviales, hecho que fue generalizado a espacios de Banach en 1954 por N. Arons-
zajn y K.T. Smith [2]. En 1973, V.I. Lomonosov [9] extiende atn més este resultado, probando
que si T" es un operador que conmuta con otro operador S no escalar, que a su vez conmuta con
un operador compacto K, entonces 1" tiene subespacios invariantes no triviales. Mas adelante,
en los anos 80, P. Enflo [6] y C. Read [11, 12| dieron construcciones de operadores que carecian
de subespacios invariantes no triviales, con lo que se lleg6 por primera vez a una respuesta
negativa al problema. A pesar de haber resuelto el caso mas general, todos los contraejemplos
hasta la fecha son sobre espacios de Banach no reflexivos. De este modo, atin quedan preguntas
interesantes por responder: jtiene todo operador en un espacio reflexivo subespacios invarian-
tes?, ;v si lo restringimos atin mas, pidiendo que el espacio sea de Hilbert!? En este trabajo,
dedicaremos un capitulo entero a la construccion detallada del contraejemplo mas elemental,
en el espacio /. No obstante, para acabar esta introduccién, daremos una prueba debida a M.
Hilden [10] del resultado de N. Aronszajn y K.T. Smith para operadores compactos.

'El Corolario 2.8 del Teorema Pequefio de Riesz afirma que todo espacio de Hilbert es reflexivo.
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1.1. Solucién para Operadores Compactos

Antes de todo, recordemos que un operador entre espacios de Banach T : E — F se llama
compacto si la imagen de la bola unidad

por T es un conjunto relativamente compacto en F, es decir, si T(Bg) C F es compacto.
Para esta clase de operadores, tenemos la ventaja de poder describir su espectro de una forma
bastante detallada. Por un lado, la Alternativa de Fredholm afirma que

vap(T) \ {0} = o(T) \ {0}

Por otro lado, sabemos que o(T") es o bien finito, o bien una sucesién con el cero como tnico
punto de acumulacion (estos resultados pueden encontrarse, por ejemplo, en el capitulo 4 de
[4]). Recordemos también el siguiente teorema clasico de la teoria espectral:

Teorema 1.4 (Teorema de Gelfand). Sea E un espacio de Banach. Para todo operador T €
L(E), se cumple
r(T) = lim |77,
n—0o0

donde r(T) = sup{|A| : A € a(T")} < ||T|| es el radio espectral de T

La prueba de este resultado se puede encontrar en [1, Teorema 6.12, p243|.

Teorema 1.5. Sea E un espacio de Banach de dimension infinita. Todo operadorT : E — E
compacto no nulo tiene un subespacio hiperinvariante no trivial.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que £ es un espacio de Banach complejo
y que |T|| = 1. Ademés, por la Alternativa de Fredholm, si hubiese algtn valor del espectro
distinto de cero, seria también valor propio y por lo tanto podriamos construir un subespacio
T-hiperinvariante 2. Podemos suponer asi que o(T') = {0} y, aplicando el Teorema 1.4, tenemos

lfm |77 * = 0.
n—o0
Consideremos ahora el conmutador de T,
A={S e L(F): ST =TS5}.

Podemos construir para cada x € E el subespacio Ar = {Sx : S € A}, que es T-hiperinvariante.
Supongamos que siempre fuera trivial ® (en caso contrario habriamos acabado), es decir

Azr = E para todo x # 0. (1.1)

2Si X € vap(T), el subespacio de vectores propios de valor propio A es ker(T' — A\Id), que hemos probado
anteriormente que es (T'— AId)-hiperinvariante, pero esto equivale a ser T-hiperinvariante.
3Como Id € A, Ax # 0 para toda x # 0, luego suponer que Az siempre es trivial equivale a (1.1)
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Dado que T' # 0, podemos tomar xy € F tal que ||zg|| > 1y ||Txo|| > 1. Definimos ahora la
bola abierta de centro xy y radio 1,

By={z € E: ||z — x| <1},

que cumple 0 ¢ By por construccion, y 0 ¢ T(By). En efecto, supongamos que existiera una
sucesion {w,}, C By tal que T, —+ 0. Se tiene,
[Txol| <|Two — Tan| + | Tl
<[ T[llwo = nll + [Tl
<:1 4*||jifn|h
que pasando al limite cuando la n tiende a infinito, implica ||Tzo|| < 1 y se tiene una contra-
diccion. Ahora, por (1.1), para cada x # 0, Ax N By # &, por lo que existe un operador S € A

tal que Sz € By. De este modo, podemos recubirir £\ {0}, y en particular, T'(By), por los
abiertos de la forma

Us={x € FE:|Sr—xl <1}
Usando ahora la compacidad de T'(By), podemos tomar un subrecubrimiento finito. Sean
{S1,..., 5.} C A tales que
By) € | Us,.
k=1

Como T'zg € T(By), existird un indice 1 < j; < n de manera que T'rq € Us, , y por lo tanto,
1 = 5;,Txg € By. Asi, Tz € T(By), por lo que existe 1 < j, < n tal que a:2 S, Tz € By.
Inductivamente, podemos construir una sucesion de indices {jx}r C {1,...,n} tales que la
sucesion {zy} definida por recursion

Tpp1 = Sj, ., Try,

Jk+1
esta contenida en la bola By. Usando ahora que los operadores S; conmutan con 7', se tiene
el =185, - - S5 T o
IS5l 1S T Mol
<(améx [1S;[)*IT*|[]|o

1<5<n

= (e 18,01 ol
que tiende a 0 cuando k — oo puesto que limy |T%|* = 0. Como 0 ¢ By, llegamos a una
contradiccion, por lo que no se puede dar (1.1) y existira algin x € F para el que Az es un
subespacio T-hiperinvariante no trivial.

]

Observamos que en la demostracion hemos considerado los subespacios hiperinvariantes Az
y hemos llegado a que para algin = € E \ {0}, este espacio sera no trivial. Pero, jha sido
casualidad?, es decir, jpodria haber pasado que todo operador compacto tuviese subespacios
hiperinvariantes no triviales y que, en cambio, no necesariamente alguno fuera de la forma
Az? Veamos que no mediante un resultado analogo a la Proposicién 1.2 que tenfamos para
subespacios invariantes.
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Proposicion 1.6. Un operador T € L(E) no tiene subespacios hiperinvariantes no triviales
(cerrados) si y solo si Ax = E para todo x € E '\ {0}.

Demostracion. Claramente, si T' carece de subespacios hiperinvariantes no triviales, necesaria-
mente, Az = E para todo x € E \ {0}. Reciprocamente, supongamos que Az = E para todo
z € E\ {0} y que T tiene un subespacio hiperinvariante F' C F no trivial. Sea x € F'\ {0}.
Como F' es hiperinvariante, tenemos que

Az ={Sz: ST =TS} C F,

y por ser I’ cerrado, o
E=AxCF,

con lo que llegamos a una contradiccion con la no trivialidad de F. O]

Asi, podriamos decir que el conjunto de subespacios
Hr = {ﬂ 1 r e E}

forma una «base» de subespacios T-hiperinvariantes cerrados, en el sentido que todo subespacio
I C FE que sea T-hiperinvariante se puede escribir como

F:Uﬂ.

De hecho, para los subespacios T-invariantes cerrados, tenemos un resultado anélogo con el
conjunto

IT = {OT(Z‘) T E E},

puesto que todo subespacio F' C E que sea T-invariante se puede escribir como






Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo, daremos los resultados necesarios para el desarrollo del trabajo. Por regla
general y a menos que sea importante por alguna otra razon, excluiremos todas aquellas demos-
traciones y definiciones que estén comprendidas en el temario del curso de Analisis Funcional
impartido en la Universidad de Barcelona.

2.1. Complejificaciéon de un Operador

Definicion 2.1. Sea E un espacio vectorial real. Diremos que un espacio vectorial complejo E
es complejificacion de E si:

(a) Existe una aplicacion R- lineal e inyectiva jp : E — E.
(b) E = jp(E) ®ijp(E).

Observamos que podemos construir facilmente una complejificaciéon de un espacio vectorial
real E tomando E = E¢ := E @ iE. En efecto, la aplicacion jeg + E — E¢ definida por
je(z) = x + 140 para todo x € E cumple la propiedad (a), mientras que la propiedad (b) se
tiene por construccion. Ademés, la complejificacion de un espacio vectorial real es tnica salvo
isomorfismo. A E¢ la llamaremos complejificacion estindar de E.

Para dotar ahora a una complejificacion (de momento, puramente algebraica) de una norma,
nos interesara que se cumplan propiedades de los nimeros complejos como |t| = |t40i|, sit € R,
y |z| =z, si z € C. Esto nos conduce a la siguiente definicion:

Definicion 2.2. Dado un espacio normado real (E, | - ||g), y un espacio normado complejo
(E,|| - lz), con E complejificacion de E, diremos que la norma || - ||z es razonable si

(i) ||zl|le = lje(x)|| z para todo x € E.

(i) lie(x) +ijeW)lz = lje(x) — ez para todo x,y € E.

En este caso, diremos que (E,|| - | z) es una complejificacion razonable del espacio normado
real (E, |- |g)-
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Es un célculo probar que las normas razonables cumplen también la siguiente propiedad:

l7e(2) +ije(W)ll s = méx{[lz]|e, [lyle} Yo,y e E. (2.1)

Proposicion 2.3. Una complejificacion razonable (E,||-|| ) de un espacio de Banach (E,||-||g),
es también Banach.

Demostracion. Sea {z,} una sucesion de Cauchy en E , con z, = x,+1y, para ciertos x,,y, € £
(abusando de notacion, pues tendriamos que escribir z, = jg(x,) + ijg(y,)). Por la propiedad
(2.1), las sucesiones {z,} y {y,} son de Cauchy en E, y por lo tanto convergen a ciertos
elementos xg e yy de F, respectivamente. Ahora, si zg = ¢ + 1Yo,

120 = 20l = llzn — 2o + i(yn = %0)ll& < ll2n = zolle + Y — wolle — 0,
con lo que {z,} converge a z, € E. O
Finalmente, daremos el teorema que necesitaremos para lo que nos ocupa:

Teorema 2.4. Sean E y F dos espacios normados reales y sean Ec y Fc sus respectivas
complejificaciones estandar. Entonces

|+ 1y|| == sup ||[zcos®+ ysind)||
0€[0,27)

es una norma razonable en las complejificaciones. Ademds, siT € L(E, F), entonces el operador
Tc : Ec — F¢ definido por

Te(x +iy) = T(x) + 1T (y)
cumple Tt € L(Eg, Fc) con norma ||Tc|| = ||T|.

Demostracion. La definicion dada es trivialmente una norma en la complejificacién. Veamos
que es razonable:

|x 4+ 0| = sup |[zcosf| = sup |cosb||z| = |z].
0€[0,27] 0€[0,2x]

|z +iy|]| = sup ||xcosf+ysinf|| = sup ||z cos(—0)+ ysin(—06)||

0€[0,27) 0€[0,2x)
= sup ||lzcosf —ysinb| = ||z —iy||.
0€[0,27)

Ahora, por un lado tenemos ||T¢|| > ||7||. En efecto,

|Te(x + iy Te(x + 10 | T ()]
= sop T+l A Telar )] 7@
srig20 [T+l T aviozo (o440 w20 ]

Por otro lado, sea z + iy € Ec y 0 € [0,27]. Se cumple que
|(Tx)cos O+ (Ty)sinb|| = ||T(x cosf + ysinb)||
< |IT|| - ||z cos O + ysin 0|
<7 - ll= +iyl|-

Por lo tanto, [|T¢|| < ||T|| y se tiene la igualdad. O
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Con estas herramientas presentadas, veamos qué pasa con los subespacios invariantes. En
general, todo operador T' € L(FE) con E espacio de Banach complejo de dimension finita tiene
subespacios invariantes. ;Se puede extender este resultado al caso real? La respuesta es que si,
siempre y cuando la dimensién del espacio real sea mayor que dos. Si el operador en cuestion
es miultiplo de la identidad, cualquier subespacio es invariante. Si no lo es, tenemos el siguiente
resultado:

Proposicion 2.5. Sea E un espacio de Banach real de dimension finita. Para un operador
T € L(E) no maltiplo de la identidad, se tiene:

(i) Sila dimension de E es impar, entonces T tiene un subespacio hiperinvariante no trivial.

(i) Si la dimension de E es par y mayor que dos, entonces T’ tiene un subespacio invariante

no trivial, pero no necesartamente hiperinvariante.

(iii) Sila dimension de E es exactamente 2, entonces T' puede no tener subespacios invariantes

no triviales.

Demostracion. (i) Sila dimension de E es impar, el polinomio caracteristico de T" tendra gra-

(i)

(iii)

do también impar y en consecuencia, una raiz A € R. Para este valor propio, el subespacio
ker(AId —T') es no trivial, pues T no es multiplo de la identidad, y es hiperinvariante, tal
y como hemos visto en la introduccion.

Si la dimensiéon de E es par, consideremos 1¢ : Ec — E¢ como en el Teorema 2.4. T
tendra un valor propio complejo . Sea z = x + iy un vector propio de valor propio A y
F = (z,y) C E. Como por hipdtesis la dimension de E es mayor que dos, se tiene que F’
no es un subespacio trivial. Ademéas T'(F) C F', en efecto:

Te(x +iy) = Mz +1y) = ... = Re(A)z — Im(N)y + i(Im(N)x + Re(N)y) = T'(z) + T (y),
con lo que T'(z),T(y) € F'y se tiene T'(F) C F.

En R2, una rotacién de angulo ¢ con 0 < ¢ < 7 es lineal y sus tinicos subespacios
invariantes son 0 y R?, ambos triviales.

O

De este modo, concluimos que todo operador T' € L(E), con E espacio de Banach real de
dimension finita mayor que dos, posee subespacios invariantes no triviales.

2.2.

Reflexividad

Definicion 2.6. Un espacio de Banach E se llama reflexivo si la aplicacion

F:F— E*
x+— F(z)(v) = v(x), Vv e E*

es un isomorfismo de espacios de Banach.

11
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Teorema 2.7 (Teorema Pequenio de Riesz). Sea (H, (-,-)) un espacio de Hilbert y H* su dual.
Para todo funcional v € H* existe un unico y € H tal que

v(x) = (z,y), Vo € H.
Ademds, la aplicacion
H— H”
y— ()
es una isometria, antilineal y biyectiva.

La demostracion de este teorema se puede encontrar en [4, Teorema 2.8.1, p75|. Ademas,
podemos deducir facilmente el siguiente resultado:

Corolario 2.8. Todo espacio de Hilbert es reflexivo.

Demostracion. Denotemos por ¢, al funcional de H* de la forma (-, x) para cada x € H. Por
el Teorema Pequeno de Riesz 2.7, la aplicaciéon ¢ que asigna

T Qg

es antilineal y biyectiva. Ademas, es un célculo comprobar que la forma definida en H* x H*
por
(Px, @y) = (Pa, @y) = (Y, )

determina un producto escalar en H* que le da una estructura de espacio de Hilbert. Asi
pues, podemos definir como antes por el Teorema Pequeno de Riesz, una aplicaciéon antilineal
y biyectiva ¢’

v @l = (-, v).

Ahora, la composicion ¢ := ¢’ o ¢ es un isomorfismo de espacios vectoriales, pues es biyectiva
) )

y la composicion de dos aplicaciones antilineales es lineal, que es lo que queriamos demostrar.

En efecto: Si x € H, para todo funcional v = ¢, € H*

D(x)(v) = vy, (9y) = (0y, @) = (2, y) = py(x) = v(2),

que es la aplicacion canénica de la Definicion 2.6 de espacio reflexivo.

2.3. Completaciéon de un Espacio Normado

Teorema 2.9 (Teorema de Completacion). Sea E un espacio normado no completo. Entonces
E es isométricamente isomorfo a un subespacio denso de un espacio de Banach E.

Demostracion. Consideramos el espacio de todas las sucesiones de Cauchy en E, y lo denotamos
por Y. Definimos ahora una relacion de equivalencia en 3 de la siguiente manera:

{an}n ~ {yn}n — 7}1_{20||xn - ynH =0.

12
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La reflexividad y la simetria las cumple trivialmente. Ademaés, si

{@ntn ~{Yntn ¥ {Untn ~ {2n}n,

entonces,
120 = 2nll = |70 = Yn + Yn — 20|l < NT0 = Ynll + |Yn — 24l — 0,
pues por hipotesis los dos sumandos tienden a cero. Con esto, probamos la transitividad y, en
consecuencia, que el espacio vectorial cociente E =YX / ~ esta bien definido. Notaremos por
@ a la clase de {x,},.
Observamos ahora que dada {z, }, € ¥, la sucesion de normas {||x,||}» C R es una sucesion

de Cauchy, pues
[[all = lJ2mll] < 20 = 2]l == 0,

por ser de {z,}, de Cauchy en E. De este modo, como R si que es completo, obtenemos la
existencia de lim ||z, ||. Asi, definimos:
n—oo

i /.
|Gl = Jim ]|

Ademas, esta definicién no depende del representante. En efecto, si {z,}n ~ {yn}n, tenemos

[lanll = Nlyalll < llzn = yall = 0,
luego,
Gkl = dim flzall = 1o [l = [{o0 3ol

Ahora, queda probar que esta definiciéon es efectivamente una norma en E y que, con ella, este
espacio es completo.

L [{@atall = 0 V{aabn € By [{aatul = 0 <= {wn}n = {0}

La primera parte se deduce del hecho que nuestra candidata a norma esta definida como li-
mite de valores no negativos, y que sea cero, es justamente la definicion de {z,}, ~ {0},, o

equivalentemente, {z,}, = {0},.

2 lefzn}nll = la[{zn}nll Vo e C.

Para ver esto, simplemente usaremos la linealidad de los limites y de las clases, asi como la
propiedad anédloga para la norma de E.

- 3 — 7 7 /7 - 3

3. [{@atn + (Wadall < 1{zatull + 1 {vatnll-

1Gndo + Qondall = 1 + wball = Mom [l + yl) < 1 ]| +
= tim Jeal| + Mo [l = [ Tadall + [ ot

13
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—_—

Veamos ahora que F es un espacio de Banach. Sea {ij}, = {{x,(lk)}n}k una sucesion de

Cauchy en E. Para cada k, como {x%k)}n es de Cauchy en E, podemos escoger n; de manera
que
|z — :ESZZ)H < k7' sim > ny,. (2.2)

Probemos que {i}, converge a la clase de la sucesion de Cauchy en E

{xm, 222),. .,xg?,...}. (2.3)
Para ello, definimos
{Jz:n,c el ot
Usando (2.2), para cada k tenemos:
k) . _
I, — 2 = It — 2 bll = M [l — 2] < k" (2.4)

Con esto, probemos que (2.3) es efectivamente una sucesion de Cauchy en E. Consideremos la

k
sucesion de término general constante {xnk — xnm }p, cuya clase hemos denotado por x%k) —:L‘S;Z).

Ahora,

Nm

k m ‘ k m —(k —(m
o) — 2] = tim ) — 2 = 2 — 27

<128 = all + ok — 2ol + 2w — 25|

< in — ol + K 4 (2.5)

que tiende a cero cuando k y m tienden a infinito, pues {Zy}x es de Cauchy por hipotesis. De
este modo hemos demostrado que nuestro candidato a limite, que denotaremos por z, es clase
de una sucesion de Cauchy en E, es decir, es un elemento de E. Ahora, otra vez usando (2.4),

& — del) < 12— 2] + 128 — a4]) < 12— 2] + & (26)

Finalmente, por (2.5),

&= &) = o) = ), | = lim | {af) — 2}

< lim ||, — 2| + &~ 1,
pP—00
y sustituyendo la expresion en (2.6), obtenemos que {7}, converge a Z.

lfm ||& — 2] < lm | lm ||&, — @l + 26| = 0.
k—o0 k—o0

p—>oo
Para terminar la prueba, observamos que la aplicacion lineal

d:FE— F

r— {x,z,...,z,...}

14
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es inyectiva, con lo que induce un isomorfismo E « ®(F), e isométrica, pues
Jz]| = lim [|z]| = [|[@(z)].
n—0o0
Ademas, ®(F) C E es un subespacio denso. Para probarlo, veamos que cualquier {zp}n € E
se puede aproximar por elementos de ®(E) de la siguiente forma:

—

/ —_ 4 -
{zp}n = lim zp = Um {zy, vg, ..., Tp, ...}
k—o00 k—o0

En efecto,
I 73 — , k
[T, — Tondll = Ion — bl = Jim i — ] 250,
ya que {z,}, es una sucesion de Cauchy en E. O

2.4. Divisién de Polinomios por Potencias Crecientes

En el Capitulo 3, a menudo haremos argumentos que involucraran grados de polinomios.
En particular, en el Lema 3.6, trataremos con polinomios que no tengan términos de grado
«pequeno» y, para ello, usaremos una division que justamente controla esta propiedad en el
resto. Esta operacion se llama division por potencias crecientes, y puesto que no es la division
euclidea habitual, incluimos el resultado teérico en el que se basa:

Teorema 2.10. Sean > 0, y sean
A=ap+az+ ...+ ay2?,
B=by+biz+..+b,2",
dos polinomios con coeficientes en un cuerpo K, con by # 0. Entonces existe un unico par (Q, R)

de polinomios de manera que

A=BQ+:""'R

y deg@ <n.
Demostracion. Probaremos primero la existencia por induccion sobre n > 0.

Caso n = 0. Como by # 0, podemos tomar () = ‘;—8, con lo que A — BQ no tiene término

independiente. Asi, existe un polinomio R tal que A — BQ) = zR y se cumple el enunciado.

Supongamos ahora cierto el teorema hasta n y probémoslo para n 4+ 1. Por hipotesis de
induccion, dividiendo A entre B tenemos A = BQ + 2" R, con deg Q < n. Del mismo modo,
R = AB + 25 con X un escalar, efectuando la division de R entre B para n = 0. Sustituyendo
ahora R en la primera igualdad, obtenemos

A= B(Q + ") + 2" 128,

con deg(Q + A\z"™1) <n+1.
Para ver la unicidad, supongamos que (P, Q) y (P’,Q’) son dos pares de polinomios que
satisfacen el teorema. Restando, se tiene que

B(Q-Q)+ """ (R-R)=0.

De aqui sacamos que "' divide a B(Q — Q’), y como by # 0, se deduce que 2" divide a
Q — Q. Pero deg(@Q — Q') < n, con lo que necesariamente () — Q' = 0, y en consecuencia,
R—R =0. ]

15



CAPITULO 2. PRELIMINARES

2.5. Una base de Schauder para ¢'.

Definiciéon 2.11. Sea E un espacio de Banach sobre un cuerpo K. Diremos que {ex}r C E es
una base de Schauder de E si, para todo elemento x € E, existe una unica sucesion {oy}r C K

tal que
Tr = Zakek.
k=1

Para mas informacion sobre bases de Schauder, véase [§].

Consideremos el espacio de sucesiones
o0
o= {a ={ax}r CC: Z|ak| < oo}
k=1
y la sucesion de elementos {e;}, C ¢! tales que, para cada k > 1,

k—1
——
er = (0,..,0,1,0,...).

Proposicién 2.12. Los elementos {ey}r C (' forman una base de Schauder del espacio (1,
también llamada base canénica del espacio (*.

Demostracion. Sea a = {ay} € ¢'. Para cada k > 1, definimos o, = a;. Veamos que, con esta
sucesion de escalares, se cumple

n
a = lim g OLCL-
n—oo
k=1

En efecto,

n
a — E AREL
k=1

:||(07 "'707an+17an+27 )Hl
1

[e.e]

=2 lul.

k=n+1

que tiende a cero cuando n tiende a infinito, por ser la cola de una serie convergente. Ademas,
hay unicidad en la sucesion {ay }r. En efecto, supongamos que existe ky > 1 tal que ag, # ag,.
Sin Z k?(),

=|[(a1 — a1, ey gy — gy +ovy A — iy A1, ) |1
1
2|al<~‘0 - ak0| >0,

n
a — E QLCL
k=1

luego

n
a — E A Cp

k=1

> 0,
1

lim
n—oo

16
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y por lo tanto

o
a # Z OLCL.
k=1

[]

En el Capitulo 3, construiremos un espacio £ isométricamente isomorfo a ¢!, asi como una
sucesion de elementos {fi}r € F que se identificara con {ey}r C ¢*. De este modo, tendremos
que {fx}r es una base de Schauder de F, y por lo tanto, todo elemento g € E se escribira de

forma tnica como
o
g= E g fr-
k=0

Esto se tiene gracias al siguiente resultado:

Proposicion 2.13. Sean E y F dos espacios de Banach. Sea {ex}r C E una base de Schauder
de E yseaT € L(E, F) un isomorfismo. Entonces, la sucesion de elementos { fy}r C F definida
por fr = Tey es una base de Schauder de F.

Demostracion. Sea y € F y sea x € E el tnico elemento de E tal que y = Tx. Como {ey}y es
base de Schauder de F, tenemos
o0
xr = Zakek
k=0

de forma tnica. Aplicando T" a esta expresion y usando su continuidad, nos queda

Y= ZOékTek = Zakfk-
k=0 k=0

Ademas, la unicidad de z y de su expresion en la base {ey }, nos da la unicidad para la expresion
de y. De este modo, probamos que { f;}, es una base de Schauder de F'. O
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Capitulo 3

Construcciéon del Contraejemplo

En este capitulo presentaremos un contraejemplo para el Problema del Subespacio Invariante
general. Se trata de un operador en el espacio de sucesiones ¢! que carece de subespacios
invariantes no triviales. La construccion de este operador es una simplificacién por parte de
A.M. Davie |no publicada] de un contraejemplo anterior presentado por C. Read [11, 12]. Para
desarrollar este capitulo, seguiremos basicamente [3, Capitulo XIV].

Antes de empezar con la construccion propiamente dicha, haremos una serie de observaciones
que nos proporcionaran las bases sobre las cuales encontraremos el contraejemplo. Primero
de todo, recordemos que decir que un operador no tiene subespacios invariantes no triviales
equivale a que todo punto distinto del cero sea ciclico (véase Proposicion 1.2). Otro resultado
que necesitaremos es el siguiente:

Lema 3.1. Todo operador con un punto ciclico puede representarse como la multiplicacion por
z en la completacion del espacio de polinomios P|z]| respecto de una cierta norma.

Demostracion. Sea T € L(E) y xy € E un punto ciclico:

Or(zo) = (xo, Txo, T?x0, ...) = E.

Puesto que E es de dimension infinita, se tiene que {T%z}1>0 son linealmente independientes.
De este modo, podemos interpretar los iterados como potencias de una indeterminada z y
n

n
asociar a cada suma finita > a7z el polinomio p(z) = > apz*.
k=0 k=0

<$0,T$0,T2$0, > <—— <1,Z,227 > = P[z]

Pongamos ahora una norma en el espacio de polinomios P[z] coherente con esta identificacion,

n n
E agz” E akaxo
k=0 k=0

y consideremos la completacion P|z]| del espacio normado resultante (véase Apartado 2.3), que
es un espacio de Banach isométricamente isomorfo a E, pues

Ipll =

E

—

E = (xg, Txg, T?x0,...) = (1,2,22,...) = P|z].
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Ademas,
n n n n
T(E akaxo) = E ap Ty +—— E ap2" = Z(E ak.zk),
k=0 k=0 k=0 k=0

con lo que T se convierte en la multiplicacion por z en el espacio de polinomios P|z], y por

—_—

continuidad, en todo P[z]. O
Ejemplo 3.2. Consideremos E = (', y T € L(E) el shift a la derecha,
{CL(), ai, } Pi> {07 ap, a1, }

Tenemos que ey = {1,0,0,...} € ¢ es ciclico por T'. En efecto, sea a = {a;}; € ' un elemento
arbitrario y {s,}, la sucesion definida por

n
sn:Zakek: {ag, ..., an, 0,0, ...}, n > 0.
k=0
Se cumple que {s, }, C (e, Teg, Ty, ...) = {eo, €1, €a,...) = Coo y aproxima a a, pues

oo
Isn —alli = > lax] == 0
k=n+1

o0
por ser la cola de la serie > |ax| = ||a|l; < oc.
k=0
En este caso, la correspondencia que tenemos coy <— P|z] es

n

k

{ap, ay, ..., a,,0,0, ..} +— g apz”,
k=0

y la norma que consideramos en P|[z],

n

E akzk

k=0

n

= lal.

k=0

Claramente el shift se corresponde con la multiplicacion por z sobre P[z]| y por continuidad,
sobre la completacion de P[z] respecto de la norma definida.

Observamos que este tltimo lema nos permite, sin pérdida de generalidad, tratar de encon-
trar el operador 7T sin subespacios invariantes como la multiplicaciéon por z en el espacio de
polinomios P[z] con una norma adecuada.

Definicion 3.3. Definimos el operador T' como la multiplicacion por z en el espacio de poli-

n
nomios P[z], es decir, para cada p =Y az* € Plz],

k=0
n n

T g apzt | = g a2t
k=0 k=0

20



CARLOS DOMINGO

n
Ademaés, podemos simplificar la notacion: si 2y € E es un punto ciclicoy p = > ap2* € Plz],
k=0

n

entonces > apT*ro = p(T)zy € E se identifica con p en la completacion de P[z]. Mas afin,
k=0

como T es la multipilicacion por z en P[z], sil € P[z], [(T) se identifica con la multiplicacion

por [(z). De este modo, si pensamos en [ como el operador «multiplicar por [(z)» en el espacio

P]z], denotaremos
1Ullop = 11T 2

Sinteticemos todo esto en una tabla y usemos a partir de ahora esta nueva notaciéon, con

—

E = P[z].
(B -1ls) | (PELI-I) | (2B, g’ New) | (EPED, I llop)

o 1 .z

p(T)zo p I(T) 1(2)

Por construccion, el polinomio 1 es ciclico en E para la multiplicacion por z. Ahora, afirmar
que todo punto x € E es ciclico significa que

F, = {(z,zx,2%x,...) = E,

hecho que tenemos asegurado si se cumple que 1 € F,, (por ser éste ciclico). Equivalentemente,
necesitamos que para todo € > 0, exista un polinomio [ de manera que

iz — 1)) < e. (3.1)

Es necesario recordar que para obtener un operador sin subespacios invariantes hace falta
que (3.1) se cumpla para todo elemento x € E distinto del 0, y no sélo para los polinomios.
No obstante, probarlo para los polinomios serd un primer paso importante. Supongamos por
un momento que todo polinomio es ciclico, y sea z € E un elemento que se aproxima por la
sucesion de polinomios {p, },. Como hemos supuesto que se cumple (3.1) para los polinomios,
tenemos que para cada € > 0 y para cada n > 0, existe un polinomio /,, de manera que
€
7

Ahora, pensando [,, como el operador «multiplicar por [,,», supongamos que se cumple

||lnpn - 1” <

M = sup ||l||op < 0.

Sea n > 0 de manera que ||z — p,| < 357. Entonces se tiene que

[lnz = 1| < |llna = bnpnl + [[lnpn — 1]]

< llallop - 1z = pull + [1lnpn = 1]]
€ €
<M -—+=-=¢,
- 2M 2
por lo que se satisface la desigualdad (3.1) también para x.
Con todo esto, podemos ya trazar una estrategia para la construcciéon de un operador sin

subespacios invariantes no triviales. Seguiremos los dos pasos siguientes:
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(a) Construir una norma en el espacio de polinomios de manera que para cada polinomio p
y cada € > 0, exista un polinomio [ de manera que

llp — 1] <e, (3.2)
es decir, que todo polinomio sea ciclico para la multiplicacién por z.

(b) Asegurar que para todo elemento x € E no nulo y para todo € > 0, exista una sucesion
de polinomios {p,}, convergente a x y tal que la sucesién de polinomios {l,}, asociada
segun (3.2) tenga las normas de operador acotadas.

Observacion 3.4. Los polinomios [ cumpliendo (3.2) no son tnicos. Supongamos que [; acerca
p a un cierto x1, que ly acerca x; a un cierto x,, y asi sucesivamente hasta [,, que acerca x,_
a 1, es decir, se tiene:

||l1P - $1|| < €1,

ngl‘l — QZ’QH < €9,

Nlnn-1 — 1| < en.

Escogiendo los €; > 0 adecuadamente, tenemos que el producto I, - - - [; satisface (3.2) para un
e > 0 dado. En efecto, si M = méx; <<y, ||lk||op, S€ tiene

U lp =1 < - lp — b Doa || & -~ lort — L~ Taza]| + - + [{lnztn1 — 1]
<[l - lalloplllip — @1l| + 1l - Bslloplll2zr — ol + -+ + [[ln2n—1 — 1]
<M leg + M ey 4 -4 gy,
<eg,

tomando &; = aM:_i para cada i € {1,...,n}.

Pasemos ahora a la construccion del contraejemplo. Para ello, enunciaremos y demostra-
remos una serie de lemas, que luego nos permitiran dar el resultado final. Como antes, deno-
taremos por P[z]| al espacio de polinomios con coeficientes complejos, y para cada natural n,
P,[z] sera el espacio de polinomios de grado menor o igual que n. Ahora, dado un polinomio

[e.e]
p € P|z], escribiremos p = > ax2*, donde evidentemente el conjunto {k > 0 : a; # 0} es finito.
k=0

Ademas, representaremos por
oo

EDI

k=0
a la norma en ¢! de la sucesion de coeficientes del polinomio. Més atin, para cada n > 0,

P,(p) = Zakzk
k=0

denotara el polinomio de P,[z] que resulta de cortar p hasta grado menor o igual que n. Natu-
ralmente, P, (p) = p si y solo si degp < n. Finalmente, definimos

val(p) = min{k > 0 : a; # 0}.
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Ejemplo 3.5. Sea p(z) = Y axz’ = 52° + 32* 4 23 — 2. Tenemos que la norma
k=0

pl = lax| =5+3+1+1=10.
k=0

Ademas, deg(p) = 5, val(p) = 2 y, por ejemplo, para n = 3,
Ps(p) = 2° — 2°.

Lema 3.6. Sean n y j dos numeros naturales con 0 < j < n, y seane >0, >0, M > 0
constantes reales. Entonces, existe una constante K > 0 tal que, para cada natural m < j, y
para cada polinomio g € P,[z] satisfaciendo |g| < M y |P,(g)| > 9, existe ¢ € Pj[z] con |q| < K
y cumpliendo

IPy(gq) — =" < e,

Demostracion. Dada m con 0 < m < j < n, definimos
Qn ={g € P[z] : |[9| < My |Pn(g)| = 6},

que es un subconjunto compacto de P,[z] (espacio de dimensién finita). Ahora, para cada
g € ,,, pongamos

g=72"7,
con g polinomio con término independiente distinto de cero y 0 < s < n. Consideramos la

division de polinomios por potencias crecientes hasta grado j—s de 2™ * entre g (véase Teorema
2.10)%:
2" =gq+T,
con degq < j —s < j (es decir, ¢ € P;[z]) y val(r) > j — s. Multiplicando por z*, denotando
r = z°r y aislando, obtenemos:
gqg=2z""—r.

Ademas, como val(r) = val(r’) + s > j, se verifica que
Pi(gq) = 2"
Asi, existe un entorno abierto U, C P,[z]| de g tal que, si ¢’ € U,, entonces
1Pi(g'q) — 2| <e.

Usando ahora la compacidad de €, C | g Ugs podemos tomar un subrecubrimiento finito
Ui, ..., Ukg,,, asociado a ciertos polinomios ¢y, ..., gk,,. De este modo, dado un polinomio g € €2,,,
existe una k € {1, ..., K,,,} tal que g € Uy, y tomando el polinomio g, € P;[z] obtenido a partir
de gi, nos queda

|1 Pj(gar) — 2| <e.
Ademés, si definimos

K = mix max |ql,
1<m<j 1<k<Knm

terminamos la prueba. O

De hecho, 0 < s < m < j, ya que por hipétesis | Py, (g)| > 0, y por lo tanto tiene sentido considerar el grado
J — sy el monomio 2™ °.
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Pasemos ahora a construir una base del espacio de polinomios P|z]. Sean {a, }, y {b,}, dos
sucesiones de numeros naturales, con ay = by = 1 y cumpliendo

l<a<bi < <by<---<a,<b,<---.

A lo largo del texto, ademas, necesitaremos imponer que estas sucesiones «crezcan suficiente-
mente rapido». Para garantizarlo, bastarad tener una serie de condiciones de crecimiento que
iremos recopilando en el Apéndice A.

Ahora, sea {v, },>_1 la sucesion de ntumeros naturales definida por
0 sin e {-1,0},

Uy = a, + by sin=1,
(n—1)(a, +b,) sin>1.

Con esto, se define una base {f;}x>0 de P|z]. Tomamos fy = 1, y para cada k > 1, proce-
demos de la siguiente manera:

-Si0<k< ay,
£, = 2(3a=h) k. (3.3)
-Sik= as,
fo=2F—1. (3.4)

Ahora fijamos un indice n > 2 y vamos variando otro auxiliar r € {1,...,n — 1}. Para cada
par (n,r), definimos:

= Si(r—1Da, + vy < k <ray,

1

(r—g)an—k
fe=2 1 2R (3.5)
—Si ran S k S ray, + Up—r—1,
fo = an_p (2" — 2F7om). (3.6)

—Si (n—1a, + (r = 1)b, < k < r(a, + b,),

(r=3)bn—k

fo =2 nan 2", (3.7)
—Sir(a, +b,) <k<(n—1)a,+ by,
fo =25 = by, (3.8)

Finalmente, definimos f; con la formula (3.8) y n = 1si k = v; = ay + by, y con la formula
(3.7) yn=r=1sia <k < wv;. Comprobemos que esta definicion es exhaustiva. Para ello,
veamos el esquema de la construccion en la siguiente tabla:
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n=1 n=2 n=3 neN
O<k<a|i o <k<ay vy < k < as Uy < k < a,
(3.3) » (3.5) conr=1 (3.5) conr=1 (3.5) conr =1
k=a E k= ay a3 <k <as+uv ap <k < ap+ v
(3.4) » (3.6) conr =1 (3.6) conr =1 (3.6) conr =1
Ea2<k<a2+b2 as +v1 < k < 2a3 an + Up_a < k < 2a,
E v (3.7) conr =1 (3.5) conr =2 (3.5) con r =2
: ik:a2+b2:v2 k = 2as 2a, < k < 2a, + vU,_3
5 | (3.8) conr =1 (3.6) con r = 2 (3.6) con 7 = 2
: : 2a3 < k < as + b3 :
i i (3.7) conr =1 (n—2)an, +v; <k < (n—1ay,
: ! as +bs < k < 2as3 + by (3.5) conr=n—1
: : (3.8) conr=1 k= (n—1)a,
4 < k<o 2a3 + by < k < 2(as + b3) (3.6) conr=n—1
(3.7) conn = r = (3.7) conr =2 (n—1a, <k <a,+b,
E— o k =2(as+ b3) = v (3.7) conr =1
(38)con711: (3.8) conr =2 an+b, <k <(n-1a,+b,
' (3.8) conr =1
(n—Da, + b, < k < 2(a, + by)
(3.7) con r =2
2(an +by) <k <(n-1)a,+20b,
(3.8) con r =2
(n—Da, +(n—2)b, < k < v,
(3.7) conr=n—1
k=wv,
(3.8) conr=n—1

Observamos que con la primera columna, correspondiente a n = 1, estamos definiendo fy
para 0 < k < a;. Con el resto de columnas, cada una de ellas correspondiente a un cierto
n > 1, definimos f; para v, < k < v,. Puesto que v,, — 0o cuando n tiende a infinito,
esto nos cubriria todos los enteros k en (0,a1] U (v1,00). Ademés, para los posibles enteros k
con a; < k < vy, definimos f;, de manera separada. Asi pues, si imponemos que los extremos
de los intervalos que aparecen en la tabla estén en el orden correcto, tendremos una definicién
univoca de fi para cada k > 0. Para los intervalos que se corresponden con (3.6) y (3.8) no
hay problema. Para el que se corresponde con (3.5), hace falta pedir que para toda n > 2,y
1 <r<n-—1, se tenga

(r—1)a, + vp_p < rap,

0, lo que es lo mismo, v,,_, < a,. Como {v,}, es creciente, basta tener la condicion
U1 < U, n> 2. (3.9)

Para el intervalo correspondiente a (3.7), hace falta que para todan > 2,y 1 <r <n —1, se
tenga
(n—1)a, + (r — 1)b, < r(a, + by),
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CAPITULO 3. CONSTRUCCION DEL CONTRAEJEMPLO

o, equivalentemente, (n — 1 — r)a, < b,. Asi, basta imponer la condicién
(n—2)a, < by, n>2. (3.10)

Cabe recalcar que ambas condiciones se satisacen siempre para los casos n = 0y n = 1,
por construccion de {ay }n, {bn}n v {Un}n. De este modo, si las sucesiones de partida cumplen
las condiciones (3.9) y (3.10), tendremos definidos correctamente los polinomios fj para cada
k > 0,y como deg fr = k, acabamos de construir una base del espacio de polinomios P|[z].

Antes de continuar, y para acabar de fijar ideas, veremos un ejemplo concreto de construccion
de la base { fi}x-

Ejemplo 3.7. Sean {a,}, y {bn}. las sucesiones definidas de la siguiente forma:

0 — 1 sin =0,
T3 n—1)2 sin>1.
b, = na, +1 para n > 0.

Observamos que para toda n > 1,
anp1 = 3 -3"(n))? = 3n?3"(n — 1)!? = 3n2a,.

Pasemos ahora a comprobar que se satisfacen todas las condiciones que deben cumplir las
sucesiones de partida.

i) 1<a<b<ay<by<- - <a,<b,<ap3 <---.

En efecto,

-1<a =3.

- a, <na, +1=>b, para cadan > 1.

— b, = na, + 1 < 2na, < 3n’a, = a,,, para cada n > 1.

(ii) vp_1 < a, para cada n > 2 (Condicion (3.9)).

En efecto, por un lado, para n = 2, necesitamos que a;+b; < as. Pero a14+b; =7 < 9 = a».
Por otro lado, si n > 3, denotando m = n — 1 tenemos

U = (M = 1) (@ + b)) < My, + Mbyy = My, + miay, +m < 3m%a,, = myr.
(iii) (n —2)a, < b, para cada n > 2 (Condicion (3.10)).
En efecto, (n — 2)a, < na, +1 = b,.
Construyamos ahora la base { fy}r de P[z] asociada a {a,}, y {bn}.. Para ello, seguiremos

la tabla de construcciéon vista anteriormente y definiremos cada polinomio con la féormula que
le corresponda.
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k Jr Formula
k=0 Jo=1 Definicion
0<k<a =3 fr =242 (3.3)
fy = 271/2,2
k=3 fa=2"—1 (3.4)
3<k<v =7 fi= 27234 (37 conn=r=1
fs=2712°
o = 24/36
k=17 fr=2"—423 (3.8) conn =1
T<k<ay=9 fs=277/8,8 (35)conr=1,n=2
k=9 fo=3("—1) (3.6) conr=1,n=2
9<k<wvy=28 fro = 271/36,10 (37) conr=1,n=2
k=28 fog = 2% —192° (3.8) conr=1,n=2

Con la construccion de la base un poco mas clara, pasemos ahora a definir una norma en

Plz]:

Definicion 3.8. Sea p = >, axfi la expresion de un polinomio p € P[z] en la base {fy}x.

Definimos la norma de p por
> anfil = lowl:

k>0 k>0

Con la norma fijada, definimos también:
Definicion 3.9. Sea E la completacion de P[z] respecto de la norma || - ||.

El espacio E es Banach e isométrico a £*; con {f;}; identificada con la base de Schauder
{er}r de ¢! introducida en el Apartado 2.5. Nuestro objetivo ahora es probar que el operador
T de la Definicion 3.3 es continuo respecto de la norma || - || y, por lo tanto, se puede extender
a todo E. Hecho esto, probaremos que 7' da lugar a un operador continuo en un espacio de
Banach que carece de subespacios invariantes no triviales.

Antes de todo esto, establezcamos una serie de consecuencias de la definicion de la base
{fr}r- Dada n > 2, supongamos que 1 <r <n-—1y ra, <k <ra,+ v, ,_;. Entonces, para
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cada 0 < i <r — 1, los valores k — ia,, verificaran?

(r—i)a, <k —ia, < (r—1i)an + Vp_(r—i—1,

y por la formula (3.6) aplicada con k¥’ = k — ia,, y " = r — i, tenemos

_ 1
Zk - Zk = fka
Qp—r
k—a k—2a 1
z "=z "= fk—an7
Ap—r41
k—(r—1)a k—ra 1
z "=z "= fkf(rfl)ayf
|
Por lo tanto, sumando las r igualdades:
1 1 1
k k—ran, __
zr =z = fr + fe—a, +- -+ fk—(r—l)an-
Qp—r Qp—r+1 ap—1

De este modo, con la norma de la Definiciéon 3.8, si ra, < k < ra,, + v,_,_1, se tiene que

1 1 1 2
”Zk _Zk—ran” — + B < . (311)
Ap—y Ap—r41 an—1 Ap—r

Justifiquemos esta desigualdad. Si n = 2, entonces r =1y (3.11) quedaria como

1 2
aq aq
Supongamos n > 2. Veamos que
1 1 1
S = + -+ < .
Ap—r41 Ap—-1 Qp—r

Como la sucesion {a,}, es creciente, podemos acotar la suma S por r — 1 veces la fraccion de
menor denominador, con lo que se tiene

S < r—1
Ap—rt1
r—1
do (3.
< Db [usando (3.9)]
r—1
do (3.1
S == Dt + (=7 = 2)an_,) [usando (3.10)]
1 r—1
B Qp—p (n —r — 1)2
1 9 1
< anr((:_ 2>2) < P [usando 1 <r<n—1yn>2|

2Restando ia,, a la desigualdad ra, < k < ra, + vn_r—1 v usando que {vn}n es creciente.
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Anélogamente, sin > 2y r(a, +b,) < k < (n —1)a, + rb,, entonces para cada 0 <i <r —1,
los valores k — ib,, verificaran®

(r—i)(a, +b,) < k—1ib, < (n—1)a, + (r—i)by,,
y por la féormula (3.8) con k' = k —ib, y ' = r — i, obtenemos

k k—bn,
fk; =z — an ;

bnfkfbn :bnzkibn - bizkimjna
S R
Por lo tanto, sumando las r igualdades y tomando norma nos queda

sz . bgzkfran =1+ bn + -+ b;fl < 2[);71. (312)

Ahora, probar la desigualdad de (3.12) equivale a demostrar que

pero el término de la izquierda se puede acotar por la serie >, 2% = 2, pues

b, > by > as > a; +b; > 2.
Lema 3.10. Si las sucesiones {a,}n y {bn}n crecen suficientemente rapido, para cada k > 0,
1T fill < 2.

Ademas, se tienen las siguientes estimaciones:

||Tf7‘an—1|| S 1/an7 (313)
‘|Tfran+vn_r_1 ” S 1/an—r7 (314)
T friantbn)-1ll < 1/by. (3.15)

Demostracion. Probaremos la primera parte del lema separando casos, segiin si f, ha sido
construido mediante (3.5), (3.6), (3.7) o (3.8). En el transcurso de la prueba, iremos obteniendo
las estimaciones correspondientes a la segunda parte del lema. Recordemos que el operador T’
que estamos considerando es la multiplicaciéon por z.

Caso (3.5): (r — 1)a, + vp—p < k < ra,. Se tiene

(T‘—%)(Ln—k

Tf, =2 Pt zFFL

3Restando ib, a la desigualdad r(a, + b,) < k < (n — 1)a, + rb, y usando que {a,}, C N.
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—Si k < ra, — 1, entonces fr,1 también se definira por (3.5), con lo que

T, =216,

y por lo tanto,

- Si k =ra, — 1, entonces
1—(1/2)an

Tfk = 2 bn—1 ZTG'".

Ademés, usando (3.11) con k' = ra,, tenemos que’

lz7 ] < flz" =1l +1 <

+1. (3.16)

n—r

De este modo,

1—51& 2 1
”Tka = HTfranfll‘ <2 bea 1+ < —

si a, es suficientemente grande, puesto que para todo y, z > 0,

, (1+2) _
mlg{olo 1/3: =0

1-(1/2)x

Asi, para el caso en que f, se define por (3.5), tenemos siempre que || T fx|| < 2. Ademas, hemos
obtenido la estimacion (3.13).

Caso (3.6): ra, <k <ra, + v,_,_1. Se tiene
T fr = Qp_p(2FT1 — 2FFman)y,
- Si k < ra, + v,_r_1, entonces fiy1 se define también segun (3.6), y por lo tanto,

Tfk = fk—l—l-

De este modo,
1Tl = 1.

—Si k =ra, + v,_,_1, entonces fy; estard en el intervalo de definicion que sigue a (3.6).
Se pueden dar dos casos:

(i) Sir <mn—1, entonces fi,1 se definira segian (3.5) con ' = r + 1, con lo que

(1/2)an—vy _p_1—1 ol
fk)+1 = 2 bn—1 z + .
Asi,
I+vp_p_1—(1/2)an
I =27 P

4Se tiene k' € [ran, ra, + vn_ri1], que es el intervalo donde la formula (3.11) es vélida.
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(ii) Sir =mn—1, entonces fi; se definird segiun (3.7) con r’ = 1, con lo que

(1/2)bp—(n—1)an—1
Jre1 = nan ZkH,

y por lo tanto,

[kt = g

Veamos ahora cuanto vale ||z»="=1*||. Sean’ =n—r, " =1y k' =v,_,_; + 1. Se cumple,
si suponemos que la sucesion {a,}, crece suficientemente rapido, que

Up—p—1 < Up—yp_1+ 1< Qp—ry

y por lo tanto
(r' = Day + vy < K <1'ay.
De este modo, fis se definird segtn la formula (3.5) y obtendremos

(1/2)an_—r—vp_pr_1-1
fvnfrfl“!‘l - 2 Pnor—1 <

Up—pr—1+1

De aqui, deducimos que
Itvp_p_1—(1/2)ap_p

||Z'Un—7‘—l+1H =9 bn—r—1 . (3-17)

Finalmente, estudiemos el valor de ||zF+179n|| = ||z("—Vanton—r—1#1)| "Gj y = 1, observamos que
tenemos exactamente la ecuacion (3.17). Si 1 < r < n — 1, podemos definir ' = r — 1y
K = (r—1)a, +v,_,_1 + 1. Se cumple

(r—1a, <(r—Da,+vppq1+1<(r—1)a, + vy,
es decir,
ra, < k' <r'a,+v,__1.
Asf pues, podemos usar la férmula (3.11) para acotar [|z("—Hantvn—r—1tl _ pon—r—1F1)|

sz+1*a71 ” — Hz(r‘fl)anJrvn—r—wl H

SHZ(Tfl)an‘i”Unfrfl+1 _ ZUnfrfl‘i’lH + ||zvn7'r71+1H

Itvp_p_1—(1/2)ap_p

—|— 2 bp—r—1

<
Ap—r41

Con todo esto, ya podemos acotar la norma de T f.

||Tfk|| = HTfTan‘i"Un—T‘—]_H :Gnﬂ«szH o ZkJrlfanH
San—r(||2k+ll| + ||Z’f+1—an||)

2 14+vy—p—1—(1/2)ap_,
San_r(||z’f+l||+ Lo Y )
Ap—r41

Ahora bien, sabemos que el valor de ||z*1|| depende del valor de r. Separemos casos:

31



CAPITULO 3. CONSTRUCCION DEL CONTRAEJEMPLO

(i) Sir <n—1, entonces

14+v,—p—1—(1/2)an 2 I4v,—p—1—(1/2)an_r
||Tf'ran+vn77'71 H S Qp—r 2 bn—1 + + 2 bnor=1
Ap—r+1

Ademas, si {an}n v {bn}n crecen suficientemente rapido, tenemos

1T frantvn—rall < 1/an_r,

puesto que, si 0 < s < ¢, entonces

w2 (21+t£1/2)z L 2 + 21+t(sl/2)w) <1

T
tomando valores de w < x < y < z suficientemente grandes.

(ii) Sir =mn— 1, entonces

||Tfra +v 1 H < a <2W + z —+ 2(1—(1/2)0«1)> .
n n—r— —_— a2

Como antes, si {a,}n v {bn}n crecen suficientemente rapido, podemos asegurar que
HTfran+vn_T_1H S 1/611 = 1/an,r.

Asi, para el caso en que f, se define por (3.6), tenemos siempre que |1 f|| < 2. Ademas, hemos
obtenido la estimacion (3.14).

Caso (3.7): (n — Da, + (r — 1)b, < k < r(a, + b,). Se tiene

(r—34)bn—k

Tfp=2 nem  2FH
—Si k < r(a, +b,) — 1, entonces fr.1 también se definira por (3.7), con lo que

Tfr = 24" fr i,

y por lo tanto,
1T fill < 2.

~Si k=r(a, + b,) — 1, entonces

1—ran—(1/2)bn

T, =2 nan  gr(antbn),

Ademas, usando (3.12) con® k' = r(a, + b,), y la desigualdad (3.16) obtenida anteriormente
para ||z"*||, tenemos que

R R R R B

2
r1)
an—r

°Se tiene k' € [r(an + byn), (n — 1)a, + 7by], que es el intervalo donde la formula (3.12) es valida.

<2t 4 bg(
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De este modo,

1-ran—(1/2)bn r? , 2 1
ITFll = 1T Foansony || < 2275 (2bn1+bn<a +1)>§b—

si b, es suficientemente grande, puesto que para todo r,n,y,z > 0,

—ry—(1/2)z 2
lfm 2 (235’” 4t (— n 1)) —0.
T—r00 A

Asi, para el caso en que f, se define por (3.7), tenemos siempre que || T fx|| < 2. Ademaés, hemos
obtenido la estimacion (3.15).

Caso (3.8): r(a, + b,) <k < (n—1)a, + rb,. Se tiene
Tfk — Zk;—‘rl o bn2k+1_bn.
- Sik < (n—1)a, +rby,, entonces fi1 se define también segun (3.8), y por lo tanto,

Tfe = fry1,

por lo que [|T'fi|| = 1.
—Si k= (n—1)a, +rb,, entonces fr,; estara en el intervalo de definicion que sigue a (3.8).
Se pueden dar dos casos:
(i) Sir <n—1, entonces fi4; se definird segin (3.7) con ' = r+ 1 y la misma n, con lo que

(1/2)bn—(n=1)an -1
Jep1 = nan Faany
Asi,
(n=1)an+1-(1/2)bn
I =27 e

(ii) Sir=mn—1, entonces fri; se definird segtin (3.5) con 7’ =1y n’ =n+ 1, con lo que

(1/2)ap41—(n—1)(an+bn)
k+1
’k+1 =2 bn z )

y por lo tanto,
sz—i-l H _ 2(n—1)(an+b27i—(1/2)an+1

Veamos ahora cuanto vale ||2¥*17bn|. Claramente, k +1 — b, = (n — 1)a, + (r — 1)b, + 1
estard o bien en el mismo intervalo que k, o bien en alguno anterior. Si estuviese en el mismo
intervalo que k, entonces cumpliria

r(an +bn) < (n—1a, + (r —1)b, + 1,

es decir,
ra, < (n—1)a, — b, + 1. (3.18)
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Ahora bien, de la condicion (3.10) sobre las sucesiones {a,}, y {bs}n, tenemos que
(n —2)a, — b, <0,
y si estamos suponiendo un crecimiento suficientemente rapido, podemos suponer que
(n—2)a, —b,+1<0.

Sin embargo, esto se contradice con el caso extremo r = 1 de (3.18), y por lo tanto, no se
cumplira para ningin valor de r. Ahora, veamos que k 4+ 1 — b,, esta siempre en el intervalo
inmediatamente anterior al de k, es decir, que fry1_p, se define segtin (3.7) con ' = r, ya que

(n—1a,+ (r—=1)b, < (n—1)a, + (r—1)b, + 1 < r(a, + by,)

se verifica para toda 1 <r < n — 1. De este modo,

(1/2)bn—(n=1)an—1

_ kb 1—b
Srti-b, = nan z "

)

y por lo tanto,

szﬂ—an _ QW

Finalmente
, (n=Dant1-(1/2)bn

IT fill = |25 = by 2100 < |25 4+ 5,27 e

Separemos casos segtn el valor de ||2*1]].

(i) Sir <n—1, entonces
(n=Dan+1-(1/2)b (n=Dan+1-(1/2)b
ITfll <27 w4 b2 e

(n=Dan+1-(1/2)bn
=(1+b,)2 nan
Si suponemos que b, es suficientemente grande, tenemos |7 fi|| < 2.
(ii) Sir=n— 1, entonces

n—1)(an+bn)—(1/2)an41 (n=Dan+1—(1/2)bn

(
IT fell <2 b +0,2 e

que también podemos acotar por 2 si suponemos b, < a,.1 suficientemente grandes.

Asi, para todo k£ > 0, hemos probado que ||T fi|| < 2. Con esto concluimos la demostracion del
Lema 3.10. u

Recordemos que habiamos definido E' como la completacion del espacio de polinomios P|z]
respecto de la norma || - ||, y 7" representaba la multiplicacion por z. Con el Lema 3.10, hemos
probado que podemos extender T" a un operador continuo en el espacio de Banach E:

Definicion 3.11. Mantenemos la notacion de T para la tinica extension continua de este
operador al espacio completado E.
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El operador T', que de momento sabemos que cumple
T e L(E) con ||T| <2, (3.19)

serd nuestro candidato a operador sin subespacios invariantes no triviales. Antes de continuar,
demos una definicién y otro lema técnico que necesitaremos méas adelante.

Definicion 3.12. Sea m > 1, definimos
Op={k>0:In>m, (n—m)a, <k < (n—m)ap, + vm_1}

= U [(n —m)a,, (n —m)a, + v, NN

n>m

A partir de ahora, ademas, nos hara falta suponer
Up—1 + 4b,—1 < ay, n>2, (3.20)

asi como
2(n —2)a, < by, n>2, (3.21)

que representan condiciones mas fuertes que (3.9) y (3.10) respectivamente.

Lema 3.13. Si las sucesiones {an}n y {bn}n crecen suficientemente rdapido, entonces, para toda
m>2,k>(m-—1Day, yby+an <s<b,+(m-—1)a,, tenemos:

Sk ¢ O,
1T fr]] < 4.

- Si k € O, expresindola de la forma k = (n — m)a, + j para una cierta n > m y
0 S ,] S Um—1, )
|T° fr + a2t < 1.

Demostracion. De la misma forma que en la demostracion del Lema 3.10, separaremos casos
segun los intervalos de definicion de los fi. Recordemos que, por construccion, los intervalos de
definiciéon son disjuntos dos a dos, de manera que el tnico caso en que k € O,, es para (3.6),

ran S k S ray, + Un—r-1,
con r = n — m. El resto de casos se corresponden a k ¢ O,,.
Caso (3.5): (r — D)a, + vp—r < k < ra,. Se tiene

(T*%)an*k &
fk = 2 bp—1 zv.

Como k < ra, < (n—1)a, y estamos suponiendo k > (m — 1)a,,, tenemos que n > m. Ahora,
- Si k+ s < ra,, entonces fr, se define también por (3.5) y nos queda

(rf%)anfk

TS f =2 Poo1 gt

JE
:2bn71 fk—i—s-

35



CAPITULO 3. CONSTRUCCION DEL CONTRAEJEMPLO

Usando la condicion (3.21), s < by, + (m — 1)a,, < 2by,, y por lo tanto
|7 fill = 257 <250 < 4,

—Si k+ s > ra,. Por un lado, f,,,_1 se define segtn (3.5), y tenemos
(r—3)an—ran+1
TkJrsfran (Tfranfl) :TkJrsfran (2 b1 Zran)

1-(1/2)
:TkJrsfran (2 Tﬁn Zran )

1—(1/2)an

=2 bn-1 ZFTS,

Por otro lado,
(rf%)anfk

T f, =2 Pax oFts,

Combinando las dos expresiones, nos queda

ran—1—=k "
Tsfk =2 -t T +S_Taanranfl-

Finalmente,

ran—1—=k 1
IT° fil] <2 Pner 2Frsran — [usando (3.19) y (3.13)]

an
San%l?kﬂ*mnagl [usando ra, —1 —k <s—1 <]
<4-2%* [usando 251 < 4 como antes y k < ra,)

4. 9%m
< ; [usando s < 2b,,]
an

que cumple ||T* fi|| < 4 si tomamos a,, suficientemente grande.

Caso (3.6): ra, <k <ra, + v,_,_1. Se tiene
Tka — an—r(zk+s o Zk—&—s—an)'

Ahora, veamos que k < (n — 1)a,. Sabemos que k < ra,, + v,_,_1, con lo que:

- Sir=n-1,
kE<(n—1a,+uvy=(n—1)ay.

— Sil<r<n-—1,usando que las sucesiones son crecientes y la condiciéon (3.20),

E<(n—2)a, +v,2 < (n—2)a,+ a1 < (n—1)a,.

De este modo probamos que k < (n — 1)a,, y como por hipdtesis teniamos que k > (m — 1)a,,,
deducimos que n > m. Distingamos ahora 3 casos, segtn el valor de r.
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(i)

Sir=mn—m (es decir, k € O,,). Escribimos k = ra,, + j, con 0 < j < v,,_1. Se tiene,
usando la hipotesis sobre s y las condiciones (3.20) y (3.21),

U1 <bm <s—apm <Jj+5 < vp_1+(Mm—1)am+bn < am+ (m—1)ay, + by, < 2b, < a,.
Ahora, sumando ra, a la desigualdad anterior, nos queda

Tap + Vo1 < k4 s < (r+ 1)a,,

y usando r = n — m, si denotamos 1’ = r + 1, obtenemos®

(r'—1Da, + v, <k+s<ra,.

Asi, fris se definira segtin (3.5) con 7’ = r + 1, y por lo tanto,

Jjts—(1/2)an
kJrS” = 2 bp—1

2 —(1/2)an (3.22)
2 W < 1/ay,

Iz

si a,, es suficientemente grande. Finalmente,

I i e a2 — 24570 4 23

{ am || 25| sir=n—-m=1,

< )
am (|| 2575 + || Fs7an — 23Fs|)) sir=n—m > 1,

puesto que si r = 1, se tiene k+ s — a,, = 7 + s y hay cancelacion de términos. En el caso
r > 1, podemos definir v’ =r — 1, ¥ = k + s — a,, y se cumple

T/an < K < r/an + Up—pr—1 <~ 0< ] +s < Ums

puesto que j + s < 2b,, < v,,. Asi, podemos usar la estimacion (3.11) con estos valores y
obtenemos
sz-i-s—an _ Z]-i—sH S 2/am+1-

De este modo, usando esto y (3.22), resulta

1T fic + am || Sam (|| + [|25F72 = 274]))

1 2
Sam <_ + ) S 17
ap Am41

tal y como queriamos probar.

Sir > n —m. En este caso, v, < U1 < @y < by, usando (3.20). Ademéas, como
G + by < s, resulta que v, < b, < s. De este modo, con la hipdtesis sobre s y las
condiciones (3.20) y (3.21), obtenemos

Tay 4+ Upp < k+ 5 <ra, +v, 1+ by + (m—1)a,
<ran + Vm-1 + by + (m — 1)ay,
<ra, + 2b,,
<(r+1)a,.

6Como por hipétesis m > 2, tenemos que 7 = n —m < n — 1, y por lo tanto r’ = r + 1 estara bien definida
entre 1 yn — 1.
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De esta desigualdad, resultan otras dos. Primero, usando que v,_,_1 < v,_,, deducimos
Tay 4+ Up_p1 < k+ s < (r+1)ay,, (3.23)

mientras que restandole a,,, resulta
(r—1an, +vp_r <k+s—a, <ra,. (3.24)

La desigualdad (3.23) nos dice que, si 7 < n — 1, el polinomio fis se definiré segtan (3.5)
conk'=k+syr =r+1.Sir=mn-—1, en cambio, la desigualdad queda

(n—1a, <k+s<na,=a,+ (n—1a, <a,+ by,

con lo que fyys se definird segun (3.7) con k' = k+ sy ' = 1. La desigualdad (3.24), por
otro lado, nos dice que fiis_q, se define segin (3.5) con k¥’ = k+ s —a, y ' = r. Ahora,
podemos escribir k = ra,, + 7, con 0 < 53 < v,_,_1, y separar dos casos:

—Sir <n—1, entonces

(r+3)an—k—s (1/2)an—j—s
fk+5 = 2 bp—1 zk+8 = 2 bn—1 Zk+8’

(T—%)an—k—S‘Fan (1/2)an—j—s
fk—i—s—an = 2 bp—1 Zk+s_a" fd 2 bn—1 zk+8—a”‘
De este modo,

k+s|| __ k+s—a

|27 =[]z

Jjts—(1/2)an
:2 bp—1

2bm—(1/2)an
<2 bp—1

ya que
J+s<v, g+ (m—1Dan+bn <vp_1+ (m—1)ay, + by < 2b,.

Por lo tanto,
2bm—(1/2)an

”Tsfk” < 2a,_,2 Pn-1 < 4,

si a,, es suficientemente grande.

—Sir=mn—1, entonces

(1/2)bp—k—s (1/2)bp—(n—1)an—j—s

fps = 2T s BB
(r—3)an—k—s+tan (1/2)an—j—s
fk‘+87an = 2 bp—1 Zk+sia" e 2 bn—1 Zk‘+sian'

De este modo, como en el caso r <n — 1,

||Zk+s—an|| S 22bmb:fi/12)an
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(iii)

En cuanto a ||2***||, tenemos

(n=1)an+j+s—(1/2)bn
nan

[Eanl

(n=1)an+2bm —(1/2)bn
nan

usando j 4 s < 2by,. Asi,
HTkaH < anir(’|zk+SH + sz+sfan”)

(n—1)an+2bm —(1/2)by, 2bm—(1/2)an
S Ay 2 nan —+ 2 bn—1 < 47

si a,, < b, son suficientemente grandes.
Si r < n —m. Volvemos a escribir k = ra,, + j, con 0 < j < v,_,_1. Separamos casos:

—Sij+s<w,_,_1, entonces fr.s se define también con (3.6) y nos queda

T fi = Jutss
por lo que ||[T°fi| =1 < 4.
—Sij+ s> v,-p_1, Usamos que frq, 1o, , , Se define segiun (3.6) y por lo tanto,

Tj+s_vn7r71_1(TfT‘an—i—Un,T,l) :Tj"l‘S_fUnfrfl_l(an_r(z"'an“l‘vnfrfl“!‘l . Z(T_l)an"l‘vnfrfl'i‘l))
Zran—&—j-‘,-s o Z(r—l)an-l—j—l—s)

:an—r(
=y, (Zk—i-s o Zk+s_a")

Finalmente, usando la estimacion (3.14) y la propiedad (3.19),

1T° fill =T YT frap o)l
SQjJFS*U""“_l*l/an,r

<2°/a,_, [usando j < v, 1]
<92%bm - [usando s < 2b,,]
<4

9

si tomamos a,,_, suficientemente grande.

Caso (3.7): (n — D)a, + (r — 1)b, < k < r(a, + b,). Se tiene

(r—3)bp—k

TS f =2 nan  2FFs

Usando la condicion (3.20), deducimos

E<r(a,+by) <(n—1)(a,+by) =0, < any1 < Napyy.
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Pero como por hipétesis k > (m — 1)a,,, tenemos que n + 1 > m, o equivalentemente, n > m.
Esta vez, tendremos que considerar los casos n = m y n > m separadamente.

— Sin =m, como b, < s, entonces
(n—1)a, +rb, < k+s.

Distinguiremos cuatro subcasos, tal y como se muestra en la siguiente tabla:

Caso k+s r

(i) (n—1a, +7rb, < k+s <(r+1)(a,+0by) r<n-—1
(ii) (r+1(an+b,) < k+s <(n—1Da,+(r+1)b,|r<n-—1
i) | (n—Da,+(r+1b,< k+s < (n—1)(an,+by) r<n-—2
(iv) (n—1)(a,+0b,) < k+s r<n-—1

(i) (n—1a, +7rb, <k+s < (r+1)(an, + byn), con r < n — 1. Tenemos que fiys se define
segun (3.7) con 7’ =r + 1, y por lo tanto,

(7‘+%)bn7k75

fk+s =2 nan Zk+s-

Asi,
kts—(r+3)b
5 = 27
y nos queda
(Tfé)bnfk k+sf(r+%)bn s—bn
T f]] =2 nen 27 man = 2man .

Finalmente, usando que s < b,, + (n — 1)a,, tenemos
s —b, < (n—1)a, < 2na,,

y por lo tanto,
17 fil] < 4.

(i) (r+1)(an,+0b,) <k+s<(n—1)a,+ (r+1)b,, con r <n — 1. Definiendo k¥’ =k + sy
r" =1+ 1, nos encontramos en las condiciones de la estimacion (3.12), que nos da

sz—i—s _ b:l-l-lzk—&-s—(r—i-l)bn

< 2b7.
Asi,
HZkJrsH §H2k+s . b;+1zk+sf(r+1)bn” + bz+1”zk+87(7‘+1)bn’|
Szbz + b:l+1 sz+87(7‘+1)bn H
Ahora, como por hipotesis k + s — (r + 1)b,, < (n — 1)a,, tenemos que’

||Zk+s—(7"+1)bn || < 2(n—1)an ||z(n—1)a" ||

"Si a < b, entonces ||2%|| = ||[TP72°|| < 2072||2°|| < 2|27
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Ademas, usando la estimacion (3.11) con k' = (n — 1)a,, y v’ = n — 1, obtenemos
120 || < 2/a.
De este modo,

24 491] <20, + By 2 ol Den

<2b" + bt e

<b’l’+2
si b, es suficientemente grande. Ahora, como (r + 1)(a, + b,) < k + s y tenemos que
s < (n —1)a, + b,, nos queda

k>(r+1)(a, +b,) —s
>(r+1)(an + by) — (n = 1)a, — b,
=rb, + (r —n+2)a,

>rb, — na,,.

Finalmente,

(r—3)bn—k

I fill =2 e[| 254

(T*%)bnffanrnan
Tbr+2

— n

nan—(1/2)bn br+2

—= nan n

<4

Y

si b, es suficientemente grande.

(iii) (n—Dap+ (r+1)b, <k+s<(n—1)(a,+b,), conr <n—2 Comok <r(a,+b,)y
sabemos que s < 2b,, tenemos

k+s < r(a,+b,) + 2b, < (r+ 2)(a, + b,).
Juntandolo con la cota inferior de k + s, nos queda
(n—1)a,+ (r+1)b, <k+s<(r+2)(a,+bn),

por lo que definimos fis segin (3.7) con ' = r + 2, y por lo tanto

(r+%)bn7kfs
fk+s =2 ran Zk+s .

Asi, usando que s < (n — 1)a, + by,

k+57(r+%)bn

nan

[Eanl

k+(n—1)an—(r+3)bn
nan

)
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y por lo tanto,

(r—3)bp—k

|7 fill =27 e[| 254

(r=3)n—k  k+(n—1Dan—(r+3)bn
nan nan

(n—1)an—bn
= nan

<4

9

si b, es suficientemente grande.

(iv) k+ s> (n—1)(an + b,) = v,. Usando la cota superior de k, la desigualdad s < 2b,, y la
condicion (3.20),

kE+s<(n—1)(a,+ by) + 2b, = v, + 2b, < apy1. (3.25)
De este modo, obtenemos que k + s queda comprendida entre los siguientes valores:
Up < k+8 < apy1.

Asi, fiis se define segun (3.5) con n’ =n+ 1y ' =1, por lo que queda

(1/2)ap41—k—s

— k+s
fk+5 =2 bn z .
Con esto,
k+s—(1/2)an41
k+s|| _ o——F——=
|25 =27

vn+2bn—(1/2)an 1
<ot

ya que en (3.25) hemos visto que k + s < v, + 2b,,. Finalmente,

((nfl)f%)bnfk vn+2bn —(1/2)ap 1

1Tl <2 2w

(n=3)bn—vn | wn+2bn—(1/2)anqq
nan + bn

Y

que cumple || 7% f|| < 4 si a,41 es suficientemente grande.

— Si n > m. Separamos dos casos:

(i) Si k+ s <r(a,+ by,), entonces fi.s se define también por (3.7) y tenemos

k+s—(r—%)bn
ZIH_S =2 ran fk+s .

Con esto,
(r—1)bon—k s

Tka — O han Zk’-‘rs — Dnan fk—i—sv

y por lo tanto, usando que s < 2b,,,

2b,

IT° il = 275 < 2.

Finalmente, como m < n, podemos tomar a,, suficientemente grande de forma que

17 fil] < 4.
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(ii) Sik+s > r(a,+b,), entonces usamos que f,(q,+b,)—1 s¢ define segtin (3.7), y por lo tanto,

(T*%)bn*'f("‘nvan)Jfl
Tk+s—r(an+bn)(Tf( b 1) :Tk+s—r(an+bn) 2 Py Z'r(an—I—bn)
r(an+bn)—

1—(1/2)bp—ran
— nan

2k,

Ahora,

(r—%)bn—k

Tka :QTZ]H-S

(r=3)bn—k (1/2)bptran—1

_oimmmt, e Tk+sfr(an+bn)(TfT(anern)_l)

r(an+bn)—k—1

:2TTk+S—T(a7L+bn) (Tfr(anern)*l)'

De este modo, podemos acotar |7 fi|| usando (3.19) y la estimacion (3.15) de la siguiente
manera:

r(an+bn)—k—1

1
|77 fiol] <27 men 2bFemr(enthn) —

by,
S2T(fln+bn)—k—12/€+5—7‘(an+bn)b;l
<2%, !
<2bmp—L,

Como m < n, podemos tomar b, suficientemente grande y conseguir asi que ||7% fi| < 4.
Caso (3.8): r(a, + b,) <k < (n—1)a, + rb,. Se tiene
TS f, = 24+ — b, +s—bn.
Usando la condicion (3.20), tenemos
E<(n-—1a,+7rb, <(n—1)(a,+by) = v, < apy1 < Naps,

y por lo tanto, como k > (m — 1)a,,, deducimos que n + 1 > m, o equivalentemente, n > m.
Separamos casos:

— Si n = m, entonces la hipotesis sobre s queda
an + b, < s < (n—1)a, + by,
y teniendo en cuenta el intervalo en que se encuentra k,
(r+1)(a, +b,) <k+s<2(n—1)a,+ (r+ 1)b,. (3.26)

(i) Sik+s < (n—1)a,+ (r+1)b,, como sabemos que (r+1)(a,+b,) < k+ s, necesariamente
r <mn —2, con lo que podemos definir ' = r + 1 y tenemos exactamente

r'(a, +b,) <k+s<(n—1)a,+rb,.
Asi, deducimos que fi, s se define segun (3.8), y por lo tanto,
karS — ZkJrs o bnzk+sfbn — Tka

De este modo
1T fell =1 < 4.
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(ii) Supongamos (n —1)a, + (r+1)b, < k+s < (r+2)(a, + b,). Observamos que esto cubre
el intervalo de (3.26) que falta por considerar, puesto que
2(n — 1)an, + (r + 1)b, < (r + 2)(a, + by).
En efecto,
2(n — Da, + (r+ )b, < (r+2)(an+b,) <= 2n—4—r)a, < b,

y esto lo tenemos por la condicion (3.21). Separemos ahora casos:
—~ Sir<n-—2, tomando " = r + 2 nos queda

(n—Da, + (' = 1)b, < k+s <7r'(a, +by).

Asi, construimos fy, s segin (3.7) con ' <n — 1:

<7‘+%)bn7k75

fk+s =2 nan Zk+s-

Por lo tanto, usando que k + s < 2(n — 1)a, + (r + 1)b,,, tenemos

k+sf(r+%)bn

nan

125+ =
2n=Dan—(1/2)0n

nan

— Sir >n—2, usando la condiciéon (3.20) y
(n—1)a,+ (r+1)b, <k+s<(r+2)(a,+bn),
nos queda

(n—1)(a, +by) = v, <k+s<(n+1)(a, + b,)
=v, + 2(a, + by)
<vp + 4b, < apiq.

De este modo, definimos f;.s segin (3.5) con v’ =1y n’ =n+ 1, con lo que

(1/2)apq1—k—s

fk-‘rs =2 bn Zk+8-

Asi, usando la cota de k + s otra vez,

k+s—(1/2)an41 2(n—=1)an+(r+1)bn—(1/2)ay 41
k) — 2 <o e

2(n=1)an+nbn—(1/2)an 1
bn

Veamos ahora qué sucede con ||zF+570||. Teniamos

(n—1)an, + (r+1)b, <k+s < 2(n—1)a, + (r+ 1)b,
<~
(n— Da, +rb, < k+s —b, < 2(n — 1)a, + rb,.
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Veamos que se tiene 2(n — 1)a,, + rb, < (r + 1)(a, + b,). En efecto,
2(n — an, +1b, < (r+1)(an +b,) <= (2n —3 —r)a, < by,
y esto se cumple por la condicién (3.21). Asi, podemos proceder andlogamente a como
hemos hecho para ||2579|:
—Sir<n-—1, definimos frys_ 4, segin (3.7) con 7’ =r + 1 y nos queda

(r+3)bn—k—s+bn
fk+5_bn = 2 ran

Por lo tanto, usando que k + s < 2(n — 1)a,, + (r + 1)b,, tenemos

Zk—l—s—bn )

e

2(n—1)an—(1/2)bn

nan

— Sir=n—1, usando la condiciéon (3.20) y
(n—1)a, +rb, <k+s—b, < (r+1)(a,+ b,),
nos queda
(n—1(an +by) =v, <k+s—0b, <nla, +b,) < an1.

De este modo, definimos fiis—s, segtn (3.5) con " =1y n’ =n+ 1, con lo que

(1/2)apy1—k—s+tbn

Jhts—b, =2 bn ZiHeThn,

Asi, usando la cota de k + s otra vez,

k+s—bn—(1/2)ayp 41 2(n—Lan+(n—=1)bn—(1/2)an41
bn bn

oot =2

Finalmente, resumiendo lo que hemos visto,

Cota de ||27¢]] Cota de [|2F+57bn|
2(n—1)an—(1/2)bn 2(n—1)an—(1/2)bn
T < n — 2 nan nan
2(n—1)an+nbn—(1/2)ay 41 2(n—1)an—(1/2)bn
r—n—9219 o + 2( )nan(/)
2(n—1)an+nbn—(1/2)an 11 2(n—Lan+(n—1)bn—(1/2)a, 41
r=n—1|2 bn 2 bn

y por lo tanto, para tener la acotacion
172 fill < 112552 4 b | 255700 < 4,

nos quedan las tres siguientes codiciones:

2(n—1)an—(1/2)bn

(1+0,)2  nen < A4,

2(n—1)an+nbn—(1/2)an 11 2(n—1)an—(1/2)bn
bn + n nan, < 4,
2(n=1)an+nbn—(1/2)any 41 2(n=1)an+(n—=1)bp—(1/2)apn 1
2 bn + n2 bn - Y

que se satisfacen si b, v a,1 son suficientemente grandes.
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— Sin > m, separamos casos segin el valor de k + s:

(i)

Sik+s<(n-—1)a,+ rb,, entonces frs también se define por (3.8) y queda
fk—i—s — Zk+s . bnzk+s—bn — Tsfk

Asi,
177 fil| = 1 < 4.

Si k+s> (n—1)a, + rb,, entonces afirmamos que
k+s—b, <r(a,+by),

y en particular,
k+s <r(a,+b,) + b, < (r+1)(a, + b,).

En efecto, usando que n > m + 1 y las cotas de k y s, tenemos que

k+s—b, <(n—1a,+ (r—1)b,+ by + (m—1)a,
<(n—1a,+ (r—1)by,+ b1+ (n—2)a,_1.

Ahora, probar que esto es menor que 7(a, + b,) equivale a probar que
(n—1Da, +by1+ (n—2)a,1 < ra, + by,
y esto se cumple ya que, por (3.20) tenemos (n — 2)a,_1 < v,_1 < ay,, y por lo tanto,

(n—1)ap +bp1 + (n — 2)a,_1 <na, + b,_1

<bp, + by [usando na,, < b, por (3.21)]
<b, +a, [usando b,_1 < a,]
<ra, + b,.

De este modo, juntando esto con la desigualdad k& + s > (n — 1)a,, + b, que estamos
considerando, tenemos

(n—1Da, +rb, <k+s<(r+1)(a,+b,) (3.27)

y también
(n—1)an,+ (r—1)b, < k+s—b, <r(a,+by,).
Asi pues, fiis—s, se define segin (3.7) con la misma r y nos queda

(r—3)bn—k—s+bn

Fivomy, =2 wam ot phtebn
Lon—k—
— %ﬂszk“"s—bn'

Ahora, usando que k + s < (n — 1)a, + rb, + by, + (m — 1)a,, y que, gracias a (3.21),
tenemos (m — 1)a,, < by,, podemos deducir que

koo g

(n=1)an+2bm—(1/2)bn
nan
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k+s|

Para ||2"**]|, en cambio, tenemos que distinguir casos segun el valor de 7:

—Sir <n-—1, por (3.27), definimos fys segin (3.7) con ' = r + 1:

(7'+%)bnfkfs
fk+s — 9 mam Zk+s,

y nos queda

||Zk+s|| _ ||Zz+s—bn” < 2(7‘_1)an+§2;n—(1/2)bn

— Sir=mn—1, sustituyendo en (3.27) y usando la condicion (3.20), tenemos

(n—1)(a, +by) =v, < k+s <n(a, + by)
=Up + (an + bn)
<Up + 2b, < apiq.

De este modo, definimos f; segin (3.5) con ' =1y n' =n+1, con lo que

(1/2)ap 1 —k—s

fk+s =2 bn szrS-

Asi, usando que la cota para k+sconr=mn—1 es

k+s<uwv,+ b1+ (n—2)a,_,

deducimos e 1/2) ) s
s— Ap41 vn+by, _1+(m—2)a, _1— p 41
|255]| = 2 o < 2 b N

Resumiendo, hemos obtenido que si r < n — 1, entonces

(n=1)an+2bm—(1/2)bn

1T fill < 2550+ ball 27 < (14 ba)2 nan )

ysir =n — 1, entonces

vntbp_1+(n—2)ap_1-(1/2)any1 (n—1)an+2bm —(1/2)bn,

1T fill < 255+ ball* 27 < 2 P + 0,2 nan

En ambos casos, si b, y a,41 son suficientemente grandes, se satisface la desigualdad
”Tsf k” <4,

y con esto concluimos la demostraciéon del Lema 3.13.

Tras este lema técnico, pasemos a dar una definicion:
Definicion 3.14. Sea m > 2. Definimos una aplicacion lineal
Qm : P2l — Pun-1)a, 2]
de manera que:

fr si0<k<(m-—1ay,
Qmfr = 0 sik>(m—1an yk ¢ Oy,
—a,2 sik € Oy, dondek = (n—m)a, +j con0<j<v, 1,n>m.
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Observamos que si k € O,,,, entonces
k> amyr > (m—1)an,
por lo que @, esta bien definida.

Lema 3.15. La aplicacion lineal Q,, es continua® en P[z]. Ademds, existe una constante C.,
que depende de ay, by, ..., pm_1,by_1, @y tal que, para todo g € Plz],

|Qmgl < Cmllgll, (3.28)
y para toda 0 < j < (m — 1)a,,,
fil < Co y 1271 < G (3.29)
Demostracion. Recordemos que, por la condicion (3.9), se cumple
U1 < (M — 1)ay,.
Ahora, fijandonos en la construccion de la base { fi}x, tenemos:

(i) Para0 < j < wv,_1, {f;j}; se construye segtn (3.5), (3.6), (3.7) y (3.8) conn € {1,...,m—1}
yr€{l,...,n— 1}, por lo que solo intervienen

A1,02, ..., Am—1y b17b27 sy bm—l'

(ii) Para v,—1 < j < (m — 1)am,, en cambio, usamos (3.5) coonn=myr e {l,...n—1}y
(3.6) coonn=myre{l,..,n—2} por lo que se construye {f;}; usando

A2, A3y ooy Uy Y b1
De este modo, existe una constante C,, 1 = Cyp,1(a1, b1, ..., Gm—1, by—1, a,) de manera que
Am S Cm,l

y, para 0 < k < (m — 1)a,,, si escribimos fj = Zf:o iz,

k
fel =D 1A < Cinar-
1=0

Ademas, por lo que hemos visto en (i) y (ii), y sabiendo que 27 se escribe como combinacién
lineal de fi, ..., f;, podemos encontrar una constante Cy,o = Cpo(a, by, ..., @m—1, b1, ay,) de
manera que, para 0 < j < (m — 1)a,,,

127]] < Crnz.

8La continuidad que queremos probar en este lema se refiere a la aplicaciéon @,, considerando, tanto en
el espacio de salida P[z] como en el de llegada P(,,_1)q4,,[2], la norma || - |. Ademas, de (3.28) se deduce la
continuidad de @,, considerando P;;,_1)q,, [2] con la norma | - |.
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Sea Cy, = max{Ci, 1, Cp2}. Con esta constante, ya tenemos probado (3.29). Ahora, si tomamos

un elemento de la base f; € P[z], dependiendo del valor de k, hay tres opciones:

fr con 0 <k < (m—1)ay,
Qmfr = 0 o bien,

—a,27 con 0< 7 < vy .
En cualquiera de los casos, se tiene

||mek|| S amcm,2 S amCm‘

En general, si g = > ayfi € Plz],°
k=0

10mgll < 3 lorlllQuill < anCinllgll,
k=0

lo que prueba la continuidad de @, en P[z]. Ademas,

m < A » Ym <Om <Om7
|Qr fie] < kg(frgﬁi()amﬂfd am} < Oy <

y por lo tanto,

Qg <D larl|Qufil < Cullgll
k=0

probando asi (3.28).

O

Observacion 3.16. Por continuidad, podemos extender (), a todo el espacio completado F,
obteniendo asi un operador lineal y acotado de L(E, Py,—1)a,,[2]). Mantendremos la notacion

de Q),, para esta aplicacion.

Corolario 3.17 (del Lema 3.13). Sim > 2 y by, + ayy < 5 < by, + (m — 1)ay,, entonces, para

todo g € E, se cumple
1T°g — T°Qmyll < 4llg]-

Demostracion. Supongamos primero g = fx.

— Si k < (m — 1)ay,, entonces Q,, fr = fr v la parte izquierda de (3.30) se anula.

~Sik>(m—1a,yk¢ O, entonces Q,,fr =0y, por el Lema 3.13,
177 fill < 4 =4l il
~ Sik>(m—1ay,y k€ O, entonces Q,, fr, = —a,,2" y

T°Qu fr = —am2’ .

(3.30)

Asi, usando otra vez el Lema 3.13, la parte izquierda de (3.30) queda acotada por 4|| fi|l:

IT° fie + a2 < 1 < 4] fill.

9Recordemos que, pese a la notacion en forma de serie, el conjunto {k > 0 : aj, # 0} es finito.
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Supongamos ahora que g = > ayfr € P[z], donde {k > 0: a;, # 0} es finito. Se tiene
k=0

[T°g = T°Qumgll =||T* (Zakfk> —1°Qm (Z%fk) H
k=0 k=0

= Zoék(Tka — T°Qunfr)
k=0

<S Nl 1T fi = T*Qufi
k=0
<dlgl

Finalmente, sea g € E, donde g = klim gr con g € P[z] para todo k£ > 0. Entonces, usando
—00

la continuidad de T', de @),, y de la norma, nos queda
I T°g — T°Qumyl| :HTS lim g, — T°Q,, lim ng
k—o0 k—o0
= 3im (7294 = 7°Quu)|
k—o00

=1im ||T°gx — T°Qmk||
k—o0

< lim 4]l gel) = 4]g].
— 00
con lo que terminamos la prueba del corolario. O

Lema 3.18. Sea g € E con ||g|| = 1. Supongamos que para cierta m > 2 y cierta r, con
1<r<m-—2, se cumple
| Pray (@) = 1/am.
Entonces, existe un polinomio ¢ de manera que
lo(T)g — 1| < 3/am—r—1.
Demostracion. Sea h = @Q,,g. Por (3.28), y usando que ||g|| = 1, tenemos
|h] < Ch..

Ahora, aplicando el Lema 3.6 con n’ = (m — D)a,,, j/ = (m — 2)a, < ', & = 1/(anChn),
§y =1/ay, M'=C,,, m =ra,, <j y g =h, como tenemos que

h = ng € P(mfl)am [Z]

y se cumple
|h| < Ch, | Pra (R)] > 1/ am,

entonces, existe una constante K > 0 y un polinomio ¢ € P,—2)a,,[2] tales que |¢| < Ky
| Pim-2)an, (qh) — 2" < 1/(amChn).
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Sea ¢ = 2°"q € Pun_1)a,,[2]. Dado que multiplicar un polinomio por una potencia de z no

altera el valor de su norma | - |, tenemos'’

|P(m72)am (qh) - me| :|Zam<P(m,2)am (qh) — Zm7”)|
:‘P(mfl)am (wh) — Z(r""l)am"

y por lo tanto
|[Pun-t)an (Wh) = 25| < 1/(aCr).

Ahora, como r < m — 2, tenemos que Fy,_1)q,, (YD) — Zrtham ¢ Pin—1)an, y por lo tanto,
podemos expresarlo como combinacion lineal de 1, z, ..., 2™~ Y% De este modo, usando (3.29),

nos queda

1Pon—1a,, (¥h) — 2+ Do | =

(m—1)am
>
=0
(m—1)am

< |17l

Jj=0

§|P(m_1)am (wh> - Z(T+1)am| ' Cm’

por lo que llegamos a
1Pty (1) = 20| < 1/

Sea ) |
Por (3.8), si
r(am +bm) <k < (m—1)ay, + by,
tenemos . . )
ok kb — || 1 _
bmz z ™ fr b

Poniendo k¥ = k — b,, y tomando r = 1, tenemos que, para
U < K < (m —1)am,

se cumple

Por comodidad, denotemos ahora

A :HP(m—l)am-i-bm(‘zDh) - P(m—l)am (@Zjh)H
:HP(mfl)aerbm((1/bm)zbm¢h) - P(mfl)am (¢h)|’

=[[(1/bm)2"" Pim-1)ar (V1) = Pim-1)a,, (¥h)|

1
o)

10Usamos también que, dados r, s naturales y un polinomio p, se tiene z°P,(p) = P, (2°p).

o1
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Escribamos la expresion del polinomio P, 14, (¥h) en la base estandar. Como por la definiciéon

de 1 tenemos
val(yh) > val(v) > ap,

nos queda
vh= Y wt,
k>am
y asi,
m 1 am
Pm Dam ¢h Z 'Ykz
k=am

De este modo, usando (3.32) y las cotas |h| < C,,, |¢| < K, resulta

(m—1)am
T S (| e N ET oLt

k=am k>am

bm+k

1 1
=5, 1wl < 1] Al

_—Idf\ —I |

C K
<
bim

Con esto, y suponiendo que b, es suficientemente grande, obtenemos
A <1/ap. (3.33)

Ademas,
deg(ph) = deg(z m¢) deg(h) < by, + 2(m — Day, < 2(am + bn),

por la condicion (3.21). De este modo, tenemos la expresion

bm+2(m—1)am

ph = Plo-1)a,+b, (9h) = >t
k=(m—1)am+bm+1

y como (m — 1)ay, + by, < k < by, +2(m — 1)a, < 2(am, + by,), tenemos por (3.7) con r = 2:

k—(3/2)bm 2(m—1)am—(1/2)bm

12*] = 2

Asi, usando también que || = |q|/bpm < K/bp v |h] < Cy,

bm~+2(m—1)am

[6h = Pon i@ < S0 - 1]
k=(m—1)am+bm+1
§|gph’ ) 22(m—1)?nrr;;(1/2)bm
<CmK .22(m—1>m;<1/2>bm

m

52



CARLOS DOMINGO

Si b, es suficientemente grande, se cumple

loh = Pan-tyanstm (PD)I] < 1. (3.34)

Ahora, como

1
Y = _Zam+me7

b,
con deg(q) < (m — 2)a,,, podemos escribir
(m—1)am+bm
o= ). A
s=am~+bm

y como |q| < K, tenemos |p| < K/b,,. También, para cada a,, + b, < s < (m — 1)ay, + by,
T°Qmg = 2°h,
y podemos usar (3.30), obteniendo
[As2°g = Asz*hl| =[As[[[2°g — 2°R]|

“INITg — T Qugl
<4\ llg]l = 410,

Con esto,
(m—1)am~+bm (m—1)am~+bm
H‘P(T>g - @hH - Z )\stg - Z )\sth
s=am+bm s=am+bm

(m—1)am~+bm

< Z [As2°g — Asz°h|

5=am+bm

(m—1)am~+bm

<4 Y

s=am+bm

=4|p| < 4K/b,,.
Asi, si b, es suficientemente grande, tenemos
lo(T)g — h|l < 1/am. (3.35)

Por otro lado, como r < m — 2, podemos usar (3.11) con v’ =r+1<m—1y k= (r+ 1)am,

obteniendo asi
|20 Dem 1| < 2/apm_p1. (3.36)

Finalmente, juntando las acotaciones (3.35), (3.34), (3.33), (3.31) y (3.36) que hemos encon-
trado, nos queda
lp(T)g = 1| <lle(T)g = hll + |7 = Pon-tyam+bn (9h) [+
I Pom-v)am+om (P1) = Plon-1)an, (VR)[|+
H Pon-1)am (9h) — 20D || 4[|V 1
1 1 1 1 2
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Ademas, se cumple que
4 2 3
— + <

Y
A, Amp—r—1 Am—r—1

ya que, por la condicion de crecimiento (3.9), se tiene
4a/mf2 S 2(am72 + bmf2) S vafQ < 2am71 < Up—1 < Uy

y por lo tanto,
4 1 1
— < < .
Am, Qm—2 A —r—1

De este modo, concluimos la demostracion del Lema 3.18. O]

Teorema 3.19. El operador T' de la Definicion 3.11 carece de subespacios invariantes no tri-
viales.

Demostracion. Tal y como hemos visto al comienzo de este capitulo, para demostrar que T
no tiene subespacios invariantes no triviales (o, equivalentemente, que todo elemento no nulo
de E es T'—ciclico), basta probar que, para todo g € E \ {0}, se cumple (3.1). Normalizando,
queremos ver que para todo € > 0y todo g € E con ||g|| = 1, existe un polinomio ¢ de manera
que

le(T)g— 1 <.

Asi, seae >0y g € E con ||g]| = 1. Sea k > 1 tal que 1/a; < ¢/3. Por el Lema 3.18, basta
encontrar r > 1 y m cumpliendo
m>r+k+1,

de manera que
| Pray (@mg)| = 1/am.
En efecto, se cumple que m > 2, 1 <r < m — 2y, aplicando el lema,

lp(T)g = 1| < 3/am—r— <3/a <e.

Procedamos por reduccion al absurdo. Supongamos que para todor > 1y todom > r+k+1,
se tiene

| Pran (Qmg)| < 1/am, (3.37)
y llegaremos a contradiccion.

Para cada m, razonando como en el Lema 3.15, podemos encontrar una constante D,,, > 0,
que depende de aq, by, ..., @, by, de manera que, si 0 < j < v,,, entonces'!

127]l < Do

Tal y como hemos visto en el Apartado 2.5, podemos poner

g = Za]fja
=0

1Ta tinica diferencia con el Lema 3.15 es que, esta vez, el rango de j es mayor, y por lo tanto, la constante
D,,, depende de un parametro mas (b,,) que la constante C,, del lema.
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con Zj>0 |aj| = 1. Ademaés, para cada n > 1, podemos escribir

(n—1)an (n—1)an ‘
Z a; fi = Z ﬁn,j 22,
=0 j=0

y para n > 2, por la definiciéon de @),,, tenemos

Un—1
@n< 5 %fi>:zxn,jzj,
i>( j=0

n—1)an

cumpliendo

Anj = —ln Y Qj(mn)an- (3.38)

m>n

En efecto, como i > (n — 1)ay,,

Onfs — —a,z? sii=(m—n)a,+j con j <wv, | para cierta m > n,
o 0 en caso contrario,

y de este modo, para cada j < v,_1, el coeficiente A, ; sera

—an E A(m—n)am+j-

m>n

Asi, usando también que @, f; = f; para i < (n — 1)a,, resulta

(n—1)an
Qng :Qn< Z a; fi + Z azfz)

=0 i>(n—1)an

(n—1)an Un—1

= Z ﬂn’jzj + Z )\n’ij. (339>
=0 =0

Ahora, como v,,_1 < @, < ra,,, aplicando P,,, a la igualdad (3.39) con n = m, obtenemos

Um—1 Tam

Pram (ng) = Z <6m,j + )\m,j>zj + Z Bm,jzja
7=0 J=Um—1+1
y por lo tanto,
Um—1 Tam
| Pram (Qmg)| = Z |Brnj + Al + Z | B

7=0 J=vm-1+1

Z Z |5m,j|~
j:Um—l"F]-
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Asi, usando (3.37), obtenemos que si r > 1y m —r — 1 > k, entonces

Tam

Z |Bimi| < 1/am. (3.40)

J=vm—1+1

Si Ty + Umr—2 < J < Ty + Upm_r_1, estamos en el rango de aplicacion de (3.6) para la
definicién de f;, luego
ajfj = ajam_p (27 —277M),
y por lo tanto
6m,j = 0jQpm—r-

Reemplazando ahora r por 7 + 1 en (3.40), obtenemos que, sir >0y m —r —2 > k,

(r+1)am

> Bmil < 1an.

J=vm-1+1

Ademas, como v,,_1 < a,,, se cumple que
Um—1 < TQp + Um—r—2,
y puesto que vy, _r_1 < Vo1 < ayp, también tenemos
Tam + V1 < (1 + 1)ap,.

Asi, podemos considerar la siguiente suma parcial, que continuaré siendo menor que 1/a,,:

Tam+Um—r—1

> |Bni| < 1/a.

j:T'am“l‘Um—r—Q"Fl
Sustituyendo la expresion de f3,, ; en este intervalo, nos queda que, sir >0y m —r —2 >k,

T@m+Vm—r—1

11
> o] < = (3.41)

Ay —
Jj=ram+vm—r—2+1 m=r

Pongamos ahora en la expresion anterior r = m — n, con una cierta m > n. Nos queda, para
n>k+ 2,

(m—n)am~+vn—1 Vp—1

1
Z |aj| = Z |aj+(m—n)am| < anam'

Jj=(m—n)am-+v,_2+1 J=vn—2+1

Con esto y (3.38), obtenemos que, si n > k + 2, entonces

Un—1 Un—1
> Pl =2a 3 [assmonanl
Jj=vn—o+1 m>n Jj=vn—o+1
< Z am
m>n
<2/ans1. (3.42)
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Para justificar la dltima desigualdad, basta probar que

En efecto, como por la condicion (3.21) tenemos que ma,, < a1, entonces, para cada r > 2,
se cumple

e > MA7 = Dapyp1>-->n+r—1) - (n+Dap1 > n+ 1) a0

Asi,

S<121:1<1

Ap1 r—9 (n + 1)T_1 Nan+1 An+1

Pongamos ahora, en (3.37), m = n y r = 1. Obtenemos que, si n > k + 2, entonces

1
|Pan(Qng)| < a_

n

Ademas, usando (3.39), como v,,_1 < a,,

Un—1 an

|Pa (@) = 1B+ Angl + D 1Buy
Jj=0 Jj=vn-1+1
Un—1

> By + Angl-
=0

Por lo tanto, se cumple

Un—1

1
=0 "
Con esto ultimo y (3.42), tenemos
Un—1 Un—1
ST 1Buil = D 1Bug + Ay — Auyl
Jj=vn—2+1 J=vn—2+1
Un—1 Un—1
< Y Bt Al D Pl
j:UTL72+1 j:vn—2+1
1 2 2
<—+ <=,

(07% Qp+1 ap

puesto que, por la condicion (3.10), tenemos trivialmente 2a,, < a,1.

Ahora, observamos que para v,_; < j < (n — 1)a,, estamos en el rango de aplicacion de las
formulas (3.5) y (3.6) para la definicion de los f;. Ademés, no aparece ningin término z° para
Up—o < 1 < v,_1. En efecto:
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— El término 2* no se puede conseguir como un z’, puesto que los rangos de j y de i son
disjuntos.

— El término z' tampoco puede ser de la forma 2/ %" puesto que, si i = j — a,,, tendriamos
Up—2 + ap < .7 S Up—1+ ap < 2an7

y por lo tanto, f; se definirfa segtin la formula (3.5) con r = 2, donde no aparece el
término 2/,

De este modo'?, para v,,_ < i < v,_1, los términos z’ son exactamente los de la forma 2/ que
aparecen en la definiciéon de el f; correspondiente. Asi, en la siguiente expresion, se cancelan
todos los términos de grado mayor que v,_o, y resulta

Un—1 Un—1
E f E PO -
ajf] /Bn:.jz - pvn72 S Pvn72{z]'
J=vn—2+1 J=Un—2+1

Consideremos la expresion de p,, _, en la base {fo, ..., fu, ,} de P, ,[z]:

Un—2
Pons =Y 0if;
=0
Ahora, usando la cota D,,_; y la desigualdad Z;ZJ;_Q +1|Bnjl < 2/an, nos queda
Un—1 Un—1
Yo B < D) 1Bl
Jj=vnp—2+1 J=vn—2+1
Un—1
SDn—l Z |Bn,j|
J=vn—2+1
~2Dn1.
Qn,
Por otro lado,
Un—1 Un—1 Un—2
o B\ = Xl wli= D0
Jj=vn—2+1 J=Un—2+1 7=0
Un—1 Un—2
= > gl + D16l
j:vn72+1 ]:0
Un—1
> > oyl
J=vn_2+1

12Tal y como se define la base, un término z* solo puede aparecer en f; con j =14, j =i+ an 0 j =i + by,
pero hemos probado que, para j > i, esto no pasa. Asi, para v,—2 < i < v,_1y 0 <j < (n —1)ay,, el término
z* s6lo aparece en f; = f;.
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De este modo, juntdndolo todo, llegamos a que

Un—1
2D, 4 1
la;] < <
j=z;2+1 ! On \ an’

si suponemos a,, suficientemente grande. Ahora, como estas acotaciones valian para n > k + 2,
poniendo m = n — 1 podemos escribir que, si m > k + 1, se cumple

Um 1
i< —. 3.44
j U;HI%I T (3.44)

Tenemos también, por un lado
U1 < Gy < (M — n)ay,
y por otro, usando (3.9) y (3.21),
Up—1 + (M — )y, < Vo1 + My, < Ay + by < Uy

Con esto, la desigualdad (3.44) y la expresion (3.38), obtenemos, para n > k + 1,

Un—1 Un—1
Z [ An il <an Z Z |t (m—n)am|
7=0 m>n j=0

Up—1+(m—n)am

=an > > oyl

m>n  j=(m-n)am

<an ) Z ||

m>n j=vm—1+1

<an Z 1/\/m

m>n

1

Y
Ap+1

< (3.45)

si {a, }n crece suficientemente rapido. Mas concretamente, basta con que se cumpla la condicion
(n+ 2)%anani1 < Ny/Anya. (3.46)
En efecto, recordemos que teniamos las condiciones (3.20) y (3.21):
(2m — 4)ay, < by ¥ U + 4by < At
Sumando v,, + 3b,, = (m — 1)a,, + (m + 2)b,, a la primera y usando la segunda, obtenemos
(3m — 5)ay, + (m + 2)b,, < a1,
que, volviendo a usar (3.20), implica

(2m? 4+ 3m — 13)am, < ama1,
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y como m? < 2m? + 3m — 13 si m > 2, nos queda
M2, < Gt
Con esto, para r > 2,
npr > (M +7 =1 1> n+1r =220 +7—1) 000> > (n+ 2)2(%3)@%2.

De esta manera,

> 1N ama =Y 1/ fangr
m>n r=2
1 1
<\/mrz_; (n+2)-3
1 (n+2)*
_\/m "n2+3n+2
- 1 '(n+2)3
Vny2 N2 +2n
1 ‘(n—|—2)2

N n

que, tal y como querfamos probar, es menor que 1/a,a,1 si, y solo si

(n 4 2)2an0n11 < Ny/Tnia.

Combinando ahora (3.43) y (3.45), tenemos, para n > k + 2,

Un—1 Un—1 Un—1
D 1Bl D 1By + Al + D sl
5=0 §=0 5=0
1 1
<+
G, Ap+1
2
<—,
Qn
es decir,
(n—1)an 9
P( > ajfj) <= (347)
j=0 "
Ademés, por (3.44), como (n — 1)a, < v,
(n—i):an la;| < ! < L
jl < V<
j=vn_141 vV An41 an

volviendo a usar la condicion (3.46). Observamos también que, si v,—; < j < (n—1)a,, entonces

P (g = { e = <
Untidd 0 en caso contrario,
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con cierta r < n — 1. De este modo, para toda v, < j < (n — 1)ay,,

|Pvn—1(fj)| S Ap—1.

Juntando las dos tltimas desigualdades, obtenemos que

(n—1)an
Ay
Pvn1< > ajfj>‘< . L (3.48)

Jj=vn—1+1

Combinando esto con (3.47), nos queda, para n > k + 2,

(n—1)an (n—1)an
ZPvM( > ijfj) —PvM( > Oéjfj>

JZO J=vn-1+1

Un—1

> af
=0

2T
an

Finalmente, por construcciéon, sabemos que para cada 1 < r < n—1y cada v,_1 < j < v,
existen reales A; # 0, B; y C; tales que

fj = Aij + szj—ar + Cjzj_b’".

Ahora, utilizando la dltima desigualdad y que ||27|| < D,,_; para toda j < v,_;, nos queda

Un—1 Un—1
S el =1 asf;
7=0 7=0

n—1 Uy
ZaofoJrZ Z a;fj

r=1 j=v,_1+1

n—1 U

=l + Z Z a;(Aj27 + Bz + C2 )

r=1 j=v,_1+1

Un—1
<Dy <\aoy + D layl(145] + 1By + \@D)

j=1

n—1 Up

r=1 j=v,_1+1

Un—1

:Dn—l Z ajfj

j=0
2+ Ap—1

Qn

SDn—l :

De este modo, como D,,_; solo depende de elementos anteriores a a, en la sucesion {a, },, si
ésta crece suficientemente rapido, se tiene

Un—1

lim Y Jay| =0,
n—oo
J=0
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que esta en contradiccién con la hipotesis Z;io |a;| = 1. Asi pues, queda terminada la demos-
tracion del teorema. O

Para concluir el apartado, sinteticemos un poco el proceso que hemos seguido. Partimos
de un par de sucesiones {a,}, v {b,}, de naturales con un crecimiento rapido. A partir de

ellas, construimos una base {f;}r y una norma || - || en el espacio de polinomios P|[z]. A con-
tinuacion, vimos que el operador «multiplicar por z» se podia extender de manera continua a
la completacion E de P[z] respecto de la norma || - ||, obteniendo asi un operador continuo T

definido en el espacio de Banach de dimensién infinita E. Finalmente, hemos probado que T
carece de subespacios invariantes no triviales. Ademés, podemos pensar que T' € L(¢1), ya que
tenemos una isometria entre E y el espacio de sucesiones £!. Asi pues, no ha hecho falta recurrir
a un espacio muy complicado para encontrar un contraejemplo del Problema del Subespacio
Invariante.
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Apéndice A

Condiciones Suficientes de Crecimiento
para {an}n y {bn}n

En este apartado, recopilamos todas las condiciones de crecimiento para las sucesiones {a, },
y {bn}» que han ido surgiendo a lo largo de la construccion del contraejemplo. De este modo, si
encontramos un par de sucesiones que cumplan todas las condiciones aqui recogidas, podremos
construir un operador concreto que carezca de subespacios invariantes no triviales.

Condiciones para la Construccion de la Base { i}«
Para definir correctamente la base {fi}, del espacio de polinomios P[z], necesitamos:
Condiciéon A.1 (Corresponde a (3.9)).
Up—1 < Q.
Condicion A.2 (Corresponde a (3.10)).

(n —2)a, < by.

Condiciones para el Lema 3.10

En el enunciado del Lema 3.10, tenemos la hipotesis de que «{ay,}, v {bn}» crecen suficien-
temente rapido». Mas concretamente, necesitamos, ademas de las dos condiciones anteriores,

Condicion A.3.
1_(1/2)an 2
an2 bn-1 1+—) <1.
a1

Condiciéon A.4 (Primera modificacion de (3.9)).

Un—1+ 1 < a,.

9 14vy,—1—(1/2)an 41 2 vy _1—(1/2)an
a2 w4 +27 <1.
An+1

Condicion A.5.
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Condicion A.6.

o (2”“"125(”“" L2 2(1(1/2>a1)> <1
a9 -

g e/t (2b2‘1 o (3 + 1)) s L
a

Condicién A.8 (Primera modificacion de (3.10)).

Condicion A.7.

(n—2)a, +1 < b,.

Condicion A.9.

(n—1)an+1—(1/2)bn

(14 0,)2

Condicion A.10.
(n=1)(an+bn)—(1/2)an 11 (n—Dan+1—(1/2)by,

bn —I— n nan

Condiciones para el Lema 3.13
En este caso, debemos anadir a todas las condiciones anteriores:
Condicién A.11 (Corresponde a (3.20). Segunda modificacion de (3.9)).
Up—1 + 4b,_1 < a,,.
Condicion A.12 (Corresponde a (3.21). Segunda modificacion de (3.10)).
2(n — 2)a, < by.

Condicion A.13.
92bn—1 < Qy,-

Condicion A.14.

2bp,—1—(1/2)an

ap2 -1 < 1.

Condicion A.15.
Ap_12 bn—1 < 2.

Condicion A.16.

(n—1)ap+2b,_1—(1/2)bn 2bp—1—(1/2)an
Ap-1| 2 nan + 2 b1 < 4.

Condicion A.17.
22n-1 < 4q,,.

Condicion A.18.
2ay + b, 200 Hantl < g p2,
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Condicion A.19.
nan—(1/2)bp

nan b;l+1 S 4‘

Condicion A.20.

(n=1)an—bn

nan < 4

Condicion A.21.

(n—%)bn—vn+vn+2bn—<1/2>an+1

nan bn S 4
Condicion A.22. "
n—1
2 nan < 4.
Condicion A.23.
22bn-1 < 4p, .

Condicion A.24.

2(n—1)an—(1/2)bn

(14 b,)2 nan
Condicion A.25.

2(n—1)an+nbp—(1/2)an 41 2(n=1)an—(1/2)bn
b’n, bn nan,
Condicion A.26.
2(n=1)an+nbn—(1/2)any 11 2(n=Dan+tn-1)bn—(1/2)an41
bn + bn2 bn iy
Condicion A.27.
(n—1)an+2by_1—(1/2)bn
(1 _|_ bn>2 nan, >~

Condicion A.28.

vntbp_1+(n—2)ay_1-(1/2)ap4q (n—1)an+2b,_1—(1/2)bn

b 1,2 < 4.

Condiciones para el Lema 3.18

Tanto en este apartado como en el siguiente, apareceran tres constantes: C,, K,, y D,.
— (), cumple, para toda 0 < j < (n — 1)a,,

[fil < Cay 1] < Ca.

— D, cumple, para toda 0 < j < v,, .
|27] < Dn.

— K, es la constante que nos da el Lema 3.6 con n’ = (n—1)a,, j' = (n—2)a,, ¢ = 1/(a,C,),
0 =1/a,y M' = C,, es decir, que para cada natural m < (n—2)a,,, y para cada polinomio
g € P_1)q,|2] satisfaciendo |g| < C, y |Pr(g)| = 1/an, existe ¢ € Pn_2)q,[2] con |q| < K,

y cumpliendo
1

anCy’

|P(n72)an (99) — 2" <
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Condicion A.29.

b, '

Condicion A.30.
a,ChL K, 22<n—1>an—<1/2>bn

nan
bn

Condicion A.31.
4K, a,,

< 1.
bn

Condiciones para el Teorema 3.19
Condicién A.32.

2Dn—1\/@ < Gp,.
Condicién A.33 (Corresponde a (3.46).).

(n 4 2)2an0ni1 < Ny/Gnia.

Condicién A.34.
nanl(Q + anfl) S Q.

Estudio de las Condiciones de Crecimiento

Una vez recopiladas todas las condiciones de crecimiento, observamos que el mayor obstaculo
para poder trabajar con ellas es estimar el valor de las constantes C,,, D,, y K,,. Por este motivo,
a continuacion, calcularemos el valor de estas constantes en funcién de los elementos de las

sucesiones {a,}n v {bn}n-
— Queremos que, para 0 < j < (n — 1)ay,,

1fi] < Cny ||1£]] < Ch.

Por un lado, sabemos que para la construccion de los f; correspondientes a este intervalo,
usamos todas las definiciones (3.5) — (3.8) si j < v,—1, y s0lo (3.5) y (3.6) para v,—1 <
J < (n —1)a,. Si calculamos |f;| en estos casos, observamos que

(r=%)ar (r—3)br

]fjlgméx{méXQ br—1 . méax 27 rer 72an1>bn1+1}'

1<r<n 1<r<n-—1

Por otro lado, como ||T']| <2y ||1]| = 1, se tiene
17 = 177 (1)) < 27 < 20D,
De este modo, como en cualquier caso |f;| < 2D si definimos
C,, = 2(n—ban,

se cumplen las desigualdades buscadas.

66



CARLOS DOMINGO

— Para D,,, buscamos
127l < Dn

para toda 0 < j < v,. Argumentando como para C,,, basta tomar

Dn — 9Un — 2(n71)(an+bn).

— Referente a la constante K, en el Lema 3.6 no se da una construccién concreta, ya que
se toma el supremo sobre un subrecubrimiento finito del cual s6lo sabemos su existencia.
No obstante, en el articulo [13, Lemma 6], el autor hace una demostracion distinta del
Lema 3.6 que permite cuantificar K,,. El tnico detalle que hay que tener en cuenta es
que, en su resultado, anade como hipoétesis extras

0<e<2 ' 2<M<elyd= Mse,

pero esto no representa ningin problema, ya que, en nuestro caso!, estas condiciones se
cumplen. De este modo, podemos aprovechar el resultado obtenido en [13], que afirma lo
siguiente:

Lema A.35. Sean 0 < m < n naturales, y sean 0 < ¢ < 271 y 2 < M < 7! reales.

Supongamos que g € P,lz] con |g| < M y |P,(g)] > Me. Entonces existe ¢ € P,[z]
cumpliendo |q| < e~V de manera que

|Pa(g9q) — 2™ <e.

Demostracion. Pongamos

Por hipoétesis, tenemos
n

Z\Oﬂ <My i|ai\ > Me. (A.1)

1=0 i=0
Sin=1y m=0, definiendo
—1 —2

tenemos, usando (A.1),

y ademés
|P1(gQ)_1| :0<€7

por lo que se cumple lo buscado. Si n = m = 1, entonces tomamos

 artsiag] < 2712 M,
T=\ ag'z si|ag| > 271e2M.

Tenemos € = 1/(anCh), § = 1/a, y M = C,,.
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En el primer caso, necesariamente |a| > 271¢2M, ya que, de no ser asi,
lag| + || < €M < Me,

y estarfamos en contradiccion con (A.1). De este modo, como 2 < M,

o= <o <
= — e
1 lag| = e2M —
Ademas, como |ag| < |ay], nos queda
|| e2M e2M e2M
Pi(gq) — z| = < < < =c.
Pil9a) = 21 = 10 < 50T S ool ] = Me
En el segundo caso,
o= <o <
= — IS s
N= ool =2 =

y también
|Pi(9q) — 2| =0<e.

Supongamos ahora que se cumple el lema para n = k > 1, y probaremos que también es
cierto para n = k+ 1. Si m = 0, definimos recursivamente ¢y = o' y, para 1 <i < k+1,

i
_ -1
q; = —Qp E Qii—j-
j=1

Con esto, sea
k+1

q= Z %’Zi-
i=0

Ahora, haciendo el producto de polinomios, tenemos que
k+1 k+1
i=( o) (Do)
=0 i=0
2k+2 s
s=0 =0

Observamos que el término independiente de este producto es goap = 1, y que para
1 < s <k+1, el coeficiente de z* queda

S s—1
E qiQs_; = E qi0s—; + qsQg
i=0 i=0
s—1 S
= E qiQs—; — E QjQs—j = 0.
i=0 j=1
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De este modo,
|Pra(gq) =1 =0 <e.

Probemos ahora que

% @il < laol” 1% ( M’)i- (A.2)

|
Lo haremos por induccion sobre el nimero de sumandos. Si k+1 = 0, se tiene la igualdad
|90 = o] .

Supongamoslo cierto para k + 1 < s y probémoslo para s + 1. Tenemos

s+1 s+1

ZW <|ao|” 1JrZ|Oéo| IZ|O‘j||Qi—j|

s+1 s+1 ‘Og ‘
ool + 3 z|”|)|;|
j=1
s+1 s+1—j |Oé ’
:|ao|_1+z Z |qr|)m
j=1 \ r=0 0
s+1 s+1—j r
_ _ M ||
oo+ 3 (I S () )1
=1 r=0 0 0
S s+1—r r
_ _ | M
s+ 2 (3 ) (3
r=0 \ j=1 170 0
s r+1
M
ool + o Y- (20
2 o

por lo que demostramos (A.2). Ademas, como m = 0, tenemos que |ag| > Me, y por lo
tanto
k+1 k+1

> gl < Jaol ™MD e
i=0 i=0

Con esto, usando (A.1) y que M(1 —¢) > 1, nos queda

k+1 k+1
€ —(k+2) _ 1

-t - —(k+2) —(2k+2)!
lq| = Z|CI1|<|040| ZE M551—1)<€ <e¢ .

Sea ahora 1 < m < k + 1. Separemos casos:
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(i) Si |ag| < (£/2)@*)*+1, Entonces

k+1 m
Sl <My 3ol > M(e/2)
=1 =1

. . . _ k+1 i . . : k ;
Por hipotesis de induccion, para g = S 7 a;21 existe un polinomio ¢ = S5 ¢;2°
9 i=1 ) 1=0

con
lal < (e/2)7" y |Pe(qg) — 27| < (¢/2).

Para este mismo polinomio, |q| < e=*+2! y

|Prs1(q9) — 2| =|Pesa(q(2g + o)) — 22"

=|2(Pi(qg) — 2™ ") + g

<|Pi(qg) — 2" + laollg]

<e/2+ (5/2)(2’“)!“(6/2)*(2’“)! =e.

(ii) Si |ao| > (g/2)@'*L. Definimos

0 si0 <1< m,

G = %—1 sii=m,

—ap ! Yy Qi sii=m4jeonl <j<k+1-m,

y sea
k+1

g=> a?"
=0

Como para el caso m = 0, el coeficiente de z*° en el producto gq es

s
§ qi0ls—i,
=0

que se anula para s < m, vale ¢,,a0 =1 para s =m, y, sim < s < k + 1, queda
S S
Z qi0s—; = Z qiQs—;
i=0 i=m
s—1
= Z qiCs—; + s
i=m

s—1 s—m
= E qiOls—; — E a4s—5 = 0.
i=m J=1

Por lo tanto,
|Peti(gq) — 2" =0 <e.

Ademas, de manera analoga a (A.2), se prueba que

k-+1—m kflom 0N
| < lag|™t — .
> lamesl <l 30 ()

Jj=0 J=0
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De este modo,

k+1—m k+1—m J k+1
_ M 1 (M/]ag))*™™ -1
q| = dm+j <o ! ( ) = ' .
|q| E | +]‘ || Z v || (M/]ep]) — 1

j=0 7=0

Ahora, por hipétesis M < e7!, e <271y |ag| > (£/2)F)H+1 Tuego

(2k)14-2 M < e 1
y ]040| = 222K)+2 T 22(2k)43°

|OZ0| Z 82

Ademés, como la funcién
el 1

r—1
es creciente en r, si continuamos la desigualdad anterior nos queda

k+1
I S -1
1 (52(2k)!+3>

I §52(2k)!+2 : < 1 ) .

22(2k)1+3

k+1
D S -1
(52(2k)!+3>

e—1 _ 22(2k)!+2

1 k+1
< (82(2k)!+3> '

Finalmente, usando que para toda k > 1

(2k + 2)(2k)! + (3k + 3) < (2k + 2)!,

llegamos a que
g < emGEH

y completamos la demostracion.

De esta forma, este lema nos permite tomar

Kn — 5—(277,)! _ agn)lcq(fn)! _ agLQn)!Qan(n—l)(%L)!'

Con estas estimaciones de las constantes C,, D, y K,, se puede reducir el nimero de
condiciones de crecimiento sensiblemente, puesto que muchas de ellas son comparables entre si.
Hecho esto, se podria tratar de encontrar un par de sucesiones {a,}, v {b,}» que cumpliesen
los requisitos de crecimiento que necesitamos y, asi, encontrar un contraejemplo concreto para
el Problema del Subespacio Invariante.

Observacion A.36. En [13], el autor propone la siguiente solucion:

En la definicién de la base {f;}x, en lugar de tomar potencias de 2 como coeficientes en
las formulas (3.5) y (3.7), toma potencias de aw > 8. Con esto, llega a que el operador T' tiene
norma ||T'|| < «, y prueba el siguiente resultado:

Teorema A.37. Si tomamos a; > o, b, > o) y a1 > o)

el operador T carece de subespacios tnvariantes no triviales.

para cada n > 1, entonces
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