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Introduccion

El objetivo de este trabajo serd el estudio de las integrales singulares desde el punto
de vista de variable real.

La transformada de Hilbert,

Hf(zx) = %V.p. /]R Wdy

es la integral singular mas sencilla. Acotar dicha transformada, es un problema que
fue resuelto por F. Riesz y Kolmogorov, usando métodos de Analisis Complejo. A con-
tinuacion, Besicovitch, Titchmarsh y Marcinkiewicz resolvieron de nuevo este proble-
ma, introduciendo esta vez métodos de variable real. En 1930, A.P. Zygmund se
preocupé de extender la transformada de Hilbert en R™. Maés adelante, junto con A.

Calderon, definieron las integrales singulares dadas por convolucion,

Tf(x)=v.p. . K(y)f(z —y)dy,

donde K cumple ciertas propiedades. A partir de este momento la extension de la
transformada de Hilbert serd un caso especial del problema de la acotacién de las
integrales singulares. Al mismo tiempo, algunos problemas de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales (véase [C-Z]) requieren un estudio de la acotacién de ciertos
operadores que tienen propiedades en comun con la transformada de Hilbert en el
caso n-dimensional.

De los trabajos de Calderén y Zygmund surgieron resultados muy interesantes
que a continuacion veremos.

El trabajo consiste en seis capitulos.

En el primer capitulo se recordaran conceptos bésicos de los espacios donde vamos

a trabajar (espacios de Lebesgue, espacios de Lorentz, clase de Schwarz). Ademés
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6 Introduccion

se demuestra el Teorema de Interpolacion de Marcinkiewicz, muy 1util para nuestro
trabajo.

El segundo capitulo consiste en presentar los resultados més importantes para
este trabajo, de Analisis de Fourier.

En el tercer capitulo se estudia la funcion maximal de Hardy-Littlewood, una
herramienta imprescindible en el estudio de las integrales singulares. Se estudian las
desigualdades (p, p)-fuertes del dicho operador y la (1,1)-débil.

En el cuarto capitulo se estudia el caso particular de las integrales singulares, la
ya mencionada transformada de Hilbert. Se estudian los Teoremas de Kolmogorov y
Riesz, de donde se deducen respectivamente, las desigualdades (1,1)-débil y (p, p)-
fuerte, con 1 < p < oo.

El quinto capitulo se dedica al estudio de las integrales singulares, concentrando
resultados obtenidos por todas las herramientas que se han estudiado hasta aho-
ra en este trabajo. Se estudiaran detalladamente las integrales singulares dadas por
convolucién. El resultado mas importante que se demuestra es el Teorema de Cal-
derén-Zygmund, usando la descomposicién de Calderén-Zygmund. A continuacién se
definen y se caracterizan los operadores de Calderén-Zygmund generalizados que no
vienen dados por convolucion.

A lo largo de este trabajo veremos que las integrales singulares no se pueden
definir de L' a L', por lo que en el dltimo capitulo, esta propiedad se sustituye por la
acotacién de las integrales singulares de un nuevo espacio, subespacio de L', definido
como espacio de Hardy, H', a L'. Adem4s, la acotacién de L a L™ de las integrales
singulares se sustituye por la acotacién de ellas, de L> a BM O que es el espacio dual
de H'.



Notacion

A lo largo de este trabajo la notacion usada sera la estdandar, R denotara la recta real,
R™ el espacio vectorial n-dimensional y C el plano complejo. La medida de Lebesgue
en R" serd dx y en la esfera S"~! C R" serd do.
Todos los espacios de medida se consideraran “sigma’-finitos.
Sia=(zy,...,2,) € N* es un multiindice y f: R™ — C, se denotard
pop_ O
Ozt ... 0xon

Qn
n -

el operador de la a—ésima derivada con |a| = a3+ -+ a, yz* =2 ... x

Sea 1 < p < oo, entonces p’ representard el exponente conjugado de p; es decir,
S =1

Para un dominio Q C R™, L}, .(Q) denotar4 el espacio vectorial de todas las funcio-
nes localmente integrables, o sea integrables en todo compacto de 2. Se denotara C(2)
el espacio vectorial de todas las funciones continuas definidas sobre 2. Ademds C™(€2)
denotara el espacio vectorial de todas las funciones m-derivables con m — 1 derivadas
continuas. El subespacio CI*(§2) de C™(2) contiene todas las funciones de este ltimo
que ademas tienen soporte compacto. En el caso que m = 0, C°(Q) = C(Q) y en el
caso que m = 00, C*(£2) denotard el espacio de las funciones infinitamente derivables.

Siendo Y un espacio localmente convexo de Hausdorff, Cy(Y") denotara el espacio
vectorial de todas las funciones continuas que se anulan en el infinito.

Sea P(x) = ), c,x® un polinomio en n variables con coeficientes constantes,

entonces P(D) denotara el polinomio diferenical asociado; es decir, el operador
P(D)f =Y c,D"f.

Sea E' un conjunto de elementos, se denotard xg(t) la funcién caracteristica que

vale 1 sit € E y 0 fuera del conjunto E.



8 Notacion

La expresion “en casi todo punto”, brevemente “c.t.p.” se refiere a propiedades
que se cumplen salvo en un conjunto de medida nula.

Las letras C, ¢ denotaran constantes que varian en cada uso, incluso en el mismo
teorema. Si estdn acompanadas por otra letra, por ejemplo C),,c,, denotaran una

constante que depende del parametro p.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Los espacios de Lebesgue

DEFINICION 1.1.1. Sea X un espacio de medida con una medida positiva u. Para
todo nimero real p positivo y finito se define el espacio de funciones medibles de

potencia p-ésima integrable como

LP(X, ) = {f:X—>(D: f es medible y Hngz/X]f(x)]pdu(:c) <oo}.

Cuando p = oo, el espacio L>®(X, ) lo forman las funciones esencialmente acotadas

es decir, las funciones que son acotadas en casi todo X.

Tal como es definida, || - ||, no es una norma. Consideramos un nuevo espacio
como resultado del espacio cociente entre LP(X, u) y el conjunto de funciones que
coinciden con la funcién nula salvo en un conjunto de medida cero. Denotaremos al
nuevo espacio, cuyos elementos son clases de funciones, por LP(X, 1) o simplemente
LP?. Sobre este nuevo espacio se demuestra, utilizando la desigualdad de Minkowski,
que || - ||, es una norma. Ademds por cumplir la propiedad de la completitud, los
espacios LP “se convierten” en lo que se les llama espacios de Banach. Cuando p = 2
se obtiene el espacio de Hilbert cuya norma se define por un producto escalar.

Los espacios de Banach son muy importantes ya que en ellos se pueden extender
propiedades de los espacios ordinarios Euclideos, que dependen de la distancia. Mas
aun, en los espacios de Hilbert se pueden extender propiedades geométricas, que

dependen del concepto de “angulo”.



10 Preliminares

Veamos algunas propiedades y resultados basicos de los espacios de Lebesgue que
usaremos a menudo a lo largo del trabajo:
Una funcién f € LP se puede descomponer como f = fo + fi, donde fy € L' y

J1 € L*. En efecto, podemos considerar fo = fX{z:|f(z)>1} Y J1 = fX{a:|f2)|<1}-
Mas atin, toda f € L se puede descomponer como f = fy+ fi, donde fy € Ly

f1 € LP*, para todo p entre py y p1. Efectivamente, basta considerar

fo = IXt@lr@)>e € L7,
J1 = FXgwip@)i<ey € L

OBSERVACION 1.1.2. Sea T la circunferencia unidad S'. Si f € LP(T) se puede

definir una funcién periédica F' de periodo 27, en la recta real de manera que

F(z) = f(e”).

Por lo tanto, cuando hablemos de funciones periddicas sobre la recta real, basta

considerarlas definidas sobre T.

TEOREMA 1.1.3. Desigualdad integral de Minkowski. Sean (X, ), (Y, ) espacios
de medida. Entonces se tiene

([ 1] semmo|am)” < [ ([ eorae) no,

donde f es una funcion medible en X xY y 1 <p < o0.

TEOREMA 1.1.4. Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue.

Sea {f.} una sucesién de funciones, f, € L'(T), tal que

folz) — f(x) ctp. de T,

para alguna f medible. Si existe g € L'(T), tal que, para todo n

|[fu(2)] < g(z) ctp. de T,

entonces,
f € LXT), Tim ||fy = flli =0

/f(ac)dac = lim [ fu(x)dx.
T T

n—oo

Demostracion. Véase [Rul]. O



Los espacios de Lorentz 11
1.2. Los espacios de Lorentz

En teoremas como es el teorema de interpolacion de Marcinkiewicz que demostra-
remos mas adelante, la acotacién de operadores definidos sobre los espacios LP se
obtiene si ciertas desigualdades se cumplen. A lo largo de esta secciéon veremos como
a partir de los espacios LP llegamos de manera natural a la definiciéon de los espa-
cios de Lorentz LP9 de donde surge la definicion de las desigualdades mencionadas,

llamadas desigualdades débiles.

DEFINICION 1.2.1. Sea (X, ) un espacio de medida y f : X — C una funcién
medible. Se llama funcién de distribucion de f asociada a p ala funcién g : (0, 00) —

[0, 00) dada por
ur) = (e € X £ [£(2)] > A,

PROPOSICION 1.2.2. Sea ¢ : [0,00) — [0,00) derivable y creciente con ¢(0) = 0.

Entonces

/X O(f () dp = / " s (.

Demostracion. Observamos que por la hipdtesis ¢(0) = 0 se tiene que

/X O (2))dpt = /X ( / lf(m)cb’()\)dA) .

Por lo tanto,

/XW ())dp = /X ( /0 - ¢/(A)dA) d
B /X ( /OOO X<0,|f<x>|>(k)¢’(A)dA) dp
B /0°° 7 </X Xw,f(zm(k)du) dA
= [T 000 ([ i)

= [ ¢ 0mar

donde hemos utilizado el teorema de Fubini y la definicién anterior. O
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OBSERVACION 1.2.3. Si ¢()\) = M se tiene

17l = [ty )ar
0

DEFINICION 1.2.4. Se define el espacio de Lorentz L como

o0 1/q
HW&MZ{ﬁXHCJ%mMMMwNm=</(MW@W%) <m}
0

donde 1 < p < ooyl <g< oo Cuando ¢ = 00, el espacio LP* (X, ) es el espacio
dado por

LP(X, ) = {f : X — C, f es medible y || f|lp.00 = sup Au}/p(k) < oo} .
X

OBSERVACION 1.2.5. Observamos que en el caso p = ¢ se recupera el espacio LP.

OBSERVACION 1.2.6. Los espacios LP? no siempre son espacios de Banach, porque
puede que || f||,,, no cumpla la desigualdad triangular. Esto depende de los valores
que toman los p y ¢. Efectivamente, si ¢ < p, entonces | f|,, es una norma, si
1 <p<q<oo,|fllpg es equivalente a una norma y si 1 = p < ¢ < 0o, los espacios

LP% no son espacios de Banach. Para méas detalles véase [S-W].

DEFINICION 1.2.7. Sea T un operador del espacio LP(X) al espacio L+**(Y"), donde
X y Y son espacios de medida. La desigualdad (p, q)-débil se define como

T fllg0 < ClISps

donde 1 < p < 00, ¢ < 0. En el caso que ¢ = oo la desigualdad anterior se define

Cco1mo

T fllse < ClIflp-

OBSERVACION 1.2.8. La acotacién de un operador 7' : LP — L4 para todo p,q

positivo o infinito es decir, la desigualdad

T fllg < ClIFlp

se suele llamar desigualdad (p, ¢)-fuerte.
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OBSERVACION 1.2.9. En el caso que el espacio de medida Y es R™, con su medida

usual, la desigualdad (p, q)-débil se escribe como

o ) >0 < (k)

DEFINICION 1.2.10. Un operador T' de un espacio vectorial A de funciones medibles

en funciones medibles se llama sublineal si
T(f +9)l <ITfl+|Tql,
TN = INIT,
paratodo A€ Cy f,g € A.

A continuacién demostramos el Teorema de Interpolacién de Marcinkiewicz que

serd un resultado muy 1til para nuestro trabajo.

TEOREMA 1.2.11. Sean 1 < pyg < p1 < oo y T un operador sublineal definido
en LPo + L' que es (po,po)-débil y (p1,p1)-débil. Entonces, T es (p,p)-fuerte para

Do <P <Dp1
Demostracion. Hemos visto que toda funcién f € LP se descompone como fy + fi,

donde fo = fX{aif@)>ent € LP° ¥ f1 = fXfalf@))<eny € LP*, para 1l <py <p; <00y
A > 0. Por ser T sublineal se tiene

Tf ()] < |T folx)] + |T fi(2)], (1.1)
de donde se obtiene
) < e (3 )+ (5)- (12)
Consideramos los dos siguientes casos;

Primer caso: Sea p; = oo. Por la hipdtesis se tiene

1T flloo < rf|flloo-

Escogiendo la constante de manera que ¢ = % se obtiene

s (3) =n ({o: ra1 =31
= ({fv T flasip)i<en (@)| > %})
=1 ({x T fagp@ie 2y (@] > g}) =0.
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Utilizando la desigualdad (pg, po)-débil se tiene

/\ C Ppo
KT fo (5) (2 0||f0HP0> :

Por tanto y al expresar la norma || - ||, como

ITfE =p / N (VA

0

se obtiene

ITHE=p / X (VA

0

o0 B 2C Po
o[ 1(—0||f0||po) ix

:p(ZCO)PO/ )\P—l—po/ X{x:|f(:c)\>c/\}|f($)|p0d/~0d)\
X

0
Po Po APTRO Ll
= p(2c0) \f($)| polo ©)dp

IN

2¢0)PO PO
=(0—/!f e = llrl

P—Po
donde hemos utilizado el Teorema de Fubini. Por lo que queda demostrada la acota-

cion (p, p)-fuerte del operador T' cuando p; = co.
Sequndo caso: Sea p; < oo. Utilizando la sublinealidad del operador T'; y las
desigualdades (pg, po)-débil y (p1, p1)-débil es decir,

b\ 2 Po
s () < (520Al)

)\ 2 P
s (3) = (2160

respectivamente, se tiene

I7fl = [y (N)ax
0
<p [ ke [ ey (A
0 0

De aqui, actuando para cada sumando de manera anédloga al primer caso obtenemos

TP p(2co)P p(2c)™
sl < (R R

es decir, hemos demostrado la desigualdad (p, p)-fuerte. O]

) 112 = el A1,
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1.3. La clase de Schwarz

Antes de definir formalmente la clase de Schwarz y el espacio de las distribuciones
temperadas damos una idea de la necesidad de introducir estas definiciones. En el
capitulo siguiente definimos la transformada de Fourier, un operador definido sobre
los espacios LP(R™). Veremos que solamente para p < 2 lo que obtenemos es una
funcion localmente integrable. Por lo tanto, y por propiedades de este operador que
estudiaremos en el préximo capitulo, definimos la clase de Schwarz, un espacio “muy
pequeno”, denso en todos los P, 1 < p < oo. En este espacio consideramos una topo-
logia débil que haga que su espacio dual, el espacio de las distribuciones temperadas

sea “muy grande” y contenga a todos los espacios LP(R™).

DEFINICION 1.3.1. Se define la clase de Schwarz como el espacio vectorial complejo
S(R") == {¢ € C™ : qn(¢) < o0},

donde gy (¢) = SUp,cgnijaj<n (1 + |[2[*)V[DY(z)].

OBSERVACION 1.3.2. Una funcién ¢ € C*(R") es de S(R™) si y sélo si las funciones

P(z)Q(D)¢(x) son acotadas, donde Py @ son polinomios arbitrarios de n variables.

La topologia de S(R™) se define por la sucesion de normas qp < ¢1 < ga < ...y

la convergencia ¢ — ¢ en S es la convergencia uniforme de las sucesiones

PQ(D)¢r — PQ(D)¢.
TEOREMA 1.3.3. La clase de Schwarz es un espacio de Frechet, denso en los espa-
ctos LP, para todo 0 < p < o0.

Demostracion. Véase [Ru2]. O

DEFINICION 1.3.4. El espacio de los funcionales lineales continuos sobre S es decir,
su espacio dual se llama espacio de distribuciones temperadas y se denotara S’. Una
aplicacién lineal T : § — C estd en &’ si limy,_, T'(¢x) = 0, siempre que limy,_,, ¢ =
Oen S.

1

oe(R™) es una funcién temperada, es decir es una

Ejemplo: Una funciéon f € L
distribucién temperada que ademds es funcién, si existe N tal que (1 + |z|?)~V f(x)
sea integrable.

En este trabajo, los términos “distribucion” y “distribucion temperada” seran

equivalentes.
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Capitulo 2
Elementos de Analisis de Fourier

A lo largo de este capitulo se presentaran los resultados basicos de Anélisis de Fourier.
Se definen la serie de una funcion periédica y la transformada de Fourier definida en
R™. El problema consiste en estudiar si se puede recuperar la funcién a partir de su

serie o su transformada de Fourier.

2.1. Series de Fourier

La idea basica de las series de Fourier es que toda funcién periédica puede ser expre-

sada por una suma trigonométrica de senos y cosenos del mismo periodo; es decir,

oo

flx) = Z(ak cos kx + by sin kx). (2.1)

k=0

Los ag, by, son coeficientes que determinan (2.1) y dependiendo de la expresién que
puedan tener, la suma trigonométrica se convierte en serie de Fourier, como veremos
a continuacion. El problema aparece naturalmente en astronomia; de hecho Neughe-
bauer (1952) descubri6 que los Babilonios utilizaron una forma primitiva de las series
de Fourier en la prediccion de ciertos eventos celestiales. A mediados del siglo XVIII
las series de Fourier aparecen de nuevo en el trabajo de Daniel Bernoulli quien, por
el método de separacién de variables, resolvié formalmente el problema de la cuerda
vibrante. Posteriormente, las series de Fourier recibieron su nombre en honor a Jo-

seph Fourier, quien hizo uso sistematico de éstas en su obra “Théorie Analytique de

17



18 Elementos de Analisis de Fourier
Chaleur” que se publico en 1822. Fuler establecié la férmula:
e = cosf +isend, (2.2)

donde 0 < 0 < 27, convirtiéndose la relacién (2.1) en

o0

f(x) = Z cret®. (2.3)

k=—o00

1 2m
27 JO

y los coeficientes ¢ se denotaran f (k) y se llamaran coeficientes de Fourier. Se tiene

Cuando ¢, = f(z)e **dx, la expresién (2.3) se denomina serie de Fourier de f

entonces

f(x) = f(k)e™, (2.4)

donde, por comodidad, hemos tomado funciones de periodo 1 en vez de 27 y f (k) =
fol f(m.)e—%rikacdx )

OBSERVACION 2.1.1. La expresién ¢, = fol f(x)e?™*2dy se obtiene en el caso

Zmimz o integrando

que la serie (2.3) converja uniformemente, multiplicando por e~
término a término en (0, 1), donde usamos la propiedad de la ortogonalidad del sis-

tema {e?™** k€ Z}:

1 1 : .

. . sik=m

/ e27rzkxe—27rzm:rdx ’ ' ’
0 0, sik#m.

DEFINICION 2.1.2. Se define la N-ésima suma parcial de la serie (2.4) como

N
Snflx) =Y f(k)e™.
k=—N
Nuestro problema, poder recuperar la funcién f a partir de su serie de Fourier,
se convierte en estudiar si Sy f “converge” a f cuando N tiende a co. Veamos que el

término “converge” puede significar varias cosas:

1. Una manera de plantear el problema es estudiar si limy_.., Sy f(x) = f(x) para
todo x € T; es decir, estudiar las condiciones que hay que imponer a la funcién

f para obtener la convergencia puntual.
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2. Estudiar la convergencia en norma; es decir, estudiar si limy_. ||Sy f—f||, = 0,
para toda f e LP(T).

3. Estudiar la convergencia en “casi todo punto”; es decir, estudiar si para f €
LP(T), limy_oo Svf(z) = f(x) para todo x € T, salvo en un conjunto de

medida cero.

2.2. Nnucleos

Los nucleos que a continuacién definiremos, son una herramienta bésica de Analisis
de Fourier. Antes de tratarlos en profundidad, haremos una presentacion técnica vien-
do algunas propiedades para poder familiarizarnos con ellos. En préximas secciones
haremos la conexién entre los niucleos y problemas de convergencia de Anadlisis de

Fourier.

DEFINICION 2.2.1. Dadas dos funciones f, g definidas en T Ia convolucién de éstas,

denotada por f * g, es la funcién definida en casi todo punto:

1
* = —t)d
f*g(@) / F(Hg(z — tydt,
donde z,t € T.

Daremos un resultado cuya demostracién se encuentra en [Ka.

TEOREMA 2.2.2. Sean f,g € LY(T). Entonces para casi todo v € T, f(t)g(x —t)

es integrable y la convolucion f x g € L*(T). Ademds se tiene

1 glle < [1£1l2llglx-

OBSERVACION 2.2.3. Haciendo un cambio de variables se puede ver que la convo-

lucion es conmutativa, asociativa y distributiva respecto de la suma.

DEFINICION 2.2.4. Se define el niicleo de Dirichlet como

N
DN(t) — Z 627Tikt.
k=—N
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Es facil probar que

sinT(2N + 1)t

D (t) = 2.5
w(t) sin 7wt (2.5)
Efectivamente, se tiene que
N N N
Dy(t) = Z p2mikt _ Z e~ 2mikt | Z o2kt
k=—N k=1 k=0
B ol — e—2miNt 1 — e2mi(N+1)t B e2mi(N+1)t _ —2miNt
—° 1 — e—2mit + 1 — e2mit - e2mit _ |
. emI2N+1)t _ o—mi(2N+1)t sinm(2N + 1)t
et (et —e~it) sin 7t
De aqui se obtiene:
Dy ()] < 15 <t < 2 (26)
si Z '
M= sin o’ =" =9

Ademds, por la ortogonalidad de {e*™ k € Z} se tiene

1
/ Dy(t) = 1. (2.7)
0
Otra propiedad de ntucleo de Dirichlet es
IDny(0)=1+---+1=2N+1—00, cuando N — oc. (2.8)

Podemos escribir la N-ésima suma parcial de una funciéon f, a partir del nicleo de

Dirichlet, de siguiente modo:

Snf(z) = k;v /0 f(t)e 2kt 2mikz gy /0 F(t)Dn(z — t)dt .

1
= / f(x —t)Dy(t)dt = Dy * f(x).
0
OBSERVACION 2.2.5. Histéricamente Dy * f es la primera convolucién del Analisis.

DEFINICION 2.2.6. Se define el niicleo de Fejér como
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Se demuestra que:

1 sin(N 4 1)t
Fy(t) = . 2.10
w (D) N+1 ( sin 7t ) (2.10)
Efectivamente, por definicién del nicleo de Fejér se tiene
;N
Fy(t) = —— D,(t
V= 5 e

1 iv: sin(2n + 1)t

N +1 ~ sin 7t
Utilizando relaciones trigonométricas se obtiene:
N
2(N 4 1) sin? mt Fy(t) = 2 Z sinm(2n + 1)tsinnt = 1 — cos 2w Nt
n=0
— 26 7Y _ o n e,

Por lo tanto,

1 [sinm(N+ 1t\?
Fy(t) =
w(t) N+1( sin 7t >
Ademas,
1 1
HFN(t)!h:/ |FN(t)|dt:/ Fy(t)dt =1, (2.11)
0 0
y
lim |[Fy(t)|dt =0, si §>0. (2.12)
N=oo Js<lt<1

DEFINICION 2.2.7. Se definen las medias aritméticas de las sumas parciales como

1 N

onf(r) = N+l 2

Sef(m).

Podemos ver las medias aritméticas de las sumas paciales, como la convolucién

del niicleo de Fejér con la funcion f, es decir,

onf(x NHZSkf

- [0 S D —

_ /0 F()Fy(z — t)dt = Fy * f().
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Definimos ahora el nticleo de Poisson.

DEFINICION 2.2.8. Se define el niicleo de Poisson como

+oo
Pr(t> _ Z T\k\eZm'kt_

k=—00

Se puede ver que
1—1r?

P.(t) = .
(*) 1 — 2r cos 27t + r?

(2.13)

; “1e 4 —ix ix
En efecto, sea z = re*™. Utilizando la férmula cosz = “<—— obtenemos

P.(t) = Z riFe2mikt — 1 49 Z ¥ cos 2mkt
k=1

k=—o0

=R <1 +2 Z ¥ (cos 2mkt + isin 27rkt)>

k=1
- 14z 1—r?
=R(1+2) F|=n = :
<+ ;Z> (1—2) 1 — 2rcos2nt + 12

Como en el caso del nicleo de Fejér, el nicleo de Poisson es positivo,

/ P(dt = 1. (2.14)

lfm P(t)dt = 0. (2.15)

= <<t

El nicleo de Poisson tiene propiedades andlogas a las del nicleo de Fejér. Esto

conduce a la siguiente definicion:

DEFINICION 2.2.9. Se define como niicleo de sumabilidad, una sucesién {k,} de

funciones continuas, periédicas, tal que
L[} ka(t)dt = 1;
2. fol |k (8)|dt < ¢

3. lim,, oo f5<|t‘<% |k, (t)|dt = 0, para todo ¢ > 0.
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2.3. Resultados locales

En esta seccion daremos dos resultados importantes: el Lema de Riemann-Lebesgue

y el Principio de Localizacién de Riemann.

LEMA 2.3.1. Lema de Riemann-Lebesque. Sea f € L'(T). Se tiene

lim f(k) = 0.

k| —o0

Demostracion. Los coeficientes de Fourier de una funcion f € L'(T) haciendo un

cambio de variables se convierten en

1 1
f(k?) — / f(x)e—Qwikxdm _ / f(x)e—27rik(w+1/(2k))€i7rdx
0 0

1 1
_ _/ Jc(x>6727r'£k(9v+1/(2k))d‘r — _/ f <LC . i) 6727rik:pdx.

De aqui, por céalculos elementales se obtiene

f0 =3 { [ 150 - o = 120 rva |

En el caso que f es continua, evidentemente se obtiene

lim f(k) = 0.

k—o0

Sea ahora f € L'(T) cualquiera. Dado € > 0 escogemos g una funcién continua tal
que ||f —gll1 < ¢/2 y |k| suficientemente grande, de manera que |§(k)| < /2. Se

tiene entonces

~

)] < |(F = 9)(®)| + g < [1f = glls + 1§(k)| <

TEOREMA 2.3.2. Principio de Localizacion de Riemann.
Sea f una funcion que coincide con la funcion nula en casi todo punto de un

entorno I de x. Entonces,
]\}i_r)noo SNf(I) = 0.

Como consequencia, se tiene que limy_. Sxf(y) =0 para toda y € I.
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Demostracion. Sea f = 0 en un entorno de x, (x — d,x 4+ §), donde ¢ > 0. Entonces

por la férmula (2.9) se tiene
Sufw)= [ flo- 0Dttt
o<|t|<L

_ / flo—1) sinm(2N + 1>tdt
5<|t|<1

sin 7t
eIm@N+1)t _ p—im(2N+1)t

— .y dt
/5<|t|<% fle=9) 2isin i

_ l/ f(x - t) eiT@N+E efifr(2N+1)t)dt.
2 s<lt<} sin 7t

Consideremos g,(t) = %X{éﬁ\tlé}(ﬂ € L'. Se tiene entonces

1 1/2 ‘ ‘ 1/2 A .
Snf(z) == / go(t)e™ e Nt — / go(t)e e N Gt ) (2.16)
21 —1/2 —1/2

Por comodidad definimos

por lo que la relacién (2.16) se convierte en

S F (1) = - (hal(N) + hu(—N)

que tiende a cero cuando N tiende a infinito, por el Lema de Riemann-Lebesgue. [

OBSERVACION 2.3.3. En las condiciones del teorema anterior, la convergencia de

la serie de Fourier de la funcién f es uniforme en todo J CC 1.

OBSERVACION 2.3.4. Para f, g dos funiones idénticas en casi todo punto de un
entorno de x, conociendo el limy_,o, Sy f(z) concluimos por el teorema anterior

lim Sy f(z) = A}im Sng(z).

N—oo

OBSERVACION 2.3.5. Observamos que ambos resultados son locales. En realidad,
“Syf(x)” es un concepto global, pues asi estdn definidos los coeficientes de Fourier.
Sin embargo el comportamiento en un punto sélo depende del valor de f en un

entorno.
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2.4. Convergencia

A lo largo de esta seccion estudiamos los tipos de convergencia que comentamos al

principio de este capitulo.

2.4.1. Convergencia puntual

Probaremos dos resultados que nos dan condiciones sobre la funcion f para que exista
el limite puntual de Sy f(x) y sea igual a f(z), cuando N tiende a infinito. Veremos
detalladamente que la continuidad en general no es una condicién suficiente para

obtener la convergencia puntual.

TEOREMA 2.4.1. Criterio de Dini. Si existe 6 > 0 tal que

/ fle+1t) - fz)
[t|<d

" dt < 400,
entonces limy_,. S f(z) = f(z).

Demostracion. Veamos que Sy f(xz) — f(x) tiende a 0 cuando N — oo. Usando la

propiedad del nicleo de Dirichlet

1/2
Dy(x)dx =1,
~1/2

y la férmula (2.5) se tiene

Snf(x) = f(x) = Dy * f(z) = f(z)

1/2 1/2
=/, Dr@fe=tdt = 1) [ Dty
1/2
=/, Dr e =) = s
= Dy@)[f(x —t) — f(x)]dt + / Dy@)[f(x —t) — f(z)]dt,
[t]<é o<|t|<1/2

(2.17)

donde § > 0. Ambas integrales tienden a cero por el Lema 2.3.1 (Riemann-Lebesgue).

Para la primera integral se tiene

1/2 sin 7
DO —1) = Sl = [ IEEE DN g ) gy ()i

[t|<s -1/2 sin 7t

:c<iei?(N)+E€i?(_N)>,
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donde F,(t) = MX{“|<§} (t). Esta integral estd bien definida observando que

sin 7t
la funcién F, es integrable, ya que sin7t y 7t son equivalentes en {t : [t| < d} y
fla—t)—f(x)

i

convierte en un coeficiente de Fourier, que tiende a cero por el Lema 2.3.1 (Riemann-

X{|t|<s}(t) es integrable por la hipdtesis, por lo que la primera integral se

Lebesgue). Directamente, se puede ver que la ultima integral de (2.17) es un coe-
ficiente de Fourier que, de nuevo por el Lema 2.3.1 (Riemann-Lebesgue), tiende

hacia cero cuando N tiende a infinito. Por lo tanto, tomando limite se tiene que
limy oo Snf(x) = f(x). O

OBSERVACION 2.4.2. Si f satisface una condicién de tipo Lipshitz
[f(@+1) = f(z)| < cft]*, tal que a>0,t] <4,
entonces la serie de Fourier de f converge a f por el criterio de Dini.

TEOREMA 2.4.3. Criterio de Jordan. Si f € LY(T) es una funcién de variacidn

acotada en un entorno de x, entonces

Jim Sy f(x) = Zf () + )]

OBSERVACION 2.4.4. Observamos que se obtiene la convergencia puntual en los

puntos donde f es continua.

Demostracion. Utilizando (2.9) y teniendo en cuenta que Dy es una funcién par se

tiene que
1/2
Snf(z) = [+ Dn(t) = / flz =)Dy (t)dt
0 1/2
= flz —t)Dy(t)dt + / flz —t)Dy(t)dt
—1/2 0
1/2 1/2
= flz+t)Dy(t)dt + f(z —t)Dy(t)dt.
0 0

Por ser f una funcién de variacién acotada se puede escribir como suma de dos
funciones monotonas, por lo que f se tratard como una funcién mondtona. Sean

1/2
AN = f(ilf—i‘t)DN(t)dt,
0

By = /0 e 0D ().
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. Analogamente se prueba que limy_.., By = f (‘;_)’

Veremos que limy_,o, Ay = f (f';r)

por lo que quedard demostrado el Criterio de Jordan. Utilizando (2.7) se tiene que

AN— / f .fE-l—t)DN dt ZU+ / DN

1/2
_ / e+ 1) — flat))Dy(t)dt.

Sea g,(t) = f(z +t) — f(x+), bastarfa probar que

lim <AN _ M) _ /0 Y (0D ()t = 0.

N—oo 2

Dado ¢ > 0, escogemos ¢ > 0 tal que g,(t) < e. Si 0 <t < d, podemos escribir

1/2 5 1/2
/0 0 (E) Dy (£)dt = / 0 (B) D (£)dt + / o.(ODy(tdt.  (218)

Para ver que la primera integral de (2.18) es finita, usamos el Teorema del Valor
Medio (véase [Rul]). La monotonia de la funcién g se obtiene por la de la funcién f

y sabiendo que Dy es continua se tiene: para algin n € (0, 9)
s 4 n
/ 0o (0) Dy (£)dt = g,(5-) / 4. (1) Dy (B)dt + g(0+) / 0. (6) Dy (1)d.
0 n 0
Considerando g, (0+) = 0, obtenemos
<e

/: DN(t)dt’ .

Veremos la acotacién de la relacién anterior utilizando (2.5), por lo que se tiene

/5 DN(t)dt‘ _

<

1/2
0.:(6-) / 0 (t) D (t)dt

/ 6 gx<t>DN<t>dt\ _

5
1 1 1
sinT(2N + 1)t [ _ ———l——] dt’

sin 7t wt mt
5 5 .
1 1 2N + 1)t
/ smw(zNH)t[_ ——} dt| + / sin (2N + 1) dt‘
n n mt

sin 7t Tt
1)
</
n

SN+1) i
/ ds
n
donde s = 2N + 1. La primera integral es evidentemente finita, mientras que la

L ! dt +
sinwt Tt

)

(2N+1) TS

segunda integral es finita, puesto que

SN+ gin s T
ds = —.
2

lim
N—o0 0 s
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Por lo tanto,

<ec

/O ’ ) Dy (1)t

Por otro lado, usando el Lema de Riemann Lebesgue veremos que

<ec.

/ " O Dyt
)

En efecto, sea xs5(t) =1,sit € [0,1/2] y xs(t) =0, sit € [-1/2,). Entonces se tiene

1/2 1/2 sinm(2N + 1)t
/5 00(8) D ()dt = / g (nSTCN D,

sin 7t
1/2 eimtg, t)

1/2 2¢sin 7t (2.19)
1/2 _—int t )
— / € gx( )Xg(t)6_2mNtdt

= R (N) = hoe (=N,

donde h,(t) = Qig;”i—g)mx(g(t). Tomando limite en (2.19) cuando N tiende a infinito, por
el Lema 2.3.1 (Riemann-Lebesgue) la integral [J g,(¢) Dy (t)dt tiende a cero. O

OBSERVACION 2.4.5. Observamos que por los criterios anteriores, la continuidad
no aparece como una propiedad suficiente para que la serie de Fourier de una funcién

continua converja puntualmente a esta funcién.

Du Bois Reymond demostro que existe una funciéon continua cuya serie de Fourier

diverge en un punto. A continuacion veremos la existencia de esta funcién.

TEOREMA 2.4.6. Principio de la acotacion uniforme (Banach-Steinhaus). Sea X
un espacio de Banach, Y un espacio normado y {T,}sca una familia de operadores

lineales acotados de X en Y, siendo A un conjunto de indices arbitrario. Entonces,

o bien
eziste M < oo tal que sup||T,|| < M,
acA
o bien,
eriste © € X tal que sup||T,z|ly = oo,
acA
donde

I Tall = sup{|[Tazlly : [Jx][x <1}
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Demostracion. Véase [Rul]. O

DEFINICION 2.4.7. Se definen los niimeros de Lebesgue como

1/2
LN:/ D (8)dt.

~1/2

LEMA 2.4.8. Se tiene que

lim Ly = oo.
N—o0

Demostracion. Observamos que |sinz| < |z| para todo z. Usando la férmula (2.5) y

teniendo en cuenta que Dy es una funciéon par obtenemos

1/2 1/2

12| o 1/2
:2/ sm7r(?N+1)t dt22/
0 sin 7t 0
N z/«TrN+1/2 |Sin5|d8 - g/er ‘Sinsld(%
T Jo s T Jo s
donde s = (2N + 1)t. De aqui se tiene que

/”N|sms| Z/ |sms| ZN: 1 /”| in s|d 1ZN:1
— sinslds ==Y —.
0 — km J, szlk

Tomando limite cuando N tiende a infinito se tiene

2 o1
lim L =N =
IIHN W;k

sin(2N + 1)t

@

sinm(2N + 1)t
mt

@

]

TEOREMA 2.4.9. FExiste una funcion continua, cuya serie de Fourier diverge en un

punto.

Demostracion. Sea X = C(T) con la norma || || ¢ Y = C. Sea Ty : C(T) — C dado

por
1/2

Tnf=Snf(0)= J(t)Dn(t)dt

~1/2
Evidentemente, se tiene

TN f] < Lyl f|]oo-
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Consideramos f continua tal que ||f —sgnDy||; < &, donde £ > 0. Suponiendo que

|| flloo = supy |f| = 1, se obtiene
|TNf| > LN — E.
Tomando el supremo de los Ty f, para todo f € C(T), con ||f||cc = 1 obtenemos

| Tn|loo = L,

y utilizando el lema anterior se obtiene sup, ¢y ||Tn|| = oo. Por el Teorema 2.4.6

(Principio de la acotacién uniforme), existe una funcién f continua tal que
lim |Syf(0)] = o0
N—oo

es decir, la serie de Fourier de la funcién f diverge en el punto 0. m

2.4.2. Convergencia en norma

La teoria de la medida y los espacios LP permiten la recuperacion de f a partir de

limy_ Sy f, donde la convergencia se entiende en la siguiente manera
Jim (1S f — fll, =0,
—00
para toda f € LP y 1 < p < oco. La ultima relacién equivale a

1SN Sllp < Coll f1lp-

Efectivamente, veamos la necesidad de la ultima relacion:
Sea limy o |[|Svf — fl||, = 0. Consideremos la familia de operadores {Sy} y sea
X =Y = L. Entonces por el Teorema 2.4.6 (Principio de la acotacién uniforme), se

obtiene que supycn ||Sn|| < 0o, y por lo tanto

155 £llp < cllfl,-

Por otro lado la suficiencia se demuestra utilizando un resultado de densidad de
los polinomios trigonométricos en LP (véase [Duo]). Es decir, si f es un polinomio
trigonométrico, entonces obviamente Sy f = f para N mayor o igual que el grado de
f.Si f e LP, por el resultado que hemos mencionado podemos escoger un polinomio

trigonométrico ¢ tal que
I1f—dll, <e.
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Entonces para N suficientemente grande se tiene que
1SN = fllp < IS (F = Dl + [19vg = allp + [1F = all
< (cp + 1)e.

OBSERVACION 2.4.10. Cuando p = 1 la norma de Sy : L' — L' es Ly y segtin el

Lema 2.4.8 no se obtiene convergencia en la norma.

El caso 1 < p < oo lo estudiaremos en el siguiente capitulo.

2.4.3. Convergencia en casi todo punto

El estudio de la convergencia en casi todo punto, es decir estudiar si

A}lin Snf(x)= f(x) ctp.si felLP,

es un problema bastante complicado.

En 1926, Kolmogorov encontré una funcién integrable cuya serie de Fourier diverge
en todo punto.

En 1965, Carleson demostré que para funciones de L? hay convergencia en casi
todo punto y en 1967, Hunt generalizé este resultado para todas las funciones de LP,

para 1 < p < oo. Enunciamos el famoso Teorema de Carleson-Hunt.

TEOREMA 2.4.11. Carleson-Hunt. Sea 1 < p < oo. Entonces para toda f € LP(T)

se tiene

Syf(t) — f(t) c.tp. de T,

cuando N tiende a infinito.

Demostracion. Véase [A] y [Gar]. O

2.5. Meétodos de sumabildad

En un curso béasico de Analisis se aprende que si lim;_,, z} existe, entonces también
existe limy_, o %(ml + -+ 4 xx) vy los dos limites coinciden. La sumabilidad de Cesaro
es exactamente una extension de este resultado y consiste en hacer el limite de las

medias aritméticas de las sumas parciales, que hemos definido como oy f en la Seccién
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2.4. El problema se transforma en tratar de recuperar la funcién f al hacer el limite

de las medias aritméticas y estudiar si
onf — f, cuando N tiende a infinito.

La convergencia se entiende en norma o en “casi todo punto”.

Antes de estudiar la convergencia en el caso de la sumabilidad de Cesaro, nos refe-
rimos a otro método de sumabilidad, la sumabilidad de Abel-Poisson. Consideramos
una funcién f € L'(T). Sabemos que su extensién arménica, sea u, es la convolucién
de f con el nucleo de Poisson que hemos definido anteriormente; es decir, u = P, * f
estd definida en D que denota el disco unidad del plano complejo. El nticleo de Poisson
es una herramienta bésica para pasar del Anélisis Real al Analisis Complejo.

2760

Sea z = re“™, entonces la funcion u se puede expresar del siguiente modo

/
u(re®™) = P, x f(0) = " f@)P.(0 —t)dt
~1/2
1/2

—1/2 k=—00

(2.20)

o 1

. /2 ,
_ Z r\k|627rzk9 f<t>e—27rzktdt

k=—o00 —1/2

00 e’} —1
= > fRyMNET =N (k) Y f(k)EE
k=—o00 k=0 k=—o00
Observamos que si r tiende a 1, la funcién v coincide con la serie de Fourier de la
funcion f. Podemos ver entonces la serie de Fourier de f como el limite formal, en el

circulo unidad del plano complejo, de v expresada como anteriormente.

OBSERVACION 2.5.1. Puesto que u es arménica en |z| < 1 estudiar el limite de

(2.20) es analogo a estudiar el problema de Dirichlet
Au=0 en [z| <1,

u=f en |z|=1,

donde la condicion del borde se entiende como convergencia en norma o en “casi todo
punto” de

lim P, x f — f.

r—1
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Veamos un resultado que nos asegura la convergencia en norma tanto para Fi * f

comopara P, x f,si fe Pyl <p<oo:

TEOREMA 2.5.2. Sea f € LP(T) donde 1 < p < oo y sea {k,} un nicleo de

sumabilidad. Entonces se tiene
Jim [[k, </ — fll, = 0.

Demostracion. La demostracién del teorema precedente se encuentra en [Kal. Se
demuestra para una clase de espacios més generales que los espacios L, que son los

Espacios de Banach Homogéneos, pero que no trataremos en este trabajo. [l

COROLARIO 2.5.3. Sea f € LP, donde 1 < p < co. Se obtiene la convergencia en

norma
lim |jon * f— fl[, =0,
N—oo

lim ||+ f — /], = 0.

2.6. Transformada de Fourier

DEFINICION 2.6.1. Se define la transformada de Fourier de una funcién f definida
sobre R™, denotada por f 6 F(f) como

FUNE =1© = [ Jl)e " dr, (2:21)
siempre que la integral (2.21) exista, y - £ = 21§ + -+ + 2,8,.

OBSERVACION 2.6.2. Observamos que la transformada de Fourier estd bien defi-

nida para funciones de L!. En efecto,
F: LYR™) — L®(R™) NC(R™).
Mss atin, F es lineal y continua, es decir ||f]|o < [|f]]1-

Antes de estudiar la acotacién del operador (2.21) para f € LP(R"), 1 < p < o0,
veremos algunas de sus propiedades bésicas. Sean f, g funciones definidas en casi todo

R"™. Entonces se tiene:

1. Flaf +bg) =aF(f)+ bF(g) donde a,b € R.
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2. | fllse <IIf]l1 ¥ f es continua. En efecto, la continuidad de f se obtiene por el

Teorema 1.1.4 (Convergencia Dominada).

Las relaciones que siguen son consequencia del cambio de variables, Teorema

de Fubini e integracién por partes.

3. f+g=fa.

4. Sea 7. f(z) = f(z + a). Se tiene entonces 7, f(€) = f(£)e?™o€ y (femian)(€) =
f(§—a).

5. Sea g(x) = A" f(Az), se tiene §(&) = f(AE), donde A > 0.

6. F(go-f)(&) = 2mi&F(£)(€)-

7. F(=2miz; )(§) = 5 F()(E).

OBSERVACION 2.6.3. Vemos, por la ultima propiedad, que la transformada de

Fourier de una funcion de la clase de Schwarz S, es una funcion de S.
LEMA 2.6.4. i W(t) = e ™ entonces W(€) = e ™K.
Demostracion. Derivando W respecto a t se tiene

W'(t) = —2mtW (t),

de donde aplicando la transformada de Fourier y la propiedad 7 de la precedente

seccién, obtenemos
2mEW (§) = (W (€))" (2.22)
La ultima relacién es una ecuacion diferencial de primer orden cuya solucion es

~

W(¢) = ce” ™,
Calculamos la constante c;

c=W(0) = / e P =1,

—00

de donde, por unicidad, se tiene que W(ﬁ) = el = W(¢). ]

OBSERVACION 2.6.5. Observamos que W es un punto fijo para la transformada de

Fourier.
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TEOREMA 2.6.6. La transformada de Fourier es una aplicacion continua de § a S

/nfg = / gf, (2.23)

f(x) = F(&)e*™ ™ de  (férmula de inversidon). (2.24)
R™

tal que

Demostracion. Para ver la continuidad de la transformada hay que ver que si ¢, — 0

en S entonces F(¢r) = ¢ — 0 en S. Para N > 5 se tiene

ERGIE /]R 6 (2)|(1 + |2|H)N (1 + |2) Nda
< qn(d) /Rn(l + |2) " Nda = cngn (dr)-

Por lo tanto,

Hék“oo < engn(ow)

es decir, ¢, € C*. Falta ver que para todo a,b € N Ha:“DbékHoo estd acotado por
qn (o), lo cual es cierto utilizando las propiedades 6 y 7 de la transformada de Fourier.
La férmula fRn fg= fRn f g es consequencia del Teorema de Fubini.
La féormula de inversion se demuestra teniendo en cuenta propiedades bésicas

de la transformada de Fourier. Hemos visto que si g(x) = A" f(A"'x) entonces,

~

(&) = f(AE), donde A > 0. De aqui, utilizando (2.23) obtenemos

f@iOa)de = [ fm)A g\ a)de.
Rn R™
Haciendo el cambio de varibles y = Ax, la primera integral queda
FOT ) g(a)de = [ fw)g(\w)de,
R™ R™

de donde haciendo que A — oo y utilizando el Teorema de la Convergencia Dominada

se obtiene

£(0) / (e =g(0) | fayin

R

Sea g(x) = e ™"* entonces por el lema anterior g(z) = j(z) y se tiene

FO)= [ fede= [ fe)e¢de.
R~ R~
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Utilizando la propiedad 5 de la transformada de Fourier en combinacion con la rela-
cién (2.23), se tiene
FOD)g(x)de = | f(y)g(\y)dy,
R R"

de donde por traslacion, usando la propiedad

Tf(€) = T (8),

se obtiene

—_—

F(2) = (1 f)(0) = / @)

= [ fle)e*imede.
Rn
]

Consideramos el espacio dual de S es decir, el espacio &’ de las distribuciones

temperadadas y definimos la transformada de Fourier de elementos de &’ como sigue:

DEFINICION 2.6.7. La transformada de Fourier de T € S’ es la distibucién tempe-
rada dada por

~ ~

T(¢) =T(o),
para todo ¢ € S.

TEOREMA 2.6.8. La transformada de Fourier es una aplicacion lineal, biyectiva y

continua de 8" a 8" cuya inversa es también continua.

Demostracion. Veremos la continuidad de la transformada de Fourier y de su inversa.
En efecto, sea {7} una sucesién de S’ que converge a 7' € &’ cuando n tiende a
infinito. Entonces, por la definicién anterior se tiene que Tn(gb) = Tn(gg), para toda
¢ € S. Pero lim, .o Ty (¢) = T($) = T(¢), por definicién. Para ver que la inversa
es también continua basta observar que la transformada de Fourier es periddica de
periodo 4, por lo que la inversa se obtiene aplicando tres veces la transformada de

Fourier. O

OBSERVACION 2.6.9. Como todos los LP(R™), 1 < p < oo estdn contenidos en
S’, por el teorema anterior concluimos que la transformada de Fourier de cualquier

funcién de LP es un elemento de S'.
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Veremos cuando la transformada de Fourier de funciones de L? es una distribucién

que también es una funcion.

TEOREMA 2.6.10. La transformada de Fourier es una isometria en L? es decir,
feL?yllflls=Ifllz (igualdad de Plancherel).

Ademas,
f(§) = lim f(x)e ™™ 8dy en L?,
R—o0 Jiz1<R
f(z) = lim f(x)e*™ = Ede en L2
R—o0 le|<R

Demostracion. Al principio demostramos la igualdad de Plancherel para f € S: Lue-
go por densidad de S en L2, la transformada de Fourier de f € S se extiende a

f € L?. Sea § = h se tiene entonces g = ;L, luego por la propiedad (2.23) se obtiene

A

| f@h)de = | )by (2.25)

para f,h € S. Sea h = [ entonces, de (2.25) se tiene
r)dz = / f2)f(x)d

17112 = [IF1l2-

En el Teorema 2.6.6 se ha verificado la continuidad de la transformada de Fourier F,

de donde

de S a 8. Por densidad de S en L? podemos prolongar F de L? en L? de manera que
siga siendo continua. Entonces, consideramos el limite de f XB(o,r) Y Por la continuidad
de la transformada de Fourier en L?, se obtiene

lftm fypo.r (€)= lim flz)e 28 g,

donde hemos usado la definicién de la transformada de Fourier. Luego hacemos lo

mismo para fxpg(o,r) y obtenemos

Jim fxpom(€) = lm [ f(z)e ™ d,

R—0o Jiz/<R

donde hemos usado (2.24) (férmula de inversién), por lo que se ha acabado la demos-

tracion. O
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Necesitamos un resultado més para poder demostrar que, bajo ciertas condiciones,

la transformada de Fourier es una funcion localmente integrable.

TEOREMA 2.6.11. Interpolacion de M. Riesz-Thorin. Sean 1 < po,p1, qo,q1 < 00
y0<6<1. Sedefinenp yq como

1 1—-406 0 1 1-6 0
+—, - = + —.
b Do D1 q qo0 q1

SiT . LPo 4 [P — LD + L9 es un operador lineal tal que

T fllgo < €llfllp para f e L,

T fllgy < ellfllp para fe L™,

entonces,
T fllq < cllfll, para f € L”.

Demostracion. Véase [B-Sh]. O

COROLARIO 2.6.12. Desigualdad de Hausdorff-Young. Sea f € LP(R™), 1 < p < 2.

Se tiene entonces f eL” Y

171l < 11 £l

Demostracion. Aplicamos el Teorema 2.6.11 para la transformada de Fourier donde
po = 1,q0 = oo por la desigualdad || f||oo < ||f|l1 ¥ p1 = ¢1 = 2 por el Teorema 2.6.10
(Plancherel). O

DEFINICION 2.6.13. Se define el operador de la suma parcial
Sef(x)= | f&)ermde,
Br
donde Bg = {z : ||z|| < R}.

Considerando el limite de Sgf, el problema analogo de las series de Fourier, con-
siste en recuperar la funcion f a partir de su transformada. El limite se entiende en
norma || - ||, o en “casi todo punto”. También podemos considerar los métodos de
sumabilidad, pero en este trabajo no entraremos en méas detalles. Hemos definido la
transformada de Fourier no para profundizar en el problema que acabamos de men-
cionar, sino con el proposito de usar sus propiedades en el estudio de las integrales

singulares que va a ser el tema principal de nuestro trabajo.



Capitulo 3

La funcion maximal de
Hardy-Littlewood

A lo lago de este capitulo estudiaremos la funcion maximal de Hardy-Littlewood que
en el caso unidimensional, n = 1 fue introducida por Hardy y Littlewood (véase [H-
L]) y para n > 1 por N. Wiener (véase [W]). Son dos las razones de este estudio:
Primero, sus propiedades se pueden utilizar para probar la convergencia en “casi todo
punto” de los métodos de sumabilidad de Cesaro y Abel-Poisson, complemetando de
esta manera el capitulo anterior. Segundo, las técnicas que usamos, como la descom-
posicién de Calderén-Zygmund, seran una herramienta imprescindible en el estudio

de los operadores singulares.

3.1. Introduccion a la funcién maximal de Hardy-

Littlewood

Una operacién que surge de manera natural al estudiar varias situaciones del Analisis
es el promedio. Se define el promedio de |f| sobre la bola B, de radio » > 0 centrada

en el origen, como
1

= f(y)ldy,

P10 =137 /.

donde f € L{ (R™). Un resultado importante del Anélisis es el Teorema de Diferen-

loc

ciacion de Lebesgue que demostraremos en la ultima seccion de este capitulo:

39
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TEOREMA 3.1.1. Sea f € L{ (R™). Entonces se tiene

loc

i 1
im
r—0 |Br| B,

f(x—y)dy = f(z) ct.p.

Una manera de estudiar este limite es introducir la funcién maximal de Hardy-

Littlewood definida como sigue:

DEFINICION 3.1.2. Se define la funcién maximal de Hardy- Littlewood como

M (@) = sup Py, (o =) = sup e [ 1@ = w)lay

Se denotara M el operador correspondiente a la funcién maximal de Hardy-Littlewood.

OBSERVACION 3.1.3. Observamos que para definir la funcién maximal de Hardy-
Littlewood hemos intercambiado el limite del teorema anterior cuando r» — 0 con el
supremo sobre todos los 7 > 0, que en este caso puede ser infinito. El paso del limite
de una expresion al supremo de esta misma es una técnica que se usa a menudo para

estudiar dicho limite.

OBSERVACION 3.1.4. La funcién maximal de Hardy-Littlewood es un operador
positivo M f = M(|f|) > 0. Ademés observamos que al considerar |f| en la definicién
de la funcion maximal de Hardy-Littlewood se evitard la posible cancelacion de la

funcion f.

Podemos definir la funcién maximal de Hardy-Littlewood con cubos en vez de con
bolas, es decir:
DEFINICION 3.1.5. Sea @, el cubo [—r,r]", donde r > 0. Se define

Mf() = sup i [ 15—l 3.1

OBSERVACION 3.1.6. Si n = 1 entonces M y M’ coinciden y para n > 1 existen

cn, C, tales que
oM f(z) < Mf(z) < C,M'f(z). (3.2)

Maés atn, a partir de la definiciéon se obtienen

M fllose < [ flloos 1M flloo < [I.flloc- (3.3)
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3.2. Acotacion de la funcion maximal

En esta seccién veremos que si f € L', Mf no tiene por qué pertenecer a L!, es
decir el operador M no cumple la desigualdad (1,1)-fuerte. En cambio, se prueba
la desigualdad (1, 1)-débil y a continuacién, usando el Teorema de Marcinkiewicz, se
demuestra la desigualdad (p, p)-fuerte para 1 < p < occ.

Empezamos, probando un lema de recubrimiento:

LEMA 3.2.1. Sean {Q;}j=1,.. n N cubos. Entonces
L. existen { Ry }r=1...m M cubos tal que {Rr} C {Q;} y R N Ry =0, si k #k;
II. para todo j existe k tal que QQ; C Rj.

Antes de demostrar el lema precedente aclaramos la notacién usada: @ = Q(z,r)
denotard el cubo de centro x € R" tal que |Q| ="y Q* := Q(x, 3r).

Demostracion. De entre todos los cubos de la familia {Q);};=1,... n elegimos uno de
los que tengan el volumen mayor (que lo denotamos por R;), y descartamos de
{Q;};=1,.. v tanto Ry como todos los @); que intersequen a R;.

Una vez elegidos Ry, --- , Ry, si queda algtin cubo en {Q,};=1... v, seleccionamos
uno de los que tengan el volumen mayor, Rj1, y volvemos a eliminar de {Q;};=1,... n
todos los que tienen interseccién no vacia con Ry, .

Este proceso termina en un numero finito de pasos, y obtenemos la coleccién
Ry,--- ,Ry,con1 <M< N.

Claramente los cubos Ry estan elegidos de la familia original {Q;};=1... n, y son
disjuntos (si 2 tienen interseccién no vacia, el de volumen menor habria sido eliminado
al elegir el otro).

Si @; no ha sido elegido, es porque en algiin momento ha sido eliminado, por lo
que ha de cortar a uno de los Rj. Ademds, por la definicién de Ry, el cubo Q); tiene

un volumen menor, y por lo tanto @); C Rj. [l
TEOREMA 3.2.2. El operador M cumple la desigualdad (1, 1)-débil.

Demostracion. Sea Ex = {x € R" : Mf(x) > A\}. Si x € E,, existe un cubo Q,,

centrado en x tal que
1

Qa| Jo,

|f(y)|dy > A (3.4)
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Sea K un subconjunto arbitrario, compacto de E\. Como K C U%EA (., usando la
compacidad de K, existe una familia finita de cubos {Q;};=1... n C {Qz}zer,. Por el
Lema 3.2.1, existe una familia { Ry }x—1... ;r de cubos disjuntos que recubre K y para
todo j, existe k tal que @); C R}, de donde U;Q); C U, R;.

Vamos a ver que se cumple la siguiente desiguladad:
C
K| < <[ fll-

La medida usual de R", |-|, es doblante, es decir |R}| = ¢|Rg|, paratodo k =1,..., M.

Por lo tanto,
N M M
Kl <D 1R <D IRt =) |Ril.
j=1 k=1 k=1

Ahora, utilizando la relacién (3.4) que es valida para todo Ry por la propia definicién

de los Ry, se obtiene

M
C C Cc C
CES M IR Y INUES Y MRS (i

donde la primera igualdad se obtiene por ser los R; disjuntos. La desigualdad que
acabamos de demostrar es valida para todo compacto K C E), por lo tanto se deduce
la desigualdad (1, 1)-débil para el operador M. O

OBSERVACION 3.2.3. Observamos que la desigualdad (1,1)-débil que probamos
sustituye a la (1,1)-fuerte que en general es falsa, ya que si f € L'(R") y no es
idénticamente nula, M f & L'(R™). En efecto, existe § > 0 tal que fB(O,é) fly)dy >
¢>0.8Si |z| > 6, B(x,2|z|) D B(0,0) por lo que se tiene

1 c

M) 2 Gy /Bm,a) T4 = Gy

Por lo tanto, M f ¢ L'(R™).
TEOREMA 3.2.4. El operador M es de tipo (p,p)-fuerte si 1 < p < oo.

Demostracion. El operador M cumple la desigualdad (1, 1)-débil por el teorema ante-
rior y (00, 0o)-fuerte por la relacién (3.3). Entonces, usando el Teorema 1.2.11 (Mar-

cinkiewicz), se obtiene la desigualdad (p, p)-fuerte para el operador M. ]
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3.3. Aproximaciones de la identidad

Varios problemas de aproximacién se plantean de la siguiente forma: Sea {F}}i~o
una familia de operadores integrales. El propdsito es estudiar si para f € LP(R™) se
obtiene F;f — f cuando ¢ — 0. Nos interesa encontrar un nicleo ¢ € L*(R"™) y definir
una familia {¢; };~o de manera que podamos representar F;f como ¢; * f. Entonces,
el problema se convierte en estudiar si ¢, x f — f cuando t — 0. La convergencia se
entiende en norma o en “casi todo punto”, lo cual es normalmente un problema mas

delicado.

DEFINICION 3.3.1. Se define como aproximacién de la identidad una familia
{#1}i50, donde ¢y (x) = t7"9(£) y ¢ € L'(R") de manera que se cumplen las siguiente
propiedades:

. fR" ¢i(x)dx = 1,
w limy g f(km |¢¢(z)|dx = 0, para todo ¢ > 0.

OBSERVACION 3.3.2. Hemos definido los niticleos de Fejér y de Poisson en el caso
periddico. También se pueden definir sobre R™ (véase [Gr]), y sus propiedades coin-

ciden con las de la definiciéon anterior, por lo que son aproximaciones de la identidad.
Estudiaremos la convergecia en norma y en “casi todo punto” de ¢; * f.
TEOREMA 3.3.3. Sea {¢;}i~0 una aproximacion de la identidad. Entonces
|6 J — fl], =0
si f€LP, 1 <p<ooyuniformemente (p=o0) si f € Cy.

Demostracién. Por ser {¢;} una aproximacién de la identidad se tiene, a partir de la

definicién, que fRn ¢(z)dx = 1. Por tanto, haciendo un cambio de variables se obtiene

¢r* f(z) — f(x) = . oY) f(x —ty) — f(x)]dy. (3.5)

Vamos a ver que lim; g ||¢: * f(x) — f(2)||[, = 0, donde f € LP para 1 < p < ooy
f € Cy cuando p = co. Utilizando la relacién (3.5) y el Teorema 1.1.3 (Desigualdad
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Integral de Minkowksi), se tiene

|m*ﬂm—ﬂmm:]

- oW)[f (x —ty) — f(x)]dy

p

< [ 11w~ ty) = FClldy = A+ B,

donde A = [ s 161 C—ty)— FO) iy ¥ B =[5 l0@IFC—ty) — £y,
Ahora basta ver que A+ B < ¢.

Sea f € C.(R") C LP(R™) y sea h = ty de manera que |h| < 1. El soporte de
mnf, donde 75, f = f(- — h) estd controlado por un compacto de R™, sea K, por lo que

existe otro compacto de R™, K’ O K de manera que sop(7,f — f) C K'. Ademds por

continuidad,
}llin%)[f(m —h)— f(x)] =0, paratodo z € R". (3.6)
Por otro lado, si tomamos g(x) = 2(|| f||ee)?Xx'(7) € L'(R™) entonces
[f(@=h) = f@)l <g(x) (3.7)

Ahora obtendremos una acotacién para ||f(- — h) — f||,, usando el Teorema 1.1.4
(Convergencia Dominada), que en este caso es vélida por las relaciones (3.6) y (3.7).

Es decir,
1/p
16 =0) =1l = ([ 1fa=0)= sopar) * —o

cuando h tiende a cero. Podemos entonces escribir

5
Hf('—h)—pr<M,

teniendo en cuenta que ||¢||; = 1 por definicién. De aqui, sustituyendolo en la expre-

sion A, se obtiene

A= DW= ty) = FO)llpdy <

ly|<d/t

DO ™

Hemos demostrado que A < 5 en el caso que f € C.(R"). Si f € L?, para 1 < p < o0,
entonces por densidad de C,. en los LP se obtiene el mismo resultado.

Veremos que también se tiene B < §. La integral flylz 5t |¢(y)|dy tiende hacia cero
cuando también t tiende a cero. Por tanto podemos obtener la siguiente acotacion
para t suficientemente pequeno:

€

¢L@M“”@§4wm' (38)
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Usando la desigualdad de Minkowski, la relaciéon anterior y el hecho de que la norma

|| - ||, es invariante por traslaciones se tiene

e /M/t BN~ ) = FOldy <2 [ (61 ldy

ly|>d/t
€ €
<2/ fllp77 = 5-
Al fllp 2
Hemos visto que A + B < € por lo que la demostracion queda acabada. n

OBSERVACION 3.3.4. Observe que por este teorema y por la Observacién 3.3.2 se
prueba la convergencia en norma de los métodos de sumabilidad de Cesaro y Abel-

Poisson.

OBSERVACION 3.3.5. Como consequencia de este teorema, existe una sucesién ty,
dependiente de f tal que limy ot =0 ¥

I o, * f(2) = [(x) cip.
En el caso que el limite de ¢; * f, cuando t tiende a cero, existe puntualmente debe
coincidir con f en “casi todo punto”. Por lo tanto, estudiaremos bajo qué condiciones

se obtiene la existencia de este limite puntual que es cierta en el caso que f € S. En

efecto, sea g € S, entonces haciendo un cambio de variables se tiene
olg) = [ ol Mg(o)ds = [ olalg(ta)ds.
n Rn

Por el Teorema 1.1.4 (Convergencia Dominada), se obtiene

lim ¢1(g) = 9(0) = d(g),

donde § denota la delta de Dirac. Sabemos que ¢ x ¢ = ¢ para toda funciéon g € S,
por lo tanto
lim ¢, * g(2) = g(a).
En el caso que f € LP necesitamos un resultado mas:
TEOREMA 3.3.6. Sea {T}}:~¢ una familia de operadores lineales en LP(X, i), donde
(X, 1) es un espacio de medida y T* f(x) = sup, |11 f(x)|. Si T* es de tipo (p, q)-débil,
entonces el conjunto
{fell: th’r? Tif(z) = f(x) ct.p.}
—to
es cerrado en LP.

El operador T* se llamard operador mazimal asociado a {T;}.
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Demostracion. Sea { f,} una sucesién de funciones tal que

lim Ty fn(z) = fu(z) enct.ze X (3.9)

t—to

i 14 = flly = 0. (3.10)

Entonces, por la linealidad de los {7;} y por la relacién (3.9) se tiene

p{z € X clmsup,_, [Tif (x) = f(z)] > A})

< p({e € X climsup,_, [Tif (2) = (Tofu(®) = ful2)) — f(2)] > A})
< p({z € X - lmsup,, [Ti(f — fo)(@) = (f = fa)(@)] > A})

< u({z € Xosup |[Ti(f = fu) (2) = (f = fu) (2)] > A})

<pfe e XoT(f = fu) (@) + [(f = fu)(@)] > A})

- ({rex:mu-@>3}) +n({eex - mwi=3})

Utilizando la desigualdad (p, q)-débil para el primer sumando y la desigualdad de

Chebychev para el segundo se obtiene

w({rexiru-sw=3}) +u({eex:t-mwi>3})
< (- sall) + (315 -2h)

que por la relacién (3.10) tiende a cero cuando n tiende a infinito. Por lo tanto,

u(fe € X lmsup, T4 (@) - f(z)] > 0})
00 ) 1
= ,u({xGX:hmtﬁtosupﬂ}f(x)—f(xﬂ >E}) =0,
k=1
de donde se obtiene que el conjunto

(F el linTif(a) = f(a) ctp)
—10
es cerrado en LP. O]

Hemos probado la convergencia en norma de ¢; x f hacia f, es decir

lim| [« f — f| = 0.
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donde f € [P sil < p<oocof €Cysip=ooylanorma | -]l denota la
correspondiente norma usual de estos espacios.

Ahora por el teorema anterior, si vemos que el operador maximal sup,. [¢: * f|
cumple una desigualdad (p, ¢)-débil obtenemos la existencia del limite puntual de
¢y * f. Asi, por la Observacién 3.3.5 y por densidad de S en los LP, con 1 < p < o0,

se prueba la convergencia en “casi todo punto” para toda f € LP, es decir

lim &, + /() = /() ctp.

Estudiaremos, utilizando la funcién maximal de Hardy-Littlewood la convergencia

en “casi todo punto” de los métodos de sumabilidad de Cesaro y Abel-Poisson.

PROPOSICION 3.3.7. Sea ¢ una funcion positiva, radial, decreciente como funcion

definida en (0,00) e integrable. Entonces
sup o0 (0)] < [l M f(2). (3.1)

Demostracion. Sea ¢ una funcién que cumpla las hipdtesis de la proposicién prece-
dente. Sea {¢;};~o la aproximacion de identidad, es decir ¢;(x) = t~"¢(7). Bastaria

probar que
|0 f(2)| < ol M f(x),

de donde se obtiene la relacién (3.11), puesto que ||¢¢|[1 = ||]]1-
Sea f > 0, se tiene

o0 @)= [ owse—vay=3[ oty

keZ

Por hipétesis, ¢ es decreciente, es decir ¢(2%) < ¢(2871), para todo k. Por lo tanto,

2 /B(2k)\B(2k—1) S —y)dy <3 o2 / [z —y)dy

keZ keZ B(2k)
< e Mf(z) )y (212t

keZ

<af@Y [

keZ

= Can(l’) . Qb(y)dy = Can(ZL’)HQle,
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donde la ultima desigualdad se obtiene por la siguiente estimacién
Cn

o< ot S(y)dy.
BEE1)\B(2E2)

]

OBSERVACION 3.3.8. La proposicién anterior es vélida, no sélo para una fun-
cién positiva, decreciente y radial, sino para toda funcién de L' que se mayora

por una funcién de L', positiva, decreciente y radial. En efecto, sea ¢ > 0. Si
¢(x) = SUDP|y|> || [W(y)| € L', entonces 1) < ¢y SUpPysq [V * f(2)| < enl|@]| 1 M f ().

COROLARIO 3.3.9. Sea ¥ una funcion que cumple las hipotesis de la proposicion
anterior y tal que |p(x)| < [(x)| en “casi todo punto”. Entonces la funcién maximal

SUDy~q | @ * f(x)| cumple la desigualdad (1,1)-débil y la (p, p)-fuerte para 1 < p < oo.

Demostracion. Basta observar que
sup [y f(x)| < sup [¢y] * | f|(z) < M| f[(z)
>0 >0

y teniendo en cuenta que la funcién maximal de Hardy Littlewood, M es de tipo

(1,1)-débil y (p,p)-fuerte, con 1 < p < 0. O

COROLARIO 3.3.10. En las condiciones del corolario anterior
lim o, * f(x) = f(a) ctp.
En particular, los métodos de sumabilidad de Cesaro y Abel-Poisson convergen a f

en “casi todo punto” si f estd en alguno de los espacios citados.

Demostracion. Sea T*f(x) = supsg |¢: * f(z)|. Entonces por el corolario anterior el
operador T* cumple la desigualdad (p, p)-débil. Ademads la familia de los operadores
{T};}+=0, donde T;f = ¢y = f es lineal, por lo que se puede usar el Teorema 3.3.6, de

donde se obtiene que el conjunto

{f €17 dmo+ f(x) = f(x) ctp)

es cerrado. Sabiendo la existencia del limite puntual de ¢; * f en S y teniendo en
cuenta que S es denso en los LP se obtiene la existencia del limite puntual para toda
f e LPconl<p<oo. Porla Observacion 3.3.2 se obtiene la convergencia en “casi

todo punto” de los métodos de sumabilidad de Cesaro y Abel-Poisson. O
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3.4. El operador maximal diadico

En la Seccién 3.2 hemos probado la desigualdad (1, 1)-débil para la funcién maximal
de Hardy-Littlewood M, utilizando el Lema de recubrimiento. En esta seccién de-
mostraremos el Teorema de Descomposicion de Calderén-Zygmund, un resultado que
usaremos para probar de nuevo la desigualdad (1,1)-débil del operador M, y que a
continuacion sera una de nuestras herramientas mas importantes.

Sea f € L'(R™). Para n = 1 la Descomposicién de Calderén-Zygmund se de-
muestra facilmente (véase [Guz|), pero en el caso n > 1, que veremos detalladamente

hace falta introducir un concepto nuevo: los cubos diadicos.

3.4.1. Los cubos diadicos
DEFINICION 3.4.1. Se define un intervalo diddico Z, en R como
T =[m27% (m+1)275),

donde m, k € Z y generalizamos definiendo un cubo diddico Q en R" como producto

de intervalos diadicos, es decir
Q =1I"_y[m;27%, (m; + 1)27%),
donde mq,...,m,, k € Z.

DEFINICION 3.4.2. Se define la la familia de todos los cubos diddicos {Qy}, donde

Q). denota el conjunto
Qr={Q:]19/=27"}.
Ademds se denotard

Q = Urez Qs
OBSERVACION 3.4.3. Para cada k, {Qy} es una particién de R"™.

Las siguientes propiedades son evidentes por la propia construcciéon de los cubos

diadicos:

1. todo x € R™ pertenece en un unico cubo de la familia Qy;
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2. dos cubos diddicos o bien son disjuntos, o bien uno de ellos estd contenido en

el otro;

3. para todo Q € Qy existe un unico Q* D Q tal que Q" € Q41 y |QF| = 2"|Q|,

donde n es la dimension del espacio;

4. un cubo diddico de la familia Q) estd contenido en un unico cubo diadico de
cada familia Q;, donde j < k y contiene 2" cubos diddicos de la familia Q4.

El cubo O* se llamara padre de Q.

DEFINICION 3.4.4. Sea f € L{_(R"). Se define la esperanza condicional de f

loc

respecto a la o-algebra engenerada por Qp como

B = 3 (g / ) xeto)

QeQy

Sea Q = J, Q. Entonces se verifica la propiedad fundamental

/QEkf:/ﬂf. (3.12)

DEFINICION 3.4.5. Se define la funcién maximal diddica de Hardy-Littlewood como
Maf (z) = sup |Epf ()]
TEOREMA 3.4.6. El operador My cumple la desigualdad (1,1)-débil y
]}Lrilo Epf(z) = f(z) ct.p. (3.13)

para toda f € L

loc*

Demostracion. Sea f € L'(R™), no negativa. Sea
Qp={x:Epf(x) >\ y E;f(r) <\ para j <k},
entonces {x : Myf(x) > A} = J,, Q. Por la Definicién 3.4.5 se tiene
o Maf(e) > )1 = 3 Il < z;/ Eef

1 1 1
_1 f=—/ £ < Sl
)\Xk: Q. A U, O A
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donde la ultima desigualdad surge por ser los €2 disjuntos. Veremos la relacién (3.13).
Sea f una funcién continua. Entonces limy_., Ex f(x) = f(x). Usando la desigualdad

(1,1)-débil del operador My y el Teorema 3.3.6 se obtiene que el conjunto
{Fell: in Bf@) = f(x))
es cerrado. Por densidad de las funciones continuas en L! se tiene que

lim Eyf(x) = f(z) c.t.p.

k—o0

para toda f € L'. Si f € L. _, hacemos el mismo procedimiento para fyg € L'y

locy

obtenemos (3.13) en c.t.p. de Q, para todo Q C Qp. Usando la Observacién 3.4.3 se
obtiene la existencia en c.t.p. de R".
O

3.4.2. Descomposicion de Calderén-Zygmund

Veamos la Descomposicion de Calderén-Zygmund:

TEOREMA 3.4.7. Sea f una funcion integrable no negativa y X un nimero positivo.

Existe una sucesion {Q;}jez de cubos diddicos disjuntos tal que :
1o f(x) <A enct x¢lU; Q)
2 1U; 01 < 1l
3. /\<|Q—lj‘fgjf§2n)\'

Demostracion. 1.Consideramos que los conjuntos (2 definidos como anteriormente,
descompuestos en los cubos diddicos disjuntos Qy, forman la familia {Q;}. Sea x ¢
U; Qj, es decir x ¢ U, €. Entonces si Ejf(x) < A para todo k, por (3.13) del
teorema anterior se obtiene f(z) < A.

La siguiente relacién es simplemente la desigualdad (1, 1)-débil para el operador

M, que probamos en el teorema anterior, es decir

Ul =1l = e Maf () > A} < 51l
7 k
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La primera desigualdad de 1ltima relacién es consecuencia de la definicién de los €y,
mientras que la segunda se obtiene si consideramos la familia de los cubos {Q;},

donde Q;f es el padre del Q;. Por lo tanto, se tiene

Q|
< 2"\
0] /ij— 10010 Jo. !

]

Probaremos el siguiente lema utilizando la Descomposicién de Calderén-Zygmund:
LEMA 3.4.8. Se tiene la desigualdad
Ha: M'f(x) > 4" X} < 2"|[{x: Myf(x) > N}, (3.14)
donde M'f denota la funcion maximal de Hardy-Littlewood sobre cubos.

Demostracion. Sea f una funcién en las condiciones del teorema anterior. Existe
entonces una sucesién de cubos {Q,} de manera que se cumplen 1, 2 y 3 del mismo
teorema. Sea {z : Myf(z) > A} = J; Q;. Sea Q] el padre del Q;. Entonces la

desigualdad (3.14) surge de la siguiente relacion:

{: M fx)>4"2} | Q. (3.15)

Sea x ¢ | ; Qj y sea Q un cubo centrado en = de manera que su lado estd entre 2k—1
y 2. El cubo Q corta a lo mas 2" cubos de la familia Q, por la cuarta propiedad de
los cubos diadicos que comentamos en la Seccion 3.4.1. Sean Ry, ..., R,, estos cubos
donde m < 2". Los {R;}i—1,..m no pueden estar entre los Q; porque si estuviesen,
entonces R D Q; que es falso ya que = ¢ Uj Q;. Por lo tanto, paratodoi =1,...,m
se tiene R%_ / R f < A, de donde se obtiene

1 1 T okn q
—= < — f< — f<2"mA.
Q| Z 19| Jonr, Z |Q| |Ri| J&,

Es decir, para toda x ¢ (J; Q; se tiene M'f(x) < 2"m], de donde se obtiene la
relacién (3.15) para m < 2". O



El operador maximal diadico 53

OBSERVACION 3.4.9. Podemos utilizar el lema precedente para demostrar la de-
sigualdad (1, 1)-débil para la funcién maximal de Hardy-Littlewood. Efectivamente,

usamos la relacién (3.14) y la desigualdad (1,1)-débil para el operador My:
n 8"
{z e Mf(x) > AH < 2"{z - Maf(2) > 47"AH < If I

que es la desigualdad (1,1)-débil para el operador M’. La desigualdad (1,1)-débil para
el operador M se obtiene por la relacién (3.2) y la desigualdad (p, p)-fuerte se obtiene

utilizando de nuevo el Teorema 1.2.11 (Marcinkiewicz).

OBSERVACION 3.4.10. Utilizando los resultados obtenidos hasta ahora probaremos
el Teorema 3.1.1 (Diferenciacion de Lebesgue).
Efectivamente, por haber obtenido la desigualdad (1, 1)-débil para el operador M,

y utilizando el Teorema 3.3.6, obtenemos

1
lim

20 B, | /Br flx —y)dy = f(x) en ct.p.

para toda f € Li

loc*

OBSERVACION 3.4.11. Se puede probar un resultado mas preciso que el Teorema

3.1.1 (Diferenciacién de Lebesgue), es decir

1
lim — flx—y)— f(z)|dy =0 c.t.p.
tim [ 1 =)~ 1(2)

Para més detalles, véase [Duo].
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Capitulo 4
La transformada de Hilbert

El principal propédsito de este trabajo es estudiar las integrales singulares. Empezamos

con la transformada de Hilbert que es el caso mas sencillo. Antes, veremos las herra-

mientas que necesitamos para definir dicha transformada.

4.1. Valor principal

El valor principal fue introducido por A. Cauchy y estudiado por N. Luzin, M. Riesz
y A. Kolmogorov entre otros. A lo largo de este capitulo, f € § 6 L? denotaran

funciones definidas sobre la recta real.

DEFINICION 4.1.1. Se define el valor principal de %, abreviadamente V.p.%, como

vpl(gzﬁ) = lim @dm‘, (4.1)

T =0 Jizj>e T

dondex e Ry ¢ €S.

OBSERVACION 4.1.2. La expresién (4.1) define una distribucién temperada. Efecti-
vamente, la linealidad es inmediata y la continuidad se obtiene utilizando el Teorema

1.1.4 (Convergencia Dominada). Es decir, sea {¢,} una sucesién de funciones de S.

25
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Veremos que limy_, Vp%(gbk) = 0 cuando limy_., ¢, = 0. Se tiene

sopon| |y [ P
— / —(bk(x) — 4 (0) dr + —(bk(x)da:'
|| <1 x lzj>1 &L

S/lH%M@HW@MSdWMm+Wmh
z|<1

que tiende a cero cuando limy_., ¢ = 0, teniendo en cuenta que {¢} es una sucesién

de funciones de S.

Sean 1, = %X{\x|>€}7 donde £ > 0. Entonces las 1. son acotadas y definen distri-

buciones temperadas. Ademas

lim (1%, 6) = v-p. (¢) para toda 6 € S, (4.2)

que es consecuencia de la Definicién 4.1.1, donde (., ¢) = [5 ¥e(x)p(x)dz.

4.2. Introduccion a la transformada de Hilbert

Principalmente, el estudio de la transformada de Hilbert se hizo utilizando técnicas
de Analisis Complejo hasta que Besicovitch en 1923, y a continuacion Calderon y

Zygmund introdujeron métodos de Analisis Real.

4.2.1. El nticleo de Poisson conjugado

Para poder definir la transformada de Hilbert hay que introducir el nicleo de Poisson
conjugado. Recordamos que si u es una funcién armonica, entonces si consideramos
la funcién analitica f = u + iv, v serd la armdnica conjugada de u. Sea una funcién
f €8, su extension armoénica al semiplano superior se obtiene al hacer la convolucion
con el nucleo de Poisson, es decir u(z,t) = P x f(x). Siendo z = = + it, la expresién

anterior se puede expresar

o0 ~ . 0 ~ .
ue) = [ feemtass [ foemsae
Consideramos

> R 3 0 ~ -
v(z) =v(x,t) = /0 F(&)erm=¢dg _/_ F(&)ermi=€de,
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que es también arménica en R?. Observamos que u + iv es analitica por lo que v es

la armonica conjugada de u. Representamos v como

U(Z)’J,t) = /Oo —isgnfe_thmf(g)e%rimfdé-.

—00

Sea Q,(€) = —isgnée 2kl Entonces v(x,t) = Q; * f(x). Efectivamente,

o) = [ Qi
‘/_ Qu* J(€)e*™¢de,

de donde usando (2.24) (férmula de inversién), se obtiene

vz, t) = FHQu* (£) = Qi f(2),

y F~! denota el operador inverso de la transformada de Fourier. Invirtiendo la trans-

formada de Fourier se obtiene
1 T

r)=——5—
Qi) Tt + 2?
que se denominard el niicleo de Poisson conjugado.

PROPOSICION 4.2.1. Se tiene

lim (@1, 6) = v (0), V6 € 5. (4.3)

t—0

Demostracion. Bastaria probar que

hm <Qt — —wt, ¢> =0, paratoda ¢ € S. (4.4)

Entonces por la relacién (4.2) se obtendria (4.3). Se tiene
T

(51 = 61,6 = (710 8) — (0 0) = (o

:/ () dx — @dx

R 1* + 2 o>t T

B x¢(x) T 1
/|x|<t t* +a? 2ot /Ir>t (tz +a? ;) Ho)de

B zp(tx) o(tx)

e R

Tomando limite cuando ¢ — 0, por el Teorema 1.1.4 (Convergencia Dominada) se

6) = (il

tiene que ambas integrales tienden a cero. Para esto, tenemos en cuenta que los

nicleos son impares y los conjuntos de integracion son simétricos. O]
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OBSERVACION 4.2.2. Observamos que el limite,

lim (Qr, &) — %V.pi(qﬁ),‘v’(/ﬁ €S

t—0

se entiende en el sentido de las distribuciones, es decir lim; o Q; = %V.p% en §'.

OBSERVACION 4.2.3. Se tiene

, 1 [z —y)
lim Q; * f(x) = — lim —dy
t—0 t T e—0 |y‘>5 y

que es consecuencia de la Proposicién 4.2.1. Mas ain
1 1 .
F | —=v.p.— ) (§) = —isgn&. (4.5)
s x

En efecto, por la proposicién anterior se tiene F (1V.p.%) (&) = F(limy_o Q¢) y por

™

la continuidad de la transformada de Fourier se obtiene
f(yr% Q) = lim F(Q,) = —isgnée ?™% = —jsgnf.
4.2.2. Caracterizaciones de la transformada de Hilbert

DEFINICION 4.2.4. Definimos la transformada de Hilbert de una funcién f € S

como una de las siguiente expresiones equivalentes:

Hf=1mQ» f (4.6)

Hf = lv.p1 x [ = 1 1 Mdy; (4.7)
T T T e—0 ly|>e Yy

F(HS)(E) = —isgns F(f)(€)- (4.8)

OBSERVACION 4.2.5. La equivalencia es inmediata a partir de la relacién (4.5) y

la Proposicion 4.2.1.

Se tienen las siguiente propiedades:

[ fll2 = [1f]2- (4.9)

En efecto, por la igualad de Plancherel y la relacion (4.8) de la definicién anterior se

tiene

1H fll2 = [IF(H P2 = [ F]2-
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OBSERVACION 4.2.6. La propiedad (4.9) nos permite definir la transformada de
Hilbert sobre el espacio de Lebesgue L2.

También se tiene

H(Hf) =—. (4.10)

Efectivamente, usando de nuevo la relacion (4.8) de la definicién anterior se tiene

F(H(H[))(E) = —isgnF (Hf)(§) = —isgng(—isgnE F1(¢)).

Ahora, considerando (2.24) (férmula de inversién), se obtiene H(H f) = —f.

Maés auin, usando el Teorema de Fubini obtenemos

/Hf-g=—/f-Hg, (4.11)

donde f, g son funciones reales.
Hasta ahora hemos definido la transformada de Hilbert para funciones de & y
de L2. A continuacién demostraremos dos resultados importantes que nos permiten

extender dicha transformada sobre todas las funciones de LP para 1 < p < o0.

TEOREMA 4.2.7. (Kolmogorov) La transformada de Hilbert cumple la desigualdad
(1,1)-débil, es decir:

| Hf(@)] > M < <1 fllh.

Demostracion. Sea X > 0, fijo y sea f > 0, integrable. Entonces por la descomposicién

de Calderén-Zygmund, existe una sucesién de intervalos {I;} disjuntos tales que:
L f(z) <AXenct. z ¢ ;I
2. [U; LI < (If1hs
3. )\<|I—1j|fljf§2”)\.

Sea Q = J, I; y sea I el padre de I;. Entonces para Q" = [, I7 se tiene |Q2*| < 2/Q].

Ahora, descomponemos la funcién f como suma de dos funciones g y h donde

g(x): { f($>v SixgéUj[J';
ﬁflj fly)dy, siz el
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h(z) = >, hj(x), donde h;(z) = ( ) |1 ‘ f[ dy) x1, (). Se tiene entonces

o s [HF@)] > M < 1o+ [Ho@)] > 2} + o : [HA()| > 5}

Vamos a estimar cada uno de los dos sumandos. Empezamos por el primero. Utili-

zando la desigualdad de Chebychev y la relacién (4.9) obtenemos

{z e Rttt > 5 }\ (i) [ 1tat2) %m-(z)Q/Ngmﬂ%m
(%) QC\g( |dw+( ) /Ig IRCE:
g(ﬂ @ [ 1@ < Sl

IN

teniendo en cuenta que g(z) < 2X en casi todo punto.

Por otro lado, se tiene

Hx eR:|Hh(z)| > %}' < Q|+ {z ¢ Q1 |Hh(x)| > %}!

2 2
<200+ [ Hh@idr <SSl
( c

2
+ —/ |Hh(z)|dz,
)\ (Q*)c

donde hemos usado la segunda relacion obtenida por la Descomposicién de Calderén-
Zygmund, y la desigualdad de Chebychev. Para terminar basta ver que el tltimo

término estd acotado por || f||1. En efecto, si ¢; es el centro de I;, usando el Teorema
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de Fubini y teniendo en cuenta que h; es de media nula, se tiene

<Z/ e wdx—z/*)c / =t
SZ/(;)C (/Ijmj(y) | dy) "
-3 o (/ dx>dy
< Z/ s3] (/( C |$|_]|C]|dm) dy

:22/}_ Iy )|y < 2/1£1],

puesto que f([* ALy =2, O

Je—cjl

dx

1

1 1

T—Yy T—cj

OBSERVACION 4.2.8. En [G-R] se puede ver una demostracién alternativa del Teo-

rema de Kolmogorov donde se usan herramientas del Analisis Complejo.

TEOREMA 4.2.9. (Riesz) La transformada de Hilbert cumple la desigualdad (p,p)-

fuerte, para 1 < p < o0, es decir

1 fllp < el fllp-

Demostracion. Por el Teorema 4.2.7 (Kolmogorov), hemos obtenido la desigualad
(1,1)-débil para el operador de Hilbert y por la Observacién 4.2.6 la (2,2)-fuerte.
Utilizamos entonces el Teorema 1.2.11 (Marcinkiewicz), y obtenemos la desigualdad

(p, p)-fuerte para 1 < p < 2. Veremos que dicha desigualdad es también vélida para

Nglly < 1}

Nglly < 1}

< |Ifllp sup {1 Hglly : lglly <1} < cprl| flp,
geLr’

2 < p < 0. Se tiene el siguiente resultado de dualidad:

Efll, = sup {/Hf

gelLr’
de donde usando la relacién (4.11) se obtiene

IHfll, = sup { ). Holx

gGLP
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con lo que queda demostrado el Teorema de Riesz. O]

OBSERVACION 4.2.10. En [Duo| se puede ver una demostracién alternativa del
Teorema 4.2.9 (Riesz), sin utilizar la desigualdad (1,1)-débil.

OBSERVACION 4.2.11. Las desigualdades (p, p)-fuerte para p = 1 6 p = oo en
general son falsas. Efectivamente, sea f = xjo,1]. Entonces, H f(z) = Llog ‘szl|’ por

loque Hf ¢ LP con p € {1,00}.

Utilizando los Teoremas de Riesz y Kolmogorov veremos cémo se extiende la
transformada de Hilbert para funciones de L? con 1 < p < oo.
Sea f € L'y sea {f,} una sucesién de funciones de S que converge en la norma
| - 1|1, es decir || f, — f|]1 — 0 cuando n — oo. Consideramos la sucesién {H f,,}. Por

el Teorema 4.2.7 (Kolmogorov), se tiene

{2 [Hfy = Hful > Y] < M1 = il

Tomando el limite cuando n, m tienden a infinito obtenemos
Vé e C
lim [{x:|Hf,—Hfn| >} < lim —||fn— full1=0
n,m—o0 n,m—oo &

teniendo en cuenta que { f,,} es una sucesién de Cauchy en ||-||1, ya que es convergente
en L. Por lo tanto, {H f,,} es una sucesiéon de Cauchy en medida. Por ser R completo
con su norma usual, la sucesiéon {H f,,} es convergente en medida, es decir existe el
limite de H f,,, que definiremos como la transformada de Hilbert de la funcién f.

Sea f € LP, con 1 < p < o0. Sea {f,} C S tal que lim,,_. ||f, — f||, = 0. Por el
Teorema 4.2.9 (Riesz), {H f,} es una sucesiéon de Cauchy en L y por completitud de
LP, convergente en la norma || - ||,, a una funcién g € LP. Es decir, existe lim,,_,o H f,,

en norma que definiremos como la transformada de Hilbert de f.

4.3. Integrales truncadas y convergencia puntual

Hemos definido la transformada de Hilbert como un operador que actia sobre fun-
ciones de LP para 1 < p < oo. Por otro lado hay que observar que este operador no se
ha definido puntualmente. Por lo tanto, necesitamos introducir un nuevo concepto:

las integrales truncadas, y luego tomando el supremo de éstas veremos que este nuevo
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operador maximal cumple ciertas desigualdades débiles y fuertes que podemos usar

para probar que la transformada de Hilbert esta bien definida puntualmente.

DEFINICION 4.3.1. Se definen las integrales truncadas como

Hiw =2 [ 1T

T Jly|>e Y

para f € LP, donde p > 1.

OBSERVACION 4.3.2. observamos que las integrales truncadas estdn bien definidas
para funciones de LP con p > 1. En efecto, las funciones %X{\y|>e} €liconl<qg<oo

y usamos la desigualdad de Holder.

Veremos que los operadores H.f cumplen la desigualdad (1,1)-débil y la (p,p)-
fuerte. En efecto, la desigualdad (1,1)-débil se obtiene como en el Teorema 4.3.1
(Kolmogorov). Para ver la desigualdad (p, p)-fuerte, empezamos probando que H. f

cumple la desigualdad (2,2)-fuerte con una constante independiente de €. Se tiene
e—27riy§

F:)(§) = lim dy = lim _Z.Sin@ﬂ'yf)d

N—=oo Jeclyl<N Y N—=oo Jecly|<N Y

2mNE gin(t
= —2isgné lim ()
N=00 Jomele] T

Y
(4.12)

dt,

de donde obtenemos |F(1.)| < 7 para todo € > 0. Por lo tanto, utilizando el Teorema
2.6.10 (Plancherel), se tiene

| Hefll2 = IF(He )2 = [[F(f * ¢e)ll2
= [IF W) F (N2 < IF D2l F (e) |
= [If1IF@e)lloo < [ f1]2,

es decir, se cumple la desigualdad (2,2)-fuerte. La desigualdad (p, p)-fuerte es con-
secuenca del Teorema 1.2.11 (Marcinkiewicz), para p < 2 y para p > 2 surge por
dualidad.

DEFINICION 4.3.3. Se define el operador maximal

H* f(x) = sup |[H. f(z)].

e>0
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A continuacién probaremos la desigualdad (1,1)-débil y la (p, p)-fuerte con 1 <
p < oo para el operador H*. Empezamos demostrando la denominada desigualdad
de Cotlar:

TEOREMA 4.3.4. Se tiene
H* f(x) < M(Hf)(x) + cM f (). (4.13)

Demostracion. Bastarfa demostrar la desigualdad (4.13) para H.f con ¢ indepen-

diente de ¢, es decir ver si se cumple
H.f(x) < M(Hf)(x) + cM f().

Sea ¢ € S(R) no negativa, par, decreciente en (0, 00) con soporte en {z : |z < 1} y tal
que [ ¢(x)dz = 1. Sea {@¢}o~o la aproximacién de identidad donde ¢.(x) = Lp(2).

€

Obviamente, se tiene la siguiente expresion

0:0) = (6v02 ) )+ [ xuna = (00 0v03 )| )

Sean

Aly) = (¢a * V-pé) (v)

B(y) = BX{ybs} - (cﬁs *v.pé)} (y).

Sea f € LP con p > 1, entonces por definicién . x f = H.f. Por otro lado basta
ver que A * f estd acotada por M(H f) y B x f por ¢cM f y la desigualdad de Cotlar

queda demostrada. Se tiene, por la Proposicién 3.3.7

45101 = | (00 vt ) )| = o e (v 2 e )|
= (6. + HI)W)| < suplo » B

< [lolLM(Hf)(y) < M(H f)(y).

Por otro lado veremos que B % f esta acotado por M f, para ¢ = 1. Entonces por

dilatacién, esta acotacion serd valida para todo £ > 0.
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Sea |y| > 1, entonces

Bl =|; - (evot) | =[5 [ Aas

Y Y al<1/2Y —
1
|z|<1/2 y y— Y|

puesto que para todo |z| < 1/2, [y —z| < |y|y [z, O(z)dz =1.
Sea |y| < 1, entonces |y —z| <2y

1 1
|B(y)| = §X{|y|>1}(y) - (sbs * v-p;) (y)‘
— |0 — m de’
6=0 J5<|z|<2 z

< [itm Oy —x) —dly)

00 Js<|z|<2 x
< [¢']|oo im dr < c,

6—0 < |z|<2

donde hemos usado el hecho que la integral de % es nula en § < |z| < 2. Usando la

Observacién 3.3.8, se tiene

Bx f(y) <|Bx* f(y)| < cuM f(x).
0

COROLARIO 4.3.5. El operador H* cumple la desigualdad (p, p)-fuerte para todo p,
1 <p<oo.

Demostracion. La desigualdad (p, p)-fuerte se obtiene inmediatamente del Teorema
4.3.4 puesto que los operadores de Hilbert, H y de Hardy-Littlewood, M cumplen la

misma desigualdad. O]
TEOREMA 4.3.6. El operador H* es de tipo (1,1)-débil.

Demostracion. Sea f > 0, integrable. Hacemos la descomposicién de Calderén-Zygmund
ala altura A > 0 como en el Teorema 4.2.7 (Kolmogorov). Ademés, hacemos la misma
descomposicién de la funcién f, es decir, f =g+h =g+ > h;.

Tenemos que probar la siguiente acotaciéon

{a s [H f(@)] > A} < {w ()] > g}\ ;

{x:\H*h(:c)] > g}'
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donde la acotacion de primer sumando se consigue como en el Teorema de Kolmogo-
rov, usando la desigualdad de Chebychev y la relacién (4.9), ya que por el Corolario
4.3.5 se ha obtenido la desigualdad (2,2)-fuerte para el operador H*.

Veremos a continuacién la siguiente acotacion

{rersmnw >3] <5l

que por |2*| < 2| se reduce a demostrar

{e g >3] < Ssih.

Sea x ¢ Q* fijo. Entonces tendremos uno de los siguientes casos:

Primer caso: (x — e,z +¢)()I; = I;. En este caso, obviamente se tiene
H.h;(z) = 0. (4.14)

Segundo caso: (x — e,z +¢)()I; = 0. Sea ¢; el centro de I;, entonces por ser
flj h;(y)dy = 0 se tiene

|Hehy(2)] =

(- 22

/ 1 1
<
I .

J

(4.15)
|51
|7 (y)|dy < 1Al

|75 ]’2

T—Yy T

Tercer caso: x —e € I; 6 + — e ¢ I;. Entonces I; C (x — 3¢,z + 3¢) puesto que

x ¢ QO para todo y € I;, |v — y| > ¢/3. Por lo tanto

o)< [ 12y <2 " )y (4.16)

j y| € —3e

Para todo € > 0, sumando en j se obtiene

|H.h(x |<Z| |2||h||1+c2/ 11y (9)dy

—3e,2+3e)N

<Z|x wlltslh + eMa)
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de donde considerando el supremo sobre todo € > 0 y usando la desigualdad de

Chebychev se tiene
* * )\
[{a & @ [H h(z)] > 5}
A
< Hz & Qx: Z‘ 2Ryl >
+{z eR: Mh(:v) > —}|

_Az/ el + Sl < S,

teniendo en cuenta que la funcion maximal de Hardy-Littlewood, M, cumple la de-
sigualdad (1,1)-débil. O

OBSERVACION 4.3.7. El operador H se define puntualmente, es decir
HH(I) H.f(x) = Hf(x) en c.t.p.

para toda f € LP(R), donde 1 < p < oo. En efecto, usamos el Corolario 4.3.5 y el
Teorema 3.3.6.

OBSERVACION 4.3.8. En el libro de [G-R], se demuestra la existencia del limite
puntual para la transformada de Hilbert, utilizando en vez de las integrales truncadas,

el Teorema de Fatou.

OBSERVACION 4.3.9. La expresién (4.8) ofrece un nuevo punto de vista de la
transformada de Hilbert. En efecto, m(§) = —isgné € L™ es el multiplicador de la
transformada de Hilbert y se han obtenido algunos resultados sobre el operador H

que provienen del estudio de los multiplicadores.
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Capitulo 5
Integrales singulares

La transformada de Hilbert es una integral singular, la mas sencilla como ya hemos

visto en el Capitulo 4. En este capitulo generalizamos y caracterizamos este concepto.

5.1. Introduccion a las integrales singulares
En esta seccion introducimos las integrales singulares dadas por convolucion.

DEFINICION 5.1.1. Sea K una distribucién temperada. El operador
Tf=K=xf, (5.1)

donde f € S(R"), se denominard integral singular si se cumplen las siguiente condi-
ciones:

a) K € L™®(R");

b) K coincide en R™ \ {0} con una funcién localmente integrable, que seguiremos
denotandola K, y llamaremos nicleo asociado al operador T" que satisface la condicién

de Hormander

/ |K(x —y) — K(z)|de < Cg, paratodoye R". (5.2)
|z|>2]y|
OBSERVACION 5.1.2. La condicién b) nos permite expresar (5.1) como

Tf(x)=v.p.Kx* f(zr)=1im K(y)f(x —y)dy. (5.3)

=0 yl>e

69
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PROPOSICION 5.1.3. La condicién de Hormander se cumple si

Demostracion. Usando el Teorema del Valor Medio y la hipotesis, se tiene

C
/| l!K(:c—y)—K(:c)\d:cg/ VK (z)|yldz = |y de:c_
z|>2|y

2] >2]y| ol >2ly] 1

O

Un caso particular de integrales singulares son los operadores cuyos ntucleo aso-
ciado es Ko(y) = 2% donde Q € L'(S™ 1), es de media nula y i = fp- Se tiene

lyl™
entonces,
, Qy
Tf(z)= hm/ ( n)f(x —y)dy. (5.4)
=0 Jlyse [yl
El operador dado por (5.4) tendria sentido para funciones de la clase de Schwarz, ya
que es la convolucién de f con la distribucién temperada vp?ﬁ dado por

(o) =t |, Tt
- /| S o) oo+ [ Loy

<1 lz[" w>1 12"

donde hemos utilizado la media nula de € para restar el término ¢(0). Las dos integra-
¢(z)—0(0)

|z

les convergen: facilmente se ve la segunda y la primera converge puesto que

esta controlado por ||Ve||c-

OBSERVACION 5.1.4. Observamos, en el caso unidimensional, que si Q(y') = %sgny,

(5.4) es simplemente la transformada de Hilbert.

DEFINICION 5.1.5. Sea
Woo(t) = sup{|Q(u1) — Qug)| : Jug —ug| < t, up,ug € S" 1},
Se dice que €2 cumple la condicién de tipo Dini si

/1 %(;(t)dt < 0. (5.5)

PROPOSICION 5.1.6. Si Q satisface la condicion de tipo Dini entonces el nicleo

Kq cumple la condicion de Hormander.
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Demostracion. Queremos ver que se satisface
/ |Kao(x —y) — Kq(z)|dx < c.
|[>2y|

Se tiene, por la desigualdad triangular

’Q((ﬂﬂ —y)) Q)
[z —y|" [

‘Q((w —y)) — Q")

|z —y|"

[Ka(z —y) — Ko(z)]

1 1

[z =yl ol

IN

+[9(a")]

Integramos sobre {|z| > 2|y|}. Usando la condicién de Dini para €2, e integrando en

coordenadas polares obtenemos para el primer sumando

A(x — y)) — ) e (Al
/|x>2|y g d'"”g/lmyl CIDA

2
—2“\3"11/ weolt) gy < .
.t

teniendo en cuenta que |(x —y)' — 2’| < %,

Por otro lado, el segundo sumando esta acotado por estarlo €2. Efectivamente, se

tiene
1 1

o —y" el

Y|
B

[2(=)]

de donde integrando en {|z| > 2|y|}, se obtiene

/ |gi|+1dx <e.
(el>2ly 2]

5.2. Un caso particular de integrales singulares

Nuestro proposito es estudiar las acotaciones de las integrales singulares. Hemos em-
pezado nuestro estudio con los operadores dados por convolucién . En este caso ob-
servamos que por la condicién a) de la Definicién 5.1.1 y por el Teorema 2.6.10
(Plancherel), se obtiene

1T ll2 < (1Kl 1] (5.6)

es decir, podemos extender T a un operador acotado de L?. Sin embargo, obtener

otras estimaciones es un trabajo que requiere algunas herramientas mas. Ademas, es
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conveniente empezar con el estudio de las integrales singulares con nicleo asociado
Kaq(y) = 2Ay) para poder llegar a generalizar para todo nicleo K que cumple las

ly[™

propiedades a) y b) de la Definicién 5.1.1.

PROPOSICION 5.2.1. La media nula de Q sobre S"~! es necesaria para la existencia
del limite (5.4).

Demostracion. Sea f € S(R™) de manera que f(z) = 1 en B(0,2). Suponiendo

|z] <1, podemos expresar (5.4) como

Tf(x) = /| ) £ (p — y)dy + tim ) g

y|>1 |y|n =0 Jecpyl<1 |y|n

de donde mientras la primera integral converge, para la segunda obtenemos, en coor-

denadas polares y usando el Teorema de Fubini, el siguiente

lim

{ —hm// ”_lda(y)dr
=0 Jecpyl<1 |?J| €0 Sn—1

! 1
= lim Q(y')/ —drdo(y) = lim log — / Qy"),
Sn—1 £ T 3 Sn—1

e—0 e—0

que es finito sélo si 2 es de media nula. O

Ahora vamos a calcular la transformada de Fourier de K y a continuacién busca-
remos condiciones para que esté acotada de manera que se cumpla a) de la Definicién

5.1.1. Tendremos entonces, por la relacién (5.6), la extensién del operador T en L.
DEFINICION 5.2.2. Una funcién f es homogénea de grado a si

fQz) = A f(x), (5.7)
para todo z € R" y A > 0.

OBSERVACION 5.2.3. Si ¢ es una funcién de manera que la siguiente integral sea
finita, y sea ¢(\) = A"¢(A\"'z), entonces se tiene

f@)oa(x)de = A" | f(z)p(x)de

R" R

Por la Observacién 5.2.3 surge la siguiente definicién:
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DEFINICION 5.2.4. Una distribucién T es homogénea de grado a si para toda
¢ € S(R™) se satisface

T(¢x) = X"T(¢). (5.8)

OBSERVACION 5.2.5. La distribucién dada por (5.4) es homogénea de grado —n.

En efecto, este resultado se obtiene haciendo un simple cambio de variables.

PROPOSICION 5.2.6. Si T es una distribucion temperada homogénea de grado a,

su transformada de Fourier es una distribucion homogénea de grado —n — a.

Demostracion. Sea T el operador de grado a > 0, es decir,

T(¢x) = X'T(9), (5.9)

para toda ¢ € S(R"). Queremos ver que F(T)(¢y) = A" °F(T)(¢). Sea A\™! = p,

entonces se tiene por la Definicién 2.6.7 y la propiedad 5 de la Seccién 2.6

F(T)(63) = TF(6x) = TFOA"6(A ")) = p"T(Fo(jux))
= W"TF(,) = ™ TF(6) = X" F(T)o.

]

OBSERVACION 5.2.7. Podemos usar la Proposicién 5.2.6 para calcular la transfor-

mada de Fourier de la funcién f(z) = |z[~® para § < a < n. Efectivamente, f se
descompone en una funcién f; € L'y fo € L?, es decir fi = fx{uj<1} ¥ fo = [X{jz>1}-
Asi, la transfomada de Fourier de f es una funcién que pertenece en el espacio vec-

torial L=(R") + L2(R") C LL_(R") c &'(R™). Usando la Proposicién 5.2.6, f es

loc

homogénea de grado —n + a, es decir f(z) = cq,|z|* ™. Falta calcular los ¢, ,. Sea

¢(x) = e, Por el Lema 2.6.4 se tiene

[ el ede = [ Fe el e = [ e (o] s
n Rn n

:Cayn/ e~ |20 .
n

Teniendo en cuenta que
o 1 b
/ e bdr = =T (n i > ,
0 2 2

(5.10)
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y usando coordenadas polares en (5.10) se tiene

w20 ((n — a)/2)

T Tef)

TEOREMA 5.2.8. Sea Q) una funcion de media nula en S" . La transformada de
Q')

|z

Fourier de v.p. es la funcion homogénea de grado 0

™

mi(€) = /S o) {logﬁ—igsgn(u-f) do(u). (5.11)

Q) Vamos a calcular la transformada de Fourier de

||

esta distribucion, es decir T'(¢), donde ¢ € S(R™). Se tiene, por la Definicién 2.6.7 y

por el Teorema de Fubini,

Demostracion. Sea T = v.p.

() = T(9) = lim )

=0 Jocpyi<ise Y™

¢ Q<y/) —2my-€
I e o T O
= / o(&) {h’m / Me*%yfdy dg.

e=0 Jeclyl<1/e |y|n

d(y)dy

Basta ver que lim._, fg<|y|<1/€ ?;—i?e_Q”yfdy = m(€) por lo que T(¢) = Jn @(E)m(&)dE,

es decir 7' = m(&). Teniendo en cuenta la media nula de €2 se tiene

Q)

lim - e 2" dy
€70 Jeclyl<1/e |y|
1 1/e
A d d
= lim Q(u) / (em2mirus 1)_r +/ 6_27”"“'5—1 do(u)
e—0 Sn—1 € r 1 T

= lim Q(u)(A + Bi)do(u),

e—0 Sn—1
donde hemos usado la férmula (2.2) (Euler) y

1 dr 1
A:/ (cos27r7’(u'§)—1)—+/ cos 2mr(u - &) —,

€ r 1/e

1/¢ dr
7.

B = / sin 27r(u - €)

Se puede calcular, haciendo un cambio de variables, que A tiende a log uLﬁ cuando

e — 0y B tiende a Fsgn(u- ). Por lo tanto, usando el Teorema 1.1.4 (Convergencia
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Dominada) se tiene

1
wd igsgn(u &) | do(u)

lim Q(u)(A+ Bi)do(u) = /

e—0 Sn71 Snfl

= m(&).

Q(u) [mg

]

OBSERVACION 5.2.9. Observamos que sélo en el caso que Q es impar, m/(§) estd aco-
tada, puesto que el producto de una funcién impar por una funcién par como es
log @, es una funcién impar y este producto serd de media nula sobre S®~!. Por lo
tanto, hasta ahora sabemos que sé6lo las integrales singulares con ) impar se pueden

extender sobre funciones de L? ya que ||Tf]|2 < [|Kal|sl|f]]2-

OBSERVACION 5.2.10. Dada una funcién Q en S"~! se puede descomponer en sus

partes par e impar

() = ~(Qu) + ), () =

; (u) — (),

1
2
COROLARIO 5.2.11. Sea Q de manera que Q;(u) € L*(S"1) y Q,(u) € LI(S™1)
Q(z')

|z|™

estd acotada.

para algun q > 1. Entonces la transformada de Fourier de v.p.

Demostracion. Teniendo en cuenta el Teorema 5.2.8 y utilizando la observacién an-

terior, se tiene

La primera integral es finita por la Observacion 5.2.9, mientras que la segunda pode-
mos acotarla usando la desigualdad de Holder, por lo que se tiene Q,(u) € LI(S™1),

con q > 1. 0

OBSERVACION 5.2.12. En el teorema anterior la condicién Q,(u) € LI(S™ 1) se

puede sustituir por una condiciéon mas débil

Q, € Llog™ L(S"™),
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donde
Liogt 15" = { £+ [ 1wl iog* fw)dotu) < o0}

y log™ t = max(0,log t). Efectivamente, veremos la acotacién de
[ oos 2 dotu) = [ 0(wtog > dotw) + [ 0w)log 2 dofu),
u) log ——do(u) = u) log ——do(u 0 o(u
gn-1 u- | D u- | c u- ¢
(5.12)

donde D = {u € S™' : |Q(u)| > 1}. La primera integral es finita ya que por la
desigualdad
ab < aloga+eb, a>1,b>0,

se deduce, considerando a = Q(u) y b = log ﬁ,

/DQ( WloB o ! /\Q )| Tog Q(u)|do (u /|u e[~ do(u).

La segunda integral de (5.12) es finita puesto que €2 estd acotada.

5.3. Meétodo de Rotaciones

En esta seccion introducimos el Método de Rotaciones que nos servird para probar
la acotacién del operador T dado por (5.4) en los espacios LP(R™), con 1 < p < oc.

Maés atn, probaremos la existencia del limite puntual del dicho operador.

OBSERVACION 5.3.1. Sea T' un operador unidimensional acotado de LP(R) y sea
u € S"1. Consideramos M, = {\u : A € R} y sea M1 su subespacio ortogonal en
R"™. Entonces, cada z € R" se puede expresar de manera tinica como x = Au -+ para

algin A € Ry 7 € ML

DEFINICION 5.3.2. Teniendo en cuenta las condiciones de la observacién anterior,

se definen los operadores direccionales de T' como
Tuf(x) =T f(u+2z)(N), (5.13)

donde z € R™", A € R.
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Observamos que mientras el operador 7" es unidimensional, los operadores T}, son
n-dimensionales. Lo que intetaremos hacer es, demostrar que ciertas propiedades del
operador T' se heredan a los T,. Para ser mas precisos, veremos que las integrales
singulares n—dimensionales se expresan mediante algunos operadores direccionales
relacionados con la transformada de Hilbert. Asi veremos que, desigualdades que
cumple la transformada de Hilbert, las cumplen los operadores direccionados aso-
ciados a ésta, y a continuaciéon las integrales singulares. Por lo tanto empezamos

definiendo ciertos operadores direccionales.

DEFINICION 5.3.3. Se definen las transformadas de Hilbert direccionales como

H,f(x) = 1 lim flz — )\u)@ (5.14)

T e—0 A|>e A

PROPOSICION 5.3.4. En las condiciones de la Observacion 5.3.1, el operador n-

dimensional T,, estd acotado en LP(R™).

Demostracion. Sea f(-u+ z) = f,()\). Teniendo en cuenta la acotacién del operador
T en LP(R) se tiene

||Tuf||§=/m |Tuf(zr)|”da::/]w/ T f,(\)|PdNdT

< / T fldz < c / TIP|| £l 2dz
ML ML

=dmi [ [ 1ropas
w(A)[PdNdx = P,
<c [ [1nepais e

]

PROPOSICION 5.3.5. Sea T' un operador unidimensional definido en LP(R) y sea
Qe LY(S™Y). Sean T, los operadores direccionales asociados a T. Entonces el opera-

dor
Tofe) = [ QTuf(@)do) (.15

estd acotado en LP(R™).
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Demostracion. Usando la desigualdad integral de Minkowski obtenemos

I7aslly = || [ 00T wdo)

< [ 196 Tufldotu)

< [ IR@IITS @)l dote < 1

teniendo en cuenta la Proposicion 5.3.4. [

OBSERVACION 5.3.6. El operador T' dado por (5.4), con € impar se puede ex-
presar en relacion con los T}, que en este caso serian las transformadas de Hilbert
direccionales. Efectivamente, usando las coordenadas polares se obtiene

THa) =tim [ Q) / . m)%da(u)

e—0 Sn—1

1 d
= lim — Q(u) (x — ru)—rda(u)
e—02 Sn—1 [r|>e r

™

- /S  QHf (@)do(w),

por lo que se obtiene el siguiente corolario:

COROLARIO 5.3.7. Sea Q € L'(S™Y) una funcién impar de media nula. Entonces
el operador T' definido por (5.4) estd acotado en LP(R™), con 1 < p < 0.

OBSERVACION 5.3.8. Usando el corolario anterior, podemos extender las integrales
singulares dadas por (5.4) sobre funciones de LP(RR"), pero todavia no hemos proba-
do que el limite existe puntualmente. Por esto, introducimos el operador maximal

asociado a la integral singular 7™, dado por

T"f(x) = sup
e>0

/| Q(y/)f(:c —y)dy| . (5.16)

y|>e |y|n

Se puede ver que T* cumple la desigualdad (p, p)-fuerte. En efecto, dicha desigualdad
se deduce de la siguiente expresion
* ™ *
s <5 [ @I,
Sn—l
teniendo en cuenta la Proposiciéon 5.3.4 y el Teorema 4.3.5. Por lo tanto, 7" cumple
las condiciones del Teorema 3.3.6, de donde se obtiene la existencia en “casi todo

punto” del limite (5.4).
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5.4. Transformadas de Riesz

Para estudiar las integarles singulares hemos empezado con la transformada de Hil-
bert (Capitulo 4). Al principio de este capitulo definimos la clase de las integrales
singulares que son convolucion de un nicleo K que cumple ciertas propiedades, con
una funcién de la clase de Schwarz. Ademads, hemos visto algunos resultados en el
caso que K = Kq, de donde con Q(y') = }rsgn(y) se recuperaba la transformada de
Hilbert. En esta seccién veremos otro ejemplo de las integrales singulares con nicleo
Kgq; definiremos y estudiaremos las transformadas de Riesz. Veremos que estas trans-

formadas son el andlogo de la transformada de Hilbert en el caso n—dimensional.

DEFINICION 5.4.1. Sea 1 < j < n. Se define la j-ésima transformada de Riesz

como

y,
R;f(zx) = cnv.p./ 7fﬂf(:c — y)dy, (5.17)
re Y]
con ¢, = F(”T“)W_HTH, para toda f € S(R").

OBSERVACION 5.4.2. Considerando n = 1 en la definicién anterior, se puede recu-

perar la transformada de Hilbert.

OBSERVACION 5.4.3. La integral (5.17) tiene sentido incluso para funciones inte-

grables que cumplen una condicién Lipshitziana. Para més detalles véase [Gr].

La siguiente proposicion explica por qué la constante ¢, esta elegida de esta ma-

nera.

PROPOSICION 5.4.4. Se tiene

F(R,(1)(E) = —i%f(f)(é“)- (5.18)

Demostracion. Por la propia definicion de las transformadas de Riesz podemos escri-
bir R;f(x) = R; * f(x). Para toda ¢ € S(R") se tiene

€T

J 1 8 -n
(y6) = (w0} = 1 (5lal ™0 (5.19)
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Tomando las transformadas de Fourier en ambos lados de (5.19) y usando la sexta

propiedad de la transformada de Fourier (Seccién 2.6) se tiene

(). 0) = = (FlG e )0

= 2T (), 0)

T 5/ >
"TED <|§|’¢’

donde hemos usado la la Observacién 5.2.7. En efecto, n/2 <a=n—-1<ny

F(|x|™) = canlz|*™™. (5.20)

En el caso que n = 2, es decir, a tiende a n/2, se puede utilizar de nuevo (5.20),

puesto que la transformada de Fourier es una aplicacion continua. Se tiene

F(R;f)(€) = F(B; * [)(€) = F(R)F(f)(€) = —ihF () (&).

COROLARIO 5.4.5. Se tiene

> RI=-I (5.21)
j=1

Demostracion. Se demuestra utilizando la Proposicién 5.4.4 y el Teorema 2.6.10
(Plancherel). O

5.5. Integrales singulares con nicleo par

Seguimos estudiando el caso paticular de las integrales singulares con nicleo K = K.
Por el Método de Rotaciones, cuando €2 es impar, obtuvimos dos resultados; primero,
definir el operador T dado por (5.4) puntualmente, y segundo, obtener una acotacién
(p, p)-fuerte (Corolario 5.3.7), con 1 < p < oco. En esta seccién generalizamos estos
resultados para todo €2 par o impar. Empezamos considerando €} una funcién par.

Entonces, utilizando la relacién (5.21) se obtiene

232 Tf) = ZR (R,T)f (5.22)
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donde R;T deberia tener nicleo impar ya que se descompone una funcién impar y otra
par. El problema consiste en demostrar que este operador admite una representacion
puntual y a continuacién, con una serie de lemas, probaremos las acotaciones (p, p)-

fuertes del operador (5.4), con 1 < p < 0.

OBSERVACION 5.5.1. Sea
Q)

K. (r) = Tl X{|z|>e}s (5.23)
donde Q € L(S™!) con ¢ > 1, entonces se obtiene para toda f € C*°(R") de soporte
compacto

Rj(K. * [) = (R;K.)  f. (5.24)
Efectivamente, basta observar que K. € L"(R"), con 1 < r < ¢ y tomar transforma-

das de Fourier a ambos lados.

Usando la Observacion 5.5.1 podemos expresar el operador T', con nicleo K dado

por (5.4) como

n

Tf = ~lim > R[(BK) « ] (5.25)

LEMA 5.5.2. En las condiciones de la Observacion 5.5.1, existe f(j(:r;) impar, ho-
mogénea de grado —n tal que lim, o R;K.(z) = K;(z) uniformemente sobre todo

compacto que no contiene al origen.

Demostracion. Sea x € R"™ de manera que 0 < § < € < n < |z|/2. Entonces,

&mw—&mmzm%/ Y g () — Ky (y)]dy

6—0 z—y|>8 |£L' - y|n+1

_ Cn/ Tj—Yj Q(y/)dy

<ly|<n |:L“ - y|n+1 |y|n

_ vi—y x| Q)
- o — g ] Ty Y
e<lyl<n LIT — Y x Yy

donde hemos usado la media nula de €. Aplicando el Teorema de Valor Medio y la

desigualdad de Holder se tiene

\RyK (1) — Ry (1)) < — / ) 4,

|$‘n+1 <|yl<n |y’n
c 1
< ool s { (5.26)
’m‘n+1 e<|yl<n ‘y’nil
&
< €217

- ’x‘n+1



82 Integrales singulares

Por lo tanto, {R;K.(x)} es una sucesién de Cauchy de R™ y por ser R™ completo
con su norma usual, la sucesién esta es convergente, ademds uniformemente en |x| >
2. Sea lim, g R;K.(x) = K;(r) que es impar y homogénea de grado —n por serlo
RiK.. O

OBSERVACION 5.5.3. Observamos que la existencia del limite puntual en el lema
anterior nos permite obtener la existencia del limite puntual del operador T" dado por
(5.4) cuando €2 es par, algo que no pudimos obtener por el Método de las Rotaciones.
Efectivamente, la existencia del K ;, impar, usando la transformada de Riesz R; sobre
éste y tomando sumas sobre j = 1,...,n nos define el operador T dado por (5.4)

puntualmente. Es decir,

=— ZRJ(RjT)f(:L’) = —ll'_f%ZRj(Rst) * f(x)

:—ZRhmRK ZK*f

7=1

teniendo en cuenta que las sumas son finitas.

LEMA 5.5.4. El nicleo Kj definido en el Lema 5.5.2 verifica
| @ldota!) < 1l (5.27)
Ademds, si K;.(x) = Kj(fE)X{|x|>a} entonces,
A, := R;K. — K;. € L*(R"),
A1 < [1€2]g- (5.28)
Demostracién. Por ser K ; homogénea de grado n, es decir

Re) =, () = by o),

se tiene usando las coordenadas polares y el Teorema de Fubini

/ K;(z)dr = / 2| " K (2 )da
1<|z|<2 1<|z|<2

2 K* /
— / Kl) )r”’lda(x’)dr
1 Jgnro TV

= log2 K;(2")do(2').
Sn—1
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Por lo tanto, usando la desigualad triangular obtenemos

. 1 .
| IR @ de) =tos 5 [ (R
Sn—1 2 1<|z|<2

1

] (5.29)
<log = /1< |<2(|Kj(a:) — Ry ()| + | Ry K1 jo(2)] ).

Se tiene para |z| > 1,7 = 1/2, usando (5.26) y tomando limite cuando £ — 0
€201

’x|n+1’

K@) = Ry ()| < e
de donde integrando en {1 < |z| < 2} y usando la desigualdad de Hélder obtenemos
[ 1)~ RiFa(a)lde < el (530

1<|z|<2

donde ¢ > 1. Para ver (5.27), falta acotar f1<|z‘<2 |R;j Ky /o(x)|dx por ||2q, que se

obtiene usando de nuevo la desigualdad de Holder, es decir
[ Rt @lds < AR Elly < il <l
1<|z|<2

Si probamos que ||A;||; < oo, observando que A, = e "A;(e'z), la relacién (5.28)

queda demostrada. Se tiene

AL = /R R K(z) — Kya(o)|da

|z]<2 1<]z]<2

|z[>2

(5.31)

La primera integral de (5.31), usando la desigualdad de Holder, se puede acotar por
|R; Kqll, < c||Q]|q, puesto que ||Kill, < ¢||€]],, de nuevo por la desigualdad de
Holder. Para la segunda integral hacemos el mismo razonamiento que en (5.29) y

(5.30). La tercera integral estd bien definida ya que integramos fuera del cero. O

TEOREMA 5.5.5. Sea Q una funcion definida en S"' de media nula tal que su
parte impar estd en L'(S™ 1) y su parte par en LY(S™1) para algin q > 1. Entonces,

la integral singular dada por (5.4) estd acotada en LP(R™), para todo 1 < p < oc.

Demostracion. En el caso que €2 es impar, el resultado se obtiene por el Corolario
5.3.7. Por tanto, sea (2 par. El operador T" dado por (5.4) se expresa como en (5.25),

es decir
n
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Veremos que » 7| R;[(R;K.) * f] estd acotado e independiente de e. Teniendo en

cuenta el Lema 5.5.4 escribimos

(RiK.)* f=(A.+ K;.) * f.

Para cada uno de los sumandos obtenemos las siguientes acotaciones. Por un lado se

tiene

1A fllp < el Acll1 A1l < (12 lol[f]-

Por otro lado usando el Corolario 5.3.7, puesto que K ; es impar se tiene
[ KGe o fI] < el KGel ] f 1]
—c [ IR@)delifll,
|z|>e

= |12l flp-

Por lo tanto, usando la acotacién de R; en la norma || - ||,, obtenemos por la De-
sigualdad Integral de Minkowski y teniendo en cuenta que las sumas son finitas, lo

siguiente

|| fllp =

> Bl + f)

p

< D NRIBEL) = Il < ell 1l
j=1

que es independiente de . Por lo tanto tomando limite cuando ¢ tiende hacia 0, se

obtiene
T fllp < cll f]lp,

con 1 < p < oo. ]

5.6. El Teorema de Calderén-Zygmund

Teniendo en cuenta el Teorema 5.5.5 y siguiendo la linea del estudio de la transforma-
da de Hilbert, nos preguntamos si el operador T dado por (5.4) cumple la desigualdad
(1,1)-débil. La respuesta es afirmativa. Para verlo probaremos el Teorema de Cal-

derén-Zygmund que no sélo verifica la desigualdad (1,1)-débil para el operador T' con
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nucleo K, sino para toda integral singular T que viene dada por convolucién (5.3).
Ademas el mismo teorema nos permite extender 7" sobre toda funcién de LP(R™), con

1<p<oo.

TEOREMA 5.6.1. (Calderdn-Zygmund). Sea T' una integral singular, dada por (5.3)

y K el nicleo asociado. Entonces,

c
o [Tf(@)] > A < SIFll, (5.32)
T fllp < el fllp, 1 <p < o0, (5.33)
es decir, se cumplen la desigualdad (1,1)-débil y (p,p)-fuerte, respectivamente.

Demostracién. Primero veamos la desigualdad (1,1)-débil. Sea f € L'(R") N L*(R")
y sea A > 0. Hacemos la descomposicion de Calderon-Zygmund a la altura A como en
el Teorema 4.2.7 (Kolmogorov). Denotamos {Q;} la sucesién de cubos que obtenemos
por el Teorema 3.4.7 (Descomposicién de Calderén-Zygmund) y QF su padre. Sea Q =
Uj Q;, denotaremos 2" = Uj (. Descomponemos f = g + h, donde g, h se definen
como en la demostracion del Teorema 4.2.7, considerando en vez de los intervalos I;

los cubos diddicos );. Se tiene entonces,
{z e R |Tf(2)] > A} < {z € R" - [Tg(x)| > A2} + {z € R" : [Th(z)| > A/2}],
de donde, usando la desigualdad de Chebychev, se obtiene la acotacion

{z € R :|Tg(x)| > A/2}| < SII1h.

Por otro lado se tiene
{x € R" - |Th(z)| > A\/2} < ||+ [{x & Q" : |[Th(x)| > \/2}|
1 1
= — - Th(z)|d
ISy AN LETE

por lo que si vemos que f(m)c (x)|dz < c||fl]]1, la acotacion (1,1)-débil queda

demostrada. Se tiene,

ITh(z \d:z;</ Thy(x)|da
/(‘Q*)C Q*)CZ
-y / Thy(x)|dz.
j:l ( *)c
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Por la condicién (5.2) (Hormander) podemos expresar Th; de la siguiente manera

Thj(x) = o K(z —y)hi(y)dy

:/Q [K(z —y) — K(z — ¢;)]h;(y)dy,

donde ¢; es el centro de ); y hemos usado la media nula de h;. Por el Teorema de

Fubini obtenemos

/( | |Thj<x>|dxs/ |hj<y>|(/( | |K<x—y>—K<a:—cj>|dx> dy < el
“ye Q; Q)

donde hemos usado de nuevo la media nula de h;. Sumando en j obtenemos

> [ hy@lds < lfil

La hip6tesis b) de la Definicién 5.1.1 nos permite extender el operador T sobre
funciones de L*(R™), es decir se obtiene la desigualdad (2,2)-fuerte. Usando el Teo-
rema 1.2.11 (Marcinkiewicz) obtenemos la desigualdad (p, p)-fuerte para 1 < p < 2.
Para p > 2 usamos la dualidad, teniendo en cuenta que el nticleo asociado al opera-
dor adjunto T es K*(x) = K(—x) por lo que se satisfacen a) y b) de la Definicién
5.1.1. ]

Hasta ahora, todos los resultados que hemos obtenido estan basados en la condi-
cion K € L. Por ejemplo, la acotacién (p, p)-fuerte del operador T', que acabamos
de ver. A continuacion buscaremos condiciones sobre la distribucion K, equivalentes
al K € L.

DEFINICION 5.6.2. Se definen los niicleos truncados como
K&R(x) = K(£)X{e<|x\<R}(fE)>
donde z € R".

PROPOSICION 5.6.3. Sea K € L (R"\ {0}) tal que

loc

/ K(x)dx
a<|z|<b

<c 0<a<b (5.34)
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/ |K(x)|de <co a> 0;
a<|z|<2a

/ |K(x —y) — K(z)|de <c¢  para todo y € R".
|z|>2y
Entonces | K. r(€)| < ¢, independiente de & y R.

OBSERVACION 5.6.4. La hip6tesis (5.35) equivale a
/ |z|| K (x)|dz < ca,
lz|<a

con a > 0. En efecto, si se satisface (5.35), entonces se tiene

[ g =Y | el (@)lde < 32 e = ca,
|z|<a =0 2-k-1lg<|z|<2—*a —
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(5.35)

(5.36)

(5.37)

teniendo en cuenta que SUPy—k-14«|yj<a—tq |[T] < 2 %a. Por otro lado, si se satisface

(5.37), entonces

a

/ K (2)|da g/ 1 & ())da g/ 20 K (o) = 20 = o,
a<|z|<2a |z|<2a

a<|z|<2a @

teniendo en cuenta que % > 1, por lo que se obtiene la primera desigualdad.

Demostracion. Sea & fijo, entonces

Ea®= [ K@emrids
e<|z|<

:/ K(:B)e_%”fd:v—l—/ K(z)e ™4y,
e<|z|<[¢] 71 €]~ 1<]z|<R

Definimos

A= / K(z)e ™=y,
e<|el<|€]~t

B := / K(z)e ™4 dx.
€]~ <|z|<R

Sumando y restando fs A se puede expresar de la siguiente manera

<|lz|<|¢]=1?

A= / K(x)dx + / K(z)(e ™€ — 1)dx.
e<|z|<|€] 1 e<|z|<|€| 1

(5.38)
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Teniendo en cuenta |¢? — 1| < ¢|f], con |f| < 27 se obtiene

|A| = / K(z)dz +/ K(z)(e ™% — 1)dx
e<fz|<[¢~ e<fa|<l¢~

< / 2)da| + / K (2)][e=2€ — 1|
e<|lz|<[g~! e<|z|<[¢|~!

< K(z)dz| + 27|¢| | K (z)||x|dz,

e<|a|<[g] ! lz|<[€] ="

de donde por (5.34) y la Observacién 5.6.4 se tiene
’A‘ S C(Cl + 02).

Por otro lado, haciendo el cambio de variables z por x — z, donde z = %%, B se

convierte en

B = / K(z — z)e @208y
€]~ < |z —2|<r (539)

- _/ K(z — 2)e ™=y,
€]~ < |z—2|<r

puesto que e2™*¢ = —1. Sumando en cada lado de (5.39) B dado por (5.38), obtene-

2|B| = ‘/ x)e e dy — / K(z — 2)e ™"y
€]~ 1<\ac|<R |€]=1<|z—2|<R

—/ [K(z) — K(x — z)]e_%ix'g\dxjt/ |K (2)e~ "2 | da
le|-1<z| €171 <]z|<51€]~?

+ / | K (z)e ™% |du,
R— 3¢~ <|z|<R+3[¢|

de donde

2/B| g/ K (2) — K(x — 2)|da
€]~ <]
+ K (510
slel <lel<3le
+/ | K (z)|dx.
R—3[¢|~1<|z|<R+35¢|~?

La primera integral de (5.40) se acota por ¢, utilizando (5.36) y teniendo en cuenta
que |£]7! < 2z; mientras que la segunda y la tercera integral se acotan por 2cs,
teniendo en cuenta que, al ser [£|7' < R, se tiene r + 3|¢|71 < 3 (R — §|¢|7!) v por

lo tanto podemos usar la relacién (5.35). O
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COROLARIO 5.6.5. Si K satisface las hipdtesis anteriores (5.34),(5.35) y (5.36),
entonces se tienen
e r * fllp < 6l fllps T <p <00 (5.41)

o € R |Kog+ f| > A} < S[I£]]. (5.42)

Demostracion. Para p = 2 la desigualdad (2,2)-fuerte se obtiene usando el Teorema
2.6.10 (Plancherel). Es decir

|Kor % flls = || Kor * flla = [|Kerfll2 < e fl]2 < el f]]2

Para probar la desigualdad (p, p)—fuerte basta ver la desigualdad (1,1)-débil, porque
el resto se obtiene por el Teorema de Marcinkiewicz para p < 2 y por dualidad para
p > 2. La desigualdad (1,1)-débil se demuestra usando la hipdtesis de la Proposicién
5.6.3 de donde se obtiene

/ | K. p(z —y) — K. g(z)|de < ¢
|z>2]y]
es independiente de ¢, R. En efecto,
/ | K. r(x —y) — K. g(x)|dz
lz[>2[y]
= / |K(z — y)X{6<\x—y\<R} - K(£)X{e<|m\<R}|d5’3
|z|>2[y|
< [ K@= - K@lecpenlds
|lz|>2]y]

< Kz —vy) — K(x)ldz < c.
—/m|>2|y|'( y) — K(@)|dz <

PROPOSICION 5.6.6. La distribucion temperada v.p.K existe si y solo si existe

lim K(z)dzx. (5.43)

e—0 e<|z|<1

Demostracion. (=) Supongamos que K existe. Sea ¢ € S(R") de manera que sea

indénticamente 1 en B(0, 1). Entonces tenemos la siguiente expresion

v.p.K(¢) = lim K(z)dx + K(z)p(x)dz.

€0 Jeclz|<1 |z|>1
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Puesto que la segunda integral existe siempre, debe existir la primera, es decir

lim K(x)dx

e—0 e<|z|<1
converge.

(<) Supongamos que la condicién (5.43) se satisface. Entonces se tiene

vpK(@) = [ K(@)(6@) —sO)da+ [ K(@)(x)dr.

|z[<1 |z|>1

La primera integral existe ya que

|9(x) — ¢(0)] < [2][| V||,
por lo que la distribucién temperada K también existe. [l

OBSERVACION 5.6.7. Observamos que si existe lim._q fO<|w\<1 K(z)dz y se cum-
plen las condiciones de la Proposicién 5.6.3, entonces por el Corolario 5.6.5 se obtiene
el siguiente resultado: El operador 7" dado por
Tf(x) = lim K(y)f(x —y)dy
=0 lyl>e

se puede extender en LP, con 1 < p < oo. Ademas, T" es de tipo (1,1)-débil.

5.7. Operadores de Calderén-Zygmund generali-

zados

Hasta ahora hemos estudiado las integrales singulares dadas por convolucion. El bene-
ficio era la extensién de ellas en L?(R™) obtenida por la acotacién de K. En esta
seccion definiremos una clase de integrales singulares mas generalizada para ver que

la teoria de las integrales singulares de convolucién se puede ampliar.

DEFINICION 5.7.1. Sea K : R" x R"\ A — C, donde A = {(z,z) : z € R"} la

diagonal de R™ x R™. Diremos que K es un niicleo estandar si existe ¢ tal que

K(z,y)| < 5.44
Kl < (5.44)
y—yl
|K(z,y) — K(z,y")| < C]:c’——y|’“|“5 sile—yl > 2y —9); (5.45)
_
K(oy) - K@)l < et Gijp—yl> 20— (5.46)

|z —y|"
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OBSERVACION 5.7.2. Observamos que las 2 tltimas condiciones de la definicién

anterior son del tipo Lipshitz.

DEFINICION 5.7.3. Se define T' como un operador de Calderén-Zygmund generali-
zado si
a) T estd acotado en L*(R™).
b) Existe un nicleo estandar K tal que para f € LP(R™), de soporte compacto
Tf(x)= | K(z,y)f(y)dy
Rn

siempre que x & sopf.

TEOREMA 5.7.4. Sea T un operador acotado en L*(R™). Sea K : R" x R"\ A — C,
de manera que si f € S(R™), de soporte compacto, para x & sopf, se define el

operador
Tf(z)= | K(zy)f(y)dy. (5.47)

]Rn
Si las condiciones siquientes

/ K () — K(z,)|dz < o (5.48)
|z—y[>2]y—y/|

/ K (2,y) — K2/ y)|dz < c (5.49)
lz—y|>2|z—='|

se satisfacen, entonces el operador T, dado por (5.47) cumple la desigualdad (1,1)-
débil y (p,p)-fuerte con 1 < p < 0.

Las condiciones (5.48) y (5.49) se llamardn condiciones de Hérmander.
Demostracion. Véase [M]. O

OBSERVACION 5.7.5. El Teorema 5.7.4 implica que un operador de Calderdn-
Zygmund generalizado T, es de tipo (p, p)-fuerte y (1,1)-débil. En efecto, basta ob-
servar que si el nucleo K asociado al operador T es estandar, entonces cumple las

condiciones de Hormander.

Lo que queda por ver es la existencia del limite puntual del operador de Calderén-

Zygmund T', dado por

Tf(x) =1lim K(x,y)f(y)dy. (5.50)

e—0
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OBSERVACION 5.7.6. Sea
T.f(x) = /| K0S
Tx—yY|>€

que, siendo 7" un nucleo estandar, tiene sentido para f € S(R™). Observamos que
puede ocurrir que lim._o 7. f(x) no exista o que sea distinto de 7' f(z). Efectivamente,
veremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo: Sea K (z) = |z|7" ™. La funcién |z|™"" es localmente integrable en R" \

{0}. Ademas, se tiene para 0 < a < b < o0,

/ dx
a<|z|<b ||t

por lo que K satisface la condicién (5.34) de la Proposicién 5.6.3. Ademas, integrando

b—z‘t it 2
— ‘|Sn—1| .ta S¥|Sn—1|:cvl’
—1

en coordenadas polares se tiene

/ AT pntypg0

<lz|<2a 1Z|"

es decir se cumple la desigualdad (5.35) de la Proposicién 5.6.3. Por otro lado se tiene

IVK(z)| < “;‘Fﬁ' por lo que usando la Proposicién 5.1.3 se satisface la condicién de
Hérmander (5.36). Por tanto usando el Colorario 5.6.5 se obtiene || K. g* fl|, < c||f]],-
Sin embargo no existe el limite puntual de las integrales truncadas, puesto que no

podemos considerar el limite de la siguiente integral

dr gn-1 1—e
EEC
e<|z|<1 [T t

cuando ¢ tiende hacia 0.

Para ver si lim._,o 7. f(x) = T f(x) para toda f € LP(R") estudiamos el operador

maximal

T f(x) = sup |T f (x)].

e>0
Este operador cumple la desigualdad (1,1)-débil y (p, p)-fuerte. Por lo tanto, usando
el Teorema 3.3.6 y la densidad de S en los L” con 1 < p < 00, se obtiene la existencia
del limite puntual de (5.50).
El Corolario siguiente nos da las desigualdades (1,1)-débil y (p, p)-fuerte para el

operador T™ .
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COROLARIO 5.7.7. Si T es un operador de Calderon-Zygmund, entonces T cumple
las desigualdades (1,1)-débil y (p, p)-fuerte, con 1 < p < oo.

Demostracion. Se demuestra utilizando el lema de Kolmogorov y una desigualdad

analoga a la de Cotlar, que a continuacién se enuncian. n

LEMA 5.7.8. (Kolmogorov). Sea L un operador que cumple la desigualdad (1,1)-
débil. Sean 0 < n < 1 y E un conjunto de medida finita. Entonces, ewiste c, tal

que

[E ILf(x)|"dz < | EL|[ |17

Demostracion. Se tiene utilizando la Proposicién 1.2.2
[ Lt@lds = [ 3ie € B4 Lp@)] > Ay
E 0
< ~ n=1.,7 <
<o [~ tmin (1BLSI1AL)

clflh/1El 00
=[x E ey [ e
0 cl|fll/1E|
= o[ E|"[ fII1,
donde la desigualdad se obtiene por ser L de tipo (1,1)-débil. ]

TEOREMA 5.7.9. Sea T un operador de Calderon-Zygmund. Entonces para todo
0<n<1 setiene

T f(2) < ¢[(M(Tf)" ()" + M f(x)), (5.51)
donde M denota la funcion maximal de Hardy-Littlewood.

Demostracion. Véase [Duo]. O
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Capitulo 6

El espacio de Hardy H! y su dual
BMO

En el capitulo anterior probamos las desigualdades (p, p)-fuerte para las integrales
singulares en el caso que 1 < p < oo. En este capitulo, primero, definiremos un
subespacio vectorial de L*(IR™), cuya imagen por cualquier integral singular estard en
L'(R™) y segundo veremos que su espacio dual contiene las imagenes de la integrales
singulares que actian sobre las funciones acotadas, sustituyendo de esta manera las
desigualdades (1,1)-fuerte y (0o, 0o)-fuerte que en general no son vélidas para estos

operadores.

6.1. Introduccién a los espacios H' y BMO

DEFINICION 6.1.1. Se define el espacio de Hardy, como
HY(R") ={f € L'R"): Rjf € L"(R"),Vj =1,...,n},
OBSERVACION 6.1.2. Todo operador T' dado por (5.1) estd acotado de H* a L.

DEFINICION 6.1.3. sea f € Li_(R"). Definimos la media de f sobre el cubo Q y

loc

1
fa=5 /Q f(@)da.

Ademas se define la funciéon maximal aguda como

M# f(z) =sgp{,712| /Q If(y)—fQ\dy:er}-

denoteremos fg
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OBSERVACION 6.1.4. Cada integral mide la oscilacién media de f sobre el cubo
Q.
DEFINICION 6.1.5. Se define el espacio BMO como

BMO = {f: M*f c L*>}.
Ademas, definimos

11l = 1M £l

Se dice que f tiene oscilacién media acotada cuando la funcién M7 esta acotada.

OBSERVACION 6.1.6. En realidad, || - ||« no puede ser una norma. Efectivamente,
todas las funciones constantes en “casi todo punto” tienen oscilacion nula. Por lo

tanto, consideramos el espacio cociente BM O por las constantes, que se denotara de
nuevo BMO.

PROPOSICION 6.1.7. Se tiene la desigualdad puntual
M# f(z) < cM f(x). (6.1)

Demostracion. Usando la desigualdad triangular, se tiene para todo cubo )

1 1
o /Q (@) — folde NER /Q J(y)dy| de
1 1 1
< @ / |f<x>|dx+@ /Q vy /Q dz

de donde, tomando el supremo sobre todos los cubos (), se tiene

M* f(z) < eM'f(z) < M f(x),

donde M’ denota la funciéon maximal de Hardy-Littlewood con cubos en vez de con

bolas y la ltima desigualdad se obtiene usando la relacién (3.2). O]

PROPOSICION 6.1.8. i) La norma H ||« es equivalente a la norma definida como

supigqu 1] / |f(x) — c|dz.
i1) Se tiene
M*(|f1) () < 2M7 f(x). (6.2)
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Demostracion. i) Por un lado, teniendo en cuenta la definicién del infimo, se tiene

1
sup nf — ] / |f(z) — c|dz < sgp@/Q|f(:U) — foldz (6.3)

ceC

Por otro lado, usando la desigualdad triangular obtenemos

— foldx < —cldx + — fold
/Q|f(a:) foldz /Q|f(x) cldz /Q]c foldz
<2 ) — c|dx,

para todo ¢ € C. Tomando el infimo en ¢ a la izquierda, dividiendo por |@Q| y consi-

(6.4)

derando el supremo a ambos lados, la relacién (6.4) se convierte en

—||f||# < sup inf — |f(x) — c|dx, (6.5)
\m£|@
es decir, por (6.3) y (6.4) hemos obtenido
1Al <supmf—/ ~ cldz < |If].,
@l <<€ Q[ Jig

i7) Se tiene
1 / 1
o [ @1 = 1allds < 2 [ 17 fald.
Q1 Jo A=Al ¢
de donde tomando el supremo sobre () se obtiene la desigualdad (6.2). O

TEOREMA 6.1.9. Sea T un operador acotado en L?, cuyo nicleo K : R™ x R™\

A — C satisface (5.49). Si f es una funcion acotada de soporte compacto, entonces
Tfe BMO y
T fll« < el flloo-

Demostracion. Sea () un cubo de R™ con centro cq y sea Q el cubo del mismo centro
y lado 2y/n veces el de Q. Hacemos la descomposicion f = fi + fo, donde f; = f X6
¥ fa = fXxge- Sea ¢ =T fy(cq), utilizando la acotacién de T en L* se obtiene

1 1 1

< (ﬁ/QITfl(m)\zdx)l/z—i—ﬁ/@‘Tﬁ(ﬂ?)_Tf2(CQ)|d33

<c (ﬁ /Q |f1(rc)\2dx) T o /Q T fala) — Thalcq)lda.
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Ahora basta acotar el ultimo sumando. Por la condicién (5.49) se tiene

[ 178t - Thieqlas < o 9 5 (L] i = Kot )
< ([ [ 1t - K(cQ,y>|dy||f||oodx) <l

Tomando el supremo sobre () se obtiene

ITf]l+ < el flloo-
O

OBSERVACION 6.1.10. Este teorema se refiere a operadores més generales que
las integrales singulares. Por lo tanto, si T' es una integral singular definida sobre
L*°, entonces su imagen esta en BMO. Ademas este teorema satisface el deseo de
encontrar un espacio para la imagen de las funciones acotadas. El tinico problema es
que por no ser L (el espacio de la funciones acotadas de soporte compacto) denso
en L™ no podemos extender el operador 1" a todo L*° por continuidad. En este caso,
consi-

deramos una funcién acotada y definiremos un operador que cumpla las condiciones
del Teorema 6.1.9. Veremos que este operador esta bien definido para funciones aco-
tadas y serda la extensién en L™ de las integrales singulares que habiamos definido
para las funciones de L2. Efectivamente, sea (Q un cubo y Q otro cubo del mismo
centro y lado 24/n de Q. Descomponemos f = fi + fo, donde f; = fxey f2= Ixoe
Por ser f; € L se tiene que f € L? de donde por la acotacién de T en L? se obtiene

que Tf; € L?. Por otro lado definimos el operador T' como

Tf) = Thia)+ | [K(e.) = KO.9) )y

La ultima integral converge ya que se acota por
swplf|+ [ 1K(@y) = KOy < |l | [KCw) = KO.0)ldy =[],
Q ¢ ly|>2|=]|
donde la primera desigualdad se obtiene porque Q° C {|y| > 2|z|}, y la segunda
utilizando la relacién (5.49). Se puede ver que si descomponemos f = f; + fo, donde
cambiamos los Q y @, entonces las imdgenes de T'f (x) se diferencian por una constante
independiente de x. Esto no es un problema puesto que el nuevo espacio BMO se ha

considerado como el cociente del BMO con las constantes.
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OBSERVACION 6.1.11. De i) se deduce que si f € BMO, también |f| € BMO,
de donde L C BMO. Podemos ver que la inclusion “C” es estricta. Efectivamente,

sea f(z) = sgnz € L*(R). Consideramos la transformada de Hilbert y obtenemos

1

Hf(x)= %V.pi x f(x) = clog |x|.

Usando la observacion anterior, H f € BMO. Es decir, hemos encontrado una funcién,

log |z| € BMO que no pertenece en L>(R).

Enunciamos el siguiente lema, (“de los buenos lambdas”), de donde se obtiene

una desigualdad, con la que probamos un teorema de interpolacion.
LEMA 6.1.12. Para todo v > 0 se tiene

{a: Maf(z) > 20, M* f(z) <A} < 2"{z s Maf(z) > A}, (6.6)
donde A > 0.

Demostracion. Se demuestra utilizando la descomposicion de Calderén-Zygmund. Pa-

ra mas detalles, véase [Duo]. O
LEMA 6.1.13. Sea 1 < py <p y sea f € L, entonces
| puf@pds < [ it s

Demostracién. Utilizando la Observacién 1.2.3 podemos expresar ||Myf|[b como

18l =p [ 2 s
0

donde M f es la funciéon maximél diddica. Sea

N
]N = p/ )\p_l,uMdf()\)d)\,
0

que es finita puesto que

N
Iy < pﬁNp_po/ PN g, p(N)dA,
0 0
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y [[Mafl|[Fe < || f]|Fe, donde f € LP° por hipétesis. Ahora, utilizando el Lema 6.1.12

se tiene
N/2
Iy = zp/ PN {z s Maf(z) > 20}|dA
0
N/2
= 2p/ PN (s Maf(x) > 20, M7 f(x) < A} + [{a 0 M7 f(z) > yA})dX
0
op  [YN/2
< PIy+ %/ PN s M# F(z) > A}dA.
0
Para v = 2~ ®*+"+1) obtenemos

p+1

TN/2
Iy < 7p/ PN s M7 f(2) > A}
0

Por lo tanto,

p+1

1Mufl = Jim Ty < Jim =

TN/2
/ pN Tz MF f(2) > A}dA
0

—c [ oW A fe) > YA = el Al
0

Ahora, probaremos el teorema de interpolacién.

TEOREMA 6.1.14. Sea T un operador lineal acotado en LP° para algin py tal que
1 < pyp < © ¥y acotado de L>® en BMO. Entonces se obtiene la desigualdad (p,p)-

fuerte para el operador T cuando py < p < 00.

Demostracion. Consideramos la composicién M# o T, un operador sublineal que
estd acotado en LP° por serlo ambos operadores M# y T. Por otro lado, este ope-

rador esta acotado en L™ puesto que por hipdtesis

IMA(T f)llse = 1T fllBr0 < llf]o-

Por el Teorema 1.2.11 (Marcinkiewicz), M#oT est4 acotado en LP si py < p < co. Sea
f € LP? de soporte compacto, entonces f € L9 con py < p y por hipétesis T f € Lo,

Por el Lema 6.1.13 se tiene

/ M (2)Pda < ¢ / MFT f(2)|Pd,
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de donde usando la notacion de la subseccién 3.4.1 se tiene

Tf(z) = lim |BTf(z)] < sup |ExT f(x)] = Ma(T'f)(2),
en “casi todo punto”. Por lo tanto,

izfilg = [ 1rrePae < [ P

<c [ AT @)
<c [ 1r@lds=cflp,
[

OBSERVACION 6.1.15. La acotacién del operador T' dado por (5.1), del espacio
L en BMO sustituye la desigualdad (oo, 0o)-fuerte. Esto se justifica por el teorema
anterior, puesto que obtenemos un resultado anédlogo al del Teorema 1.2.11 (Mar-

cinkiewicz), sutsituyendo la desigualdad (oo, 00)-fuerte con la acotacién de L™ en
BMO.

TEOREMA 6.1.16. El dual de H*(R") es el espacio BMO.

Demostracion. Véase [St2]. O
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