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Introducció

Això es un treball academicament dirigit sobre l’assignatura de Anàlisi Harmònica,
està realitzat per mi, Pau Rabassa Sans i dirigit pel profesor F. Javier Soria
de Diego. El treball va ”sorgir”en substitució de l’assignatura de Anàlisi
Harmònica de la Universitat. Vaig rebre classes de teòria, tres hores set-
manals durant aproximadament dos mesos (de mitjans de setembre fins a
mitjants de novembre). Desprès d’aquest periòde vaig decidir centrar-me en
les aplicacions de l’Anàlisi Harmònica, i vaig començar a buscar informació
en diferents llibres, fent consultes més o menys regulars amb el profesor Soria.
Aquests periòde a anat desde mitjants de novembre fins a principis de juny
(vaig decidir presentarme a segona convocatoria per qüestió de comoditat),
he recopilat informació de diferents llibres, ampliant alguns temes i reduint
alguns altres. Els dos llibres que he seguit basicament són el llibre de Folland
([3]), i el de Walker ([13]); el llibre de Papoulis ([7]) també tracte sobre apli-
cacions de l’integral de Fourier però se centra bàsicament en el tractament
de senyals, i al final vaig decidir no incloure res sobre aquest tema. Tambè
vaig utilitzar el llibre de Kline ([5]), per la part històrica del treball. Els
altres llibres que figuren a la bibliografia els he utilitzat com a refèrencia i
ajuda per a resultats que se surten del temari de l’assignatura. Tambè he
realitzat alguns programes molt sencills per a fer els dibuixos que s’inclouen
en el treball.

El treball se centre en algunes de les aplicacions de l’Anàlisi de Fourier,
bàsicament, en la solució expĺıcita de l’equació de la corda vibrant i de l’e-
quació de la calor. Se suposen coneixements bàsics sobre anàlisi diferencial i
integral, anàlisi real i complexe, i també sobre anàlisi funcional i equacions
diferencials. Quan utilitzo algún resultat concret sobre algún d’aquest temes,
o bé el demostro, o bé donc una referència ón es pot trobar la demostració.

En primer caṕıtol se introduexen conceptes bàsics sobre els coeficient de
Fourier necessaris per desenvolupar el segon caṕıtol. Definim els coeficients de
Fourier sobre els real i sobre els complexos, després es dona alguns resultats
sobre la convergència de la sèrie de Fourier de una funció. Per últim en
aquest primer càpitol, veiem com extendre els conceptes i resultats anterior

iii



iv INTRODUCCIÓ

a funcions que estiguin definides en un interval [−L,L] en lloc de l’interval
[−π, π].

En el segon caṕıtol utilitzem les sèries de Fourier per solucionar dos equa-
cions en derivades parcial, que són el problema de la corda vibrant i l’equació
del calor. Primer ens fiquem en les hipotesis més sencilles d’aquest dos prob-
lemes. Desprès, canviem les hipotesis de tindre coneixier les funcions inicials
del problema per coneixer-les nomès en un número finit de punts, les solu-
cions clarament no són úniques, i veiem dues maneres diferents de resoldre
el problema. Finalment tornem al problema inicial però canvian aquest cop
la hipòtesis de la equació en derivades parcials ampliant-la amb una funció
que represente les forces que actuen sobre el sistema.

El tercer caṕıtol es tracten els conceptes bàsics de integral de Fourier,
necessaris per veure en el quart capitol les aplicacions d’aquesta. Introduim
el concepte de convolucions i integral de Fourier sobre R i sobre Rn, aix́ı com
algunes propietats bàsiques, per acabar veient el teorema de la transformada
inversa a R i com a corol·lari la unicitat de la transformada de Fourier de
una funció.

En el quart caṕıtol resolem tambè dues equacions en derivades parcials,
l’equació del calor, i el problema de Dirichlet sobre el semipla superior. La
diferència de les equacions d’aquest caṕıtol amb les de l’anterior, són que
aquest cop el domini de definició de les funcions frontera s’extenen a un do-
mini infinit; i el problema es soluciona aquest cop amb l’integral de Fourier.
També veiem una fenomen óptic que se coneix com a difracció de Fraun-
hofer, que per estudiar els efectes d’aquest fenomen s’utilitzen propietats
molt bàsiques de la transformada de Fourier a R2.

El cinqué i últim capitol, és un repàs hitòric de l’anàlisi de Fourier.
Comença amb els origens que són anteriors a Fourier. Els origens que estàn
relacionats amb els problemes de la corda vibrant, i de l’equació del calor
que tractem als capitols 2 i 4. Desprès veiem quines van ser les aportacions
de Fourier, i com amb les aportacions dels segle XIX i XX pren forma com a
una branca de les matemàtiques.
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2.4.1 Vibració de cordes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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Caṕıtol 1

Introducció a les sèries de
Fourier

En aquest caṕıtol introdüım els conceptes de sèrie de Fourier i veurem alguns
resultats senzills de convergència.

1.1 Conceptes bàsics

Definició 1.1.1 Sigui f : R → R, una funció, direm que f és periòdica de
peŕıode L si f(x + L) = f(x).

Definició 1.1.2 Definim com a sistema trigonomètric sobre els reals de peŕıode
2π al conjunt

1√
(2)

, sin(x), cos(x), ..., sin(nx), cos(nx), ...

Definició 1.1.3 El sistema trigonomètric complex és {e−ikt}k∈Z. Donada

f ∈ L1(−π, π) definim els coeficients de Fourier complexos per f̂(k) =
1
2π

∫ π

−π
f(t)e−iktdt

Veiem la relació entre el sitèma trigonomètric complex i el real.

Consirerem una funció p : [−π, π] → R, suposem que es suma finita de
polinomis trigonomètrics complexos pN(t) =

∑N
k=−N cke

ikt, llavors tenim

1



2 CAPÍTOL 1. INTRODUCCIÓ A LES SÈRIES DE FOURIER

pN(t) = c0 +
N∑

k=1

(ck (cos(kt) + i sin(kt)) + c−k (cos(−kt) + i sin(−kt)))

= c0 +
N∑

k=1

(ck + c−k) cos(kt) + i(ck − c−k) sin(kt)

= c0 +
N∑

k=1

(Re(ck) + Re(c−k)) cos(kt) + i(Im(ck) + Im(c−k)) cos(kt)

+i(Re(ck) − Re(c−k)) sin(kt) + (−Im(ck) + Im(c−k)) sin(kt).

Imposant que p és una funció sobre els reals, tenim Im(ck) = −Im(ck) i
Re(ck) = Re(c−k) i per tant, pN(t) = c0

∑N
k=1 2Re(ck) cos(kt)−2Im(ck) sin(kt).

La conclusió és que quan tenim una sèrie trigonomètrica sobre els reals,
podem suposar per comoditat com una sèrie sobre els complexos.

Recordatori 1.1.4 Denotem per L2(−π, π) al conjunt de funcions 2π-periòdiques
de quadrat integrable. Si considerem el producte escalar sobre aquest espai
definit per:

(f, g) :=
1

π

∫ π

−π

f(x)g(x)dx

llavors L2(−π, π) és espai de Hilbert amb aquest producte escalar.
Altres coses que ens seràn útil recordar son:

• La integral sobre un interval simètric d’una funció imparell és zero.

• Donades una funció parell i una altra imparell el seu producte és funció
imparell.

• Les identitats trigonomètriques:

cos(α + β) = cos(α) cos(β) − sin(α) sin(β)
sin(α + β) = cos(α) sin(β) + sin(α) cos(β)
cos(α − β) = cos(α) cos(β) + sin(α) sin(β)
sin(α − β) = sin(α) cos(β) − cos(α) sin(β)

.

Per tant:
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cos(α) cos(β) =
1

2
(cos(α + β) + cos(α − β))

sin(α) sin(β) =
1

2
(cos(α − β) − cos(α + β))

cos(α) sin(β) =
1

2
(sin(α + β) − sin(α − β))

Teorema 1.1.5 El sistema trigonomètric real i complex de peŕıode 2π és
una base ortogonal sobre L2(-π,π).

Demostració. Veiem primer que és sistema ortogonal:

1

π

∫ π

−π

1√
2

1√
2
dx = 1

1

π

∫ π

−π

1√
2

cos(nx)dx =
1

π
√

2
[
1

n
sin(nx)]π−π =

1

nπ
√

2
(sin(nπ)− sin(−nπ)) = 0

1

π

∫ π

−π

1√
2

sin(nx)dx =
1

π
√

2
[
1

n
cos(nx)]π−π =

1

nπ
√

2
(cos(nπ)−cos(−nπ)) = 0

1

π

∫ π

−π

cos(nx) cos(nx)dx =
1

π

∫ π

−π

1

2
(cos(2nx) + cos(0))dx =

1

2π

∫ π

−π

dx = 1

1

π

∫ π

−π

sin(nx) sin(nx)dx =
1

π

∫ π

−π

1

2
(cos(0) − cos(2nx))dx =

1

2π

∫ π

−π

dx = 1

1

π

∫ π

−π

cos(nx) sin(nx)dx =
1

π

∫ π

−π

1

2
(sin(2nx) − sin(0))dx = 0

Ara demostrarem la completesa del sistema trigonomètric complex.
Utilitzarem el teorema de Stone-Weierstras, que ens diu que els polinomis

són densos en (C(−π, π), ‖ · ‖∞). Denotem per CC(−π, π) el conjunt de fun-
cions continues de suport compacte en (−π, π), on el suport de una funció
és l’adherència del conjunt de punts on la funció és diferent de zero. També
utilitzarem que CC(−π, π) és un subconjunt dens en (L2(−π, π), ‖ · ‖2).
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Donat p(t) =
∑N

k=−N cke
ikt ho podem associar a un polinomi complex,

P (z) =
N∑

k=−N

ckz
k, amb z = eit.

Sigui f ∈ L2(−π, π), existeix g ∈ CC(−π, π) tal que ‖f − g‖2 < ε
2
; i com

g ∈ C(−π, π) existeix un polinomi P tal que ‖g − P‖∞ < ε
2
. Per finalitzar

només cal observar que

‖h‖2
2 =

1

2π

∫ π

−π

|h(t)2|dt ≤ 1

2π

∫ π

−π

‖h)‖∞dt = ‖h‖∞.

Per tant,

‖f − P‖2 ≤ ‖f − g‖2 + ‖g − P‖2 ≤ ‖f − g‖2 + ‖g − P‖∞ < ε.

�
Donada una funció f 2π-periòdica volem escriure f com una sèrie trigonomètrica,

es a dir:

f(x) = A0 +
∞∑

n=1

An cos(nx) + Bn sin(nx)

Aix́ı, si formalment fem producte escalar als dos costats de la igualtat amb
la funció cos(nx) ó sin(nx), obtindriem:

(cos(n·), f) = (cos(n·), A0 +
∑∞

n=1 An cos(n·) + Bn sin(n·)) = An, n = 1, 2, ...

(sin(n·), f) = (sin(n·), A0 +
∑∞

n=1 An cos(n·) + Bn sin(n·)) = Bn, n = 1, 2, ...

(1, f) = (cos(nx), A0 +
∑∞

n=1 An cos(n·) + Bn sin(n·)) = A0

Aixó ens induex a definir els coeficients de Fourier (reals) de una funció
2π-periòdica f com:

Definició 1.1.6

An := (f, cos(n·)) = 1
π

∫ π

−π
cos(nx)f(x)dx , n = 1, 2, ...

Bn := (f, sin(n·)) = 1
π

∫ π

−π
sin(nx)f(x)dx, n = 1, 2, ...

A0 := (f, 1) = 1
π

∫ π

−π
f(x)dx.
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Ara, donada una funció 2π-periòdica tenim una assignació:

f(x) � 1

2
A0 +

∞∑
n=1

(An cos(nx) + Bn sin(nx))

Com a notació denotem per:

S[f ] = A0 +
∞∑

n=1

(An cos(nx) + Bn sin(nx)),

SN [f ] = A0 +
N∑

n=1

(An cos(nx) + Bn sin(nx))

Observació Si f és una funció parell, llavors Bn=0 per a tot n, i si és
imparell, llavors An=0 per a tot n inclòs el zero.

Definició 1.1.7 Els coeficients de Fourier complexos d’una funció 2π-periòdica
es defineixen com:

• f̂(k) = 1
2π

∫ π

−π
f(t) exp(−ikt)dt

Veiem la relació entre els coeficient de Fourier reals i complexos

Proposició 1.1.8 Tenim:

• f̂(0) = A0

2

• f̂(k) = Ak−iBk

2

• f̂(−k) = Ak+iBk

2

Demostració.

f̂(0) =
1

2π

∫ π

−π

f(t) exp(0)dt =
1

2π

∫ π

−π

f(t)dt =
A0

2

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π

f(t) exp(−ikt)dt =
1

2π

∫ π

−π

f(t)(cos(−nt) + i sin(−nt))dt

=
1

2π

∫ π

−π

f(t) cos(nt)dt − i

∫ π

−π

f(t) sin(nt)dt =
Ak − iBk

2

f̂(−k) =
1

2π

∫ π

−π

f(t) exp(ikt)dt =
1

2π

∫ π

−π

f(t)(cos(nt) + i sin(nt))dt

=
1

2π

∫ π

−π

f(t) cos(nt)dt + i

∫ π

−π

f(t) sin(nt)dt =
Ak + iBk

2

�
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1.2 Convergència

Ens interesserà saber quines condicions locals i/o globals hem d’imposar a
f en x0 perquè f(x0) = S[f ](x0) i també les condicions globals per a que
f(x) = S[f ](x) per a tot x del interval. Per això, veiem alguns resultats
sobre convergència.

Recordem un resultat de anàlisi funcional:

Teorema 1.2.1 (Fisher-Riesz) Sigui H un espai de Hilbert, i ek, k ∈ I sis-
tema ortogonal de H, llavors són equivalents:

1. El sistema ortogonal és complet.

2. x =
∑

k∈I x̂(k)ek en H, ∀x ∈ H

3. ‖x‖H = ‖x̂‖2 , on ‖x̂‖2 = (
∑

k∈I |x̂|2)1/2

4. (x, y)H = (x̂, ŷ)2, es a dir: (x, y)H =
∑

k∈I x̂(k)ŷ(k)

A (3) i (4) se les coneix com a igualtats de Parseval.

La demostració es pot trobar en qualsevol llibre general d’anàlisi fun-
cional, per exemple el llibre de Introducció a l’Anàlisi Funcional de Cerdà,
([1]).

Hem vist a la secció anterior que el sistema tigonomètric era complet
sobre L2(−π, π). Aix́ı donada f ∈ L2(−π, π) tenim:

lim
N→∞

∥∥∥∥∥f(x) −
(

a0

2
+

N∑
k=1

(ak cos(x) + bk sin(x)

)∥∥∥∥∥
2

= 0

i també tenim que
∑∞

n=1(|ak|2 + |bk|2) < ∞.
Recordem un resultat sencill sobre sèries de potències, que el necessitarem

pel pròxim teorema:

Proposició 1.2.2 Sigui fn ∈ C1(a, b) una successió de funcions diferencia-
bles, suposem que

∑∞
n=1 f ′

n = g uniformement (observem que g és cont́ınua,
ja que és ĺımit de funcions cont́ınues) i

∑∞
n=1 fn(x0) = a, llavors

∑∞
n=1 fn = f

uniformement i f ′ = g.

Per la demostració d’aquesta proposició mirar pàgina 355 del llibre de Intro-
ducció a l’Anàlisi Matemàtica de Ortega,([8]).

Teorema 1.2.3 1. f ∈ Cn(−π, π) ⇒ f̂(k) = o(|k|−n), k ∈ Z
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2. f̂(k) = o(|k|−n) ⇒ f̂(k) = O(|k|−n) ⇒ f ∈ Cn−2(−π, π)

3. f ∈ C∞(−π, π) ⇔ f̂(k) = o(|k|−n) ∀n ∈ N

4. f ∈ Cn(−π, π) ⇒ ∑
k∈Z |f̂(k)||k|n−1 < ∞

5.
∑

k∈Z |f̂(k)||k|n < ∞ ⇒ f ∈ Cn(−π, π)

Demostració. Suposem primer que f ∈ Cn(−π, π), volem veure que
(1) f̂(k) = o(|k|−n)

(4)
∑
k∈Z

|f̂(k)||k|n−1 < ∞

Primer veiem la relació entre els coeficients de Fourier i les seves derivades:
(suposem k diferent de zero, i f ∈ C1(−π, π))

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π

f(t)e−iktdt =
1

2π

([
f(t)

e−ikt

−ik

]π

−π

+
1

ik

∫ π

−π

f ′(t)e−iktdt

)
=

1

ik
f̂ ′(k)

Aix́ı en general, si f ∈ Cn(−π, π):

f̂(k) =
1

(ik)n
f̂ (n)(k)

Si veiem que f ∈ C(−π, π) ⇒ f(k) = o(1) amb la relació anterior haurem
vist (1). f ∈ C(−π, π) ⇒ f ∈ L2(−π, π), aplicant les igualtats de Parseval,

tenim
∑∞

k=−∞ |f̂(k)|2 < ∞ ⇒ |f̂(k)| = o(1).
Ara aplicant lo anterior i la desigualtat de Hölder tenim:

∑
k∈Z

|f̂(k)||k|n−1 = |f̂(0)|δ0n +
∑
|k|≥1

|f̂(k)||k|n
|k| = |f̂(0)|δ0n +

∑
|k|≥1

|f̂ (n)(k)|
|k|

≤ |f̂(0)|δ0n +

∑
|k|≥1

|f̂ (n)(k)|2
1/2 ∑

|k|≥1

1

|k|2

1/2

,

on δ0n és igual a 1 si n = 0, i igual a 0 si n 
= 0.∑
|k|≥1

1
|k|2 és sempre finit. Com f (n) és cont́ınua, i és dos cops integrable

perqué l’interval és de mesura finita, aplicant les igualtats de Parseval∑
|k|≥1

|f̂ (n)(k)|2 < ∞;
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Per tant queda vist (4).

Veiem ara (5),
∑

k∈Z |f̂(k)||k|n < ∞ ⇒ f ∈ Cn(−π, π), ho fem per
hipòtesi d’inducció:

Cas n = 1: ∑
k∈Z

|f̂(k)||k| < ∞ ⇒
∑
k∈Z

|f̂(k)| < ∞

Sigui SN [f ](x) =
∑N

k=−N f̂(k)eikx, com
∑

k∈Z |f̂(k)| < ∞ llavors SN [f ](x)

tendeix a f(x) uniformement, i com
∑

k∈Z |f̂(k)||k| < ∞ llavors S ′
N [f ](x) =∑N

k=−N ikf̂(k)eikx és uniformement convergent a un funció g, aquesta funció
g (que serà continua per ser limit uniforme de funcions cont́ınues), per la
Proposició 1.2.2 tenim que: f ′ = g, per tant, f ∈ C1(−π, π)

Suposem el cas n − 1 cert:∑
k∈Z |f̂(k)||k|n < ∞ ⇒ ∑

k∈Z |f̂(k)||k|n−1 < ∞ ⇒ f ∈ Cn−1(−π, π), ara fem

el canvi f (n−1) = g, tenim ĝ(k) = (ik)n−1f̂(k), per tant,∑
k∈Z

|ĝ(k)||k| < ∞

aplicant el cas n=1, tenim que f (n−1) = g ∈ C1(−π, π), per tant f ∈
Cn(−π, π). Queda vist (5).

Per veure (2), sota la hipòtesi de f̂(k) = O(|k|−n) tenim que
∑

k∈Z f̂(k)|k|n−2

es comporta com
∑

k∈Z |k|−2, per tant és convergent, per tant, f ∈ Cn−2(−π, π).

Finalment (5) és inmediat de (1) i (2).

�

Veiem ara un resultat sobre la convergencia puntual de les sèries de
Fourier:

Definició 1.2.4 Direm que una funció f és cont́ınua a troços en un interval
[a, b] si f és cont́ınua en [a, b] exepte en un número finit de punts, x1, ...,
xn, tals que, existeix ĺımit per la dreta (f(xi+)) i per l’esquerra (f(xi−)).
Denotarem el conjunt de funcions continues a troços en [a, b] per PC[a, b].

Definició 1.2.5 Direm que una funció f és regular a troços en un inter-
val [a, b] se f i f ′ són continues a troços en [a,b].Denotarem el conjunt de
funcions regulars a troços en [a, b] per PS[a, b].
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Volem estudiar la convergència de SN [f ](x), per això observem primer:

SN [f ](x) =
N∑

n=−N

cne
inx =

1

2π

N∑
n=−N

∫ π

−π

f(θ)ein(x−θ)dθ

=
1

2π

N∑
n=−N

∫ π

−π

f(θ)ein(θ−x)dθ.

Fem el canvi φ = θ − x obtenim:

SN [f ](x) =
1

2π

N∑
n=−N

∫ π+x

−π+x

f(x + φ)einφdφ

=
1

2π

∫ π

−π

f(x + φ)
N∑

n=−N

einφdφ

=

∫ π

−π

f(x + φ)DN(φ)dφ.

on DN(φ) := 1
2π

∑N
n=−N einφdφ i s’anomena nucli de Dirichlet.

Veiem una expressió equivalent:

Dn(φ) =
1

2π
e−iNφ

∑
n=0

2Neinφ =
1

2π
e−iNφ ei(2N+1)φ − 1

eiφ − 1

=
1

2π

ei(N+1/2)φ − e−i(N+1/2)φ

eiφ/2 − eiφ/2
=

1

2π

sin(N + 1/2)φ

sin(1/2φ)

Lema 1.2.6 ∫ 0

−π

DN(φ)dφ =

∫ π

0

DN(φ)dφ =
1

2

Demostració.

DN(φ) =
1

2π

N∑
n=0

(einφ + e−inφ) =
1

2π
+

1

π

N∑
n=1

cos(nφ) ⇒

∫ π

0

DN(φ)dφ =

[
φ

2π
+

1

π

N∑
n=1

sin(nφ)

n

]π

0

=
1

2

L’altre integral és immediata ja que DN(φ) és una funció parell. �
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Teorema 1.2.7 (Criteri de Dirichlet) Sigui f una funció regular a troços,
f ∈ PS[a, b]. Llavors limn→∞ SN [f ](x) = 1

2
[f(x+) + f(x−)].

Demostració. Tenim

1

2
f(x−) = f(x−)

∫ 0

−π

DN(φ)dφ

1

2
f(x+) = f(x+)

∫ π

0

DN(φ)dφ

SN [f ](x) =

∫ π

−π

f(x + φ)DN(φ)dφ

Aix́ı:

SN [f ](x) − 1

2
[f(x+) + f(x−)] =

∫ 0

−π

(f(x + φ) − f(x−)) DN(φ)dφ

+

∫ π

0

(f(x + φ) − f(x+)) DN(φ)dφ =

∫ 0

−π

(f(x + φ) − f(x−))
ei(N+1)φ − e−iNφ

eiφ − 1

+

∫ π

0

(f(x + φ) − f(x+))
ei(N+1)φ − e−iNφ

eiφ − 1

Definim:

g(φ) =


f(x + φ) − f(x+)

eiφ − 1
si φ ∈ [0, π]

f(x + φ) − f(x−)

eiφ − 1
si φ ∈ [−π, 0]

Si φ 
= 0 llavors g(φ) és regular a troços. Estudiem en el zero (apliquem
l’Hôpital):

g(0+) = lim
φ→0+

f(x + φ) − f(x+)

eiφ − 1
= lim

φ→0+

f ′(x + φ)

ieiφ
=

f ′(x+)

i

Analogament:

g(0−) =
f ′(x−)

i
Com g és continua a troços i estem integrant sobre un interval de mesura

finita, g dos cops integrable. Per tant:

SN [f ](x) − 1

2
[f(x+) + f(x−)] =

1

2π

∫ 0

−π

g(φ)(ei(N+1)φ − e−iNφ)dφ
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+
1

2π

∫ π

0

g(φ)(ei(N+1)φ − e−iNφ)dφ = ĝ(N + 1) − ĝ(−N)

lim
|N |→∞

ĝ(N) = 0 ⇒ lim
|N |→∞

SN [f ](x) =
1

2
[f(x+) + f(x−)]

�

1.3 Comentaris

El primer que comentarem és com extendre les sèries de Fourier en funcions de
peŕıode 2L. Observem que si f és una funció de peŕıode 2L, f̃(x) = f(πx/L)
és una funció 2π periòdica. Per definir els coeficients de Fourier de f , els
definim com els coeficients de Fourier de f̃ . Expĺıcitament:

Definició 1.3.1 Donada una funció f ∈ L2(−L,L) 2L periòdica, definim
els seus coefcients de Fourier com:

An =
1

L

∫ L

−L

f(x) cos
(nx

L

)
dx n = 0, 1, 2, ...

Bn =
1

L

∫ L

−L

f(x) sin
(nx

L

)
dx n = 1, 2, ...

Aix́ı tots els resultats sobre funcions 2π-periodiques es poden extendre a
funcions 2L-periòdiques.

Donada una funció definida en un interval (0, L), la podem extendre a
(−L,L) com a funció parell o imparell:

Definició 1.3.2 Extensió parell:

fp(x) =

{
f(x) si x ∈ [0, L]

f(−x) si x ∈ [−L, 0]

Definició 1.3.3 Extensió imparell:

fi(x) =

{
f(x) si x ∈ [0, L]

−f(−x) si x ∈ [−L, 0]

Per tant, aplicant la serie de Fourier segons prenem l’extensió parell o la
imparell serà en termes de sin(nx) o de cos(nx).

Veiem ara quines condicions hem d’imposar sobre f en 0 i L per a que
las extensions 2L-periòdiques f̃p i f̃i siguin cont́ınues o n cops diferenciables
a tot R.
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Nota En la següent discussió sobre continüıtat i difenciabilitat, quan par-
lem de f (n)(0+) o f (n)(L−) es suposa que existeix.

Observem primer que donada una funció f , la seva extensió parella (fp)
és cont́ınua en el 0, ja que, fp(0−) = limx→0− fp(x) = limx→0+ fp(−x) =
limx→0+ fp(x) = fp(0+) = f(0+). Per veure que l’extensió periòdica parella
(f̃p) és cont́ınua en els punts de la forma k · L on k ∈ Z, quan k és parell
per la periodicitat és cont́ınua si ho és en el 0; si k és imparell necessitem
f̃p(L−) = f̃p(L+):

f̃p(L−) = lim
x→L−

f̃p(x) = lim
x→0−

f̃p(L + x) = lim
x→0−

f̃p(−L − x)

= lim
x→0+

f̃p(−L + x) = lim
x→0+

f̃p(L + x) = f̃p(L+)

En canvi, si considerem l’extensió imparell fi, tenim que

fi(0−) = −fi(0+) = −f(0+),

aix́ı fi és cont́ınua en 0 si f(0+) = 0. Per veure que l’extensió periòdica
imparell (f̃i)és cont́ınua en k · L amb k ∈ Z, com abans si k imparell és
cont́ınua si ho és en el zero, és a dir, si f(0+) = 0, si k parell és cont́ınua si
f̃i(L−) = f̃i(L+):

f̃i(L+) = lim
x→0+

f̃i(L + x) = lim
x→0+

−f̃i(−L − x) = − lim
x→0+

f̃i(L − x)

= − lim
x→0−

f̃i(L + x) = −f̃i(L−)

Per tant, necessitem f(L−) = 0
Per estudiar la difenciabilitat veiem la següent relació entre funcións par-

ells i imparells i les seves derivades.

Proposició 1.3.4 Donada una funció diferenciable f sobre (0, L), tenim que
si f és parell llavors f ′ és imparell, i si f és imparell llavors f ′ és parell.

Demostració.

f(−x) = f(x) ⇒ f ′(x) = lim
h→0

f(x + h) − f(x − h)

2h

= lim
h→0

f(−x − h) − f(−x + h)

2h
= −f ′(−x)
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f(−x) = −f(x) ⇒ f ′(x) = lim
h→0

f(x + h) − f(x − h)

2h

= lim
h→0

−f(−x − h) + f(−x + h)

2h
= f ′(−x)

�
Ara notem per fp i fi les extencions periòdiques parelles i imparelles

respectivament.
Aix́ı suposem que f ∈ C1(0, L), fi serà continua el 0 si f(0+) = 0, si es

cont́ınua en el zero f ′
i també serà cont́ınua en el zero perquè f ′

i és una funció
parell.

En canvi si f ∈ C1(0, L) sabem que fp serà cont́ınua en el zero, però f ′
p

serà continua en el zero si f ′(0+) = 0. Si a més f ∈ C2(0, L) i f ′(0+) = 0
llavors f ′′

p també serà cont́ınua en zero. Ès pot fer el mateix raonament en
L. Aix́ı les propietats de diferenciabilitat en general ès poden resumir en la
següent proposició:

Proposició 1.3.5 Suposem que f ∈ Cn(0, L), llavors:

• fp ∈ Cn(R) si f (k)(0) = f (k)(L) = 0 per tot k imparell entre zero i n
(ambdós inclosos).

• fi ∈ Cn(−L,L) si f (k)(0) = f (k)(L) = 0 per tot k parell entre zero i n
(ambdós inclosos).

Exemple Ara ens centrarem en el cas que la funció f sigui un polinomi
p restringit al interval (0, L). Calculem els coeficients de Fourier de la seva
extensió periòdica parell (An) i de la seva extenció periòdica imparell (Bn).

An =
2

L

∫ L

0

p(x) cos
(πnx

L

)
dx

=
2

L

L

nπ

([
sin

(nπx

L

)
p(x)

]L

0
−

∫ L

0

p′(x) sin
(nπx

L

)
dx

)

=
2

L

L

nπ
(sin(nπ)p(L) − sin(0)p(0)) − 2

L

L

nπ

∫ L

0

p′(x) sin
(nπx

L

)
dx

=
−2

L

L

nπ

∫ L

0

p′(x) sin
(nπx

L

)
dx.
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De moment ens quedem amb aquesta expressió de An. Mirem qué obtenim
quan integrem p(x) sin(πnx

L
).

Bn =
2

L

∫ L

0

p(x) sin
(πnx

L

)
dx

=
2

L

L

nπ

([
− cos(

nπx

L
)p(x)

]L

0
+

∫ L

0

p′(x) cos
(nπx

L

)
dx

)

=
2

L

L

nπ
(cos(0)p(0) − cos(nπ)p(L)) +

2

L

L

nπ

∫ L

0

p′(x) cos
(nπx

L

)
dx

=
2

L

L

nπ
(p(0) − (−1)np(L)) − 2

L

(
L

nπ

)2 ∫ L

0

p′′(x) sin
(nπx

L

)
dx.

Aplicant això tenim:

An =
−2

L

(
L

nπ

)2

(p′(0) − (−1)np′(L)) − 2

L

(
L

nπ

)3 ∫ L

0

p′′(x) cos
(nπx

L

)
dx,

i aplicant-ho iteretivament tenim:

Proposició 1.3.6

An =
2

L

(
−

(
L

nπ

)2

(p′(0) − (−1)np′(L)) +

(
L

nπ

)4 (
p(3)(0) − (−1)np(3)(L)

)
+ . . .

)

Bn =
2

L

((
L

nπ

)
(p(0) − (−1)np(L)) −

(
L

nπ

)3 (
p(2)(0) − (−1)np(2)(L)

)
+ . . .

)

Per a que l’extensió parell o imparell periòdica de p tingui un cert grau de
diferciabilitat, per una banda sabem que depen de p(k)(0) i de p(k)(L) per
les proposicions anteriors. Observem que amb les formules obtingudes també
podem discutir el grau de diferenciabilitat per la relació que té amb ordre
dels coeficients de Fourier.

Un altre tema a comentar és el fenomen de Gibbs. Hem vist que quan
tenim una funció f amb una discontinuitat de salt en un punt, la seva sèrie
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de Fourier convergeix en norma quadràtica, i tambè hem vist que tenim con-
vergència puntual, limN→∞ SN [f ](x0) = 1

2
(f(x+) + f(x−)). Veiem (a través

d’un exemple) com es comporta SN [f ](x) quan fixem un N. Considerem:

f = −X[−π,0] + X[0,π]

Com f és imparell tenim An = 0 per a tot n, i

Bn =
1

π

∫ 0

−π

− sin(nx)dx+
1

π

∫ π

0

sin(nx)dx =
2

π

∫ π

0

sin(nx)dx =
−2

nπ
(cos(nπ)−1)

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

-3 -2 -1 0 1 2 3

"Gibbs.dad"
"Gibbs.dad"
"Gibbs.dad"

Figura 1.1: gràfiques de f(x) i SN [f ](x) per N = 10, 20

En la figura s’observa la funció f i SN [f ](x), per a diferents N . A mesura
que augmentem N veiem que en els punts lluny del punt de dicontinüıtat,
la gràfica de SN [f ](x) s’ajusta més a la gràfica de f , però tambè observem
que existeix un punt (cada cop més a prop del punt de dicontinüıtat) on
la diferència entre f i SN [f ](x) és aproximadament la mateixa. Això pasa
sempre que aproximem una funció f amb discontinuitat de salt per SN [f ](x),
i aquest propietat és coneix com a fenomen de Gibbs.





Caṕıtol 2

Aplicacions de les sèries de
Fourier

2.1 Vibració de cordes

2.1.1 Problema lliure de forces

Considerem una corda elàstica de longitud L, fixada en els extrem. Suposem
també que la corda té densitat ρ i tensió T constant. Si no actuen forces
sobre la corda obtenim que el moviment de la corda està determinat per la
següent equació en derivades parcials:

• ytt = c2yxx (on c2 = T/ρ)

• y(0, t) = y(L, t) = 0 ∀t (extrems fixos)

• y(x, 0) = f(x) (posició inicial)

• yt(x, 0) = g(x) (velocitat inicial)

Per a resoldre l’equació ho fem pel mètode de variables separades, és a
dir, suposem que la solució és de la forma y(x, t) = X(x)T (t), per a que sigui
solució de l’equació ha de complir:

T ′′(t)X(x) = c2X ′′(x)T (t) ⇔ T ′′(t)
T (t)

=
c2X ′′(x)

X(x)

Com això s’ha de complir per a tot x i t, tenim que ∃λ constant tal que:

T ′′(t)
T (t)

= λ =
c2X ′′(x)

X(x)

17
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Per tant, ara tenim dues equacions diferencials:

λT (t) = T ′′(t)

λX(x) = c2X ′′(x)

Ens quedem ara amb l’equació X(x) = c2X ′′(x), com y(0, t) = y(L, t) = 0
per a tot t (y(0, t) = X(0)T (t) i y(L, t) = X(L)T (t)), tenim condicions
inicials X(0) = X(L) = 0. Mirem les solucions en funció de λ:

λ > 0:

X(x) = A exp(
√

λx/c) + B exp(−
√

λx/c)

Imposant les condicions inicials X(0) = 0 ⇒ A = −B, per tant X(x) =

2A sinh(

√
(λ)x

C
), i X(L) = 0 ⇒ A = 0. I la solució és y(x, t) = 0. Però

aquesta solució no ens interesa.

λ = 0:

X(x) = Ax + B

Imposem X(0) = 0 i X(L) = 0 i tenim un altre cop X(x) = 0.

λ < 0:

X(x) = A cos(
√−λx/c) + B sin(

√−λx/c)

Ara imposem X(0) = 0 ⇒ A = 0, i imposant X(L) = 0 ⇒ B sin(
√−λL/c) =

0 ⇒ B = 0 (que no ens interesa) ò
√−λL/c = nπ ⇒ λ = (cnπ/L)2.

Anomen λn = −(cnπ/L)2, per a cada λn tenim una solució:

Xn(x) = sin(ncπx/L).

Mirant ara l’equació T (t) = λnT
′′(t) = (cnπ/L)2T ′′(t), té solucions

Tn(t) = An cos(ncπt/L) + Bn sin(ncπt/L)

Aix́ı tenim soloucions

yn(x, t) = (An sin(ncπt/L) + Bn cos(ncπt/L)) sin(ncπx/L)

de l’equació inicial en derivades parcials. Una solució en general y(x, t) serà
convinació lineal d’aquestes:

y(x, t) =
N∑

n=1

(An cos(ncπt/L) + Bn sin(ncπt/L)) sin(nπx/L)



2.1. VIBRACIÓ DE CORDES 19

Ara, per a determinar els coeficients An i Bn, n = 1, ..., N imposem les
condicions de possició i velocitat inicial:

y(x, 0) = f(x) ⇒ f(x) =
N∑

n=1

An sin(nπx/L)

Fem producte escalar a banda i banda de la igualtat amb sin(nπx/L); i
obtenim: ∫ L

0

f(x) sin(
nπx

L
)dx = An

∫ L

0

sin2(
nπx

L
)dx = An

L

2

Per tant,

An =
2

L

∫ L

0

f(x) sin
(nπx

L

)
dx

Si derivem en la solució y(x, t) terme a terme del sumatori i avaluem en
t = 0 obtenim:

yt(x, 0) =
N∑

n=1

ncπ

L
Bn sin(nπx/L)

yt(x, 0) = g(x) ⇒ g(x) =
N∑

n=1

ncπ

L
Bn sin(nπx/L)

Per tant, fent producte escalar com abans amb sin
(

nπx
L

)
obtenim:

Bn =
2

ncπ

∫ L

0

g(x) sin(nπx/L)dx

Ens interesserà saber quines condicions hem d’imposar sobre f i g per
a que la solució sigui convergent quan N tendeix a infinit, per exemple, si
f ∈ C1[0, L] i g és continua, llavors

∑∞
n=1 An i

∑∞
n=1 Bn són absolutament

convergents, i per tant la solució serà:

y(x, t) =
∞∑

n=1

(An cos(ncπt/L) + Bn sin(ncπt/L)) sin(nπx/L).

Per discutir la regularitat de la solució en funció de la regularitat de les
funcions f i g és millor fer-ho amb la solució de d’Alembert.
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2.1.2 Solució d’Alembert

Considerem la solució y(x, t) del problema anterior, la vibració de la corda
lliure de forces, escrit de la forma:

y(x, t) = v(x, t) + w(x, t)

òn

v(x, t) =
∞∑

n=1

An cos
(ncπ

L
t
)

sin
(nπ

L
x
)

w(x, t) =
∞∑

n=1

Bn sin
(ncπ

L
t
)

sin
(nπ

L
x
)

Sabem que cos(θ) sin(φ) = 1/2(sin(θ +φ)+ sin(θ−φ)); i utilitzant també

que An = 2/L
∫ L

0
f(s) sin(nπs/L)ds, i que F(s):=

∑∞
n=1 An sin(nπs/L) és la

sèrie de Fourier de l’extensió periodica imparell de f . Aix́ı:

v(x, t) =
∑∞

n=1 1/2An

(
sin

(
nπ
L

(x + ct)
)

+ sin
(

nπ
L

(x − ct)
))

v(x, t) = 1/2(F (x + ct) + F (x − ct)).

Mirem ara de fer algo semblant amb la w(x, t), aqúı utilitzem sin(θ) sin(φ) =
1/2(cos(θ + φ) − cos(θ − φ)).

Sabem també Bn = 2/(ncπ)
∫ L

0
g(s) sin(nπs/L)ds, fent el canvi

bn =

∫ L

0

g(s) sin(nπs/L)ds.

Combinant aquest dos resultats obtenim:

w(x, t) =
∞∑

n=1

1

2c

(
L

nπ
bn cos

(nπ

L
(x − ct)

)
− L

nπ
bn cos(

nπ

L
(x + ct))

)
Observem ara que si G(s) =

∑∞
n=1 bn sin(nπs

L
), és a dir, que G(s) és l’ex-

tensió imparell periòdica de g, llavors integrant terme a terme tenim:∫ x

y

G(s)ds = −
∞∑

n=1

bn
L

nπ
cos

(nπx

L

)
+

∞∑
n=1

bn
L

nπ
cos

(nπy

L

)
Aplicant això obtenim:

w(x, t) =
1

2

∫ x+ct

x−ct

G(s)ds
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I finalment tenim que la solució del problema de vibració de la corda es
pot escriure explicitament com:

y(x, t) =
1

2

[
(F (x + ct) + F (x − ct)) +

∫ x+ct

x−ct

G(s)ds

]
Amb aquesta expresió de la solució és facil discutir la regularitat de

la solució. Per a que y(x, t) sigui solució del problema hauria de ser dos
cops diferenciable respecte x i respecte t, per a poder complir la equació
en derivades parcials. Sabem que si f ∈ C3(0, L), f ′(0) = f ′(L) = 0 i
f ′′′(0) = f ′′′(L), llavors F serà C2[0, L]. Si f ∈ C2(0, L) i g′(0) = g′(L),
llavors G serà C1[0, L]. Sota aquestes condicions doncs, la solució y(x, t) sera
dos cops continuament diferenciable respect el temp i la posició.

La solució de d’Alembert ens permet també discutir la convergencia pun-
tual de la sèrie. Per exemple, si f és dos cops diferenciable amb f ′(0) =
f ′(L) = 0 , f ′′ és regular a troços, i g és un cop diferenciable amb g′(0) =
g′(L) = 0,amb g′ regular a troços. Podem assegurar que y(t, x) serà con-
vergent en tot punt; però només podrem assegurar convergència puntual de
ytt(x, t) i yxx(x, t) respecte el temps i la possició.

Exemple 2.1.1 Considerem una corda elàstica de longitud L amb els ex-
trems fixats, en posició inicial subjectada pel centre a altura h. Ens interessa
estudiar el moviment de la corda al deixar-la. És a dir, el següent problema
de vibració:

• ytt = c2yxx

• y(0, t) = y(L, t) = 0

• y(x, 0) =


2hx
L

si 0 ≤ x ≤ L
2

−2h(x−L)
L

si L
2
≤ x ≤ L

• yt(x, 0) = 0.

Solució. Com yt(x, 0) = 0 llavors Bn = 0 per a tot n.

An =
4h

L2

∫ 1/2L

0

x sin(
nπx

L
)dx − 4h

L2

∫ L

1/2L

(x − L) sin(
nπx

L
)dx =

8h

n2π2
sin(

nπ

2
)

Aix́ı la solució de l’equació és:

y(x, t) =
8h

π2

∞∑
n=0

(−1)n 1

(2n + 1)2
cos(

(2n + 1)cπ

L
x) sin(

(2n + 1)π

L
x)
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Figura 2.1: Corda corresponent a l’Exemple 2.1.1 per a diferents temps

La funció inicial f és cont́ınua en l’interval [0, L] i diferenciable en tots

els punts excepte en L
2
, aix́ı la solució serà diferenciable quan (x±ct)L

π

= L

2
,

és a dir, quan x ± ct 
= π
2
. En la representació de la funció s’observa que el

punt de no diferenciavilitat que en el instant inicial està en L/2 es desplaça
simètricament en el interval [0, L] respecte el temps.

�

2.2 Equació de la calor

Considerem ara una bara ciĺındrica de longitud L, amb una temperatura ini-
cial donada. Suposem també per simplificar el problema que la temperatura
en els extrems és fixa igual a zero. El comportament de la calor ve donada
per la següent equació en derivades parcials:

• ut = a2uxx

• u(0, t) = u(L, t) = 0 ∀t

• u(x, 0) = f(x)
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Per resoldre l’equació en derivades parcials ho fem com en el problema de
la vibració de cordes per separació de variables:

u(x, t) = X(x)T (t) ⇒ uxx = X ′′(x)T (t) = ut = T ′(t)X(x)

Fem servir la constant de separació i obtenim les dues equacions diferencials:

X ′′(x) =
λ

a
X(x)

i

T ′(t) = λT (t)

Les condicions inicials u(0, t) = u(L, t) = 0 ∀t es tradueixen amb X(0) =
X(L) = 0. L’equació diferencial per la funció X és igual que en el problema
de vibració de cordes i, per tant, té solució

Xn(x) = sin
(nπx

L

)
per als valors λn = −(naπ

L
)2

Aix́ı, l’equació diferencial per la funció T té solucions:

Tn(t) = Bn exp
(
−(

naπ

L
)2t

)
Per tant, ara tenim solucions particulars de l’equació en derivades parcials

inicials un(x, t) = Bn exp
(
− (

naπ
L

)2
t
)

sin
(

nπx
L

)
i aix́ı una la solució general:

u(x, t) =
∞∑

n=1

Bn exp
(
−(

naπ

L
)2t

)
sin

(nπx

L

)
Per al càlcul dels Bn imposant la posició inicial:

f(x) = u(x, 0) =
∞∑

n=1

Bn sin
(nπx

L

)
per tant

Bn =
2

L

∫ L

0

f(x) sin
(nπx

L

)
dx
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Observació Si considerem la solucio u(x, t) com a funció de x està expres-
sada com a sèrie trigonomètrica, on bn = Bn exp(−(naπ

L
)2t) i si t > 0 i els

coeficients Bn estàn acotats, tenim que bn = o(nk) ∀k < 0, per tant, la solució
u(x, t) és infinitament diferenciable respecte x. Veiem un exemple que ilustra
aquest fet:

Exemple 2.2.1 Considerem el problema de propagació de la calor amb una
funció inicial:

f(x) =


2hx
L

si x ∈ [0, L/2]

2h(x−L)
L

si x ∈ [L/2, L]

Solució. Calculem els coeficient Bn associats a l’equació.

Bn =
2

L

∫ L/2

0

2hx

L
sin

(nπx

L

)
dx +

2

L

∫ L

L/2

2h(x − L)

L
sin

(nπx

L

)
dx

=
4h

L2

∫ L/2

0

x sin
(nπx

L

)
dx +

4h

L2

∫ L

L/2

2h(x − L) sin
(nπx

L

)
dx

Calculem les integrals per separat. Integrant per parts, derivem x i inte-
grem sin(nπx

L
):∫ L/2

0
x sin

(
nπx
L

)
dx =

[−x L
nπ

cos(nπx
L

)
]L/2

0
+

∫ L/2

0
L
nπ

cos
(

nπx
L

)
dx

= − L2

2nπ
cos

(
nπ
2

)
+ L2

(nπ)2
sin

(
nπ
2

)
Ara derivem (x − L) i integrem sin(nπx

L
):∫ L

L/2
(x − L) sin

(
nπx
L

)
dx =

[−(x − L) L
nπ

cos
(

nπx
L

)]L

L/2
+

∫ L

L/2
L
nπ

cos
(

nπx
L

)
= − L2

2nπ
cos

(
nπ
2

)− L2

(nπ)2
sin

(
nπ
2

)
Aix́ı:

Bn = − L2

2nπ
cos

(
nπ
2

)
+ L2

(nπ)2
sin

(
nπ
2

)− L2

2nπ
cos

(
nπ
2

)− L2

(nπ)2
sin

(
nπ
2

)
= −L2

nπ
cos

(
nπ
2

)
.

En la figura s’observen la solucions del problema truncant la suma infinita
a un cert N . Com a funció de x fixat un t0, quan t0 = 0 la funció es
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Figura 2.2: grafiques de u(x, t0) amb t0 = 0, 0.05, 0.30

discont́ınua i el gràfic mostra una aproximació de la seriè de Fourier de una
funció discontinua, per tant es dona el fenomen de Gibbs, en canvi per els
temps estrictament possitius funció és completament regular.

�

2.3 Problemes reduit a una número finit de

punts

Ara considerem que en els problemes anteriors de la corda vibrant i de la
equació de la calor en lloc de coneixer les funcions inicials f i g, coneixem
els valors de f i g en n − 1 punts més els valors en 0 i L que valen 0, el que
farem en aquesta secció és, considerem el polinomi interpolador de Lagrange
en els n + 1 punts coneguts, i calculem la solució del problema utilitzant els
polinomis interpoladors com a funcións inicials.

• ytt = c2yxx (on c2 = T/ρ)

• y(0, t) = y(L, t) = 0 ∀t (extrems fixos)
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• y(xi, 0) = ci (posició inicial) i = 0, 1, 2, ..., n

• yt(xi, 0) = di (velocitat inicial) i = 0, 1, 2, ..., n

Amb c0 = cn = d0 = dn = 0. Comencem amb el problema de la corda
vibrant. Sabem que la solucio al problema serà:

y(x, t) =
∞∑

n=1

(An cos(ncπt/L) + Bn sin(ncπt/L)) sin(nπx/L)

on

An =
2

L

∫ L

0

f(x) sin
(nπx

L

)
dx

Bn =
2

ncπ

∫ L

0

g(x) sin
(nπx

L

)
dx

2.3.1 Solució amb polinomis interpolados

Veiem una manera de calcular els coeficients An utilitzant polinomis inter-
poladors.

Sigui I el polinomi interpolador de Lagrange associat a f en els punts xi

per i = 0, 1, ..., n

I(x) =
n∑

k=0

ckIk(x)

on

Ik(x) =

n∏
i=0
i�=k

(x − xi)

n∏
i=0
i�=k

(xk − xi)
= ek

n∏
i=0
i�=k

(x − xi)

La nostra intenció es utilitzar el polinomi I en el lloc de f en la fórmula:

An =
2

L

∫ L

0

f(x) sin
(nπx

L

)
dx =

2

L

∫ L

0

I(x) sin
(nπx

L

)
dx.

Com I es un polinomi de grau n, i la integral que estem calculant co-
incideix amb la integral per calcular els coeficients de Fourier la extenció
periòdica imparel de I, utilitzant la Proposició 1.3.6 tenim:

An =
2

L

∫ L

0

I(x) sin
(nπx

L

)
dx

=
2

L

((
L

nπ

)
(I(0) − (−1)nI(L)) −

((
L

nπ

)3

(I(2)(0) − (−1)nI(2)(L)) + . . .

))
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Veiem ara com calcular les derivades de I (apliquem c0 = cn = 0:

I(x) =
n∑

k=0

ckIk(x) =
n−1∑
k=1

ckIk(x)

per tant:

I(r)(x) =
n−1∑
k=1

ckI
(r)
k (x).

Com

Ik(x) = ek

n∏
i=0
i�=k

(x − xi) ⇒ I ′
k(x) = ek

n∑
j1=0
j1 �=k

 n∏
i=0

i�=k,j1

(x − xi)


repetint el procés

I
(2)
k (x) = ek

n∑
j1=0
j1 �=k

 n∑
j2=0

j2 �=k,j1

 n∏
i=0

i�=k,j1,j2

(x − xi)




i en general

I
(r)
k (x) = ek

n∑
j1=0
j1 �=k

 n∑
j2=0

j2 �=k,j1

. . .

 n∏
i=0

i�=k,j1,j2,...,jr

(x − xi)

 . . .




Aquestes expressions permeten calcular numèricament les derivades del
polinomi interpolador a partir dels punts de interpolació i del valor de f en
cada punt, i en conseqüència els coeficient de An de la solució del problema.
Per calcular els coeficient Bn, és fan els mateixos calculs amb el polinomi
interpolador, pero el valor final de Bn s’ha d’ajustar multiplicant per L

nπc
.

Centrem-nos ara en el cas particular de interpolar tres punts, més els
extrems. Sigui I el polinomi interpolador f en aquest tres punts.

I(x) = c1I1(x) + c2I2(x) + c3I3(x)

Ik(x) = ek

4∏
i=0
i�=k

(x − xi) = ek(x
4 + . . .

aix́ı
I

(4)
k (x) = 24ek
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per tant

I(4)(x) = 24(e1c1 + e2c2 + e3c3).

I aplicant la formula anterior i agrupant termes tenim

I ′′
1 (x) = 2e1((x − x3)(x − L) + (x − x2)(x − L) + (x − x2)(x − x3)

+x(x − x3) + x(x − L) + x(x − x2))

i de la mateixa manera

I ′′
2 (x) = 2e2((x − x3)(x − L) + (x − x1)(x − L) + (x − x1)(x − x3)

+x(x − x3) + x(x − L) + x(x − x1))

I ′′
3 (x) = 2e3((x − x1)(x − L) + (x − x2)(x − L) + (x − x2)(x − x1)

+x(x − x1) + x(x − L) + x(x − x1))

Resumint si tenim el problema,

• ytt = c2yxx (on c2 = T/ρ)

• y(0, t) = y(L, t) = 0 ∀t (extrems fixos)

• y(xi, 0) = ci (posició inicial) i = 1, 2, 3

• yt(xi, 0) = di (velocitat inicial) i = 1, 2, 3

L’algorisme per calcular una solució del problema definida per tot t i x
un cop diferènciable respecte x i t és:
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1. ek = 1
n∏

i=0
i�=k

(xk−xi)

2. I ′′
1 (0) = 2e1(x3L + x2L + x2x3)

I ′′
1 (L) = 2e1((L − x2)(L − x3) + L(L − x3) + L(L − x2))

I ′′
2 (0) = 2e2(x3L + x1L + x1x3)

I ′′
2 (L) = 2e2((L − x1)(L − x3) + L(L − x3) + L(L − x1))

I ′′
3 (0) = 2e3(x1L + x2L + x2x1)

I ′′
3 (L) = 2e3((L − x2)(L − x1) + L(L − x1) + L(L − x2))

3. I(2)(0) = c1I
′′
1 (0) + c2I

′′
2 (0) + c3I

′′
3 (0))

I(2)(L) = c1I
′′
1 (L) + c2I

′′
2 (L) + c3I

′′
3 (L))

J (2)(0) = d1I
′′
1 (0) + d2I

′′
2 (0) + d3I

′′
3 (0))

I(2)(L) = d1I
′′
1 (L) + d2I

′′
2 (L) + d3I

′′
3 (L))

I(4)(0) = 24(c1e1 + c2e2 + c3e3)

J (4)(0) = 24(d1e1 + d2e2 + d3e3)

4. An = 2
L
( L

nπ
)3[I(2)(0) − (−1)nI(2)(L) − ( L

nπ
)2I(4)(0)(1 − (−1)n)]

Bn = 2
ncπ

( L
nπ

)3[J (2)(0) − (−1)nJ (2)(L) − ( L
nπ

)2J (4)(0)(1 − (−1)n)]

5. y(x, t) =
∑∞

n=1(An cos(ncπt/L) + Bn sin(ncπt/L)) sin(nπx/L)

Veiem ara algunes solucións del problema de cordes per diferents valors
de ci i di.

Observem que per al problema de la calor els calculs son totalment
analogs, amb la diferència que nomès interpolem una funció f en n punts, en
lloc de interpolar f i g.

2.3.2 Solució com a sistema lineal

Veiem un altre manera de resoldre el problema:

1. ytt = c2yxx (on c2 = T/ρ)

2. y(0, t) = y(L, t) = 0 ∀t (extrems fixos)

3. y(xi, 0) = ci (posició inicial) i = 1, 2, ..., n
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Figura 2.3: gràfiques de u(x, t0) per diferents temps amb c1 = c2 = 1 i
c3 = −1, di = 0 ∀i
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Figura 2.4: grafiques de u(x, t0) per diferents temps amb c1 = 0.5, c2 = c3 =
1, di = 0 ∀i

4. yt(xi, 0) = di (velocitat inicial) i = 1, 2, ..., n

ón ara x1 
= 0 i xn 
= L.

Sota les hipotesis (1) i (2) podem repetir els arguments de la secció 2.1.1,
per deduir que las solucions del problema son de la forma:

yk(x, t) =

(
Ak cos

(
kcπt

L

)
+ Bk sin

(
kcπt

L

))
sin

(
kπx

L

)
.
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Figura 2.5: gràfiques de u(x, t) amb c1 = 1
2

c2 = 1 i c3 = −1, di = 0

Suposem que la solució del problema y(x, t) és combinació de les n primeres
solucions yk(x, t), es a dir

y(x, t) =
n∑

k=1

(
Ak cos

(
kcπt

L

)
+ Bk sin

(
kcπt

L

))
sin

(
kπx

L

)
.



32 CAPÍTOL 2. APLICACIONS DE LES SÈRIES DE FOURIER
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Figura 2.6: gràfiques de u(x, t) amb ci = 0 ∀i i d1 = d3 = 1 i d2 = −1

Si imposem la condició (3) obtenim

ci = y(xi, 0) =
n∑

k=1

y(xk, 0) =
n∑

k=1

Ak sin

(
kπxi

L

)
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"supcalor.dad"

 0
 0.5

 1
 1.5

 2
 2.5

 3
 3.5  0

 0.005
 0.01

 0.015
 0.02

 0.025
 0.03

 0.035
 0.04

 0.045
 0.05

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

Figura 2.7: gràfiques solució de l’equació del calor amb c1 = c2 = 1 i c3 = −1,
di = 0

Ara tenim un sistema de n equacions i n incognites per a determinar els
coeficients Ak. Que expresat de forma matricial és:

sin(πx1

L
) sin(πx2

L
) . . . sin(πxn

L
)

sin(π2x1

L
) sin(π2x2

L
) . . . sin(π2xn

L
)

...
...

. . .
...

sin(πnx1

L
) sin(πnx2

L
) . . . sin(πnxn

L
)




A1

A2
...

An

 =


c1

c2
...
cn


I anàlogament,

yt(x, 0) =
n∑

k=1

kcπ

L
Bk sin

(
kπx

L

)

di = y(xi, 0) =
n∑

k=1

Bk
kcπ

L
sin

(
kπxi

L

)
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Que expresat de forma matricial es:

cπ

L


sin(πx1

L
) sin(πx2

L
) . . . sin(πxn

L
)

2 sin(π2x1

L
) 2 sin(π2x2

L
) . . . 2 sin(π2xn

L
)

...
...

. . .
...

n sin(πnx1

L
) n sin(πnx2

L
) . . . n sin(πnxn

L
)




B1

B2
...

Bn

 =


d1

d2
...

dn


Si ens centrem com avans en el cas de interpolar tres punts equiespaiats

(xi = iL
4
), per simplificar podem suposar c = 1 i g(xi) = 0. Els coeficients

estan determinats per:
sin(π

4
) sin(π

2
) sin(3π

4
)

sin(π
2
) sin(π) sin(3π

2
)

sin(3π
4

) sin(3π
4

) sin(9π
4

)




A1

A2

A3

 =


c1

c2

c3


Sigui

M2 :=


sin(π

4
) sin(π

2
) sin(3π

4
)

sin(π
2
) sin(π) sin(3π

2
)

sin(3π
4

) sin(3π
4

) sin(9π
4

)

 =


√

2
2

1
√

2
2

1 0 −1

√
2

2
−1

√
2

2


Observem que A2 = 2Id:

(M2)
2 :=


√

2
2

1
√

2
2

1 0 −1

√
2

2
−1

√
2

2




√
2

2
1

√
2

2

1 0 −1

√
2

2
−1

√
2

2

 =


2 0 0

0 2 0

0 0 2


Aix́ı, 

A1

A2

A3

 =
1

2


√

2
2

1
√

2
2

1 0 −1

√
2

2
−1

√
2

2




c1

c2

c3


Com veiem el càlcul de coeficients es molt menys costòs. En la figura 2.8

es comparen les dues solucions que hem calculat. I en la figura 2.9 s’observa
la superficie que obtenim amb aquesta nova solució.
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Figura 2.8: Comparació de les gràfiques de les dues solucions diferents per
c1 = c2 = 1 i c3 = −1
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Figura 2.9: gràfiques de u(x, t) amb c1 = c2 = 1 i c3 = −1

Proposició 2.3.1 La propietat anterior és pot generalitzar, es a dir, sigui

Mn =


sin( 1π

n+1
) sin( 2π

n+1
) . . . sin( nπ

n+1
)

sin( π2
n+1

) sin( 4π
n+1

) . . . sin( 2nπ
n+1

)
...

...
. . .

...

sin(nπ
L

) sin( 2nπ
n+1

) . . . sin( n2π
n+1

)


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llavors (Mn)2 = n+1
2

Id.

Demostració. Suposem (Mn)2 = (mlj), tenim

mlj =
n∑

k=1

sin

(
πkl

N + 1

)
sin

(
πkj

N + 1

)
,

suposem primer que l 
= j. Si expresem el sinos com a combinació d’expo-

nencials complexes
(
sin(x) = eix−e−ix

2i

)
tenim

mlj =
n∑

k=1

(
ei πlk

n+1 − e−i πlk
n+1

)(
ei πjk

n+1 − e−i πjk
n+1

)

=
−1

4

n∑
k=1

(
ei

π(l+j)k
n+1 − ei

π(l−j)k
n+1 − e−i

π(l+j)k
n+1 + e−i

π(l−j)k
n+1

)

=
−1

4

n∑
k=1

([
ei

π(l+j)
n+1

]k

−
[
ei

π(l−j)
n+1

]k

−
[
e−i

π(l+j)
n+1

]k

+
[
e−i

π(l−j)
n+1

]k
)

ara, fem el canvi x = ei
π(l+j)
n+1 i y = ei

π(l−j)
n+1 , i sumem les sèries geomètriques

que surten

mlj =
−1

4

(
x − xn+1

1 − x
− y − yn+1

1 − y
−

1
y
− 1

yn+1

1 − 1
y

+
1
x
− 1

xn+1

1 − 1
x

)
.

Ara si l + j és parell, l − j també ho és i

xn+1 = ei
π(l+j)(n+1)

n+1 = (−1)l+j = 1

yn+1 = ei
π(l−j)(n+1)

n+1 = (−1)l−j = 1

per tant

mlj =
−1

4

(
x − 1

1 − x
− y − 1

1 − y
−

1
y
− 1

1 − 1
y

+
1
x
− 1

1 − 1
x

)
=

−1

4
(−1 + 1 + 1 − 1) = 0.

Si l + j és imparell, l − j també ho és i

xn+1 = ei
π(l+j)(n+1)

n+1 = (−1)l+j = −1

yn+1 = ei
π(l−j)(n+1)

n+1 = (−1)l−j = −1
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per tant

mlj =
−1

4

(
x + 1

1 − x
− y + 1

1 − y
−

1
y

+ 1

1 − 1
y

+
1
x

+ 1

1 − 1
x

)
observem que

1
x

+ 1

1 − 1
x

=
x
(

1
x

+ 1
)

x
(
1 − 1

x

) =
1 + x

x − 1
= −1 + x

1 − x
,

de la mateixa manera
1
y

+ 1

1 − 1
y

= −1 + y

1 − y

concluim doncs
mlj = 0 ∀j 
= l.

Veiem ara el valor dels elements diagonals

mjj =
n∑

k=1

sin2

(
πkj

n + 1

)
=

n∑
k=1

(
1

2
− cos

(
2πkj

n + 1

))
=

n

2
−1

2

n∑
k=1

cos

(
2πkj

n + 1

)
.

Fem arguments com avans apliquem cos(x) = eix+e−ix

2
, farem el canvi z =

ei 2πj
N+1 i utilitzarem que zn+1 = 1 quan convingui

n∑
k=1

cos

(
2πkj

n + 1

)
=

1

2

n∑
k=1

[
ei 2πj

N+1

]k

+
[
e−i 2πj

N+1

]k

=
1

2

(
x − xn+1

1 − x
+

1
x
− 1

xn+1

1 − 1
x

)

=
1

2

(
x − 1

1 − x
+

1
x
− 1

1 − 1
x

)
=

1

2
(−1 − 1) = −1.

Per tant

mjj =
n

2
− 1

2

n∑
k=1

cos

(
2πkj

n + 1

)
=

n + 1

2

�
Si tenim el problema:

1. ytt = c2yxx (on c2 = T/ρ)

2. y(0, t) = y(L, t) = 0 ∀t (extrems fixos)

3. y( i
n+1

L, 0) = ci (posició inicial) i = 1, 2, ..., n

4. yt(x, 0) = 0 (velocitat inicial nul·la) i = 1, 2, ..., n
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Sabem que una solució del problema és

y(x, t) =
n∑

k=1

(
Ak cos

(
kcπt

L

)
+ Bk sin

(
kcπt

L

))
sin

(
kπx

L

)
.

Com g(x) = 0, tenim Bk = 0. Sigui c = (c1, c2, ..., cn)� el vector de termes
independents, i A = (A1, A2, ..., An)� és vector de incognites. Satisfan el
següent sistema

MnA = c,

com (Mn)2 = n+1
2

Id, multiplicant per Mn als dos costats de la igualtat

n + 1

2
A = Mn(c) ⇒ A =

2

n + 1
Mn(c)

2.4 Problemes ampliats

2.4.1 Vibració de cordes

Ara considerem el problema de vibració de cordes com a 2.1.1, però en amb
una modificació en l’equació en derivades parcials, que representa el efecte
de forces actuant sobre la corda. El problema a resoldre és:

• ytt + F (x,t)
ρ

= c2yxx

• y(0, t) = y(L, t) = 0 ∀t (extrems fixos)

• y(x, 0) = f(x) (posició inicial)

• yt(x, 0) = g(x) (velocitat inicial)

Suposem que existeix una solució y(x, t) i que aquesta és dos cops con-
tinuament diferenciable respecte x i t. Fixat t, tenim que la seva sèrie de
Fourier respte x convergeix.

y(x, t) =
∞∑

n=1

Bn(t) sin(
nπx

L
), Bn(t) =

2

L

∫ L

0

y(x, t) sin(
nπx

L
)dx.
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Estudiem Bn(t), si integrem per parts la integral i apliquem les condicions
frontera,

Bn(t) = − 2

nπ

[
y(x, t) cos(

nπx

L
)
]x=L

x=0
+

2

nπ

∫ L

0

yx(x, t) cos(
nπx

L
)dx

= − 2

nπ
(y(0, t) + (−1)ny(L, t)) +

2

nπ

∫ L

0

yx(x, t) cos(
nπx

L
)dx

=
2

nπ

∫ L

0

yx(x, t) cos(
nπx

L
)dx

Ara integrem per parts un altre cop, tenim

Bn(t) = − 2L

(nπ)2

[
yx(x, t) sin(

nπx

L
)
]x=L

x=0
− 2L

(nπ)2

∫ L

0

yxx(x, t) sin(
nπx

L
)dx

= − 2L

(nπ)2

∫ L

0

yxx(x, t) sin(
nπx

L
)dx.

Com y(x, t) és solució del problema, satisfà l’equacio en derivades parcials

tenim yxx(x, t) = 1
c2

[
ytt(x, t) − F (x,t)

c2ρ

]
, aix́ı

Bn(t) = − 2L

(nπ)2

∫ L

0

1

c2

[
ytt(x, t) − F (x, t)

c2ρ

]
sin(

nπx

L
)dx

=

(
L

ncπ

)2 [
2

L

∫ L

0

ytt(x, t) sin(
nπx

L
)dx − 2

L

∫ L

0

F (x, t)

ρ
sin(

nπx

L
)dx

]
.

Anomanem Fn(t) = 2
L

∫ L

0
F (x,t)

ρ
sin(nπx

L
)dx. Per estudiar l’altre integral

necessitem la següent proposició:

Proposició 2.4.1 (Continuitat i diferenciabilitat sota signe d’integral)
Si ∂

∂t
h(x, t) és continua en el rectangle R = {(x, t)| a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤

d}, llavors
∫ b

a
h(x, t)dx és difenciablement contiuna respecte t i

d

dt

∫ b

a

h(x, t)dx =

∫ b

a

∂

∂t
h(x, t)dx

Aquest és un resultat general de anàlisi integral, per a la demostració de la
proposició mirar en la pagina 69 del llibre de Càlcul Integral de Cerdà,([1]).
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Ara apliquem la proposició a l’integral i tenim

2

L

∫ L

0

ytt(x, t) sin(
nπx

L
)dx =

d2

dt2

(
2

L

∫ L

0

y(x, t) sin(
nπx

L
)dx

)
= B′′

n(t)

Per tant, tenim que Bn(t) compleix la següent equació diferencial

B′′
n(t) +

(ncπ

L

)2

Bn(t) = Fn(t), (n = 1, 2, ...)

De les condicions y(x, 0) = f(x) i yt(x, 0) = g(x), deduim les condicions
inicials per l’equació diferencial de Bn(t)

Bn(0) =
2

L

∫ L

0

y(x, 0) sin(
nπx

L
)dx =

2

L

∫ L

0

f(x) sin(
nπx

L
)dx = an

B′
n(0) =

2

L

∫ L

0

yt(x, 0) sin(
nπx

L
)dx =

2

L

∫ L

0

g(x) sin(
nπx

L
)dx = bn

Ara necessitem una proposició d’equacions diferencial

Proposició 2.4.2 Suposem que tenim l’equació diferencial

ẋ = Ax + b(t), x(0) = x0

on x ∈ Rn, A és una matriu n × n, i b una funció de R a Rn. Llavors la
solució de l’equació diferencial φ és:

φ(t, x0) = Φ(t)

(
x0 +

∫ t

0

Φ−1(s)b(s)ds

)
ón Φ(t) = exp(At)

Demostració. Sabem que el sistema

ẏ = Ay, y(0) = y0

té solucio ψ(t, y0) = exp(At)y0 =. Suposem que la solució és de la forma

x(t) = exp(At)c(t)

derivem respecte dels temps als dos costats tenim

Ax(t) + b(t) = ẋ(t) = A exp(At)c(t) + exp(At)ċ(t) = Ax(t) + exp(At)ċ(t),

aix́ı

ċ(t) = exp(At)−1b(t) ⇒ c(t) = c0 +

∫ t

0

exp(As)−1b(s)ds
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i la condició inicial
x0 = x(0) = exp(A0)c0 = c0

Per tant la solució és

x(t) = exp(At)c(t) = exp(At)

(
x0 +

∫ t

0

exp(As)−1b(s)ds

)
�

Utilitzem això per resoldre el nostre problema,

B′′
n(t) +

(ncπ

L

)2

Bn(t) = Fn(t), (n = 1, 2, ...)

amb condicions inicials

Bn(0) = an, B
′
n(0) = bn.

Fem el canvi x = x(t) = Bn(t), y = y(t) = B′
n(t), i per comodotitat

ωn =
(

ncπ
L

)
tenim el sistema ẋ

ẏ

 =

 0 1

−ω2
n 0

 x

y

 +

 0

Fn(t)


Calculem l’exponencial de la matriu, primer fiquem la matriu en forma

de Jordan, 0 1

−ω2
n 0

 =

 1√
ωn

0

0
√

ωn

 0 ωn

−ωn 0

 √
ωn 0

0 1√
ωn


ara l’exponencial

exp

 0 1

−ω2
n 0

t

 =

 1√
ωn

0

0
√

ωn

 exp

 0 ωn

−ωn 0

t

 √
ωn 0

0 1√
ωn



=

 cos(ωnt)
sin(ωnt)

ωn

−ωn sin(ωnt) cos(ωnt)


i l’inversa

exp

 0 1

−ω2
n 0

t

−1

=

 cos(ωnt) −ωn sin(ωnt)

sin(ωnt)
ωn

cos(ωnt)


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per tant la solució és Bn(t)

B′
n(t)

 =

 x(t)

y(t)

 =

 cos(ωnt)
sin(ωnt)

ωn

−ωn sin(ωnt) cos(ωnt)

 an

bn



+

∫ t

0

 cos(ωnt)
sin(ωnt)

ωn

−ωn sin(ωnt) cos(ωnt)

 cos(ωns) −ωn sin(ωns)

sin(ωns)
ωn

cos(ωns)

 0

Fn(x)

ds

Aix̀ı finalment

Bn(t) = an cos(ωnt) + bn
sin(ωnt)

ωn
− cos(ωnt)

(∫ t

0
sin(ωns)

ωn
Fn(s)ds

)
+ sin(ωnt)

ωn

(∫ t

0
cos(ωns)Fn(s)ds

)
,

ón

an =
2

L

∫ L

0

f(x) sin(
nπx

L
)dx, bn =

2

L

∫ L

0

g(x) sin(
nπx

L
)dx

Fn(t) =
2

L

∫ L

0

F (x, t)

ρ
sin(

nπx

L
)dx, ωn =

(ncπ

L

)
.

I recordem que la solució del problema de cordes és

y(x, t) =
∞∑

n=1

Bn(t) sin(
nπx

L
).

Exemple 2.4.3 (Resonància) Suposem que tenim un problema de forces
ampliat en que la força que actua sobre la corda, és periòdic en el temps, amb
una certa freqüència ω, de la forma F (x, t) = F (x) sin(ωt). Anem a estudiar
les solucions en funció de la freqüència ω.

Solució. Els coefecients an i bn depenen de la posició i la velocitat inicial que
són desconegudes.

an =
2

L

∫ L

0

f(x) sin(
nπx

L
)dx, bn =

2

L

∫ L

0

g(x) sin(
nπx

L
)dx

Anem a calcular les funcions Bn(t) en funció de F (x). Primer calculem
les funcions Fn(t)

Fn(t) =
2

L

∫ L

0

F (x, t)

ρ
sin(

nπx

L
)dx =

2

L

∫ L

0

F (x) sin(ωt)

ρ
sin(

nπx

L
)dx

= cn sin(ωt), on cn :=
2

L

∫ L

0

F (x)

ρ
sin(

nπx

L
)dx
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ara,∫ t

0

sin(ωns)

ωn

Fn(s)ds =
cn

ωn

∫ t

0

sin(ωns) sin(ωs)ds

=
cn

2ωn

(∫ t

0

cos((ωn − ω)s) −
∫ t

0

cos((ωn + ω)s)

)

=


cn

2ωn

(
sin((ωn − ω)t)

ωn − ω
− sin((ωn + ω)t)

ωn + ω

)
si ωn 
= ω

cn

2ωn

(
t − 1

2ωn

sin(2ωnt)

)
si ωn = ω

i∫ t

0

cos(ωns)Fn(s)ds = cn

∫ t

0

sin(ωns) sin(ωs)ds

=
cn

2

(∫ t

0

sin((ωn − ω)s) −
∫ t

0

sin((ωn + ω)s)

)

=


cn

2

(
1 − cos((ωn − ω)t)

ωn − ω
+

cos((ωn + ω)t) − 1

ωn + ω

)
si ωn 
= ω

cn

2

(
1

2ωn

cos(2ωnt) − 1

)
si ωn = ω

Per tant ja podem escriure explicitament les funcions Bn(t):
si ω 
= ωn

Bn(t) = an cos(ωnt) + bn
sin(ωnt)

ωn

− cos(ωnt)

(∫ t

0

sin(ωns)

ωn

Fn(s)ds

)

+
sin(ωnt)

ωn

(∫ t

0

cos(ωns)Fn(s)ds

)
= an cos(ωnt) + bn

sin(ωnt)
ωn

− cn

2ωn

(
sin((ωn − ω)t)

ωn − ω
− sin((ωn + ω)t)

ωn + ω

)
cos(ωnt)

+
cn

2

(
1 − cos((ωn − ω)t)

ωn − ω
+

cos((ωn + ω)t) − 1

ωn + ω

)
sin(ωnt)

ωn

,
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si ω = ωn

Bn(t) = an cos(ωnt) + bn
sin(ωnt)

ωn

− cn

2ωn

(
t − 1

2ωn

sin(2ωnt)

)
cos(ωnt)

+
cn

2

(
1

2ωn

cos(2ωnt) − 1

)
sin(ωnt)

ωn

.

La solució del problema de cordes és

y(x, t) =
∞∑

n=1

Bn(t) sin
(nπx

L

)
,

Per comoditat anomenem

Kn(t) = − cn

2ωn

(
sin((ωn − ω)t)

ωn − ω
− sin((ωn + ω)t)

ωn + ω

)
cos(ωnt)

+
cn

2

(
1 − cos((ωn − ω)t)

ωn − ω
+

cos((ωn + ω)t) − 1

ωn + ω

)
sin(ωnt)

ωn

,

i el terme resonant

Rn(t) = − cn

2ωn

(
t − 1

2ωn

sin(2ωnt)

)
cos(ωnt)

+
cn

2

(
1

2ωn

cos(2ωnt) − 1

)
sin(ωnt)

ωn

.

Si existeix un n0 tal que ω = ωn0 , escrivim la solució com

y(x, t) =
∞∑

n=1

an cos(ωnt) sin
(nπx

L

)
+

∞∑
n=1

bn
sin(ωnt)

ωn

sin
(nπx

L

)
∞∑

n=1,n�=n0

Kn(t) sin
(nπx

L

)
+ Rn0(t).

Sigui H la extensió imparell periòdica de f , i sigui G la extensió imparell
periòdica de g, ara utilitzan la solució de D’Alembert, tenim
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y(x, t) =
1

2

(
H(x + ct) + H(x − ct) +

∫ x+ct

x−ct

G(s)ds

)

+
∞∑

n=1,n�=n0

Kn(t) sin
(nπx

L

)
+ Rn0(t).

Fins ara hem suposat que aquest suma era convergent per arrivar a la
expressió de les solucions que hem obtingut. Ara amb aquesta expressió de
la solució, podem mirar les condicións que hem de imposar per a que tingui
sentit aquesta solució. Les condicions sobre f i g ja les hem discutit a la
solucio de d’Alembert, secció 2.1. Mirem les condicions sobre F .

Si ω = ωn0 , per algún n0, com és només un terme, aixó no ens efecta
a la discusió de la convergència del sumatori. Per aquesta discusió podem
suposar doncs, que ω 
= ωn per tot n.

Observem que com ωn = nπc
L

, i les funcións cosinos i sinos estan acotades
per tot temps. Aix́ı tenim que

Kn(t) = O(n−2)O(cn),

on cn són coeficients de Fourier imparells de la funció F (x)/ρ. Per tant, si
F és regular a troços, per exemple, la solució serà continua, sempre que les
condicions sobre f i g permetin que sigui continua.

També cal comentar, que els termes Kn(x, t) estàn acotat per tot x i t.
Però, en canvi, si existeix terme resonant Rn0 aquest fa que la solució no
estigui acotada quan t augmenta. La idea és, que quan la freqüència (ω) de
la força és un harmònic (ωn), provoca resonància, entenent per resonància el
fet de no tindre solucions acotades.

�

Exemple 2.4.4 Suposem que tenim una petita modificació del problema de
vibració de cordes, que és suposar que un extrem no és fix, sinò que oscila
periodicament am una certa freqüencia ω. El problema a resoldre és:

• ytt = c2yxx

• y(0, t) = 0, y(L, t) = cos(ωt) ∀t (extrems fixos)

• y(x, 0) = f(x) (posició inicial)

• yt(x, 0) = g(x) (velocitat inicial)

Veiem com podem transformar el problema a un problema de forces ampli-
ades.
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Solució. Observem primer que per a que les condicions frontera siguin
coherents necessitem f(L) = y(L, 0) = cos(0) = 1 i f(0) = 0. Ara fem el
canvi

v(x, t) = y(x, t) − f(x) cos(ωt).

Mirem les condicions frontera d’aquest sistema.

v(0, t) = y(0, t) − f(0) cos(ωt) = 0

v(L, t) = y(L, t) − f(L) cos(ωt) = cos(ωt) − cos(ωt) = 0

v(x, 0) = y(x, 0) − f(x) cos(0) = f(x) − f(x) = 0

vt(x, 0) = yt(x, 0) + ωf(x) sin(0) = g(x)

Ara només cal veure quina equació en derivades parcials satisfà v(x, t).

vtt = ytt(x, t) + ω2f(x) cos(ωt) = c2yxx(x, t) − ω2f(x) cos(ωt)

= vxx(x, t) + (f ′′(x) + c2f(x)) cos(ωt).

Per tant el problema inicial y(x, t) és equivalent a un problema de forces
ampliat u(x, t). �

2.4.2 Equació de la calor

Ara resolem la equació del calor amb una força actuan sobre el sistema.

• ut = kuxx + F (x, t)

• u(0, t) = u(L, t) = 0 ∀t (extrems fixos)

• u(x, 0) = f(x) (posició inicial)

El mètode de resolució és bastant semblant a l’anterior. Suposem que
fixat t, la sèrie de Fourier de la solució u(x, t) respecte x convergeix, i de la
mateixa manera F (x, t).

u(x, t) =
∞∑

n=1

Bn(t) sin
(nπx

L

)
, amb Bn(t) =

2

L

∫ L

0

u(x, t) sin(
nπx

L
)dx

F (x, t) =
∞∑

n=1

Fn(t) sin
(nπx

L

)
, amb Fn(t) =

2

L

∫ L

0

F (x, t) sin(
nπx

L
)dx.
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Ara aplicant la equació en derivades parcials als dos desenvolupament en
sèries de Fourier tenim

∞∑
n=1

B′
n(t) sin

(nπx

L

)
=

∞∑
n=1

(
−n2π2k

L2
Bn(t) + Fn(t)

)
sin

(nπx

L

)
.

Igualant terme a terme en el desenvolupament de la sèrie de Fourier, per a
cada n tenim la equació diferencial de primer ordre

B′
n(t) +

n2π2k

L2
Bn(t) = Fn(t).

Per a la condició inicial tenim de cada ecuació diferencial tenim

Bn(0) =
2

L

∫ L

0

u(x, 0) sin(
nπx

L
)dx =

2

L

∫ L

0

f(x) sin(
nπx

L
)dx = an.

Es pot veure multiplicant per els dos costats l’equació diferencial per exp
(

n2π2kt
L2

)
,

l’equació diferencial és equivalent a resoldre

d

dt

[
Bn(t) exp

(
n2π2kt

L2

)]
= Fn(t) exp

(
n2π2kt

L2

)
.

Finalment integrem respecte el temps als dos costat i apliquem la condició
inical Bn(0) = an i tenim

Bn(t) = exp

(
−n2π2kt

L2

)[
an +

∫ t

0

Fn(s) exp

(
n2π2ks

L2

)
ds

]
.

I la solució serà

u(x, t) =
∞∑

n=1

Bn(t) sin
(nπx

L

)
on

Fn(t) =
2

L

∫ L

0

F (x, t) sin(
nπx

L
)dx, an =

2

L

∫ L

0

f(x) sin(
nπx

L
)dx





Caṕıtol 3

Introducció a la integral de
Fourier

3.1 Convolucions

Definició 3.1.1 Donades dues funcions f i g sobre R definim el seu producte
de convolució (f ∗ g) com:

(f ∗ g) (x) =

∫
R
f(x − y)g(y)dy

quan la integral estigui definida.

Veiem ara una proposició util per veure casos on la integral estarà definida.

Proposició 3.1.2 1. Si f ∈ L1(R) i g acotada, o bè f acotada i g ∈
L1(R), llavors f ∗ g està definit.

2. Si f, g ∈ L2(R) llavors f ∗ g està definit.

3. Si f continua a troços, i g acotada amb suport compacte, llavors f ∗ g
està definit.

Demostració. Veiem primer (1). g acotada ⇒ |g| < M , per tant∫
R
|f(x − y)g(y)|dy ≤ M

∫
R
|f(x − y)|dy = M

∫
R
|f(y)|dy < ∞

i l’altre cas es fa igual. Per veure (2) utilitzant la desigualtat de Cauchy-
Schwarz tenim∫

R
|f(x − y)g(y)|dy ≤

√∫
R
|f(x − y)|2dy

√∫
R
|g(x − y)|2dy = ‖f‖2‖g‖2 < ∞.

49



50 CAPÍTOL 3. INTRODUCCIÓ A LA INTEGRAL DE FOURIER

Finalment (3), utilitzant que g és acotada (|g| < M) i de suport compacte
K. ∫

R
|f(x − y)g(y)|dy =

∫
K

|f(x − y)g(y)| ≤ M

∫
K

|f(x − y)|

≤ µ(K)supx∈K |f(x)| < ∞
�

Proposició 3.1.3 Algunes propietats bàsiques de l’operació de convolució
són:

• f ∗ (ag + bh) = a(f ∗ g) + b(f ∗ h), per a tot a i b reals.

• f ∗ g = g ∗ f

• f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h

Demostració. La linealitat del producte de convolució es dedueix de la
linealitat de l’integral.

(f ∗ (ag + bh)) (x) =

∫
R
f(x − y)(ag + bh)(y)dy

= a

∫
R
f(x − y)g(y) + b

∫
R
f(x − y)h(y)dy

= (af ∗ g + bf ∗ h)(x).

Per veure la propietat commutativa fem el canvi de variable z = x − y

(f ∗ g) (x) =

∫
R
f(x − y)g(y)dy =

∫
R
f(z)g(x − z)dz = (g ∗ f)(x).

I per veure la propietat associativa fem un canvi en l’ordre d’integració

((f ∗ g) ∗ h) (x) =

∫
R
(f ∗ g)(x − y)h(y)dy =

∫
R
(g ∗ f)(x − y)h(y)dy

=

∫
R

∫
R
g(x − y − z)f(z)dzh(y)dy

=

∫
R

∫
R
g(x − z − y)h(y)dyf(z)dz =

∫
R
(g ∗ h)(x − z)f(z)dz

=

∫
R
(g ∗ h)(x − z)f(z)dz = (f ∗ (g ∗ h)) (x).
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�
Veiem com se relacionen el producte de convolució i les derivades de una

funció.

Teorema 3.1.4 Suposem que f es diferenciable i que les convolucions f ∗ g
i f ′ ∗ g estan ben definides. Llavors f ∗ g és diferenciable i (f ∗ g)′ = f ′ ∗ g.
Igualment, si g és diferenciable, llavors (f ∗ g)′ = f ∗ g′.

Demostració. Aplicant derivada sota el signe de integral tenim

(f ∗ g)′(x) = d
dx

∫
R
f(x − y)g(y)dy =

∫
R

d

dx
(f(x − y)g(y))dy

=

∫
R
f ′(x − y)g(y)dy = (f ′ ∗ g)(x).

I si g és diferenciable aplicant f ∗ g = g ∗ f ens redüım al cas anterior. �
Per al pròxim teorema introduim la contracció de una funció

gε(x) =
1

ε
g
(x

ε

)
.

Observem que ∫
R
gε(x)dx =

∫
R

1

ε
g
(x

ε

)
dx =

∫
R
g(y)dy.

I més precissament ∫ b

a

gε(x)dx =

∫ b
ε

a
ε

g(y)dy.

Teorema 3.1.5 Sigui g ∈ L1(R) tal que

∫
R
g(y)dy = 1, i sigui α =

∫ 0

−∞ g(y)dy

i β =
∫ ∞

0
g(y)dy. Suposem que f es continua a troços, i que, o bé f és aco-

tada, o bé g té suport compacte, aix́ı que (f ∗ g)(x) està definit per a tot
x ∈ R. Llavors per a tot x tenim

lim
ε→0

(f ∗ gε)(x) = αf(x+) + βf(x−).

En particular, si f és continua en x, llavors

lim
ε→0

(f ∗ gε)(x) = f(x).
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Demostració. Tenim

(f ∗ gε)(x) − αf(x+) − βf(x−) =

∫ 0

−∞
[f(x − y) − f(x+)] gε(y)dy

+

∫ ∞

0

[f(x − y) − f(x−)] gε(y)dy

Si veiem que
∫ ∞
0

[f(x − y) − f(x−)] gε(y)dy tendeix a zero quan ε tendeix
a zero, la altre part també ho farà ja que és el mateix resultat aplicat a −f(x).

Fixem un δ > 0, com f és continua a troços, sabem que existeix una
constant c > 0 tal que |f(x − y) − f(x−)| < δ per a tot 0 < y < c, aix́ı∣∣∣∣∫ c

0

[f(x − y) − f(x−)] gε(y)dy

∣∣∣∣ ≤ δ
∫ c

0
|gε(y)|dy = δ

∫ c
ε

0

|g(y)|dy

≤ δ
∫ ∞
0

|g(y)|dy.

Veiem que la part de la integral entre c i infinit també tendeix a zero. Si
suposem que f està acotada (|f | ≤ M), llavors∣∣∣∣∫ ∞

c

[f(x − y) − f(x−)] gε(y)dy

∣∣∣∣ ≤ 2M

∫ ∞

c

|gε(y)|dy = 2M

∫ ∞

c
ε

|g(y)|dy,

que, com g ∈ L1(R), tendeix a zero quan ε tendeix a zero. En el cas de que
g sigui de suport compacte, en lloc de f acotada, la integral de c a infinit
es igual a l’integral en [c,∞) ∩ suport(g), que és compacte, per tant f està
acotada en el domini de integració, i es redüım al cas anterior. �

Un altre resultat semblant és:

Teorema 3.1.6 Sigui g ∈ L1(R) acotada i tal que

∫
R
g(x)dx = 1. Si f ∈

L2(R), llavors (f ∗ g)(x) està definit per a tot x, i f ∗ gε convergeix en norma
a f quan ε → 0.

3.2 Transformada de Fourier

Definició 3.2.1 Donada una funció f integrable en R, definim la seva trans-
formada de Fourier (que denotarem per f̂), com

f̂(ξ) =

∫
R
e−iξxf(x)dx.
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Segons el contexte també es pot denotar per F [f(x)] = f̂(ξ).

Observem que si f ∈ L1(R) llavors f̂ està ben definida

|f̂(ξ)| =

∣∣∣∣∫
R
e−iξxf(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
R
|e−iξx||f(x)|dx =

∫
R
|f(x)|dx < ∞,

i encara és més, com

|e−iµxf(x) − e−iξxf(x)| ≤ 2|f(x)|

podem aplicar el teorema de la convegència dominada i per tant

limµ→ξ |f̂(µ) − f̂(ξ)| ≤ limµ→ξ

∫
R
|e−iµxf(x) − e−iξxf(x)|dx

=

∫
R

lim
µ→ξ

|(e−iµx − e−iξx)f(x)|dx = 0.

Per tant f̂ és continua.

Proposició 3.2.2 Algunes propietats de la transformada de Fourier son (su-
posem f ∈ L1(R)):

1.


F [f(x − a)] = e−iaξf̂(ξ)

F [eiaxf(x)] = f̂(ξ − a)

2. Si δ > 0, i fδ(x) := f(x/δ)
δ

, llavors

f̂δ(ξ) = f̂(δξ) i F [f(δx)] = [f̂ ]δ(ξ).

3. Si f és regular a troços i f ′ ∈ L1(R), llavors

F [f ′(x)] = iξf̂(ξ)

i si xf(x) és integrable, llavors

F [xf(x)] = if̂ ′(ξ).

4. Si g ∈ L1(R), llavors

f̂ ∗ g = f̂ ĝ.
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Demostració.
Comencem per (1), fem el canvi de variable y = x − a

F [f(x − a)] =

∫
R
e−iξxf(x − a)dx =

∫
R
e−iξye−iξaf(y)dy = e−iξaf̂(ξ)

F [eiaxf(x)] =

∫
R
e−iξxeiaxf(x) =

∫
R
e−i(ξ−a)xf(x) = f̂(ξ − a).

Per veure (2) fem el canvi de variable x
δ

= y

f̂δ(ξ) =

∫
R
e−iξxf(x/δ)(dx/δ) =

∫
R
e−iδξyf(y)dy = f̂(δξ).

L’altre part és fa igual.
Per (3), observem primer que com f ′ ∈ L1(R) el limit quan x tendeix a

infinit existeix ja que limx→∞ = f(0) +
∫ ∞

0
f ′(x)dx i a més és zero perqué

f és integrable. De la mateixa manera limx→−∞ f(x) = 0. Ara integran per
parts i utilintzant aixó tenim

f̂ ′(ξ) =

∫
R
e−iξxf ′(x)dx =

 dv = f ′(x)dx v = f(x)

u = e−iξx du = −iξe−iξxdx


= [f(x)e−iξx]∞−∞ −

∫
R
− iξe−iξxf(x)dx = iξf̂(ξ).

Per a l’altre part, com xf(x) és integrable, i xe−iξx = i d
dξ

(e−iξx) podem
intercanviar el signe d’intregral amb el de derivició

F [xf(x)] =

∫
R
e−iξxxf(x)dx = i

∫
R

d

dξ
(e−iξxf(x))dx

= i d
dξ

(

∫
R
e−iξxf(x)) = if̂ ′(ξ).

Finalment per veure (4), intercanviem l’ordre de integració primer, i de-
sprès fem el canvi z = x − y

(f̂ ∗ g)(ξ) =

∫
R
e−iξx(f ∗ g)(x)dx =

∫
R
e−iξx

∫
R
f(x − y)g(y)dydx

=

∫
R

∫
R
e−iξxf(x − y)dxg(y)dy =

∫
R

∫
R
e−iξ(y+z)f(z)dzg(y)dy

=

∫
R
e−iξzf(z)dz

∫
R
e−iξyg(y)dy = f̂(ξ)ĝ(ξ).
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�

Exemple 3.2.3 Calculem la transformada de Fourier de la funció escalò

Xa(x) =


1 si |x| < a

0 altrament

Solució.

X̂a(ξ) =

∫
R
Xa(x)e−iξxdx =

∫ a

−a

e−iξxdx

=

[
e−iξx

−iξ

]a

−a

=
e−iaξ − eiaξ

−iξ
= 2

sin(aξ)

ξ
.

�

Teorema 3.2.4 (Riemann-Lebesgue) Si f ∈ L1(R), llavors

lim
ξ→±∞

f̂(ξ) = 0

Demostració. Suposem primer que f és una funció simple, és a dir, suma
finita de funcions escalò,

f(x) =
k∑

j=1

cjφj(x), ón φj(x) = Xaj
(x − xj),

Per l’exemple anterior i aplicant la Proposició 1.2.2, tenim φ̂j(ξ) = 2e−ixjξ sin(ajξ)

ξ
,

per tant

|f̂(ξ)| ≤
k∑

j=1

|cj||φ̂j(ξ)| ≤
k∑

j=1

|cj|2|e−ixjξ| | sin(ajξ)|
|ξ| ≤ max

j=1,...,k
(aj)

2k

|ξ| .

Si f no és una funció simple, sabem que existeix una succeció {fn}n∈N tal

que limn→∞

∫
R
|fn(x) − f(x)|dx = 0.

sup
ξ

|f̂n(ξ) − f̂(ξ)| ≤
∫

R
|fn(x) − f(x)|dx

que tendeix a zero quan n tendeix a infinit, per tant fn tendeix a f uniforme-
ment. Per tant limξ→±∞ f̂(ξ) = 0 �
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Exemple 3.2.5 Sigui f(x) = e−ax2/2 la funció gaussiana, calculem la trans-
formada de Fourier de f .

Solució. Observem que la funció f compleix d’equació diferencial f ′(x) +
axf(x) = 0. Si apliquem la transformada de Fourier a l’equació anterior
aplican la Proposició 1.2.2 tenim

iξf̂(ξ) + ia[f̂ ]′(ξ) = 0

la solució de l’equació diferencial es una altre gaussiana, f̂(ξ) = Ce−ξ2/2a.

Per a determinar C, evaluem f̂ en zero.

C = f̂(0) =

∫
R
f(x)dx=

∫
R
e−ax2/2dx =

√
2/a

∫
R
e−y2

dy =

√
2π

a
.

Per tant f̂(ξ) =
√

2π
a

e−ξ2/2a �
Veiem ara sota quines condicions a partir de la transormada de Fourier

de una funció podem recuperar a la funció original.

Teorema 3.2.6 (Transformada inversa) Sigui f ∈ L1(R) i continua a
troços, tal que f(x) = 1

2
[f(x−) + f(x+)] per a tot x. LLavors

f(x) = lim
ε→0

1

2π

∫
R
eiξxe−ε2ξ2/2f̂(ξ)dξ, ∀x ∈ R

A més, si f̂ ∈ L1(R), llavors f és continua i

f(x) =
1

2π

∫
R
eiξxf̂(ξ)dξ.

Demostració. Fixem ε > 0,

1
2π

∫
R
eiξxe−ε2ξ2/2f̂(ξ)dξ = 1

2π

∫
R
eiξxe−ε2ξ2/2

∫
R
e−iξyf(y)dydξ

= 1
2π

∫
R

∫
R
eiξxe−ε2ξ2/2e−iξyf(y)dydξ = (1)

Observem que (1) és absolutament convenrgent, per tant podem intercanviar
l’ordre de integracio

(1) =
1

2π

∫
R
f(y)

(∫
R
eiξxe−ε2ξ2/2e−iξydξ

)
dy.
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Per l’exemple anterior tenim que∫
R
eiξxe−ε2ξ2/2e−iξydξ = F [e−ε2ξ2/2](x − y) =

√
2π

ε
e−(x−y)2/(2ε2).

Si definim φ(x) = 1√
2π

e−x2/2, tenim φε(x) = 1
ε
φ
(

x
ε

)
= 1

ε
√

2π
e−x2/(2ε2).

Observem també que
∫

R φ(x)dx = 1, i a més φ és una funció parell, per tant∫ 0

−∞
φ(x)dx =

∫ ∞

0

φ(x)dx =
1

2
.

Aplicant tot aixó

1
2π

∫
R
eiξxe−ε2ξ2/2f̂(ξ)dξ = 1

2π

∫
R
f(y)

∫
R
eiξxe−ε2ξ2/2e−iξydξdy

=

∫
R
f(y)

1

ε
√

2π
e−(x−y)2/(2ε2) = (f ∗ φε)(x).

Ara estem sota condicións de aplicar el Teorema 1.1.5 i per tant

lim
ε→0

1

2π

∫
R
eiξxe−ε2ξ2/2f̂(ξ)dξ = lim

ε→0
(f ∗ φε)(x) =

1

2
[f(x−) + f(x−)].

Per acabar, si f̂ ∈ L1(R) com

|eiξxe−ε2ξ2/2f̂(ξ)| ≤ |f̂(ξ)|

podem aplicar el teorema de la convergència dominada i tenim

1

2
[f(x−)+f(x+)] = lim

ε→0

1

2π

∫
R
eiξxe−ε2ξ2/2f̂(ξ)dξ =

1

2π

∫
R
eiξxf̂(ξ)dξ =

1

2π
̂̂
f(−x),

es a dir que f es la transformada de Fourier de una funció integrable, per
tant f és continua. �

Corol·lari 3.2.7 Suposem que f̂ = ĝ, llavors f = g

Demostració.

f̂ = ĝ ⇒ f̂ − g = 0 ⇒ f − g = 0

�
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3.3 Transformada de Fourier a Rn

Veiem com se amplia el concepte de producte de convolució i de transformada
de Fourier a varies variables, i les propietats més bàsiques sobre aquestes. Per
tant a partir d’ara, quan considerem una funció, per defecte serà de Rn a R

Definició 3.3.1 Sigui x = (x1, x2, . . . , xn), siguin f i g dues funcions de Rn

a R definim el producte de convolució a Rn de f i g com:

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn

f(y)g(x − y)dy

=

∫
R

∫
R

. . .

∫
R
f(y1, . . . , yn)g(x1 − y1, . . . , xn − yn)dx1 . . . dxn.

Analogament al cas de convolucions sobre R es pot veure que

f ∗ (ag + bh) = a(f ∗ g) + b(f ∗ h),

f ∗ g = g ∗ f, (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h).

Definició 3.3.2 La transformada de Fourier a Rn es defineix

f̂(ξ) = F [f(x)] =

∫
Rn

e−iξ·xf(x)dx

=

∫
R

. . .

∫
R
ei(ξ1x1+...ξnxnf(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn.

Amb la transformada de Fourier a Rn tambè podem veure la propietat
analoga de l’efecte de traslació. Sigui a = (a1, . . . , an)

F [f(x − a)] = e−ia·ξf̂(ξ) i F [eia·ξf(x)] = f̂(ξ − a).



Caṕıtol 4

Aplicacions de la Integral de
Fourier

Veurem algunes aplicacion de la integral de Fourier, primer veurem les apli-
cacions de la tranformada en R, en l’equació de Laplace i l’equació de la
Calor en dominis que s’extenen a l’infinit. I després veiem les aplicacions que
te la integral de Fourier en Rn.

4.1 Equació de Laplace

L’equació de Laplace a R2 és ∆Φ = Φxx + Φyy = 0. Sigui f una funció
continua a R, el problema de Dirichlet en el semiplà possitiu R2

+ és:
∆Φ(x, y) = 0 −∞ < x < ∞ i y > 0

Φ(x, 0) = f(x) −∞ < x < ∞
Per solucionar el problema, per comoditat suposem primer que les inte-

grals i les derivades que apareguin estàn definides.
Considerem la transforma de Fourier de Φ sobre la variable x, és a dir:

φ̂(ξ, y) =

∫
R
Φ(x, y)e−iξxdx.

Ara veiem les relacions entre les parcial respecte x i y

∂2

∂ξ2
Φ̂(ξ, y) =

∂2

∂ξ2

∫
R
Φ(x, y)e−iξxdx =

∫
R
Φ(x, y)(−ξ2)e−iξxdx = −ξ2Φ̂(ξ, y)

∂2

∂ξ2
Φ̂(ξ, y) =

∂2

∂ξ2

∫
R
Φ(x, y)e−iξxdx =

∫
R

∂2

∂ξ2
Φ(x, y)e−iξxdx = Φ̂yy(ξ, y).

59
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Per tant, si apliquem la transformada de Fourier a l’equació de Laplace,
tenim:

−ξ2Φ̂(ξ, y) +
∂2

∂ξ2
Φ̂(ξ, y) = 0

Aix́ı el problema de Dirichlet s’ens transforma en
∂2

∂ξ2 Φ̂(x, y) = −ξ2Φ̂(ξ, y) −∞ < ξ < ∞ i y > 0

Φ̂(ξ, 0) = f̂(ξ) −∞ < x < ∞

que fixat ξ, si ho considerem com a una equació diferencial en y la solució és:

Φ̂(ξ, y) = c1(ξ)e
|ξ|y + c2(ξ)e

−|ξ|y

amb la condició inicial c1(ξ) + c2(ξ) = f̂(ξ), per a la funció Φ̂(ξ, y) sigui

integrable, prenem c1(ξ) = 0 i c2(ξ) = f̂(ξ). Aix́ı

Φ̂(ξ, y) = f̂(ξ)e−|ξ|y,

Sigui Py(x) = P (x, y) = y
π(x2+y2)

, afirmo P̂y(ξ) = e−|ξ|y. Per aquesta afirmació

Φ̂(ξ, y) = f̂(ξ)e−|ξ|y = f̂(ξ)P̂y(ξ)

i l’apartat (4) de la Proposició 1.2.2, tenim

Φ(x, y) = (f ∗ Py)(x) =

∫
R

yf(x − t)

π(t2 + y2)
dt

Aquesta funció P (x, y) s’anomena el nucli de Poisson per al semipla possitiu.

Per demostrar l’afirmació, calcularé la integral per teoria de residus. Ne-
cessitem la següent proposició i el següent teorema.

Proposició 4.1.1 Suposem que g i h son funcións anaĺıtiques en z0, i que
g(z0) 
= 0, h(z0) = 0, i h′(z0) 
= 0. Llavors f(z) = g(z)

h(z)
té un pol simple a z0 i

Res(f ; z0) =
g(z0)

h′(z0)
.

On, Res (f ; z0) és el residu de f en z0.
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Teorema 4.1.2 (Teorema dels residus) Sigui A una regio, i z1, . . . , zn ∈
A punts difenents de la regio. Sigui f una funció anaĺıtica en A\{z1, . . . , zn}.
Sigui γ una corba tancada en A homotòpica a un punt de A. Asumim que
cap punt zk està en γ. Llavors∫

γ

f(z)dz = 2πi

n∑
k=1

Res(f ; zk)I(γ; zi),

On, Res(f ; z0) és el residu de f en z0 i I(γ; zi) és l’́ındex de γ respecte zi.

La demostració d’aquesta teorema és pot trovar en qualsevol llibre sobre
anàlisi complexa bàsica, com per exemple el llibre de Marsden i Hoffman
(mirar pàgina 257 per la demostració del teorema i mirar pàgina 245 del
mateix llibre per la proposició).

Ara ja estem en condicions de demostrar l’afirmació, fen un canvi de
notació de y per a, sigui

Pa(x) = P (x, a) =
a

π(x2 + a2)

volem veure que

P̂a(ξ) =

∫
R

ae−iξx

π(x2 + a2)
dx = e−|ξ|a.

Distingim casos segons ξ.
Primer suposem ξ < 0, tenim que Pa(z) = ae−iξz

π(z2+a2)
és anaĺıtica en C \

{±ia}. Si z = x + iy

aeiξz

π(z2 + a2)
=

ae−iξxexiy

π(z2 + a2)

si y = Imz ≥ 0 llavors,

lim
|z|→∞

Pa(z)e−iξz = 0.

Considerem la corba tancada γR, definida per

γR(t) =


R(−1 + 4t) si t ∈ [0, 1

2
]

Rei(−π+2πt) si t ∈ [1
2
, 1].

Quan R > a, podem aplicar el Teorema dels Residus,∫
γR

aeiξz

π(z2 + a2)
dz = 2πResz=ia

ae−iξz

π(z2 + a2)
,



62 CAPÍTOL 4. APLICACIONS DE LA INTEGRAL DE FOURIER

i aplicant la Proposició 4.1.1

2πResz=ia
ae−iξz

π(z2 + a2)
= 2πi

(
aeaξ

2πia

)
= eaξ = e−a|ξ|.

Com lim|z|→∞ Pa(z)e−iξz = 0 tenim∫
R

ae−iξx

π(x2 + a2)
dx = lim

R→∞

∫
γR

aeiξz

π(z2 + a2)
dz = e−|ξ|a

Mirem ara el cas ξ > 0, que és fa de forma analoga. Pa(z) = ae−iξz

π(z2+a2)
és

anaĺıtica en C \ {±ia}. Si z = x + iy

aeiξz

π(z2 + a2)
=

ae−iξxexiy

π(z2 + a2)

si y = Imz ≤ 0 llavors,
lim

|z|→∞
Pa(z)e−iξz = 0.

Ara considerem la corba tancada γR, simètrica respecte l’eix real a l’anterior,
definida per

γR(t) =


R(−1 + 4t) si t ∈ [0, 1

2
]

Rei(π−2πt) si t ∈ [1
2
, 1].

Quan R > a, podem aplicar el Teorema dels Residus, observem que la corba
ara la recorem amb sentit contrari al anterior i per tant l’́ındex és -1 ,∫

γR

aeiξz

π(z2 + a2)
dz = −2πResz=−ia

ae−iξz

π(z2 + a2)
,

i aplicant la proposició

2πResz=−ia
ae−iξz

π(z2 + a2)
= 2πi

(
ae−aξ

−2πia

)
= −e−aξ = −e−a|ξ|.

Com lim|z|→∞ Pa(z)e−iξz = 0 tenim∫
R

ae−iξx

π(x2 + a2)
dx = lim

R→∞

∫
γR

aeiξz

π(z2 + a2)
dz = e−|ξ|a.

Falta només el cas ξ = 0, aquesta integral és inmediata∫
R

1

x2 + a2
=

1

a2

∫
R

1(
x
a

)2
+ 1

dx =
1

a

∫
R

1

y2 + 1
dy =

π

a
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4.2 Equació de la calor

Ara intentem resoldre l’equació de la calor, que ja hem vist en el segon capitol,
però quan la vara s’exten a tota la recta real.

ut(x, t) = −kuxx(x, t) −∞ < x < ∞ i t > 0

u(x, 0) = f(x) −∞ < x < ∞
Sabem d’avans que kûxx(ξ, y) = kξ2û(xi, y), i analogament a avans tenim

ût = ∂û
∂t

(ξ, t), per tant:

∂û

∂t
= −kξ2û(ξ, t), û(ξ, 0) = f̂(ξ)

Ara si solucionem l’equació difirencial en t per cada x tenim

û(ξ, t) = f̂(ξ)e−kξ2t,

si apliquem el teorema de inversió, tenim:

u(ξ, t) =
1

2π

∫
R
f̂(ξ)e−kξ2teiξxdξ.

Mirem si podem escriure la solició de l’equació del calor en forma de
producte de convolució. Per l’Exemple 1.2.3 si g(x) = e−ax2/2, llavors ĝ(ξ) =√

2π
a

e−ξ2/2a. Volem trobar una funció K(x, t) = Kt(x) tal que K̂t(x) = e−kξ2t,

si prenem

Kt =
1√

4πkt
e−x2/4kt

es comprova que satisfà la condició. Com û(ξ, t) = f̂(ξ)K̂t(ξ), per tant:

u(x, t) = f ∗ Kt(x) =
1√

4πkt

∫
R
f(y)e−(x−y)2/4ktdy

4.3 Difracció de Fraunhofer

Existeix un fenòmen òptic conegun com a difracció de Fraunhofer. Suposem
que tenim una obertura, per la que pasa la llum amb una certa intensitat a
cara punt de la obertura, això és pot representar per una funcio

A : R2 → R2

(x, y) → A(x, y)
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El cas més sencill d’opertures, són les homogenies,

A(x, y) =


1 si (x, y) està en l’obertura

0 si (x, y) si no hi és.

Per arguments f́ısics, se pot veu la intensitat de obertura difractada és

I(u, v) = |Â(u, v)|2.
Una manera de tindre una idea de que és veu a través de una obertura

quan s’ha produit difracció és, pendre certa cota, i considerar els punts del
pla tals que la seva intensitat es més gran qua aquesta cota com a visibles, i
els altres com a no visibles.

Per veure aquest arguments i més informació sobre difracció de Fraunhofer
mirar els llibres de Walker o de Lipson and Lipson.

Exemple 4.3.1 (Obertura rectangular) Considerem ara la obertura,

A(x, y) =


1 si |x| < a i |y| < b

0 altrament

Solució. Calculem la tranformada de Fourier de la funció obertura:

Â(u, v) =

∫
R2

A(x, y)e−i(ux+vy)dx =

∫ a

−a

e−iuxdx

∫ b

−b

e−ivydy

=

[
e−iux

−iu

]a

−a

[
e−ivy

−iv

]b

−b

=

(
e−iau − eiau

−iu

)(
e−ibv − eibv

−iv

)

= 4

(
sin(au)

u

)(
sin(av)

v

)
.

Per tant tenim

I(u, v) = 16
sin2(au)

u2

sin2(bv)

v2

�

Exemple 4.3.2 (Obertura circular) Considerem ara la obertura,

A(x, y) =


1 si x2 + y2 < a2

0 altrament
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Figura 4.1: Gràfica de la tranformada de Fourier de la obertura rectangular
a l’esquerra, i a la dreta punts del pla (u, v) tals que I(u, v) és més gran que
una certa cota.

Solució. Denotem per Ba(0), la bola de de radi a centrada a l’origen. Cal-
culem primer la tranformada de la funció obertura A.

Â(u, v) =

∫
R

∫
R
e−i(ux+vy)f(x, y)dxdy =

∫
Ba(0)

e−i(ux+vy)dxdy

Ara fem un canvi a polars,
x = r cos(θ)

y = r sin(θ)


u = ρ cos(φ)

y = ρ sin(φ)

aix́ı:

Â(u, v) =

∫ a

0

∫ π

−π

e−irρ(cos(θ) cos(φ)+sin(θ) sin(φ))rdrdθ =

∫ a

0

r

[∫ 2π

0

e−irρcos(θ−φ)dθ

]
dr.

Fent un canvi de variable i utilitzant la periodicitat de la funció cosenos
primer, fent un altre canvi de variable i utilitzant que cos(θ−π) = −sin(θ)tenim∫ 2π

0

e−irρ cos(θ−φ)dθ =

∫ 2π

0

e−irρ cos(θ)dθ =

∫ π

−π

eirρsin(θ)dθ

Per solucionar el problema necessitem introduir el concepte de funcions de
Bessel. La funció de Bessel d’ordre p és la solució y(x) de l’equació diferencial

x2y′′ + xy′ + (x2 − p2)y = 0 p = 0, 1, . . .

La expressió de la funció de Bessel d’ordre p en forma de sèrie de potències
és

Jp(x) =
∞∑

k=0

(−1)k(x/2)2k+p

k!(p + k)!
p = 0, 1, . . .
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també és pot expressar la solució en forma integral,

Jp(x) =
1

2π

∫ π

−π

eix sin(θ)e−ipθdθ p = 0, 1, . . . .

I una de les propietats bàsiques que necessitarem és que

d

dx
[xpJp(x)] = xpJp−1(x)

Per trobar demostració d’aquestes propietats, mirar el llibre de Walker, o el
de Folland; ambdós tenen un caṕıtol sencer dedicat a les funcions de Bessel.

Observem com expresar la integral que teniem com a funcio de Bessel∫ π

−π

eirρ sin(θ)dθ = 2πJ0(rρ),

tornant al la transformada de la funció obertura, tenim

Â(u, v) = Â(ρ) =

∫ a

0

r

[∫ 2π

0

e−irρ cos(θ−φ)dθ

]
dr = 2π

∫ a

0

rJ0(rρ)dr.

Fent el canvi s = ρr,

2π

∫ a

0

rJ0(rρ)dr =
2π

ρ2

∫ ρr

0

sJ0(s)ds

Com
d

dx
[xJ1(x)] = xJ0(x)

aplicant el teorema fonamental del càlcul tenim

2π

ρ2

∫ ρr

0

sJ0(s)ds =
2π

ρ2
[sJ1(s)]

ρr
0 =

2π

ρ
J1(ρr)

Aix́ı la transformada de la funció obertura és

Â(ρ) =
2π

ρ
J1(ρr), (ρ =

√
u2 + v2)

i en conseqüència

I(ρ) =

(
2π

ρ

)2

(J1(ρr))2 , (ρ =
√

u2 + v2)

�
Veiem ara uns resultats sencill, sobre com es comporta la difracció de

Fraunhofer quan la nostra obertura són varies obertures sencilles del mateix
tipus.
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Figura 4.2: Primer tenim la funció J1(x)
x

, després la gràfica de la tranformada
de Fourier de la obertura circular, i els punts del pla (u, v) tals que I(u, v)
és més gran que una certa cota.

1. Interferència

Donada una obertura sencilla A1(x, y), suposem que la nostra obertura
A(x, y) és aquestes dues situades simetricament respecte l’origen, és a
dir

A(x, y) = A1(x +
1

2
d, y) + A1(x − 1

2
d, y)

Aplicant les propietats bàsiques de la integral de Fourier, tenim

Â(u, v) =
(
eiπdu + e−iπdu

)
Â1(u, v) = 2 cos(πud)Â1(u, v).

I en conseqüència

I(u, v) = 4 cos2(πud)|Â1(u, v)|2.

El terme 4 cos2(πdu) s’interpreta com una interferència sobre I1(u, v)

2. Series d’obertures Si en lloc de considerar dues obertures sencilles,
en considerem N , la primera centrada a l’origen, i les altres situades
sobre l’eix x a una distància d l’una de l’altre. Es a dir:

A(x, y) =
N−1∑
n=0

A1(x − nd, y).
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Figura 4.3: Gràfica de la tranformada de Fourier de dues obertures rectan-
gulars a distància tres cops igual al costat de l’obertura, i punts del pla (u, v)
tals que I(u, v) és més gran que una certa cota.

Calculem la transformada de Fourier de la obertura.

Â(u, v) =
N−1∑
n=0

F [A1(x − nd, y)] =
N−1∑
n=0

e−induÂ1(u, v)

= Â1(u, v)
N−1∑
n=0

(
e−idu

)n
= Â1(u, v)

1 − e−iNdu

1 − e−idu

= Â1(u, v)
e−iNud/2

e−iud/2

sin(Ndu/2)

sin(du/2)

Per tant

I(u, v) =
sin2(Ndu/2)

sin2(du/2)
I1(u, v).

Dedotem per FN(du) la funció sin2(Ndu/2)

sin2(du/2)
.

3. Xarxas d’obertures Ara fem com avans, però amb una xarxa de
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Figura 4.4: Punts del pla (u, v) tals que I(u, v) és més gran que una certa
cota, considerant una serie de quatre obertures rectangulars.

N × M obertures,

Â(u, v) =
N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

F [A1(x − nc, y − md)]

=
N−1∑
n=0

e−incu

M−1∑
m=0

e−imdvÂ1(u, v)

= Â1(u, v)
e−iNud/2

e−iud/2

e−iMvd/2

e−ivd/2

sin(Ncu/2)

sin(cu/2)

sin(Mdv/2)

sin(dv/2)
.

Per tant
I(u, v) = FN(cu)FM(dv)I1(u, v).
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Figura 4.5: Punts del pla (u, v) tals que I(u, v) és més gran que una certa
cota, considerant una xarxa sis per sis d’obertures rectangulars.
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Història

5.1 Finals del segle XVIII: Els origens

L’origen de les sèries de Fourier es troben en el tractament d’equacions en
derivades parcials com el problema de la corda vibrant o l’equació de la calor.

Les primeres aproximacions al problema van ser ralitzades per Jean Le
Rond d’Alembert, en els seus art́ıcles del 1746 titulats Ïnvestigacions sobre
la curva que forma una corda al vibrar”. Primer considerava la alçada de la
corda en n punts com a una funció del temps, i desprès feia tendir el número
de punts a infinit per tractar la corda com a continua i deduia la equació
en derivades parcials de la secció 2.1. En els seus treballs considerava que
yt(0, x) = 0, i arribava al resultat:

y(t, x) =
1

2
φ(at + x) − 1

2
φ(at − x),

amb

φ(x) = f(x) per 0 ≤ x ≤ L.

Finalment, com y(t, L) = 0 ∀t, deduia que φ ha de ser periòdica.
S’ha d’observar que els art́ıcles de d’Alembert es van realitzar avans

del treball de Fourier. D’Alembert consideraba les funcions com expresions
anaĺıticas formades per processos d’álgebra i càlcul infinitecimal.

Pocs mesos desprès de veure els articles de D’Alembert, Euler va es-
criure el article ”Sobre la oscilació de cordes”, presentat el 16 de maig de
1748. Encara que el métode de solució seguia a D’Alembert, Euler tenia
una idea diferen de quines funcions es pod́ıen admetre com a inicials, i en
conseqüència, com a solucions de l’equació en derivades parcials. Les que ell
admitia, que anomenava discont́ınues, son les que ara denominariem com a
funcions continues a tot l’interval i anaĺıticas a toços.

71
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En un altre article del 1749, Euler va senyalar que tots els posibles movi-
ments de la corda vibrant son periódics respecte el tembs, per qualsevol funció
f (posició inicial). Tambè va senyalar que el movimet se pot expresar com a
convinació dels periodes fonamentals, es a dir:

y(t, x) =
∑

An sin
(nπx

L

)
cos

(
nπct

L

)
imposan la posició inicial, obtenia:

y(0, x) =
∑

An sin
(nπx

L

)
,

encara que no aclara si el signe de sumació se refereix a un número finit o
infinit de termes.

El problema de la corda vibran va ser resolt tambe per Daniel Bernoulli.
En un article de 1732-33 va afirmar que la corda vibrant podia tenis formes
superiors de oscilació i que les diferents oscilacions poden existir a la vegada
(entenent els sons fonamentals i armònics superior com a formes d’oscilació
de la corda). Quan va llegir el primer artricle de D’Alembert de 1746 i
el de Euler de 1749 sobre la corda vibrant va publicar les ideas que habia
obtingut durant anys. Insisteix eque totes les posibles curvas inicials se poden
representar de la forma

f(x) =
∞∑

n=1

An sin(
nπx

L
),

ja que existeixen suficients constants An com per a que la serie s’ajusti a qual-
sevol curva. En conseqüència, afirma, que tots els corresponents moviment
de la corda vindran donats per

y(t, x) =
∞∑

n=1

An sin(
nπx

L
) cos(

nπct

L
).

La discusió entre D’Alembert, Euler y Bernoulli va continuar una década
sense arrivar a un acord. El centre de la discució era la amplitut de funcions
que es podian representar com a sèrie de sinus.

En 1759, Lagrange, es va unir a la discució. Encara que va criticar els
métodes d’Euler per restingir els resultats a curves anaĺıticas, Lagrange va
afirmar que demostraria que la conclusió de Euler era correcta. El seus argu-
ments per afirmar que els seus resultats eren correctes per qualsevol tipus de
funció inicial continua, era que no utilitzava cap operació de derivació, en-
cara que al intertar rigoritzar el seu argument se tenen que utilitzar aquestes
operacions.
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Lagrange va rebre critiques de D’Alembert i Bernoulli, i en 1760-61 va
donar una solució diferent de la corda vibrant. Ell va resoldre el problema
suposant yt(0, x) = g(x), en lloc de suposar que era nula com havia fet
D’Alembert, i va concloure que la solució era

y(x, t) =
1

2

[
f(x + t) + f(x − t) −

∫ x+t

0

g(x)dx +

∫ x−t

0

g(x)dx

]
;

i que admetia tot tipus de funcions inicials perquè no utilitzava cap condició
d’analicitat, encara que si que les utilitzava indirectament. El debat va con-
tinuar fins 1770.

Molts dels arguments prensentat per solucionar el problema presentats
per cadascun d’ells era incorrecte i els resultats del segle XVIII no van
ser definitius. Una de les principals qüestions, la representabilitat de una
funció arbitraria mitjançant una serie trigonométrica, no se va aclarar fins
que Fourier es va ocupar de ella. Euler, D’Alembert y Lagrange van estar
a punt de descubrir la importancia de las sèries de Fourier. D’Alembert va
encertar en el argument de que y(t, x) ha de ser periódica en x, però no va
veure, que donada una funció arbitraria en 0 ≤ x ≤ L es por repetir en cada
interval [nL, (n + 1)L], amb n enter, i resulta aix́ı periódica; això tambè es
degut que no estava clar el concepte de funció, i una funció aix́ı no pot ser
representada per una fórmula tancada.

5.2 Inicis del segle XIX: El treball de Fourier

El primer gran pas del segle el va fer Joseph Fourier. Fourier va estudiar el
fluxe de la calor, que tenia interes com a problema pràctic en el tractament de
metals en la industria, i com a problema cient́ıfic en el intent de determinar la
temperatura del interior de la terra. Va presentar el seu assaig bàsic soblre la
conducció de la calor a la Academia de Ciencies de Paŕıs en 1807. El article
va ser evalutat per Lagrange, Laplace i Legendre i va ser rebutjat. Tot hi això
l’academia va motivar a Fourier a desenvolupar les seves ideas i va proposar
el problema de la propagació del calor com a materia del gran premi que seŕıa
asignat en 1812. Fourier va presentar la versió revisada el 1811 i jutjada per
els anteriors va guanyar el premi, tot i la falta de rigor del seu article i per això
no va ser publicada en las Mémoires de la academia. Fourier va continuar
traballant sobre la conducció del calor i, en 1822, va publicar un dels classics
de matemàtiques: Théorie Analytique del Chaleur ; que incorporava en la
primera part del llibre el seu artricle de 1811 practicament sense canvis.

Un cos solid esta subjecte a la pérdua o augment de calor, en general
no està distrivuida uniformement, aix́ı que la temperatura T es una funció
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del temps (t) i de la posició(x, y, z). Per principis f́ısics, Fourier dedüıa que
la funcio T (x, y, z, t) en el cos sòlid tenia que complir l’equació en derivades
parcials:

Txx + Tyy + Tzz = k2Tt,

un cas simplificat és considerar el problema en una barra de longitud L, i
reduir el problema a:

Txx = k2Tt,

que és el que resolem a la seccio 2.2.
En el seu trevall se enfrontava al problema, que ja havien enfrentat a

Euler, D’Alembert i Bernoulli en el segle anterior, es a dir, quina amplitud
de funcions f , podes ser expresades com:

f(x) =
∞∑

n=1

Bn sin
(nπx

L

)
?

Fourier va arribar a la expressió

Bn =
2

π

∫ L

0

f(s) sin(ns)ds

aquesta conclusió no era nova, ja que Clairut i Euler ja havien arribat a
aquestes expressions en alguns dels seus treballs en el segle anterior. Els seus
resultats, a més, estaven limitats perquè suposava que f tenia un número
infinit de derivades.

Llavors Fourier va realitzar algunas observacions sorprenents. Va observar
que cada Bn podia ser interpretada com l’àrea sota la corba y = 2

π
f(x) sin(nx)

per x entre 0 i π. Aquesta area te sentit també per a funcions molt arbitraries.
De aqúı, Fourier va concluir aix́ı que tota funció f(x) podia ser representada
com

f(x) =
∞∑

n=1

Bn sin
(nπx

L

)
per 0 < x < π.

Fourier va pendre una gran varietat de funcions f(x), va calcular els primers
termes de Bn i va dibuixar la suma de uns pocs primers termes de la serie
de sinos per cadascuna. A partir de la evidencia gràfica va deduir que la
serie representa f(x) sobre 0 < x < π, sense importar si la representació es
mante fora del interval. Un cop va obtindre el resultat sencill de Bn, es va
adonar que cada Bn es podia obtenir multiplicant la expressió de f(x) com a
suma de sinos a cada costat i integrant entre 0 i π. També señala que aquest
mètode era aplicable a la representació

f(x) = a0 +
∞∑

n=1

An cos(nx).
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Després considerava una funció arbitraria en [−π, π] i la separava com a suma
de una funció parell i imparell, utilitzant la serie de sinos com a expressio de
la part imparell i la de cosinos de la part imparell deduia que tota funció a
(−π, π) es pot expresar com

f(x) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(An cos(nx) + Bn sin(nx)).

Ell mai va donar una proba completa de que una funció ”arbitaria”se podia
representar por una serie com l’última, i tampoc les condicions suficients
per a que una funció és pugui desenvolupar en series de Fourier; encara que
espava convençut de que això pasava per a qualsevol funció.

El treball de Fourier va incorporar diversos avanços importants. Va forçar
una revisió del concepte de funcions i va marcar una separació de las funcios
anaĺıticas o funcions desenvolupables en series de Taylor. Ell mateix va notar
que clarificava el problema de la corda vibrant a favor de Bernoulli.

Els seu treball no van ser acceptats ni publicats en un principi, tot i que
es van fer accessibles a altres, i finalment van guanyar acceptació.

Fourier, en l’última part del seu article de 1811, va tractar la propagació
del calor que se extenién a dominis infinits, veure la seccio 4.2. La integral de
Fourier, va ser rellavant perqué donava una eina per poguer resoldre equacions
en derivades parcials de forma explicita. El desenvolapent de la integral de
Fourier va ser fet per Fourier, Cauchy i Poisson, encara que no se pot assignar
prioritat sobre cap d’ells, ja que tots va presentar assatjos orals a l’Academia
de la Ciencias. Tots tres van publicar articles sobre el tema, però aixó va ser
un temps desprès, i no se sap quina influència van rebre els uns d’els altres.

Desprès del treball de Fourier va quedar obert el problema de trobar
condicions precises per la convergència de les sèries de Fourier. Cauchy i
Poisson ho van provar sense èxit.

5.3 Mitjans del segle XIX

Dirichlet es va interesar per las series de Fourier desprès de coneixer a Fourier
en Paŕıs durant els anys 1822-25. Dirichlet va donar el primer conjunt de
condicions suficients, en 1829, per a que la serie de Fourier representant una
funció f(x) convergeixi i ho fagi a f(x). Veure el Teorema 1.2.7.

Riemann va estudiar durant un temps sota la direcció de Dirichlet en
Berĺın i va adquirir interés per la series de Fourier. En 1854 va empendre una
investigació que tenia com a finalitat trobar condicions necesaries i suficients
perquè convergeixi la sèrie de una funció. No va poder, de fet encara no està
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resolt. En canvi va demostrar el teorema que si f(x) és acotada e integrable
en [−π, π] llavors els coeficients de Fourier de f(x), An i Bn tendeixen a zero
quan n tendeix a infinit. També va demostrar que la convergencia de la serie
de Fourier en un punt nomès depent de la funció en l’entorn d’aquell punt.

La naturalesa de la convergència de las sèries de Fourier va rebre major
atenció desprès de la introducció del concepte de convergencia uniforme per
Stokes i Seidel. Heine va notar, en un article en 1870, que la demostració
usual de que una funció f(x) acotada esta representada uńıvocament en
(−π, π) era incompleta. Això va dona origen a una aparició de una nova
sèrie de investigacions que buscaben establir la unicitat de la representació
de una funció com a sèrie trigonométrica i si els coeficients son necessariament
els coeficient de Fourier. Heine va demostrar que una serie de Fourier que
representa una funció acotada que satisfà les condicions de Dirichlet es uni-
formement convergent en les parts de l’interval [−π, π]. Tambè va demostrar
que si la convergencia és uniforme llavors la serie es única.

Els problemas associats amb la unicitat de las series trigonomètriques
y las de Fourier van atraure a Georg Cantor, que va estudiar el treball de
Heine. Va demostrar, en 1870, que quan f(x) es representa per una serie
trigonométrica convergent per tot x, llavors la representació és única.

Durant aproximadament cincuanta anys desprès del treball de Dirichlet,
es creia que la serie de Fourier de qualsevol funció continua en [−π, π] con-
vergia a la funció. Pero Du Bois-Reymond, en 1872, va donar un exemple de
funció continua que no convergia en un punt.

Molts altres van investigar el problema de la unicitat a finals de segle XIX
i principis del XX. Jordan, en 1881, va proporcionar una condició suficient en
tèrmes dels concepte de funció de variació acotada, que ell mateix va intro-
duir. Durant els anys seixanta i setanta es van examinar també las propietat
dels coeficients de Fourier y entre els resultats importants obtinguts, estava el
teorema de Parseval, veure 1.2.1 (encara que va ser introduit sota condicions
mès restrictives).

5.4 Finals de segle XIX principis de segle XX

La teoŕıa de funcions de una o varies variables reals es va originar degut al in-
tent de entendre i clarificar certs descubliments extranys que se havien fet al
llarg del segle XIX, com funcions continua però no diferenciable en cap punt,
sèries de funcions continuas pero amb suma discontinua i sèries de Fourier
entre d’altres. En aquells temps la anàlisi de Fourier resultava una eina molt
útil per la matemàtica aplicada, però el estat de coneiximent de aquestes
sèries no arribava a les exigencies de un matemàtic pur. Durant els anys vui-
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tante de aquest segle es van desenvolupar treballs sobre contingut i mesura.
Posteriorment, Lebesgue a principis del segle XX (en 1903 va publicar els
seus articles), va desenvolupar la seva teoria que era una generalització dels
conceptes de mesura i integral de llavors. La integral de Lebesgue va resultar
especialment útil en la teoria de sèries de Fourier, a la que el mateix Lebesgue
va fer importants contribucions. Riemann va demostrar que els coeficients
de Fourier An, Bn de qualsevol funció f(x) acotada i integrable tendeixen
a 0 quan n tendeix a infinit. Lebesgue, en 1903, va generalitzar aquest re-
sultat demostrant de fet nomès es necessari que sigui integrable en el sentit
que ell mateix havia introduit (aquest resultat es coneix com a teorema de
Riemann-Lebesgue). En 1905 va fer una nova aportació donant una condició
suficient per assegurar la convergència de les sèries de Fourier.

Un altre avanç important que posteriorment va ser utilitzat en l’anàlisi de
Fourier va ser la teoria de sumabilitat, que estudiava quan se podien sumar
sèries divergents en el sentit de Cauchy. Aquesta teoria va ser desenvolupat
per varis matemàtics a partir de 1880. Leopold Fejér va contribuir a l’anàlisi
de Fourier, en 1904, aplicant conceptes de sumabilitat en las sèries de Fourier,
i va donar lloc a vàries investigacions exitoses sobre la sumabilitat de sèries.

Per acavar, cal comentar dos dels resultats més destecats del segle XX.
El 1926 Kolmogorov va donar un exemple de funció integrable en [−π, π],
tal que la seva sèrie de Fourier divergia en tot punt; i el 1966 Carleson va
demostrar que donada una funció f ∈ L2(−π, π), llavors la seva sèrie de
Fourier convergeix exepte sobre un conjunt de mesura cero. Poc després, en
1968 Hunt va generalitzar aques resultat a Lp, amb p > 1.
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[1] Cerdà, J., Introducció a l’Anàlisi Funcional, Barcelona: Edicions U.B.
2004.
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