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Introduccio

Aixo0 es un treball academicament dirigit sobre I’assignatura de Analisi Harmonica,
esta realitzat per mi, Pau Rabassa Sans i dirigit pel profesor F. Javier Soria
de Diego. El treball va "sorgir’en substitucié de l'assignatura de Analisi
Harmonica de la Universitat. Vaig rebre classes de teoria, tres hores set-
manals durant aproximadament dos mesos (de mitjans de setembre fins a
mitjants de novembre). Despres d’aquest periode vaig decidir centrar-me en
les aplicacions de 1’Analisi Harmonica, i vaig comencar a buscar informacio
en diferents llibres, fent consultes més o menys regulars amb el profesor Soria.
Aquests periode a anat desde mitjants de novembre fins a principis de juny
(vaig decidir presentarme a segona convocatoria per qiiestié de comoditat),
he recopilat informacié de diferents llibres, ampliant alguns temes i reduint
alguns altres. Els dos llibres que he seguit basicament son el llibre de Folland
([3]), 1 el de Walker ([13]); el llibre de Papoulis ([7]) també tracte sobre apli-
cacions de l'integral de Fourier pero se centra basicament en el tractament
de senyals, i al final vaig decidir no incloure res sobre aquest tema. Tambe
vaig utilitzar el llibre de Kline ([5]), per la part historica del treball. Els
altres llibres que figuren a la bibliografia els he utilitzat com a referencia i
ajuda per a resultats que se surten del temari de 1’assignatura. Tambe he
realitzat alguns programes molt sencills per a fer els dibuixos que s’inclouen
en el treball.

El treball se centre en algunes de les aplicacions de 1’Analisi de Fourier,
basicament, en la solucié explicita de I'equacié de la corda vibrant i de l'e-
quacié de la calor. Se suposen coneixements basics sobre analisi diferencial i
integral, analisi real i complexe, i també sobre analisi funcional i equacions
diferencials. Quan utilitzo algtin resultat concret sobre algin d’aquest temes,
o bé el demostro, o bé donc una referencia 6n es pot trobar la demostracié.

En primer capitol se introduexen conceptes basics sobre els coeficient de
Fourier necessaris per desenvolupar el segon capitol. Definim els coeficients de
Fourier sobre els real i sobre els complexos, després es dona alguns resultats
sobre la convergencia de la serie de Fourier de una funcié. Per ultim en
aquest primer capitol, veiem com extendre els conceptes i resultats anterior

il



iv INTRODUCCIO

a funcions que estiguin definides en un interval [—L, L] en lloc de Iinterval
[—m, 7.

En el segon capitol utilitzem les series de Fourier per solucionar dos equa-
cions en derivades parcial, que sén el problema de la corda vibrant i I’equacio
del calor. Primer ens fiquem en les hipotesis més sencilles d’aquest dos prob-
lemes. Despres, canviem les hipotesis de tindre coneixier les funcions inicials
del problema per coneixer-les nomes en un nimero finit de punts, les solu-
cions clarament no sén uniques, i veiem dues maneres diferents de resoldre
el problema. Finalment tornem al problema inicial pero canvian aquest cop
la hipotesis de la equacié en derivades parcials ampliant-la amb una funcio
que represente les forces que actuen sobre el sistema.

El tercer capitol es tracten els conceptes basics de integral de Fourier,
necessaris per veure en el quart capitol les aplicacions d’aquesta. Introduim
el concepte de convolucions i integral de Fourier sobre R i sobre R”, aixi com
algunes propietats basiques, per acabar veient el teorema de la transformada
inversa a R i com a corol-lari la unicitat de la transformada de Fourier de
una funcio.

En el quart capitol resolem tambe dues equacions en derivades parcials,
I’equaci6 del calor, i el problema de Dirichlet sobre el semipla superior. La
diferencia de les equacions d’aquest capitol amb les de I'anterior, sén que
aquest cop el domini de definicié de les funcions frontera s’extenen a un do-
mini infinit; i el problema es soluciona aquest cop amb l'integral de Fourier.
També veiem una fenomen éptic que se coneix com a difraccié de Fraun-
hofer, que per estudiar els efectes d’aquest fenomen s’utilitzen propietats
molt basiques de la transformada de Fourier a R2.

El cinqué i ultim capitol, és un repas hitoric de I’analisi de Fourier.
Comenca amb els origens que sén anteriors a Fourier. Els origens que estan
relacionats amb els problemes de la corda vibrant, i de 'equacié del calor
que tractem als capitols 2 i 4. Despres veiem quines van ser les aportacions
de Fourier, i com amb les aportacions dels segle XIX i XX pren forma com a
una branca de les matematiques.
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Capitol 1

Introduccio a les series de
Fourier

En aquest capitol introduim els conceptes de serie de Fourier i veurem alguns
resultats senzills de convergencia.

1.1 Conceptes basics

Definicié 1.1.1 Sigui f : R — R, una funcio, direm que f és periodica de
periode L si f(x + L) = f(z).

Definicié 1.1.2 Definim com a sistema trigonométric sobre els reals de periode
2r al conjunt

1

V)

,sin(x), cos(z), ..., sin(nx), cos(nz), ...

Definicié 1.1.3 El sistema trigonométric complex és {e=*}rez. Donada

-~

f € LY==, 7) definim els coeficients de Fourier complexos per f(k) =
= 7 f(t)e ™t

Veiem la relacié entre el sitema trigonometric complex i el real.

Consirerem una funcié p : [—7, 7] — R, suposem que es suma finita de
linomis tri stri lexos py(t) = SO it 1) teni
polinomis trigonometrics complexos pn(t) = >, _ y cxe’™, llavors tenim

1



2 CAPITOL 1. INTRODUCCIO A LES SERIES DE FOURIER

pn(t) =co+ Y (ck (cos(kt) +isin(kt)) + c_y (cos(—kt) + isin(—kt)))

1=

=co+ Y (cx+c_y)cos(kt) +i(ck — c_y)sin(kt)

1M

] =

(Re(ck) + Re(e—g)) cos(kt) + i(Im(c) + Im(c_y)) cos(kt)

k=1

+i(Re(cx) — Re(e—g)) sin(kt) + (—Im(cg) + Im(c_g)) sin(kt).
Imposant que p és una funcié sobre els reals, tenim Im(c) = —Im(cy) i
Re(c) = Re(c_p) iper tant, py(t) = co Son_, 2Re(cy) cos(kt)—2Im(cy,) sin(kt).

La conclusi6 és que quan tenim una serie trigonometrica sobre els reals,
podem suposar per comoditat com una serie sobre els complexos.

Recordatori 1.1.4 Denotem per L2(—n, ) al conjunt de funcions 2r-periodiques
de quadrat integrable. Si considerem el producte escalar sobre aquest espai

definit per:
—~ |t

llavors L*(—m, ) és espai de Hilbert amb aquest producte escalar.
Altres coses que ens seran util recordar son:

e La integral sobre un interval simétric d’una funcio imparell és zero.

e Donades una funcio parell i una altra imparell el seu producte és funcio
imparell.

e Les identitats trigonometriques:

cos(a + ) = cos(a) cos(f) — sin(«) sin()
sin(a + ) = cos(a)sin(B) + sin(a) cos(3)
cos(a — ) = cos(a) cos(B) + sin(«) sin(3)
sin(aw — §) = sin(«) cos(3) — cos(a) sin(B)

Per tant:
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cos(a) cos(f) = %(COS(Q + ) 4 cos(a — 3))
sin(a) sin(3) = %(cos(a — ) — cos(a + )
cos(a) sin(f3) = %(sm(a + 3) — sin(a — 3))

Teorema 1.1.5 FEl sistema trigonometric real 1 complex de periode 2w és
una base ortogonal sobre L* (~m,m ).

Demostracio. Veiem primer que és sistema ortogonal:

/ ——dx—l

1 1
;/ do = W—ﬁ[g sin(nx)]™ n7r\/§

(sin(nm) —sin(—nm)) =0

/ — sin(nx)dx = L[l cos(nzx)|" . = ! (cos(nm) —cos(—nm)) =0

77\/5 n T mrx/i

1 ["1 1 ["
/ cos(nx) cos(nx)dx = —/ i(cos(Zna:) + cos(0))dz = 2—/ de =1
™ —T

™ -

1 /7T sin(nx) sin(nx)dr = ! /7T %(COS(O) — cos(2nx))dx = % /:r dr =1

™ J_x T™J-x

= /7T cos(nx) sin(nx)dr = ! /7T %(sin(an) —sin(0))dx =0

™) _x T™J-x

Ara demostrarem la completesa del sistema trigonometric complex.

Utilitzarem el teorema de Stone-Weierstras, que ens diu que els polinomis
sén densos en (C(—m,7),|| - ||eo). Denotem per Co(—m, m) el conjunt de fun-
cions continues de suport compacte en (—m, ), on el suport de una funcié
és 'adherencia del conjunt de punts on la funcié és diferent de zero. També
utilitzarem que Co(—m, ) és un subconjunt dens en (L£%(—7,7), || - ||2)-
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Donat p(t) = ZkN:_N cxe™ ho podem associar a un polinomi complex,

N

P(z) = Z c2®, amb z = ¢,

k=—N

Sigui f € L*(—m, ), existeix g € Co(—m, ) tal que ||f — gll2 < 5; i com

g € C(—m,7) existeix un polinomi P tal que ||g — Pl < §. Per finalitzar
només cal observar que

1 [ 1 [T
hl2 = — h(t)?dt < — W) || aodt = ||h]] s
Il = 5= [ e < 5o [ e = ]

Per tant,
If =Pl <Ilf =gla+llg =Pl < lIlf —glla+1lg = Pllec <&

O

Donada una funcié f 2m-periodica volem escriure f com una serie trigonometrica,
es a dir:

flz) = Ao+ Z A, cos(nx) + B, sin(nz)

n=1

Aixi, si formalment fem producte escalar als dos costats de la igualtat amb
la funcié cos(nz) 6 sin(nz), obtindriem:

(cos(n-), f) = (cos(n-),Ag+> - Ancos(n) + Bysin(n)) = A,, n=1,2,..
(sin(n-), f) = (sin(n), Ao+ > o Aycos(n) + Bysin(n:)) = B,, n=12, ..
(1,f) = (cos(nz), Ag+ > .~ A,cos(n) + Bysin(n:)) = Ag

Aixé ens induex a definir els coeficients de Fourier (reals) de una funcié
2m-periodica f com:

Definici6é 1.1.6

Ay = (f,cos(n))= = [7 cos(nz)f(z)de, n=12,..

B, := (f,sin(n'))= = [" sin(nz)f(z)de, n=12,..

=
I

(f 1) = 1, fx)dx.
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Ara, donada una funcié 27-periodica tenim una assignacio:

f(x) ~ %Ao + Z(A” cos(nz) + B, sin(nzx))

Com a notacié denotem per:

S[f]= Ao+ Z(A” cos(nzx) + B, sin(nz)),

SnIf] = Ao + Z(A” cos(nz) + B, sin(nx))

n=1

Observacié Si f és una funcié parell, llavors B,=0 per a tot n, i si és
imparell, llavors A,,=0 per a tot n inclos el zero.

Definicié 1.1.7 Els coeficients de Fourier complexos d’una funcio 2m-periodica
es deﬁnez’xen com:

o f(k)= o= [ f(t) exp(—ikt)dt

Veiem la relacio entre els coeficient de Fourier reals i complexos

Proposicié 1.1.8 Tenim:

. J(0)=4
o Flh) = g
o Flok) = Ay
Demostracio.
F0) = 5= [ sy =5 [ s
Fk) = % /_ : F(t) exp(—ikt)dt = % [ ()(cos(—nt) + isin(-nt))i

- iﬂ /7r f(t) cos(nt)dt — Z’/7r f(t) sin(nt)dt = w
fl=k) = % /_7r f(t) exp(ikt)dt = % /_7r F(t)(cos(nt) + i sin(nt))dt

_ iﬂ / " () cos(nt)di + i / " () sin(nt)dt — @
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1.2 Convergencia

Ens interessera saber quines condicions locals i/o globals hem d’imposar a
f en xy perque f(xzg) = S[f](zo) i també les condicions globals per a que
f(z) = S[f](x) per a tot = del interval. Per aixo0, veiem alguns resultats
sobre convergencia.

Recordem un resultat de analisi funcional:

Teorema 1.2.1 (Fisher-Riesz) Sigui H un espai de Hilbert, i ey, k € I sis-
tema ortogonal de H, llavors son equivalents:

1. El sistema ortogonal és complet.
2. v =7, v(k)ey en H, Vo € H
3. lelln = 2]z on ||Zllz = (4, [217)12

4. (@, )5 = (2,)2, es a dir: (x,y)g = D 4e; T(k)Y(k)

A (3) i (4) se les coneiz com a igualtats de Parseval.

La demostracié es pot trobar en qualsevol llibre general d’analisi fun-
cional, per exemple el llibre de Introduccié a I’Analisi Funcional de Cerda,
(11).

Hem vist a la seccié anterior que el sistema tigonometric era complet
sobre £?(—m, 7). Aix{ donada f € £L*(—,7) tenim:

lim =0
N—oo
k=1

f(z) — (% + Z(ak cos(z) + by Sin(x)>

2

. , . o] 2 2
i també tenim que Y >~ (|ag|* + [bk]?) < 0.

Recordem un resultat sencill sobre series de potencies, que el necessitarem
pel proxim teorema:

Proposicié 1.2.2 Sigui f, € C'(a,b) una successid de funcions diferencia-
bles, suposem que Y >~ | fI = g uniformement (observem que g és continua,
ja que és limit de funcions continues) iy -, fu(zo) = a, Uavorsd " | fo=f
uniformement i ' = g.

Per la demostracié d’aquesta proposiciéo mirar pagina 355 del llibre de Intro-
ducci6 a I’Analisi Matematica de Ortega,([8]).

~

Teorema 1.2.3 1. feC'(—mmn) = f(k)=o0(k|™), k€ Z
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2. J(k) = o([k|™") = (k) = O(|k|™") = | € C""(~7,7)
5. feC®(—m,m) < f(k) = o([k|™") ¥n € N

4. feC(=m,m) = Lyen | F(R)|R]" < 00

5. Yhen [FR)K]" < 00 = f € C(—m,m)

Demostracio. Suposem primer que f € C"(—m,7), volem veure que

(1) F(k) = o(|k™)
4) TR

kEZ

Primer veiem la relacié entre els coeficients de Fourier i les seves derivades:
(suposem k diferent de zero, i f € C!(—m, 7))

71kt ™ s R
o [ e ([f() k}ﬁ / Wf’(t>e““dt)—if’(k)

Aix{ en general, si f € C"(—m,7):

~ 1 —

k) = Gl @)

Si veiem que f € C(—m,m) = f(k) = o(1) amb la relacié anterior haurem
vist (1). f € C(—m,7) = f € L?(—n, ), aplicant les igualtats de Parseval,

tenim 373, |F(k)[2 < 00 = |F(k)] = o(1).

Ara aplicant lo anterior i la desigualtat de Holder tenim:

k?n

keZ \k|>1 |k|>1
1/2 1/2
< 0)[d0n + Z ’f Z 1k[2 ’2 )
k|>1 Ik|>1

onéonesigualalsin—o iigualaOsin;«éO.
Z| K1 ] k‘Q és sempre finit. Com f(™ és continua, i és dos cops integrable
perqué l'interval és de mesura finita, aplicant les igualtats de Parseval

310k

k|1
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Per tant queda vist (4).
Veiem ara (5), Zkez|f(k:)||k|" < oo = f € C"(—m,m), ho fem per
hipotesi d’induccié:
Casn=1:
D IFHRIIK <o =Y |f(k)] < o

k€EZ keZ

Sigui Sy [f](x) = 2N F(k)e*®, com Y, o, | F(K)| < oo lavors Sy[f](x)

~

tendeix a f(z) uniformement, i com ), |f(k)||k| < oo llavors Sy[f](z) =
ij:_ N ikf(k)e““ és uniformement convergent a un funcié g, aquesta funcié
g (que sera continua per ser limit uniforme de funcions continues), per la
Proposicié 1.2.2 tenim que: f’ = g, per tant, f € C*(—m,7)

Suposem el cas n — 1 cert:

~ o~

Ykez [F(R)IE[™ < 00 = 30, [F(R)[K["! < o0 = f €C"!(—m,7), ara fem
el canvi f("~V = g, tenim g(k) = (ik)"~' f(k), per tant,

> [gk)I[k] < oo

kEZ

aplicant el cas n=1, tenim que f®Y = g € C'(—m,7), per tant f €
C"(—m,m). Queda vist (5).
Per veure (2), sota la hipotesi de f(k:) = O(|k|™) tenim que ), ., f(k:) k|2
es comporta com Y,  |k| 72, per tant és convergent, per tant, f € C*~*(—x, ).
Finalment (5) és inmediat de (1) i (2).
[

Veiem ara un resultat sobre la convergencia puntual de les series de
Fourier:

Definicié 1.2.4 Direm que una funcio f és continua a trocos en un interval
la,b] si f és continua en [a,b] exepte en un nimero finit de punts, xq, ...,
Tn, tals que, existeix limit per la dreta (f(x;4)) @ per Uesquerra (f(xz;—)).
Denotarem el conjunt de funcions continues a trogos en [a,b] per PCla,b).

Definicié 1.2.5 Direm que una funcio f és reqular a trocos en un inter-
val [a,b] se f i f son continues a trogos en [a,b]. Denotarem el conjunt de
funcions regulars a trogos en [a,b] per PS[a,b].
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Volem estudiar la convergencia de Sy |[f](x), per aixod observem primer:

N N
. 1 ™ ] -
Swlile) = D ene™ =50 3. [ J@)em0ds
n=—N Q __NYT
1 L
R in(afx)
o n:ZN /_ f(O)e™ b,

Fem el canvi ¢ = 0 — x obtenim:

1 N T+x )
)= 5= 30 [ faraeids
n=—NY T

. N
- = / Se+o) 3 s

™

= f(@+¢)Dn(¢)do.

-

on Dy(¢) := % g:_N e™?d¢ i s’Tanomena nucli de Dirichlet.

Veiem una expressié equivalent:

1 N6 _

—i in L _ing€
Da(@) = 5re™™0 ) 2N = e —
n=0

1 6i(N+1/2)¢ o ef’i(N+1/2)¢ 1 Sin(N + 1/2)¢

27 ei?/2 — i#/2 21 sin(1/2¢)
Lema 1.2.6 o _ .
[ Dy()s = | Datoyts = 5
Demostracio.
1 | 1 1
Dy(9) = P ;(em‘Zs + e = o + — ;cos(ngb) =

1

T

/0 " Da(¢)do =

o 1 sin(ng)
) D ]

L’altre integral és immediata ja que Dx(¢) és una funcié parell. O

0
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Teorema 1.2.7 (Criteri de Dirichlet) Sigui f una funcic reqular a trogos,
f € PS[a,b]. Llavors lim, . Sn[f](z) = 5[f(z+) + f(z—)].

Demostracio. Tenim
0
o) [ Daoio

—f z+) = f(z+ / Dn(¢p
Swlfl(z) = / f(x + &) Dy ($)do

Aixi:

Sulfl(@) = 57w+ + e = [ (Fa+0) = fla=)) D(e)do

(N+1)¢ _ ,—iN¢

e’ — 1

+/07r(f(£17—|—¢)—f($+))DN(¢)d¢:/_ (f(z+0) = fla=))

I(N+1)é _ ,—iN¢

+ [0 - fr)

Definim:

flz+¢) = flat)

pE— si ¢ €0, 7]
9(9) =
f( fog_“ 1f @) G gei-m0]

Si ¢ # 0 llavors g(¢) és regular a trogos. Estudiem en el zero (apliquem
I'Hopital):

flet+eo)  [lat)

0+)=1 = i A =
9(0+) = Jim =% o0 et i
Analogament:

f'(z—)

Com g és continua a trogos i estem integrant sobre un interval de mesura
finita, g dos cops integrable. Per tant:

Sulfl(@) = 5 )+ fla=)) = 5 [ g(@)H° — e o)
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é OW g(9) (NP — N dp = G(N +1) — G(—N)

lim g(N)=0= lim Sy[f](z)=

|N|—o00 |N|—o0

[f(z+) + fz—)]

N+~

1.3 Comentaris

El primer que comentarem és com extendre les series de Fourier en funcions de
periode 2L. Observem que si f és una funcié de periode 2L, f(x) = f(rz/L)
és una funcié 2w periodica. Per definir els coeficients de Fourier de f, els
definim com els coeficients de Fourier de f. Explicitament:

Definicié 1.3.1 Donada una funcié f € L?>(—L,L) 2L periodica, definim
els seus coefcients de Fourier com:

1 [t ne
An—z/_Lf(:c)cos <f) dr n=0,1,2,...

1 /L
Bn:Z/Lf(x)sin<n—;>dx n=12..

Aixi tots els resultats sobre funcions 27-periodiques es poden extendre a
funcions 2L-periodiques.

Donada una funcié definida en un interval (0, L), la podem extendre a
(=L, L) com a funcié parell o imparell:

Definicié 1.3.2 FExtensio parell:
_f f@)  size[oL
fo(@) = { f(—x) siz e [—L,0]
Definicié 1.3.3 Eztensio imparell:
. f(z) six € [0,L]
filw) = { —f(—x) six € [—L,0]
Per tant, aplicant la serie de Fourier segons prenem 1’extensio parell o la

imparell sera en termes de sin(nz) o de cos(nz).

Veiem ara quines condicions hem d’imposar sobre f en 0 i L per a que
las extensions 2L-periodiques f, i f; siguin continues o n cops diferenciables
a tot R.
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Nota En la segiient discussio sobre continuitat i difenciabilitat, quan par-
lem de f™(04) o f™(L—) es suposa que existeix.

Observem primer que donada una funcié f, la seva extensié parella (f,)
és continua en el 0, ja que, f,(0—) = lim, o_ fy(z) = lim, oy fp(—2) =
lim, o+ fp(x) = f,(04+) = f(0+). Per veure que 'extensié periodica parella
( fp) és continua en els punts de la forma k- L on k € Z, quan k és parell
per la periodicitat és continua si ho és en el 0; si k és imparell necessitem

JolL=) = Jp(L+):
fp(L_) = hril fp(l') = xli%l_ fp(L +x) = xli%l_ fp(_L — )
= lim fp(_L +1) = xli%l+ fp(L +1)= fp(L+)

En canvi, si considerem l'extensié imparell f;, tenim que

fi(0=) = = fi(0+) = = f(0+),

aix{ f; és continua en 0 si f(0+) = 0. Per veure que I'extensié periodica
imparell (f;)és continua en k- L amb k € Z, com abans si k imparell és
continua si ho és en el zero, és a dir, si f(04) = 0, si k parell és continua si

filL=) = Ji(L+):

filL+) = lim fi(L+2z)= lim —fi(—L —z) = — lim f;(L —z)

z—0+ z—0+ rz—0+

= — lim fi(L+2)=—fi(L-)

z—0—

Per tant, necessitem f(L—) =0
Per estudiar la difenciabilitat veiem la segiient relacié entre funciéns par-
ells i imparells i les seves derivades.

Proposicié 1.3.4 Donada una funcio diferenciable f sobre (0, L), tenim que
si f és parell llavors [’ és imparell, i si f és imparell llavors [’ és parell.

Demostracio.

_ oy @) = fle—h)
f(=a) = f(x) = f(z) = lim o7

o fr e n)
h—0 2h

— —f'(~a)
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flow) = (@) = o) = fim LEEI SN

I (O (e )
h—0 2h

= f()
U

Ara notem per f, i f; les extencions periodiques parelles i imparelles
respectivament.

Aix{ suposem que f € C'(0, L), f; sera continua el 0 si f(0+) = 0, si es
continua en el zero f! també sera continua en el zero perque f/ és una funcié
parell.

En canvi si f € C'(0,L) sabem que f, sera continua en el zero, pero f
sera continua en el zero si f/(0+) = 0. Siamés f € C*(0,L) 1 f'(0+) =0
llavors f;’ també sera continua en zero. Es pot fer el mateix raonament en
L. Aixi les propietats de diferenciabilitat en general es poden resumir en la
seglient proposicio:

Proposicié 1.3.5 Suposem que f € C"(0, L), llavors:

e f, € C"(R) si fO(0) = f®(L) = 0 per tot k imparell entre zero i n
(ambdds inclosos).

o [, cC—L,L) si f¥(0) = f®(L) =0 per tot k parell entre zero i n
(ambdds inclosos).

Exemple Ara ens centrarem en el cas que la funcié f sigui un polinomi
p restringit al interval (0, L). Calculem els coeficients de Fourier de la seva
extensié periodica parell (A,) i de la seva extencié periodica imparell (B,,).
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De moment ens quedem amb aquesta expressié de A,,. Mirem qué obtenim

quan integrem p(z) sin(*3%).

o L
B, = Z/o p(z) sin (%) dx

_2L ([— cos(nilfc)p(x)r + /OL p'(z) cos (n_7Lm:> d:v)

Lnm 0
2 L 2 L [*
= (cos(0)p(0) — cos(nm)p(L)) + Lnr ), p'(z) cos <%) dx

Aplicant aix0 tenim:

a= 2 (LY wo- oy -2 (L) [ rwes (5

nm

i aplicant-ho iteretivament tenim:
Proposicié 1.3.6

An—%<— (i) wo- v+ () <p<3><o>—<—1>“p<3><L>>+---)

nm nm

B.=2 ((3) 00) = 190 = () (0 - (L) + )

nm nm

Per a que l'extensi6 parell o imparell periodica de p tingui un cert grau de
diferciabilitat, per una banda sabem que depen de p®*)(0) i de p* (L) per
les proposicions anteriors. Observem que amb les formules obtingudes també
podem discutir el grau de diferenciabilitat per la relacié que té amb ordre
dels coeficients de Fourier.

Un altre tema a comentar és el fenomen de Gibbs. Hem vist que quan
tenim una funcié f amb una discontinuitat de salt en un punt, la seva serie
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de Fourier convergeix en norma quadratica, i tambe hem vist que tenim con-
vergéncia puntual, imy_.. Sy[f](z0) = 5(f(z+) + f(z—)). Veiem (a través
d’un exemple) com es comporta Sy|[f](z) quan fixem un N. Considerem:

f==Xr0+ Xom

Com f és imparell tenim A,, = 0 per a tot n, i

1 0 . 1 ™ . 9 - ‘ _2
B, == [ —sin(nz)dz+= [ sin(nz)de == [ sin(nz)dz = —(cos(nm)—1)
T J_n T Jo T o —
15 — . . | | |
"Gibbs.dad" -----
“Gibbs.dad" -
l I T~
0.5 _
0
-0.5 j\\ J"“ _
_l - _
1.5 4 L . I | |

Figura 1.1: grafiques de f(x) i Sy[f](x) per N = 10,20

En la figura s’observa la funcié f i Sy[f](x), per a diferents N. A mesura
que augmentem N veiem que en els punts lluny del punt de dicontinuitat,
la grafica de Sy[f](x) s’ajusta més a la grafica de f, pero tambe observem
que existeix un punt (cada cop més a prop del punt de dicontinuitat) on
la diferencia entre f i Sy[f](x) és aproximadament la mateixa. Aix0 pasa
sempre que aproximem una funcié f amb discontinuitat de salt per Sy[f](z),
i aquest propietat és coneix com a fenomen de Gibbs.






Capitol 2

Aplicacions de les series de
Fourier

2.1 Vibracid de cordes

2.1.1 Problema lliure de forces

Considerem una corda elastica de longitud L, fixada en els extrem. Suposem
també que la corda té densitat p i tensié T' constant. Si no actuen forces
sobre la corda obtenim que el moviment de la corda esta determinat per la
segiient equaci6 en derivades parcials:

® Yu = C"Yp (0N C /p)

e y(0,t) =y(L,t) =0 Vt (extrems fixos)

e y(x,0) = f(x) (posicié inicial)

e y(x,0) = g(x) (velocitat inicial)

Per a resoldre I’equacié ho fem pel metode de variables separades, és a

dir, suposem que la soluci6 és de la forma y(x,t) = X (x)T'(t), per a que sigui
solucié de 'equacié ha de complir:

T//(t) _ CZX”<:U>
T(t) X(x)

T' )X (z) = X" (2)T(t) &

Com aixo s’ha de complir per a tot = i ¢, tenim que 3\ constant tal que:

() _ ) A X"(x)
T(t) X(x)

17



18 CAPITOL 2. APLICACIONS DE LES SERIES DE FOURIER

Per tant, ara tenim dues equacions diferencials:
AT'(t) =T"(t)

MX (1) = X" ()

Ens quedem ara amb I'equacié X (z) = ¢*X"”(z), com y(0,t) = y(L,t) =0
per a tot ¢t (y(0,t) = X(0)T'(t) i y(L,t) = X(L)T(t)), tenim condicions
inicials X (0) = X (L) = 0. Mirem les solucions en funcié de A:

A > 0:

X(z) = Aexp(VAz/c) + Bexp(—VAz/c)

Imposant les condicions inicials X(0) = 0 = A = —B, per tant X(z) =
2Asinh(\/zc/\)x), i X(L) =0= A =0. Ilasolucié és y(x,t) = 0. Pero

aquesta solucié no ens interesa.

A=0:
X(x)=Ax+ B

Imposem X (0) =01 X (L) =01 tenim un altre cop X (z) = 0.
A <0:
X(z) = Acos(V—Ax/c) + Bsin(vV—Az/c)

Araimposem X (0) =0 = A =0, iimposant X (L) = 0 = Bsin(v/—AL/c) =
0 = B =0 (que no ens interesa) 0 vV—AL/c =nm = X\ = (enw/L)>.
Anomen )\, = —(cnm/L)?, per a cada A, tenim una solucio:

Xn(x) = sin(nerx/L).
Mirant ara equacié T'(t) = A\, T"(t) = (cnw/L)*T"(t), té solucions
T, (t) = Ay cos(nent/L) + By, sin(nert/L)
Aixi tenim soloucions
Yn(z,t) = (Apsin(nert/L) + By, cos(nent /L)) sin(nerx /L)

de I'equacié inicial en derivades parcials. Una solucié en general y(x,t) sera
convinacié lineal d’aquestes:

y(x,t) = Z(A" cos(nermt/L) + By sin(nent/ L)) sin(nma /L)

n=1
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Ara, per a determinar els coeficients A, i B,, n = 1,..., N imposem les
condicions de possicié i velocitat inicial:

y(x,0) = f(z) = f(x) =Y _ A,sin(nmz/L)

Fem producte escalar a banda i banda de la igualtat amb sin(nmx/L); i
obtenim:

L L
L
/0 f(x) sin(n—zx)da: = An/o sin2(n—zx)dq: = Ana

Per tant,
9 L
A, = z/o f(zx)sin (%ﬂ) dx

Si derivem en la solucié y(z,t) terme a terme del sumatori i avaluem en
t = 0 obtenim:
Y ner
y(z,0) = Z TB,L sin(nmrz/L)

n=1

yi(z,0) = g(z) = g(z) = Z %Bn sin(nmz/L)

n=1

nmwx

Per tant, fent producte escalar com abans amb sin (T) obtenim:

9 L
B,=— x)sin(nmz/L)dx
o= e | 9(@)sin(nra/ L)
Ens interessera saber quines condicions hem d’imposar sobre f i g per
a que la solucié sigui convergent quan N tendeix a infinit, per exemple, si
f € C'0,L] i g és continua, llavors > >° | A, 1 >~ B, sén absolutament
convergents, i per tant la solucié sera:

y(x,t) = Z(An cos(nent/L) + By sin(nent/L)) sin(nwz/L).

n=1

Per discutir la regularitat de la solucié en funcié de la regularitat de les
funcions f i g és millor fer-ho amb la solucié de d’Alembert.
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2.1.2 Solucié d’Alembert

Considerem la solucié y(z,t) del problema anterior, la vibracié de la corda
lliure de forces, escrit de la forma:

y(x,t) =v(z,t) + w(x,t)
v(x,t) ZA oS <—t> sin <n%x>
w(z,t) ZB sin <—t> sin (%x)

Sabem que cos(6) sin(¢) = 1/2(51n(9 +¢) +sin(0 — ¢)); i utilitzant també
que A, =2/L fOL f(s)sin(nmws/L)ds, 1 que F(s):= Y7 | A, sin(nms/L) és la
serie de Fourier de I'extensié periodica imparell de f. Aixi:

v(z,t)= > 1/24, (Sin (”—L”(x + ct)) + sin (”—L”(x — ct)))

v(z,t) = 1/2(F(z + ct) + F(x — ct)).

on

Mirem ara de fer algo semblant amb la w(z, t), aqui utilitzem sin (@) sin(¢) =
1/2(cos(0 4+ ¢) — cos(0 — ¢)).
Sabem també B,, = 2/(ncr) fOLg(s) sin(nms/L)ds, fent el canvi

bn:/0 g(s)sin(nms/L)ds

Combinant aquest dos resultats obtenim:

w(x, t) = i 1 (ibn Ccos (n%(as — ct)> — ib cos(nL (x + ct)))

nm nm

Observem ara que si G(s) = > b, sin(22), és a dir, que G(s) és 'ex-

tensié imparell periodica de g, llavors integrant terme a terme tenim:

* = L nmwx - L nmy
o= S () s S ()
/y (s)ds 2 b cos {— +n:1 —cos{—

Aplicant aix0 obtenim:
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I finalment tenim que la solucié del problema de vibracié de la corda es
pot escriure explicitament com:

x+ct

y(m,t)—% (F(x+ct)+F(x—ct))+/

G(s)ds]
T—ct

Amb aquesta expresié de la solucié és facil discutir la regularitat de
la solucié. Per a que y(z,t) sigui solucié del problema hauria de ser dos
cops diferenciable respecte x i respecte t, per a poder complir la equacié
en derivades parcials. Sabem que si f € C*(0,L), f'(0) = f(L) = 0 i
f"(0) = f"(L), Navors F sera C?[0,L]. Si f € C*(0,L) i ¢'(0) = ¢'(L),
llavors G sera C''[0, L]. Sota aquestes condicions doncs, la solucié y(x,t) sera
dos cops continuament diferenciable respect el temp i la posicié.

La solucié de d’Alembert ens permet també discutir la convergencia pun-
tual de la serie. Per exemple, si f és dos cops diferenciable amb f/(0) =
f'(L) =0, f" és regular a trogos, i g és un cop diferenciable amb ¢'(0) =
¢'(L) = 0,amb ¢ regular a trogos. Podem assegurar que y(t,z) sera con-
vergent en tot punt; pero només podrem assegurar convergencia puntual de
Y (2, 1) 1 yuu(, t) respecte el temps i la possicié.

Exemple 2.1.1 Considerem una corda elastica de longitud L amb els ex-
trems fixats, en posicio inicial subjectada pel centre a altura h. Ens interessa
estudiar el moviment de la corda al deizar-la. Es a dir, el segiient problema
de vibracio:

_ 2
L4 Yt = C Yz

e y(0,t) =y(L,t) =0

2hx . L
< st 0<zr< 5
RS S
—F si 5 <r< L
[ yt<l', O) = O

Solucié. Com y;(x,0) = 0 llavors B, = 0 per a tot n.

4h 1/2L 4 L
=13 xsin(@)dx _ dh (x— L) sin(?)dm _ 8 sin(ﬂ)
0

Ay

Aixi la solucio de I'equacié és:

[e.e]

oo t) = 8h Z(—l)n 1 Cos((2n + 1)C7Tx) sin((2n + 1)7rx)
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0.5 T T T T T T

"corda.dad"
0.4 | "corda.dad" B
"corda.dad"

02 ‘ ‘ -

-0.1 -

-0.2 + -

-03 y

-04 + -

.05 1 1 1 1 1 1

Figura 2.1: Corda corresponent a I’Exemple 2.1.1 per a diferents temps

La funcié inicial f és continua en l'interval [0, L] i diferenciable en tots
els punts excepte en %, aixi la solucio sera diferenciable quan @ g,
és a dir, quan x & ct # 7. En la representacié de la funcié s’observa que el
punt de no diferenciavilitat que en el instant inicial esta en L/2 es desplaga
simetricament en el interval [0, L] respecte el temps.

O

2.2 Equacié de la calor

Considerem ara una bara cilindrica de longitud L, amb una temperatura ini-
cial donada. Suposem també per simplificar el problema que la temperatura
en els extrems és fixa igual a zero. El comportament de la calor ve donada
per la segiient equacié en derivades parcials:

® Ur = a2uacac
o u(0,t) =u(L,t) =0Vt

e u(z,0) = f(x)
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Per resoldre I’equacié en derivades parcials ho fem com en el problema de
la vibraci6 de cordes per separacié de variables:

w(x,t) = X(@)T(t) = uge = X"(2)T(t) = u, = T'(¢) X (2)

Fem servir la constant de separacié i obtenim les dues equacions diferencials:

X"(z) = 2X(a7)

T'(t) = \T(t)

Les condicions inicials u(0,t) = u(L,t) = 0 Vt es tradueixen amb X (0) =
X (L) = 0. L’equaci6 diferencial per la funcié X és igual que en el problema
de vibracié de cordes i, per tant, té solucio

nmx

Xn(z) = sin <T>

m)2

per als valors A, = — ("¢

Aixi, I'equacié diferencial per la funcié T' té solucions:

T, (t) = Bpexp (—(%)215)

Per tant, ara tenim solucions particulars de ’equacié en derivades parcials

inicials u,(x,t) = B, exp <— (%)2 t) sin (%) i aixi una la solucié general:

u(x,t) = iBn exp <_(%)2t> <in (?>

Per al calcul dels B,, imposant la posicié inicial:

per tant
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Observacié Si considerem la solucio u(z,t) com a funcié de x esta expres-
sada com a serie trigonometrica, on b, = B, exp( (Mam)2t) isit > 01iels
coeficients B, estan acotats, tenim que b,, = o(n*) Vk < 0, per tant, la solucié
u(z,t) és infinitament diferenciable respecte x. Veiem un exemple que ilustra
aquest fet:

Exemple 2.2.1 Considerem el problema de propagacio de la calor amb una
funcio inicial:

2he si x€(0,L/2]
fz) = o)
= si xel[l/2,L)]

Solucio. Calculem els coeficient B,, associats a 1’equacio.

2 [E22hx nwx 2 (F 2h(x— L) nwx
ot [ (a2 [ B0 (120,
L/o 17 sin $+L/L/2 17 sin 7 T

Ah (L2 4h
=12 x sin (mgx) dz + — 2h(x — L)sin (m;x) dx

L% Ji
Calculem les integrals per separat. Integrant per parts, derivem z i inte-

grem sin( "zx)

Ara derivem (x — L) i integrem sin(“F*):

Jipple = Lysin (22) e = [—(x — L) cos ()], + [ 2 cos (22)
= g €05 () — gz sin (%)
Aixi
By = —gz 008 () + gz sin (%) — 5oy cos () = gz sin (%)
= L cos (),

En la figura s’observen la solucions del problema truncant la suma infinita
a un cert N. Com a funcié de z fixat un ty, quan t, = 0 la funcié es
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1.5 T T T T T T
"corda.dad" -----
"corda.dad" -----
l - -
05 /i,/if/,’—rrrr-_ ) \ -
,//
0 |~ !
0.5 _
1k 4
-15 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 2.2: grafiques de u(z,ty) amb ¢, = 0,0.05,0.30

discontinua i el grafic mostra una aproximacié de la serie de Fourier de una
funcié discontinua, per tant es dona el fenomen de Gibbs, en canvi per els

temps estrictament possitius funcié és completament regular.
O

2.3 Problemes reduit a una numero finit de
punts

Ara considerem que en els problemes anteriors de la corda vibrant i de la
equacié de la calor en lloc de coneixer les funcions inicials f i g, coneixem
els valors de f i g en n — 1 punts més els valors en 0 1 L que valen 0, el que
farem en aquesta seccio és, considerem el polinomi interpolador de Lagrange
en els n 4+ 1 punts coneguts, i calculem la solucié del problema utilitzant els
polinomis interpoladors com a funciéns inicials.

® Y = CQZ/J:J: (on = T/p)

e y(0,t) =y(L,t) =0 Vt (extrems fixos)
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e y(z;,0) = ¢; (posici6 inicial) i =0,1,2,...,n
e y(x;,0) = d; (velocitat inicial) i = 0,1,2,....,n
Amb ¢y = ¢, = dy = d,, = 0. Comencem amb el problema de la corda

vibrant. Sabem que la solucio al problema sera:

e e}

y(x,t) = Z(A" cos(nermt/ L) + By sin(nent/ L)) sin(nma /L)

n=1
on .
2
A, = E/o f(x)sin (?) dx
2 L nwx
B, = — in(——)d
" ner Jy g(:p)sm( L ) o

2.3.1 Solucié amb polinomis interpolados
Veiem una manera de calcular els coeficients A, utilitzant polinomis inter-

poladors.
Sigui I el polinomi interpolador de Lagrange associat a f en els punts z;

pert=0,1,....,n

n

I(x) = Z cpli ()

k=0

on

s
]

|
5

o o
o
o

Ii(z) = ———— =¢; H(x — ;)

(xp — x;) =0

N.ﬁ.::s

ol
o

La nostra intencié es utilitzar el polinomi I en el lloc de f en la férmula:

A, = %/OLf(x)sin (n_7LT:z:> dr = %/OLI(:B)SiIl (?) dz.

Com I es un polinomi de grau n, i la integral que estem calculant co-
incideix amb la integral per calcular els coeficients de Fourier la extencié

periodica imparel de I, utilitzant la Proposicié 1.3.6 tenim:
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Veiem ara com calcular les derivades de I (apliquem ¢q = ¢, = 0:

I(z) =) cplp(x) = 2 culy(x)

per tant:
n—1
1M (x) = Z ckf,gr)(x).
k=1
Com
n n n
I(x) :ekH(x—xi) = I () :ekz H (x — ;)
7t Hak \iteon
repetint el procés
n n n
2
@ =ad | 2| Il @-=
j1=0 j2=0 i=0
ik \dakg1  \ k1.2
i en general
n n n
M@=y | > |- [T @-=)
31=0 J2=0 i=0
J1#k  \J2#k.d1 1#K,51,325--0r

27

Aquestes expressions permeten calcular numericament les derivades del
polinomi interpolador a partir dels punts de interpolacié i del valor de f en
cada punt, i en conseqiiencia els coeficient de A,, de la solucié del problema.
Per calcular els coeficient B,, és fan els mateixos calculs amb el polinomi

interpolador, pero el valor final de B,, s’ha d’ajustar multiplicant per —~

Centrem-nos ara en el cas particular de interpolar tres punts, més els

extrems. Sigui I el polinomi interpolador f en aquest tres punts.

I(x) = 1 [1(x) 4 cols(x) + c313(x)

4
I(z) = ey, H(m — ;) = ep(zt + ...
izh
aixi

I,E,4) () = 24ey
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per tant

1(4)<I> = 24(6161 + egcy + 6363).

I aplicant la formula anterior i agrupant termes tenim

I'z) =2e1((x—x3)(x — L)+ (x —x9)(x — L) + (x — x2)(x — x3)

+z(r —x3) +x(x — L)+ x(x — 7))
1 de la mateixa manera

I(z) =2e((x—x3)(x— L)+ (x —x1)(x — L) + (& — x1)(x — x3)

+x(r —x3)+x(x— L)+ x(x — 1))

Il(z) =2e3((x —x1)(x— L)+ (v —a23)(x — L) + (x — x2)(z — x1)

+x(z —x) +x(x — L) + x(x — 1))
Resumint si tenim el problema,
_ 2 2 _
® Yt = Yy (0n ¢ =T)/p)

e y(0,t) =y(L,t) =0 Vt (extrems fixos)

y(x;,0) = ¢; (posicié inicial) i = 1,2, 3

y+(x;,0) = d; (velocitat inicial) i = 1,2,3

L’algorisme per calcular una solucié del problema definida per tot ¢ i x
un cop diferenciable respecte x it és:
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1. (&7 e T — L
IT (zr—=:)
iZh
2. I{I(O) 2e (l‘gL + $2L + 1’21’3)
I'(L) =2e1((L — o) (L — x3) + L(L — z3) + L(L — x5))
Ié/(O) 2 (l’gL—l—l‘lL—FI‘lfL‘g)
IN(L) = 2e5((L — 21)(L — 23) + L(L — 23) + L(L — 11))
Ig(O) 2e (J]1L+ZL'2L+ZL‘21’1)

3. 10(0) = 1 I7(0) + exI2(0) + 3 I2(0))
1O(L) = e T{ (L) + > BY(L) + esT4(L)
JP(0) = di17(0) + do15(0) + d315(0))
IO(L) = d1(L) + daI2(L) + daT(L)
I®(0) = 24(ciey + caeq + cse3)
JM(0) = 24(dye; + dyey + dses)

4 Ay = 2EPUO0) = (~1"1O(L) — (IO - (~1)")
B, = Z(EPUD(0) = (<1 2(L) = (EPIOO)1 - (~1))

ncm \nm

5. y(z,t) =3 (A, cos(nent/L) + By sin(nent/L)) sin(nnaz /L)

Veiem ara algunes soluciéns del problema de cordes per diferents valors
de C; 1 dz

Observem que per al problema de la calor els calculs son totalment
analogs, amb la diferencia que nomes interpolem una funcié f en n punts, en
lloc de interpolar f i g.

2.3.2 Solucié com a sistema lineal

Veiem un altre manera de resoldre el problema:
1. Yt = *Ype (on 2 =T/p)
2. y(0,t) = y(L,t) = 0 Vt (extrems fixos)

3. y(x;,0) = ¢; (posici6 inicial) i = 1,2,...,n
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Figura 2.3: grafiques de u(x,ty) per diferents temps amb ¢; = ¢ = 1 i

63:—1,di:OVi
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Figura 2.4: grafiques de u(z,to) per diferents temps amb ¢; = 0.5, co = ¢3 =
1, di=0Vi

4. yi(x;,0) = d; (velocitat inicial) i = 1,2,...,n

6n ara x1 # 01 x, # L.
Sota les hipotesis (1) i (2) podem repetir els arguments de la seccié 2.1.1,
per deduir que las solucions del problema son de la forma:

ket . [ kemt . [ krx
yr(x,t) = (Ak cos (T) + By, sin ( 7 )) sin (T) .
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Figura 2.5: grafiques de u(x,t) amb ¢; = % co=1licz=-1,d; =0

Suposem que la solucié del problema y(z,t) és combinaci6 de les n primeres
solucions yi(x,t), es a dir

y(x,t) = Z (Ak cos (kcht) + By, sin (kzcgt)) sin (kanx) :

k=1
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Figura 2.6: grafiques de u(x,t) amb ¢; =0Viidy =ds=1idy = —1

Si imposem la condicié (3) obtenim

. = . [ krxy
¢ =y(x;,0) = Zy(xk,O) = ZAk sin ( 7 )
k=1 k=1
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"supcalor.dad”

Figura 2.7: grafiques solucié de I'equacié del calor amb ¢y = co =1ic3 = —1,

di=0

Ara tenim un sistema de n equacions i n incognites per a determinar els
coeficients A;. Que expresat de forma matricial és:

sin(*f) sin(%2) ... sin("p) Ay c
sin(T221)  sin(7322) sin(™2tn ) Ay | = | e
sin(™7)  sin(™F2) sin( ™) A, Cn
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Que expresat de forma matricial es:

sin(*) sin(72) ... sin(™f) B dy
il 2sin(™2)  2sin(™22) ... 2sin(T) By, | = | dy
nsin(™) nsin(™3F2) ... nsin(TFe) B, d,

Si ens centrem com avans en el cas de interpolar tres punts equiespaiats
(x; = %), per simplificar podem suposar ¢ = 11 g(z;) = 0. Els coeficients
estan determinats per:

sin(Z) sin(%Z) sin(2r) Ay ¢
sin(%) sin(r) sin(2F) Ay | =| e
sin(27) sin(2) sin(%) A 3

Sigui

e[
e[S

)

sin(§) sin(3) sin(

=¥

M, := | sin(3) sin(r) sin(¥) | = 1 0 -1
sin(28) sin(2) sin(%) g -1 g
Observem que A? = 21d:
V2 V2 V2 V2
(My)> = 1 0 -1 1 0 -1 =020
V21 2 V2o V2 00 2
2 2 2 2
Aixi,
Al g 1 ? C1
1
Az Y2 2 C3

2 2

Com veiem el calcul de coeficients es molt menys costos. En la figura 2.8
es comparen les dues solucions que hem calculat. I en la figura 2.9 s’observa
la superficie que obtenim amb aquesta nova solucié.
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T T
“cordatri.dad" —
“cordaint.dad" ----

05

-0.5 |

Figura 2.8: Comparacié de les grafiques de les dues solucions diferents per
01262:1163:—1

"supcorda.dad"

Figura 2.9: grafiques de u(z,t) amb ¢y =cp =11¢3 = —1

Proposicié 2.3.1 La propietat anterior és pot generalitzar, es a dir, sigui

sin(nl—j_rl) sin(nQ—Il) . sin(n"—ﬂ)
M, = sin(n“—fl) sin(%) . sin(%)
sin(“F) sin(%) . sin(%)
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llavors (M,)* = “L1d.

Demostracié. Suposem (M,)* = (my;), tenim

- wkl ) wkj
my; :;Sln (m) Sin <N—{—]_>,

suposem primer que [ # j. Si expresem el sinos com a combinacié d’expo-

el _p—i

5 tenim
3

nencials complexes (sin@) =

n

j : j Tk _jmlk j ik _ ik
mlj e e ntl — e n+1 e ntl — e n+1

k=1

n

-1 jmU+d)k jmU=g)k _;m+i)k _jmi=i)k
— T e ntl — e n+l — e n+1 + e n+1
k=1
n
-1 ;) 1k jri=n 7k _mtn 7k _m=n 1k
:I e n+1 J— e n+1 J— e n+1 + e n+1
k=1

. m(l4g) ;ml=d) <. Sy
ara, fem el canvi x = e' 1 iy = " »F1 | i sumem les series geometriques

que surten

1 1
m.:__1 x_xnﬂ_y_ynﬂ_i_y"“+%_zn1+1
"1 1y 1-1 1-1 )

Ara si | + j és parell, [ — 7 també ho és i

() (1)

yn+1 — eiw?ﬁlﬂ) — (_1)173' =1

per tant

1 1
~1fz-1 y—-1 -1 1-1 -1
o — _ z =—(-1+1+1-1)=0.

Sil+ j ésimparell, [ — 7 també ho és i

.w(l+7)(n+1) .
$n+1 B e (_1)l+g —

.w(l—j)(n+1) o
yn+1 — 617n+1 — (_l)l J — _1
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per tant

~1 <:z;+1 y+1 §+1+§+1>

1
1 _
concluim doncs

Veiem ara el valor dels elements diagonals

o - o Tky O\ - 1 2mky n 1 - 2rkyj
m“_;sm (n+1>_2(2 Cos<n+1 ~ 2 Q;COS ntl)

k=1

, farem el canvi z =

. T —ix
Fem arguments com avans apliquem cos(z) = “EH—

§273 - n+1 . .
e'~N+1 i utilitzarem que z = 1 quan convingui

- 2rkyj 1= [ ;2mi 1k Lem 1k 1 fz ottt L
= — NA1 NA1 = — x x
Zcos(n+1) 22[6 [+ e 2( [

k=1

Per tant

Si tenim el problema:
1. yu = Yy (on 2 =T/p)
2. y(0,t) =y(L,t) = 0 Vt (extrems fixos)

3. y(nilL,O) = ¢; (posicié inicial) i = 1,2,...,n

4. yi(z,0) = 0 (velocitat inicial nul-la) i = 1,2,...,n
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Sabem que una solucié del problema és

y(x,t) = Z (Ak cos (kcgrt) + By sin (kcgrt)) sin <lme) :

k=1

Com g(x) = 0, tenim By = 0. Sigui ¢ = (cy,¢a,...,¢,) " el vector de termes
independents, i A = (A, As, ..., A,)T és vector de incognites. Satisfan el
segiient sistema

M, A = c,

com (M,)? = ”T“I d, multiplicant per M,, als dos costats de la igualtat

n+1 2
5 A=M,(c)= A= n+1Mn(c)

2.4 Problemes ampliats

2.4.1 Vibracio de cordes

Ara considerem el problema de vibracié de cordes com a 2.1.1, pero en amb
una modificacié en ’equacié en derivades parcials, que representa el efecte
de forces actuant sobre la corda. El problema a resoldre és:

Y + @ = C2yacac

y(0,t) = y(L,t) = 0 Vt (extrems fixos)
e y(x,0) = f(x) (posicié inicial)

e yi(z,0) = g(z) (velocitat inicial)

Suposem que existeix una solucié y(x,t) i que aquesta és dos cops con-
tinuament diferenciable respecte = i t. Fixat ¢, tenim que la seva serie de
Fourier respte x convergeix.

nmwx

v 1) = 3 Bu(r)sin("T0), Bn(t):%/o (e ) sin("T ) da.
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Estudiem B, (t), si integrem per parts la integral i apliquem les condicions
frontera,

2 L nwT
= 2 (2,1 —)d
| bty cos("F

Ara integrem per parts un altre cop, tenim

97, . nmxoye=L 2, (L . nTx
B, (t) :_(mr)2 [yx(a:,t) sm(T)] - (n7r)2/0 ym(:ﬁ,t)sm(T)d:c

=0

2L nwT

L

(nm)

Com y(z,t) és solucié del problema, satisfa ’equacio en derivades parcials

tenim y,,(z,t) = C% [ytt(x,t) — Fc(fi)}, aix{
2L (F1 F(x,t) nwx
Bu(t) = — = gl t) — 2D i (T g
0 = [ [ty = T sin o
L\°[2 [F . NTx 2 (L F(xt) . nrx
- <E> [z/o Y (z, 1) sm(T)da:—Z/O (p )Sm( 7 Ydz| .
LF(xt)

Anomanem F,(t) = 2 [/ sin(*7*)dx. Per estudiar l'altre integral

necessitem la segiient pr0p0s101o

Proposicié 2.4.1 (Continuitat i diferenciabilitat sota signe d’integral)
Si Zh(x,t) és continua en el rectangle R = {(z,t)] a <z <b, c¢<y<

d}, llavors fj h(z,t)dx és difenciablement contiuna respecte t i

—/ xtdx—/—hxt

Aquest és un resultat general de analisi integral, per a la demostracio de la
proposicié mirar en la pagina 69 del llibre de Calcul Integral de Cerda,([1]).
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Ara apliquem la proposicié a l'integral i tenim

Per tant, tenim que B, (t) compleix la segiient equacié diferencial

nem\ 2

B"(1) + (T) Bo(t) = Fo(t), (n=1,2,..)

De les condicions y(z,0) = f(z) i y(x,0) = g(x), deduim les condicions
inicials per I'equacié diferencial de B, ()

Bn(O):%/OL (, 0) sin( 222 / () sin ”m) T = an

nmtx

9 (L
Bi0)= / il 0ysin("T ) = 2 / () sin("T "y = b,
Ara necessitem una proposicié d’equacions diferencial
Proposicié 2.4.2 Suposem que tenim l'equacio diferencial
t=Ax+0b(t), x(0)=x

onz € R", A és una matriun X n, i b una funcié de R a R™. Llavors la
solucio de l'equacio diferencial ¢ €s:

P(t, o) = B(t) (xo + /0 t <1>—1(s)b(s)ds>

on ®(t) = exp(At)
Demostracio. Sabem que el sistema
y=Ay, y(0)=yo
té solucio ¥(t,yo) = exp(At)yo =. Suposem que la solucié és de la forma
x(t) = exp(At)c(t)
derivem respecte dels temps als dos costats tenim
Ax(t) +b(t) = (t) = Aexp(At)c(t) + exp(At)é(t) = Ax(t) + exp(At)é(t),

aixi

¢(t) = exp(At) " 'b(t) = c(t) = co + /Ot exp(As) 'b(s)ds
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1 la condici6 inicial
zo = x(0) = exp(A0)co = ¢

Per tant la solucid és

x(t) = exp(At)c(t) = exp(At) <x0 + /Ot exp(As)_lb(s)ds)

O
Utilitzem aix0o per resoldre el nostre problema,
2
Bit)+ (7)) Balt) = Fult), (n=1.2,..)

amb condicions inicials
BL(0) = ay, B;(O) =b,.

Fem el canvi x = z(t) = B,(t), y = y(t) = B.(t), i per comodotitat

ncm

Wy, = ( 7 ) tenim el sistema

T 0 1 T 0
= -
v —w? 0 y F,(t)
Calculem I’exponencial de la matriu, primer fiquem la matriu en forma
de Jordan,

0 1 = 0 0w, Vwn
exp t| = exp t
—w2 0 0 wn —w, 0 0 =
cos(wnt) 751115;:””
—wp sin(wyt)  cos(wpt)
i I'inversa
0 1 ! cos(wpt) —wy, sin(wyt)
exp t = .
—w? 0 % cos(wpt)
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per tant la solucié és

Bi(t) x(t) cos(wpt) % ay,
Bl (t) y(t) —wp sin(w,t)  cos(wyt) bn
¢t [ cos(wpt) Smfdﬂ cos(wys) —wy, sin(w,s) 0
+ / ‘ ds
0\ —w,sin(wyt) cos(wpt) % cos(wys) F,(x)

Aixi finalment

B,(t) = a,cos(w,t) + bn% — cos(wpt) (fg Mﬂl(s)ds)

Wn

- sin(wnt) (f(f cos(wnS)Fn(s)dS) ’

on
2 [F . nNmx 2 [k . NTT
ay, = Z/o f(z) sm(T)dx, b, = E/o g(x) sm(T)d:U
2 (FF(x,t) . nmx nem
F.(t) = Z/o ; sin( 7 Ydx, w, = <T> :

I recordem que la solucié del problema de cordes és

nmwx

y(x,t) =) Ba(t) sin(——).

Exemple 2.4.3 (Resonancia) Suposem que tenim un problema de forces
ampliat en que la forca que actua sobre la corda, €s periodic en el temps, amb
una certa freqiéncia w, de la forma F(x,t) = F(x)sin(wt). Anem a estudiar
les solucions en funcio de la freqiiencia w.

Solucio. Els coefecients a,, i b, depenen de la posicié i la velocitat inicial que
son desconegudes.
2 nmwx

L nmr L
an:%/o f(z) sin(T)da:, b, = z/o g(x)sin(T)dx

Anem a calcular les funcions B, (t) en funci6é de F'(z). Primer calculem
les funcions F,(t)

R =1 [ R [ R

/OL F(px) sin(%)dx

= ¢y sin(wt), on ¢, =

o
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ara,

¢ !
/ Sm(w"s)Fn(s)ds :c—”/ sin(w,s) sin(ws)ds
0 Wn Jo

Wn

2w, Wy — W Wp +w
~ 1
;Tn (t " sm(2wnt)) sl w, =w

/0 t cos(wns) Fy(s)ds = / ) sin(ws)ds
([

o 29 = [ snllen +15)
7” (1 — cos( w)t) N cos((wjnj:_wjt) — 1) S w, £
%" (i cos(2wnt) — 1) SE—

Per tant ja podem escriure explicitament les funcions B,,(t):
st w # wy

Bult) = an coswnt) + b2 _ os(unt) ( /0 t MFn(s)ds)

n Wn

P ([ i o

Wn

= a,cos(wpt) + bn%

Wy, — W Wp +w

G <sin((wn —w)t)  sin((w, + w)t)> cos(wnt)

2wy, B

Y

cn (1 — cos((wn —w)t) | cos((wn +w)t) - 1) sin(wnt)

+_
2 Wp — W Wnp +w Wn
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Siw = w,

sin(w,t)

B,(t) = a,cos(wyt) + b,
Wn,

_ O (t b sin(?wnt)) cos(wpt)

2wy, Wn,
n ]‘ 1 nt
—l—% <m cos(2wyt) — 1) smi: )

La solucié del problema de cordes és

ZB sin <n7rx> ,

Per comoditat anomenem

¢n (sin((w, —w)t) sin((w, + w)t)
2w, Wy — W Wpy + w

Kn@) =

) cos(wnt)

Y

LG (1 — cos((w, —w)t) N cos((wn, +w)t) — 1) sin(w,t)

2 Wp — W Wp +w Wn,
1 el terme resonant

Cn

Ro(t) = —Sn (t _ %sin(QwJ)) cos(wnt)

2wy, Wn,

4o <icos(2wn - 1) sinfwnt)

2 2wn Wn

Si existeix un ng tal que w = wy,, escrivim la solucié com

Z ay, cos(wpt) sin < > Z b, Smc(:unt) sin (nzx)

n

o0

3 Ku(f)sin (?) 4 Ry (1)

n=1,n#ng

Sigui H la extensio imparell periodica de f, i sigui G la extensié imparell
periodica de g, ara utilitzan la solucié de D’Alembert, tenim
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z+ct

DO | —

y(z,t) =

(H(a:+ct)—|—H(x—ct)+/

r—ct

G(s)ds)

+ i K,(t) sin (%) + Ry ().

n=1,n#ng

Fins ara hem suposat que aquest suma era convergent per arrivar a la
expressio de les solucions que hem obtingut. Ara amb aquesta expressié de
la solucid, podem mirar les condiciéns que hem de imposar per a que tingui
sentit aquesta solucié. Les condicions sobre f i g ja les hem discutit a la
solucio de d’Alembert, seccié 2.1. Mirem les condicions sobre F.

Si w = wy,, per algun ng, com és només un terme, aix6 no ens efecta
a la discusié de la convergencia del sumatori. Per aquesta discusié podem
suposar doncs, que w # w, per tot n.

nmc

Observem que com w, = “F¢, i les funciéns cosinos i sinos estan acotades
per tot temps. Aixi tenim que

K, (t) = O(n™*)0(cy),

on ¢, son coeficients de Fourier imparells de la funcié F(z)/p. Per tant, si
F' és regular a trogos, per exemple, la solucié sera continua, sempre que les
condicions sobre f i g permetin que sigui continua.

També cal comentar, que els termes K, (x,t) estan acotat per tot x i t.
Pero, en canvi, si existeix terme resonant R,, aquest fa que la solucié no
estigui acotada quan t augmenta. La idea és, que quan la freqiiéncia (w) de
la forga és un harmonic (w,), provoca resonancia, entenent per resonancia el

fet de no tindre solucions acotades.
O

Exemple 2.4.4 Suposem que tenim una petita modificacio del problema de
wvibracio de cordes, que €s suposar que un extrem no €s fix, sino que oscila
periodicament am una certa freqiencia w. El problema a resoldre és:

® Yt = CQ?Jm

e y(0,t) =0, y(L,t)=cos(wt)Vt (extrems fixos)
e y(x,0) = f(x) (posicid inicial)

o y(x,0) = g(z) (velocitat inicial)

Veiem com podem transformar el problema a un problema de forces ampli-
ades.
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Solucio. Observem primer que per a que les condicions frontera siguin
coherents necessitem f(L) = y(L,0) = cos(0) = 1 i f(0) = 0. Ara fem el
canvi

v(z,t) =y(z,t) — f(x) cos(wt).

Mirem les condicions frontera d’aquest sistema.
0(0,£) = y(0,1) — £(0) cos(wt) = 0
W(L,t) = y(L,t) — f(L) cos(wt) = cos(wt) — cos(wt) = 0
v(z,0) = y(z,0) — f(z)cos(0) = f(z) — f(z) =0

vi(2,0) = y:(2,0) + wf(x) sin(0) = g(x)

Ara només cal veure quina equacié en derivades parcials satisfa v(x,t).
v = yu(z,t) + Wif(x) cos(wt) = Ayp(z,t) — W f(x) cos(wt)
= Vge(z,t) + (f"(x) + A f(x)) cos(wt).
Per tant el problema inicial y(z,t) és equivalent a un problema de forces

ampliat u(z,t). O

2.4.2 Equacié de la calor

Ara resolem la equaci6 del calor amb una forca actuan sobre el sistema.
o uy = kuy, + F(x,t)
e u(0,t) =u(L,t) =0Vt (extrems fixos)
e u(z,0) = f(x) (posicié inicial)

El metode de resolucié és bastant semblant a ’anterior. Suposem que
fixat ¢, la série de Fourier de la solucié u(x,t) respecte x convergeix, i de la
mateixa manera F'(x,t).

2 nwT

u(z,t) = iBn(t) sin (n_zx) , amb B, (t) = 7 /OLu(x,t) sin(T)da:

Flat) = i Fu(t)sin ("7 amb (1) = %/OL F(a,t)sin("T 0.
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Ara aplicant la equacié en derivades parcials als dos desenvolupament en
series de Fourier tenim

i B..(t)sin (?) - i (—”ng Ba(t) + Fn(t)> sin (?) .

n=1 n=

[gualant terme a terme en el desenvolupament de la serie de Fourier, per a
cada n tenim la equacio diferencial de primer ordre

n?m2k

Per a la condici6 inicial tenim de cada ecuacié diferencial tenim
9 L
B,(0) = Z/ u(z,0) sin( mrx / f(z)sin mr:zc) = .
0

Es pot veure multiplicant per els dos costats ’equacio diferencial per exp (" R kt) ,

I’equacié diferencial és equivalent a resoldre

d n’m2kt n’m2kt
pr {Bn(t) exp< 73 )} = F,(t) exp( 72 ) :

Finalment integrem respecte el temps als dos costat i apliquem la condicié
inical B,(0) = a,, i tenim

n?m2kt K n?m2ks
B, (t) = exp (— 72 ) {anjt/o F,(s) exp( 72 )ds} :

I la solucid sera

ZB sm (7’L7T.CE>

on

Fu(t) = %/OL Fia,t)sin("T0)dr, 0, = %/OL () sin("TE yda






Capitol 3

Introduccio a la integral de
Fourier

3.1 Convolucions

Definicié 3.1.1 Donades dues funcions f i g sobre R definim el seu producte
de convolucid (f % g) com:

(f ) ( /fx—

quan la integral estigui definida.

Veiem ara una proposicio util per veure casos on la integral estara definida.

Proposicié 3.1.2 1. Si f € L'(R) i g acotada, o bé f acotada i g €
LY(R), llavors f = g esta definit.

2. Si f,g € LAR) llavors f * g esta definit.

3. Si f continua a trogos, i g acotada amb suport compacte, llavors f * g
esta definit.

Demostracio. Veiem primer (1). g acotada = |g| < M, per tant

J1#te =gty < M [ 1@ =iy =31 [ 170y < o

i laltre cas es fa igual. Per veure (2) utilitzant la desigualtat de Cauchy-
Schwarz tenim

/|fw— |dy<\//|f:f— |dy\//|g:c— P2y = [|flzllgllz < oo.

49
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Finalment (3), utilitzant que g és acotada (|g| < M) i de suport compacte
K.

/le(fff—y)g(y)ldy Z/Klf(x—y)g(y)l SM/K|f(x—y)\

< p(K)sup,ep|f(2)] < 00
U

Proposicié 3.1.3 Algunes propietats basiques de [’operacio de convolucio
son:

o fx(ag+bh)=a(fxg)+0b(f*h), peratota ib reals.
o frg=gxf
o fxlgxh)=(f*g)xh

Demostracio. La linealitat del producte de convolucié es dedueix de la
linealitat de I'integral.

(f * (ag +bh)) (2) = / £(z — y)(ag + bh)(y)dy
—a / £z - y)g(y) +b / f(x — )h(y)dy

= (af xg+bf = h)(z).

Per veure la propietat commutativa fem el canvi de variable z = x — y

(f*g)(x) = / fx —)g(y)dy = / F(2)g(x — 2)dz = (g f)(x).

I per veure la propietat associativa fem un canvi en 'ordre d’integracid

(frg)*h) (@) = / (f * )& — y)h(y)dy = / (9% ) — y)h(y)dy
— / / 9z — y — 2)f(2)dzh(y)dy
= [ [ote === wrtins )z = [ (a5 ie = p(era:

:/R(g*h)(x—z)f(z)dzz(f*(g*h))(ﬂﬂ)-
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Veiem com se relacionen el producte de convolucié i les derivades de una
funcio.

Teorema 3.1.4 Suposem que f es diferenciable i que les convolucions f g
i f'* g estan ben definides. Llavors f * g és diferenciable i (f xg) = f' *g.
Igualment, si g és diferenciable, llavors (f xg)' = f* 4.

Demostracio. Aplicant derivada sota el signe de integral tenim

(o) =& [ o= oty = [ (=)ot

_ / @ = y)g(y)dy = (' * g)().

I si g és diferenciable aplicant f x g = ¢g * f ens reduim al cas anterior. [

Per al proxim teorema introduim la contraccié de una funcié

ge(x) = %g <I>

€

Observem que

/Rge(-%’)dx = /Rég (%) dr = /Rg(y)dy-

[ més precissament
b b
/ge(w)dﬂf:ﬁ 9(y)dy.

Teorema 3.1.5 Sigui g € L*(R) tal que /g(y)dy =1, i sigui o = ffoog(y)dy
R

1 = fooo g(y)dy. Suposem que f es continua a trogos, i que, o bé f és aco-

tada, o bé g té suport compacte, aixi que (f * g)(x) esta definit per a tot

x € R. Llavors per a tot x tenim

lim(f * g.)(x) = af(a+) + B (a—).
En particular, si f és continua en z, llavors

m(f * g.)(z) = f(z).

e—0
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Demostracio. Tenim

0

(f % 9)(@) — af(e4) — Bf(z—) = / o — ) — Fab)] g(y)dy

—0o0

n / T @ —y) - flam) g(y)dy

Si veiem que [ [f(x —y) — f(2—)] ge(y)dy tendeix a zero quan e tendeix
a zero, la altre part també ho fara ja que és el mateix resultat aplicat a — f(z).

Fixem un § > 0, com f és continua a trogos, sabem que existeix una
constant ¢ > 0 tal que |f(z —y) — f(z—)| < d per a tot 0 <y < ¢, aixi

/OC [f(x —y) = f(z—)] ge(y)dy‘ <6 [ 19e(y)|dy = 5/0z l9(y)|dy

<0 J5" lg(y)|dy.

Veiem que la part de la integral entre c i infinit també tendeix a zero. Si
suposem que [ esta acotada (|f| < M), llavors

[ G- - s ge<y>dy' <ot [ lawly =201 [ oty

que, com g € L'(R), tendeix a zero quan e tendeix a zero. En el cas de que
g sigui de suport compacte, en lloc de f acotada, la integral de ¢ a infinit
es igual a l'integral en [c, 00) N suport(g), que és compacte, per tant f esta
acotada en el domini de integracio, i es reduim al cas anterior. O

Un altre resultat semblant és:

Teorema 3.1.6 Sigui g € L'(R) acotada i tal que /g(a:)dx =1 Sife
R
L3(R), llavors (f * g)(x) esta definit per a tot x, i f *g. convergeir en norma

a f quan € — 0.

3.2 Transformada de Fourier

Definici6 3.2.1 Donada una funcid f integrable en R, definim la seva trans-
formada de Fourier (que denotarem per f), com

fle) = / eI f(a)do.
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Segons el contexte també es pot denotar per F[f(z)] = f(£).
Observem que si f € L'(R) llavors f esta ben definida

/e‘i&f(x)dx
R

i encara és més, com

|74 f(x) — e f(2)] < 2 f ()]

(&) =

SAWWWM®=AWM®<%

podem aplicar el teorema de la convegencia dominada i per tant

~ ~

hmwfuw»—ﬂa|snmwfék%Wﬂ@—w%@ﬂwwx

= / lim |(e7#* — %) f(x)|dx = 0.
R

Per tant f és continua.

Proposicié 3.2.2 Algunes propietats de la transformada de Fourier son (su-
posem f € L'(R)):

~

} { Flf(@—a)] =eTf(S)
Fleewf(@)] = f(€—a)

2. 510>0,1 fs(x) := @, llavors

~ -~

J5(&) = J(8€) i FLf(6x)] = [fls(8).
3. Si f és reqular a trogos i f' € L*(R), llavors

—

Flf' ()] = igf(£)

i si xf(x) és integrable, llavors
Flef(x)] = if'(§).

4. Si g € L'(R), llavors
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Demostracio.
Comencem per (1), fem el canvi de variable y =z —a

Flf(z—a)] = / e f(a — a)dw = / e e f(y)dy = e (€)

R R

~

Fiews (@) = [ e @) = [0 a) = e —a)

Per veure (2) fem el canvi de variable § =y

~

fie) = / eI f(1/8) (d6) = / 0 f(y)dy = F(5¢).

L’altre part és fa igual.

Per (3), observem primer que com f’ € Ll(R) el limit quan z tendeix a
infinit existeix ja que lim, .., = ) + fo x)dx i a més és zero perqué
f és integrable. De la mateixa manera lim, , f (x) = 0. Ara integran per
parts i utilintzant aixé tenim

dv = f'(x)dx v = f(x)

u=e % du = —ife %% dx

P = [ r -

— [f(x)e—ita], / — ige™ € f(x)dw = iEF(€).

Per a l'altre part, com zf(z) és integrable, i xe %% = i%(e‘i&”) podem
intercanviar el signe d’intregral amb el de derivicié

Flaf@)] = [ afn =i [ Lle @)
— ik [ e @) = iF(6)

Finalment per veure (4), intercanviem l'ordre de integracié primer, i de-
spres fem el canvi z = x —

T = [ epin= [ [ s ygtniyis
= [ [ rta =gy = [ [ p)azgtiy

_ / e f(2)dz / e g(y)dy = FOFE).
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Exemple 3.2.3 Calculem la transformada de Fourier de la funcié escalo

1 silzl<a
Xa(z) =
0 altrament

Solucid.

(o) = /[R X, (2)e € d — / " ity

—a

B [ei&r et it sin(a)
-], ¢

Teorema 3.2.4 (Riemann-Lebesgue) Si f € L'(R), llavors

lim f(¢) =

E—*o0

Demostracio. Suposem primer que f és una funcié simple, és a dir, suma
finita de funcions escalo,

{lf) = ch¢j<x)> 6n ¢J($) = Xaj(x - xj)v

’

Per ’exemple anterior i aplicant la Proposici6 1.2.2, tenim ggj () = 2e~i¢ Sm;ﬂ

per tant

Ciaye) | S0 (a;6)] 2k
| < ZlC]HQSJ | < Zlcj|2| §| |§| —]I:Iia’X’k(a]>|§|

Si f no és una funcié simple, sabem que existeix una succecié { f,, }nen tal

que lim,, /R|fn(x) — f(z)|dz = 0.

sup F.(€) - \</\fn — f(2)|dx

que tendeix a zero quan n _tendeix a infinit, per tant f, tendeix a f uniforme-
ment. Per tant lime 4o f(£) =0 O
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Exemple 3.2.5 Sigui f(x) = e~ /2 | funcid gaussiana, calculem la trans-
formada de Fourier de f.

Solucio. Observem que la funcié f compleix d’equacié diferencial f'(x) +
axf(x) = 0. Si apliquem la transformada de Fourier a 1'equacié anterior
aplican la Proposici6 1.2.2 tenim

i€f (&) +ialf)(€) =0

~

la solucié de l'equacié diferencial es una altre gaussiana, f(§) = Ce¢/2
Per a determinar C, evaluem f en zero.

F(0) = /R flz)da— /IR e 24y = \/2/a /R eV dy = \/%

Per tant f(£) = ,/2Te=¢/2 O

Veiem ara sota quines condicions a partir de la transormada de Fourier
de una funcié podem recuperar a la funcié original.

Teorema 3.2.6 (Transformada inversa) Sigui f € L'(R) i continua a

trogos, tal que f(x) = 3[f(xz—) + f(z+)] per a tot x. LLavors

f(z) =lim L / et CERF(O)de, Vo e R
R

e—0 27

A més, si f € L'(R), llavors f és continua i

fla) = 5= [ e Fiepie.

Demostracio. Fixem € > 0,

5 / ere= R (g)dg = L / et ) / e f(y)dydg
R R R

= %//ei&e6252/2ei§yf(y)dydf _ (1)
RJR

Observem que (1) és absolutament convenrgent, per tant podem intercanviar
I'ordre de integracio

0 =g [ 1) ([ nie) ay
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Per 'exemple anterior tenim que

/6i6x662£2/26i£yd§ _ _7:[676262/2](55 —y) = _V%Te*(xfy)Q/(Zg).
R €

Si definim ¢(z) = \/%e—ﬁ/?, tenim ¢.(r) = 1¢ (%) = ﬁe—ﬁ/@e?)‘

Observem també que fR o(z)dr = 1,1 a més ¢ és una funcié parell, per tant

/_: o () — /Ooo b(x)dz — %

Aplicant tot aixé

o / re= R f(e)de = L / f() / erem e g dy
R R R

= [ 1= N — (£ 4 ) (a).

eV 2T

Ara estem sota condicions de aplicar el Teorema 1.1.5 i per tant

[f (=) + f(z=)].

DN | —

i 5 [ 5 @) = limy( 7+ 6)(0) =

e—0 27
Per acabar, si f € L(R) com

itx —e2£2/2 7 N
e SR < (9
podem aplicar el teorema de la convergencia dominada i tenim

Fla=e ) = ting 5 [ e Fiepde = o [ e fieyds = 5-Fa).

e—0 27 27 R

N | —

es a dir que f es la transformada de Fourier de una funcié integrable, per
tant f és continua. O

Corol-lari 3.2.7 Suposem que f: g, llavors f =g

Demostracio.

o~

f=G=F-9g=0=>f-g=0
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3.3 Transformada de Fourier a R"”

Veiem com se amplia el concepte de producte de convolucié i de transformada
de Fourier a varies variables, i les propietats més basiques sobre aquestes. Per
tant a partir d’ara, quan considerem una funcio, per defecte sera de R™ a R

Definicié 3.3.1 Sigui x = (z1,x2,...,x,), siguin f i g dues funcions de R™
a R definim el producte de convolucio a R™ de f i g com:

(fxg)(x) = . f(y)g(z —y)dy

= //.../f(yl,...,yn)g(xl—yl,...,xn—yn)dxl...dxn.
RJR R

Analogament al cas de convolucions sobre R es pot veure que
[ (ag+0bh) = a(f +g) +b(f * h),
frg=gxf, (fxg)xh=[fx(gxh)

Definicié 3.3.2 La transformada de Fourier a R™ es defineix

fie) = Flf@) = [ e sl

= / L /ei(&“l*“'é”x"f(:cl, o xp)dry . day,.
R R

Amb la transformada de Fourier a R™ tambe podem veure la propietat
analoga de 'efecte de traslacié. Sigui a = (ay,...,a,)

-~

Flf(z—a)] =e7f(&) 1 Fle f(z)] = f(& - a).



Capitol 4

Aplicacions de la Integral de
Fourier

Veurem algunes aplicacion de la integral de Fourier, primer veurem les apli-
cacions de la tranformada en R, en 'equacié de Laplace i I'equacié de la
Calor en dominis que s’extenen a l'infinit. I després veiem les aplicacions que
te la integral de Fourier en R™.

4.1 Equacié de Laplace

L’equacié de Laplace a R* és A® = &, + &, = 0. Sigui f una funcid
continua a R, el problema de Dirichlet en el semipla possitiu ]Ri és:

Ad(z,y) =0 —co<r<ooiy>0

O(z,0) = f(xr) —oco<zr<o0
Per solucionar el problema, per comoditat suposem primer que les inte-

grals i les derivades que apareguin estan definides.
Considerem la transforma de Fourier de ® sobre la variable z, és a dir:

~

(&, y) = A®($,y)€_i§xdx.

Ara veiem les relacions entre les parcial respecte x i y

0% ~ 0? - ) ~
(¢, y) = /<I>(I,y)€lgxdx = /CD(x,y)(—EZ)e@dr = —&0(¢,y)
R

9¢? S R
0% ~ 0? . 0? , —
—_— = — —ifx — —ilx —
8§2®<€’y) 852 /R(I)(xay)e dx Rafgq)('rﬂy)e dzx @yy<§>y)-

29
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Per tant, si apliquem la transformada de Fourier a ’equacié de Laplace,

tenim:
2

—ﬁ&aw+5§&aw:o

Aix{i el problema de Dirichlet s’ens transforma en

352‘1’( y) = —E0(E,y) —co<E<o0iy>0

~

O(£,0) = f(€) —00 < < 00

que fixat &, si ho considerem com a una equacié diferencial en y la solucio és:

B y) = 1(€)el 4 ep(€)eIEW

o~ —

f(&), per a la funcié ®(,y) sigui
€). Aixi

e

~

O(&,y) = f(&)e W,

amb la condicié inicial ¢;(€) + co(€)
integrable, prenem c¢;(§) =01 c2(&) =

Sigui Py(z) = P(x,y) = @, afirmo E(f) = ¢ l&lv, Per aquesta afirmaci6

~ ~

O(&,y) = f(&)e W = f(e)P,(€)

i Papartat (4) de la Proposicié 1.2.2; tenim

Mum=U*Px>_/ﬂ@iﬁﬁ

(t* +y?)

Aquesta funcié P(z,y) s’anomena el nucli de Poisson per al semipla possitiu.
Per demostrar I'afirmacid, calcularé la integral per teoria de residus. Ne-
cessitem la segilient proposicié i el segiient teorema.

Proposicié 4.1.1 Suposem que g i h son funcions analitiques en zy, i que

g(z0) #0, h(z9) =0, i h'(20) # 0. Llavors f(z) = % té un pol simple a zq i

Res(f: z0) = 2120

On, Res (f;29) és el residu de f en z.
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Teorema 4.1.2 (Teorema dels residus) Sigui A una regio, i z1,...,2, €
A punts difenents de la regio. Sigui f una funcio analitica en A\{z1,...,z,}.
Sigui v una corba tancada en A homotopica a un punt de A. Asumim que
cap punt z esta en . Llavors

[ Fe)z = 2mi 3 Res( )12
v k=1

On, Res(f;zy) és el residu de f en zy i 1(7y;2;) és Uindex de ~y respecte z;.

La demostracio d’aquesta teorema és pot trovar en qualsevol llibre sobre
analisi complexa basica, com per exemple el llibre de Marsden i Hoffman
(mirar pagina 257 per la demostracié del teorema i mirar pagina 245 del
mateix llibre per la proposicid).

Ara ja estem en condicions de demostrar ’afirmacio, fen un canvi de
notacié de y per a, sigui

a

(22 + a?)

P,(z) = P(z,a) =

volem veure que

—i€x
—~ ae
P(&) = | ————dx =e ko
(&) /R (2% + a?)
Distingim casos segons &. ,
Primer suposem & < 0, tenim que P,(z) = % és analitica en C '\
{£ia}. Siz=z+1iy
aei{z B ae—i{xea:iy

(22 +a?)  7w(22 + a?)

si y = Imz > 0 llavors,
lim P,(z)e % = 0.

|z|—o0
Considerem la corba tancada yg, definida per

R(—-1+4t) sitel0,3]

Vr(t) = .
Re!=m2mt) i ¢ € [1,1).

Quan R > a, podem aplicar el Teorema dels Residus,

————dz = 21ReS,,—jg———~,
/,YR m(2% + a?) " (22 + a?)
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i aplicant la Proposicié 4.1.1

ae”fz aea5
(22 4 a?) (2%2@)

Com lim;| o0 P,(2)e"%* = 0 tenim

aefzfx aei&z
/ —— e = lim [ o ——edz = el
r T(22 + a?) R—oo |, (22 + a?)

. , —i€z ,
Mirem ara el cas { > 0, que és fa de forma analoga. F,(z) = —75 és

(ZFa?)
analitica en C\ {%ia}. Si z =z + iy

aeifz ae—ifxemiy

(22t a?) 72+ a?)

si y = Imz < 0 llavors, ‘
lim P,(z)e”%* = 0.

|2| =00

Ara considerem la corba tancada ~yg, simetrica respecte ’eix real a ’anterior,

definida per
R(—1+4t) sitel0,3]

Vr(t) = ‘
Rel™=2m)  site [11].

Quan R > a, podem aplicar el Teorema dels Residus, observem que la corba
ara la recorem amb sentit contrari al anterior i per tant 'index és -1 ,

aei{z aefzfz
_  ds= —97Res._
/WR (22 + a?) - e (22 4 a?)’

i aplicant la proposicié

ae 67 ae”%
27TR€S — g = — 27'['2 _ = —eiaé — _eia|£‘
(22 + a?) <—2m'a)

Com lim,| o P,(2)e”%* = 0 tenim

ae—if:t aeifz
/ ﬁdl’ = lim ﬁdz = e_‘gla.
r T(22 + a?) R—oo | (22 + a?)

Falta només el cas £ = 0, aquesta integral és inmediata

1 1 1 1 1 s
ST 5 o = Smdy =
R I+ a a R(%) +1 a Jry*+1 a
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4.2 Equacié de la calor

Ara intentem resoldre I’equacio de la calor, que ja hem vist en el segon capitol,
pero quan la vara s’exten a tota la recta real.

u(z,t) = —kug(z,t) —o<r<ooit>0

u(z,0) = f(x) —00 < T < 00

Sabem d’avans que ki (§,y) = k’qum), i analogament a avans tenim
Uy = %(f,t), per tant:
ou o N ~

Ara si solucionem l'equacié difirencial en ¢ per cada x tenim

U, t) = f(e)e e,

si apliquem el teorema de inversid, tenim:

1 [~ 20 s
u.t) = 5 [ Fiee e

Mirem si podem escriure la solicié de l'equacié del calor en forma de
producte de convolucié. Per I'Exemple 1.2.3 si g(z) = e~*/2_ llavors §(£) =

27”6*52/2“. Volem trobar una funcié K (z,t) = K(x) tal que f(\t(x) o
Ssi prenem
1 67w2/4kt

Varkt

es comprova que satisfa la condicié. Com u(¢,t) = f(f )f(\t(f ), per tant:

/ Fly)e vk,
R

1
VAarkt

4.3 Difraccio de Fraunhofer

u(z,t) = f*x Ki(x) =

Existeix un fenomen optic conegun com a difraccié de Fraunhofer. Suposem
que tenim una obertura, per la que pasa la llum amb una certa intensitat a
cara punt de la obertura, aixo és pot representar per una funcio

A R2 — R2
(z,y) — Az,y)
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El cas més sencill d’opertures, sén les homogenies,

1 si (z,y) esta en 'obertura

Az, y) =
0 si (z,y) sino hi és.

Per arguments fisics, se pot veu la intensitat de obertura difractada és
I(u,v) = |A(u,v)

Una manera de tindre una idea de que és veu a través de una obertura
quan s’ha produit difraccié és, pendre certa cota, i considerar els punts del
pla tals que la seva intensitat es més gran qua aquesta cota com a visibles, i
els altres com a no visibles.

Per veure aquest arguments i més informacié sobre difraccié de Fraunhofer
mirar els llibres de Walker o de Lipson and Lipson.

Exemple 4.3.1 (Obertura rectangular) Considerem ara la obertura,

1 sile|<aily <b
Az, y) =
0 altrament

Solucid. Calculem la tranformada de Fourier de la funcié obertura:
b

zzl\(u,v) :/R2 A(x’y)ei(uervy)dx:/ eiuxdx/ ey

—a b
- efium a 67ivy b B efiau _ eiau efz'bv _ eibv
| = I e Z0 S N —u —1v
4 sin(au)\ (sin(av)
N u v '

Per tant tenim

sin?(au) sin®(bv)
2

I(u,v) =16

u? v

Exemple 4.3.2 (Obertura circular) Considerem ara la obertura,

1 siz?+9y?<a?
Alz,y) =

0 altrament
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Figura 4.1: Grafica de la tranformada de Fourier de la obertura rectangular
a l'esquerra, i a la dreta punts del pla (u,v) tals que I(u,v) és més gran que
una certa cota.

Solucid. Denotem per B,(0), la bola de de radi a centrada a 'origen. Cal-
culem primer la tranformada de la funcié obertura A.

A(u,v) = //e_i(““”y)f(x,y)dxdy :/ e~ oY) g dy
RJR Ba(0)

Ara fem un canvi a polars,

x = rcos(f) u= pcos(o)

y = rsin(0) y= psin(o)

aixi:

a ™ a 27
A\(U, U) _ / / e—i'rp(cos(@) cos(¢)+sin(0) Sin(¢))Tde9 _ / r |:/ e—zrpcos d0:| dr.
0 -7 0 0

Fent un canvi de variable i utilitzant la periodicitat de la funcié cosenos
primer, fent un altre canvi de variable i utilitzant que cos(0—7) = —sin(f)tenim

2T 2T T
/ efirpcos(Hfzi)) do = / efirpcos(G)de _ / eirpsin(Q) a6
0 0 -

Per solucionar el problema necessitem introduir el concepte de funcions de
Bessel. La funcié de Bessel d’ordre p és la solucié y(z) de 'equacié diferencial

2y oy + (@ =pPly=0 p=0,1,...

La expressio de la funcié de Bessel d’ordre p en forma de serie de potencies
és

0 x/2)2k+p

E p=20,1,...
|

— k:p—f—k:
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també és pot expressar la solucié en forma integral,

T or

1 T .
Jp(z) / ewsn® =0 p=0,1,....

—T
I una de les propietats basiques que necessitarem és que

d p — P
@ y(@)) = 27y (@)

Per trobar demostracié d’aquestes propietats, mirar el llibre de Walker, o el
de Folland; ambdds tenen un capitol sencer dedicat a les funcions de Bessel.
Observem com expresar la integral que teniem com a funcio de Bessel

/ elresin(®) 1p — 27TJ0(7"P>7

—T

tornant al la transformada de la funcié obertura, tenim

a 27 a
Au,v) = A(p) = / r [/ e‘"pcos(e_(i’)dg} dr = 27T/ rJo(rp)dr.
0 0 0

Fent el canvi s = pr,

“ 2 [P
27/ rdo(rp)dr = —2/ sdo(s)ds
0 P Jo

Com p
L fri(a)] = wdo(a)
aplicant el teorema fonamental del calcul tenim
2 [T 2m

. 2T
K sdo(s)ds = ra [s/i(s)]g = 7J1(P7“)
0

Aixi la transformada de la funcié obertura és
~ 2T
Alp) = 7J1(m“), (p = Vu? +v?)

i en conseqiieéncia

umz(%)nﬁww% (0= VT R)

O
Veiem ara uns resultats sencill, sobre com es comporta la difraccié de

Fraunhofer quan la nostra obertura sén varies obertures sencilles del mateix
tipus.
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Figura 4.2: Primer tenim la funcio Jlim), després la grafica de la tranformada

de Fourier de la obertura circular, i els punts del pla (u,v) tals que I(u,v)
és més gran que una certa cota.

1. Interferéncia

Donada una obertura sencilla A, (z,y), suposem que la nostra obertura
A(z,y) és aquestes dues situades simetricament respecte 'origen, és a

dir
1 1
Az, y) = Ay(z + 54 y) + Ai(z — 5% y)

Aplicant les propietats basiques de la integral de Fourier, tenim

A(u,v) = (e 4 g7 ) A1 (u,v) = 2 cos(mud) A (u, v).
I en conseqiiencia

I(u,v) = 4cos?(rud)|A; (u, v)|>.

El terme 4 cos®(mdu) s’interpreta com una interferéncia sobre I (u,v)

2. Series d’obertures Si en lloc de considerar dues obertures sencilles,
en considerem NN, la primera centrada a l’origen, i les altres situades
sobre l'eix x a una distancia d I'una de l'altre. Es a dir:

N-1

Az, y) = Z Ai(x —nd,y).

n=0
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Figura 4.3: Grafica de la tranformada de Fourier de dues obertures rectan-
gulars a distancia tres cops igual al costat de I'obertura, i punts del pla (u, v)
tals que I(u,v) és més gran que una certa cota.

Calculem la transformada de Fourier de la obertura.

R N-1 N-1
Alw,v) =Y FlAi(w —nd,y)] = Y e "™ Ay (u,v)
n=0 n=0
R N-1 o\ R 1 e—szu
— A it — 4
1(u’ U) o (6 ) 1(U, U) 1 — e—zdu

e~ Nud/2 gin(Ndu,/2)
e~d/2  gin(du/2)

Per tant
.9
sin®(Ndu/2)
(v, v) sin?(du/2) 1(u,v)
Dedotem per Fy(du) la funcié %.

3. Xarxas d’obertures Ara fem com avans, perd amb una xarxa de
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Figura 4.4: Punts del pla (u,v) tals que I(u,v) és més gran que una certa

cota, considerant una serie de quatre obertures rectangulars.

N x M obertures,

N—1M-1
A(U, U) = Z Z f[A1<ZL’ —nGy— md)]
n=0 m=0
N-1 M-1
— e incu e—zmdvA )
n=0 m=0
A )e_iN“d/Q e~ Mvd/2 sin(Neu/2) sin(Mdv/2)
= Ay (u,v)— . :
W emiwd/2 o—ivd/2 gin(cu/2)  sin(dv/2)
Per tant

I(u,v) = Fy(cu)Fy(dv) I (u,v).
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‘obertura.dat’

-10 -5 0 5 10

Figura 4.5: Punts del pla (u,v) tals que I(u,v) és més gran que una certa
cota, considerant una xarxa sis per sis d’obertures rectangulars.



Capitol 5
Historia

5.1 Finals del segle XVIII: Els origens

L’origen de les series de Fourier es troben en el tractament d’equacions en
derivades parcials com el problema de la corda vibrant o I’equacio de la calor.

Les primeres aproximacions al problema van ser ralitzades per Jean Le
Rond d’Alembert, en els seus articles del 1746 titulats Investigacions sobre
la curva que forma una corda al vibrar”. Primer considerava la alcada de la
corda en n punts com a una funcié del temps, i despres feia tendir el niimero
de punts a infinit per tractar la corda com a continua i deduia la equacio
en derivades parcials de la seccié 2.1. En els seus treballs considerava que
y:(0,z) = 0, i arribava al resultat:

it ) = Solat +2) — So(at — )

amb
o(z) = f(x) per 0 <z < L.

Finalment, com y(t, L) = 0 V¢, deduia que ¢ ha de ser periodica.

S’ha d’observar que els articles de d’Alembert es van realitzar avans
del treball de Fourier. D’Alembert consideraba les funcions com expresions
analiticas formades per processos d’algebra i calcul infinitecimal.

Pocs mesos despres de veure els articles de D’Alembert, Euler va es-
criure el article ”Sobre la oscilacié de cordes”, presentat el 16 de maig de
1748. Encara que el métode de solucié seguia a D’Alembert, Euler tenia
una idea diferen de quines funcions es podien admetre com a inicials, i en
consequiencia, com a solucions de I'equacié en derivades parcials. Les que ell
admitia, que anomenava discontinues, son les que ara denominariem com a
funcions continues a tot l'interval i analiticas a tocos.

71
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En un altre article del 1749, Euler va senyalar que tots els posibles movi-
ments de la corda vibrant son periddics respecte el tembs, per qualsevol funcio
f (posicié inicial). Tambe va senyalar que el movimet se pot expresar com a
convinacié dels periodes fonamentals, es a dir:

y(t,z) = ZA” sin (%) oS (mzct)

imposan la posici6 inicial, obtenia:

y(0,z) = ZA" sin (?) :

encara que no aclara si el signe de sumacié se refereix a un nimero finit o
infinit de termes.

El problema de la corda vibran va ser resolt tambe per Daniel Bernoulli.
En un article de 1732-33 va afirmar que la corda vibrant podia tenis formes
superiors de oscilacié i que les diferents oscilacions poden existir a la vegada
(entenent els sons fonamentals i armonics superior com a formes d’oscilacié
de la corda). Quan va llegir el primer artricle de D’Alembert de 1746 i
el de Euler de 1749 sobre la corda vibrant va publicar les ideas que habia
obtingut durant anys. Insisteix eque totes les posibles curvas inicials se poden
representar de la forma

flz) = Z A, sin(niLx),
n=1

ja que existeixen suficients constants A, com per a que la serie s’ajusti a qual-
sevol curva. En conseqiiéncia, afirma, que tots els corresponents moviment
de la corda vindran donats per

nmct

y(t,x):ZAnsin(nzx)cos( ).

La discusié entre D’Alembert, Euler y Bernoulli va continuar una década
sense arrivar a un acord. El centre de la discucio era la amplitut de funcions
que es podian representar com a serie de sinus.

En 1759, Lagrange, es va unir a la discucid. Encara que va criticar els
métodes d’Euler per restingir els resultats a curves analiticas, Lagrange va
afirmar que demostraria que la conclusio de Euler era correcta. El seus argu-
ments per afirmar que els seus resultats eren correctes per qualsevol tipus de
funcié inicial continua, era que no utilitzava cap operacié de derivacié, en-
cara que al intertar rigoritzar el seu argument se tenen que utilitzar aquestes
operacions.
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Lagrange va rebre critiques de D’Alembert i Bernoulli, i en 1760-61 va
donar una solucié diferent de la corda vibrant. Ell va resoldre el problema
suposant 4,(0,2) = g(z), en lloc de suposar que era nula com havia fet
D’Alembert, i va concloure que la solucio era

1 T+t z—t
vot) =5 |flas o+ fa0 - [ g [ g
i que admetia tot tipus de funcions inicials perque no utilitzava cap condicio
d’analicitat, encara que si que les utilitzava indirectament. El debat va con-
tinuar fins 1770.

Molts dels arguments prensentat per solucionar el problema presentats
per cadascun d’ells era incorrecte i els resultats del segle XVIII no van
ser definitius. Una de les principals qiiestions, la representabilitat de una
funcié arbitraria mitjancant una serie trigonométrica, no se va aclarar fins
que Fourier es va ocupar de ella. Fuler, D’Alembert y Lagrange van estar
a punt de descubrir la importancia de las series de Fourier. D’Alembert va
encertar en el argument de que y(¢,x) ha de ser peridédica en z, pero no va
veure, que donada una funcié arbitraria en 0 < z < L es por repetir en cada
interval [nL, (n + 1)L], amb n enter, i resulta aixi periddica; aixd tambe es
degut que no estava clar el concepte de funcio, i una funcié aixi no pot ser
representada per una férmula tancada.

5.2 Inicis del segle XIX: El treball de Fourier

El primer gran pas del segle el va fer Joseph Fourier. Fourier va estudiar el
fluxe de la calor, que tenia interes com a problema practic en el tractament de
metals en la industria, i com a problema cientific en el intent de determinar la
temperatura del interior de la terra. Va presentar el seu assaig basic soblre la
conducci6 de la calor a la Academia de Ciencies de Paris en 1807. El article
va ser evalutat per Lagrange, Laplace i Legendre i va ser rebutjat. Tot hi aixo
I’academia va motivar a Fourier a desenvolupar les seves ideas i va proposar
el problema de la propagaci6 del calor com a materia del gran premi que seria
asignat en 1812. Fourier va presentar la versi6 revisada el 1811 i jutjada per
els anteriors va guanyar el premi, tot i la falta de rigor del seu article i per aixo
no va ser publicada en las Mémoires de la academia. Fourier va continuar
traballant sobre la conduccié del calor i, en 1822, va publicar un dels classics
de matematiques: Théorie Analytique del Chaleur; que incorporava en la
primera part del llibre el seu artricle de 1811 practicament sense canvis.

Un cos solid esta subjecte a la pérdua o augment de calor, en general
no esta distrivuida uniformement, aixi que la temperatura T es una funcié
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del temps (t) i de la posicié(zx,y, z). Per principis fisics, Fourier deduia que
la funcio T'(z,y, z,t) en el cos solid tenia que complir 'equaci6 en derivades
parcials:

Tow + Tyy +71., = k2ﬂ>

un cas simplificat és considerar el problema en una barra de longitud L, i

reduir el problema a:
Tmac = kQ,I;fa

que és el que resolem a la seccio 2.2.

En el seu trevall se enfrontava al problema, que ja havien enfrentat a
Euler, D’Alembert i Bernoulli en el segle anterior, es a dir, quina amplitud
de funcions f, podes ser expresades com:

f(z) = iBn sin (?)7

Fourier va arribar a la expressié

L
B, = %/0 f(s)sin(ns)ds

aquesta conclusié no era nova, ja que Clairut i Euler ja havien arribat a
aquestes expressions en alguns dels seus treballs en el segle anterior. Els seus
resultats, a més, estaven limitats perque suposava que f tenia un nimero
infinit de derivades.

Llavors Fourier va realitzar algunas observacions sorprenents. Va observar
que cada B,, podia ser interpretada com I’area sota la corba y = % f(x)sin(nz)
per z entre 0 i 7. Aquesta area te sentit també per a funcions molt arbitraries.
De aqui, Fourier va concluir aixi que tota funcié f(x) podia ser representada
com

flz) = Zanin (n_zx) per 0 <z <.
n=1

Fourier va pendre una gran varietat de funcions f(z), va calcular els primers
termes de B, i va dibuixar la suma de uns pocs primers termes de la serie
de sinos per cadascuna. A partir de la evidencia grafica va deduir que la
serie representa f(x) sobre 0 < x < 7, sense importar si la representacié es
mante fora del interval. Un cop va obtindre el resultat sencill de B, es va
adonar que cada B,, es podia obtenir multiplicant la expressié de f(x) com a
suma de sinos a cada costat i integrant entre 0 i 7. També senala que aquest
metode era aplicable a la representacio

flz) =ap+ Z A, cos(nz).

n=1
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Després considerava una funcié arbitraria en [—m, 7| i la separava com a suma
de una funcié parell i imparell, utilitzant la serie de sinos com a expressio de
la part imparell i la de cosinos de la part imparell deduia que tota funcié a
(—m, ) es pot expresar com

f(z) = -+ Z(A” cos(nzx) + By, sin(nz)).

Ell mai va donar una proba completa de que una funcié ”arbitaria”se podia
representar por una serie com l'iltima, i tampoc les condicions suficients
per a que una funcié és pugui desenvolupar en series de Fourier; encara que
espava convencut de que aixo pasava per a qualsevol funcio.

El treball de Fourier va incorporar diversos avancos importants. Va forcar
una revisié del concepte de funcions i va marcar una separaci6 de las funcios
analiticas o funcions desenvolupables en series de Taylor. Ell mateix va notar
que clarificava el problema de la corda vibrant a favor de Bernoulli.

Els seu treball no van ser acceptats ni publicats en un principi, tot i que
es van fer accessibles a altres, i finalment van guanyar acceptacio.

Fourier, en I'iltima part del seu article de 1811, va tractar la propagacio
del calor que se extenién a dominis infinits, veure la seccio 4.2. La integral de
Fourier, va ser rellavant perqué donava una eina per poguer resoldre equacions
en derivades parcials de forma explicita. El desenvolapent de la integral de
Fourier va ser fet per Fourier, Cauchy i Poisson, encara que no se pot assignar
prioritat sobre cap d’ells, ja que tots va presentar assatjos orals a I’Academia
de la Ciencias. Tots tres van publicar articles sobre el tema, pero aixé va ser
un temps despres, i no se sap quina influencia van rebre els uns d’els altres.

Despres del treball de Fourier va quedar obert el problema de trobar
condicions precises per la convergencia de les series de Fourier. Cauchy i
Poisson ho van provar sense exit.

5.3 Mitjans del segle XIX

Dirichlet es va interesar per las series de Fourier despres de coneixer a Fourier
en Parfs durant els anys 1822-25. Dirichlet va donar el primer conjunt de
condicions suficients, en 1829, per a que la serie de Fourier representant una
funcié f(x) convergeixi i ho fagi a f(x). Veure el Teorema 1.2.7.

Riemann va estudiar durant un temps sota la direccié de Dirichlet en
Berlin i va adquirir interés per la series de Fourier. En 1854 va empendre una
investigacio que tenia com a finalitat trobar condicions necesaries i suficients
perque convergeixi la serie de una funcié. No va poder, de fet encara no esta
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resolt. En canvi va demostrar el teorema que si f(z) és acotada e integrable
en [—m, 7] llavors els coeficients de Fourier de f(x), A, i B, tendeixen a zero
quan n tendeix a infinit. També va demostrar que la convergencia de la serie
de Fourier en un punt nomes depent de la funcié en I’entorn d’aquell punt.

La naturalesa de la convergencia de las series de Fourier va rebre major
atenci6 despres de la introduccié del concepte de convergencia uniforme per
Stokes i Seidel. Heine va notar, en un article en 1870, que la demostracié
usual de que una funcié f(z) acotada esta representada univocament en
(—m, ) era incompleta. Aix0 va dona origen a una aparicié de una nova
serie de investigacions que buscaben establir la unicitat de la representacio
de una funcié com a serie trigonométrica i si els coeficients son necessariament
els coeficient de Fourier. Heine va demostrar que una serie de Fourier que
representa una funcié acotada que satisfa les condicions de Dirichlet es uni-
formement convergent en les parts de 'interval [—m, w]. Tambe va demostrar
que si la convergencia és uniforme llavors la serie es tnica.

Els problemas associats amb la unicitat de las series trigonometriques
y las de Fourier van atraure a Georg Cantor, que va estudiar el treball de
Heine. Va demostrar, en 1870, que quan f(z) es representa per una serie
trigonométrica convergent per tot x, llavors la representacio és tnica.

Durant aproximadament cincuanta anys despres del treball de Dirichlet,
es creia que la serie de Fourier de qualsevol funcié continua en [—m, 7| con-
vergia a la funcié. Pero Du Bois-Reymond, en 1872, va donar un exemple de
funcié continua que no convergia en un punt.

Molts altres van investigar el problema de la unicitat a finals de segle XIX
i principis del XX. Jordan, en 1881, va proporcionar una condicio suficient en
termes dels concepte de funcié de variacié acotada, que ell mateix va intro-
duir. Durant els anys seixanta i setanta es van examinar també las propietat
dels coeficients de Fourier y entre els resultats importants obtinguts, estava el
teorema de Parseval, veure 1.2.1 (encara que va ser introduit sota condicions
mes restrictives).

5.4 Finals de segle XIX principis de segle XX

La teoria de funcions de una o varies variables reals es va originar degut al in-
tent de entendre i clarificar certs descubliments extranys que se havien fet al
llarg del segle XIX, com funcions continua pero no diferenciable en cap punt,
series de funcions continuas pero amb suma discontinua i series de Fourier
entre d’altres. En aquells temps la analisi de Fourier resultava una eina molt
util per la matematica aplicada, pero el estat de coneiximent de aquestes
series no arribava a les exigencies de un matematic pur. Durant els anys vui-
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tante de aquest segle es van desenvolupar treballs sobre contingut i mesura.
Posteriorment, Lebesgue a principis del segle XX (en 1903 va publicar els
seus articles), va desenvolupar la seva teoria que era una generalitzacié dels
conceptes de mesura i integral de llavors. La integral de Lebesgue va resultar
especialment 1til en la teoria de series de Fourier, a la que el mateix Lebesgue
va fer importants contribucions. Riemann va demostrar que els coeficients
de Fourier A,,, B, de qualsevol funci6 f(x) acotada i integrable tendeixen
a 0 quan n tendeix a infinit. Lebesgue, en 1903, va generalitzar aquest re-
sultat demostrant de fet nomes es necessari que sigui integrable en el sentit
que ell mateix havia introduit (aquest resultat es coneix com a teorema de
Riemann-Lebesgue). En 1905 va fer una nova aportacié donant una condicié
suficient per assegurar la convergencia de les series de Fourier.

Un altre avang important que posteriorment va ser utilitzat en ’analisi de
Fourier va ser la teoria de sumabilitat, que estudiava quan se podien sumar
series divergents en el sentit de Cauchy. Aquesta teoria va ser desenvolupat
per varis matematics a partir de 1880. Leopold Fejér va contribuir a 1’analisi
de Fourier, en 1904, aplicant conceptes de sumabilitat en las series de Fourier,
i va donar lloc a varies investigacions exitoses sobre la sumabilitat de séries.

Per acavar, cal comentar dos dels resultats més destecats del segle XX.
El 1926 Kolmogorov va donar un exemple de funcié integrable en [—m, 7],
tal que la seva serie de Fourier divergia en tot punt; i el 1966 Carleson va
demostrar que donada una funcié f € L*(—mx, ), llavors la seva serie de
Fourier convergeix exepte sobre un conjunt de mesura cero. Poc després, en
1968 Hunt va generalitzar aques resultat a £P, amb p > 1.
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