ALGORITMOS EN ALGEBRA LINEAL (2DO CUATRIMESTRE DE 2005)
HoJA DE EJERCICIOS N° 3

ARITMETICA FLOTANTE / REPRESENTACION EXACTA DE ENTEROS Y
RACIONALES

Ejercicio 1. <« Calcule fi(1/3) en el sistema de flotantes F'(2,3,—1,2). >

Ejercicio 2. < Calcule el resultado de las siguientes operaciones en el sistema
F(2,3,—-1,2)
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Ejercicio 3. < En el mismo sistema de flotantes, calcule

3e—)es | se(2el
16 2 7 16 ~2)°

Ses)el , o3l
16 8 7 16 8)"

Ejercicio 4. < Sea (ay), una sucesién de nimeros reales y sea ¥,, la suma
numérica de n términos de la serie, es decir

o= ﬂ(ao) , Xpi=Ynp 1®ay (n > 1)

>

Mostrar que si a,, — 0 y si la suma ¥, no supera la capacidad de la mdaquina,
entonces la sucesién (X,), es estacionaria a partir de un cierto punto. Luego
estime el valor de la serie

o0

>,

n=1 n

en un sistema de flotantes dado F'(3,t,L,U). >

Ejercicio 5. <« Sea a > 1 un entero de longitud binaria 7(a) = N, el objetivo de
este ejercicio es mostrar un algoritmo que calcula

|22Vt /a] € N

con complejidad O(M (N)). Esto es equivalente calcular el reciproco 1/a con pre-
cision N: seap:=a/2V 7! luegol <p <2y

2% /p) = (227" /a]

nos da N bits de la mantisa de 1/a. Vamos a suponer que 2M (n) < M(2n); es
razonable suponer que el costo de dos multiplicaciones con N bits es menor que el
de una multiplicacién con 2N bits.

1
1. Sea f(x):= ~ — p. Calcule la expresion de la iteraciéon de Newton

f(x)
()
Verificar que g([0,1]) C [0,1] y que si Z,z € [0, 1] entonces

N(z)=2z—

|7 — 2| < 2™ = |g(Z) — g(2)| < gmt3,



2. Verificar que

]

Iniciamos la iteracién con 3 bits exactos (que obtenemos haciendo tres pasos
de la divisién standard):

1 1
w-lf<k
Para k > 1 sea b(k) := 2¥ + 2 y hacemos
T = N (Tx)
donde Z. es una truncacién de xy tal que

|Tp — xk\ < 272b(k)=2,

3. Mostrar que para todo k > 1

|z, — 1/p| < 2700,

4. Deducir que alcanzard con hacer n := [log, N| iteraciones para calcular
r, tal que |z, — 1/p| < 27V. Usar ésto para resolver el problema inicial.
(Sugerencia: |2V, — |22V~ /a]| < 2).

5. Usando que la complejidad de la adicién es M bits est de 2M, mostrar que
la complejidad final del algoritmos es

n

> (2 M(2b(k) +2) +2- (2(2b(k) + 2)))
k=1

y mostrar que esta suma es un O(M (n)).
>

Ejercicio 6. < Usar el algoritmo del ejercicio anterior para calcular el " reciproco”
de 14.293 (en base 10). >

Ejercicio 7. < Sean a,b > 1 enteros de longitud binaria < N; obtener como
consecuencia del ejercicio 5, un algoritmo para el cdlculo de la divisién con resto

b=c-a+r , 0<r<a-1

de complejidad M (N). (Sugerencia: sea q := 27V |2"V /a/|, usar que |g-b—c| <
1). >

Ejercicio 8. <« Sean &, € Q*, demostrar las estimaciones sobre el compor-
tamiento de la altura con respecto a las operaciones ariméticas:

L h(§+n) < h(E) + h(n) + log(2).
Si &,m € Z entonces h(§ +n) < max{h(§),h(n)} + 1.

2. h(&-n*t) < h(E) + h(n).



>

Ejercicio 9. <« Sean

Q< :={£€Q: H() < H}

los racionales de altura exponencial acotada por H. Un conteo directo da la esti-
macién
el objetivo de este ejercicio es mostrar la asintética

#Q<n = %HQ + O(H log(H)) = 1,216 H* + O(H log(H)). (1)

Un par z = (p,q) € Z*\ {(0,0} es wisible si el interior del segmento 0z no
contiene ningtin punto de Z2, lo cual equivale a que p, g sean primos entre si.

Figure 1: Puntos visibles desde el (0, 0)

1. Mostrar que Q* se identifica con los puntos visibles desde el (0,0) cuando
uno "mira” hacia el norte. En este modelo, la altura corresponde a la norma
1.

2. Sean
m(t) = #{(p,q) € Z2\{(0,0)} : |pl,|ql < t},
n(t) = #{(p,q) € Z*\{(0,0)} : ged(p,q) =1, Ip|,|q| < t}.

Mostrar que m(t) = (2t +1)?2 — 1y que

m(t) =Y n(t/d).

d>1

3. Sea pu : N — N la funcidn de Mdbius, definida como u(d) = (—1)* si
d = py---pg con p1,...,pr primos distintos dos a dos, y u(d) = 0 si no.
Probar la férmula de inversion

n(t) = 3 u(d)mit/d).

d>1



4. Deducir la asintética para t — o

d
n(t) =4 ( %) t2 + O(tlog(t)).
d>1
5. Sea .
C(S) = Znis = H ﬁ, (Re(s) > 1)
n>1 P primo p
la funcién zeta de Riemann. Observar que
pd) 1
2 T 9\’
= @ ¢(2)

y que #Q<y = % n(t) — 1; deducir de aqui (1), utilizando que ((2) = 7% /6.
>

Ejercicio 10. < **.  Considere la funcién

mostrar que

—_—
g(n) = f*(0) = fo---of(0).

es una biyeccién entre Ny Q>¢. >



