Minimums successifs des variétés toriques projectives'
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Résumé.— Nous calculons les minimums successifs de la variété torique projective X 4 associée
a un ensemble fini A C Z". Comme conséquence de ce calcul et des résultats de S.-W. Zhang sur la
répartition des petits points, nous déduisons des estimations pour la hauteur de la sous-variété X 4
et du A-résultant. Ces estimations nous permettent d’obtenir un analogue arithmétique du théoréme
de Bézout-Koushnirenko sur le nombre de solutions d’un systéme d’équations polynomiales.
Comme application de ce résultat, nous améliorons les estimations connues pour la hauteur des
polynémes dans le Nullstellensatz creux.

Abstract.— Successive minima of projective toric varieties. We compute the successive
minima of the projective toric variety X 4 associated to a finite set A C Z™. As a consequence of
this computation and of the results of S.-W. Zhang on the distribution of small points, we derive
estimates for the height of the subvariety X 4 and of the A-resultant. These estimates allow us
to obtain an arithmetic analogue of the Bézout-Kushnirenko’s theorem concerning the number of
solutions of a system of polynomial equations.

As an application of this result, we improve the known estimates for the height of the polynomials
in the sparse Nullstellensatz.

Mots clefs.— Hauteur, minimums successifs, variété torique, résultant creux, théoréme de Koush-
nirenko, Nullstellensatz arithmétique.
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Introduction et résultats

L’étude de la répartition des points de petite hauteur (ou petits points) d’une variété algé-
brique a regu une attention considérable au cours des derniéres années, autour du probléme
de Bogomolov et de ses généralisations [Ul98|, [Zha95|, [BZ95]|, |Bil97|, [DP98|, [DP99|,
[DPO01], voir également [Dav03| pour un apercu historique. La notion de minimums succes-
sifs a été introduite dans ce contexte par Zhang, qui a aussi montré leur étroite relation avec
la hauteur de la variété en question.

Ici nous calculons les minimums successifs d’une variété torique projective, d’ott nous dédui-
sons des estimations pour sa hauteur comme sous-variété et pour la hauteur du résultant
creux.

Soit A la hauteur projective standard des points de PV (Q), définie en utilisant la métrique
euclidienne pour les places a I'infini. Soit V' C P¥ une variété quasi-projective, de dimension
r. Le i-eme minimum successif de V' (par rapport a la hauteur projective h) est

(V) ==sup { inf {n(¢) ; € VAW} ; W CV, codimy (W) =i}
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pour ¢ = 1,...,r 4+ 1, ou le suprémum est pris sur toutes les sous-variétés W de V de
codimension i. On écrit p®5(V) := pu1(V) et p®*(V) := .y 1(V) pour les minimums
essentiel et absolu, respectivement ; on a

PV = pa (V) > o > g (V) = (V).

Soit A ={ag,...,an} C Z"™ un ensemble fini de vecteurs entiers, et considérons I’application
monomiale
wq:T" = PN , t— (E90 o N,

ou T" := (@X )™ désigne le tore algébrique sur Q de dimension n. La variété torique projective
X 4 C PN associée est définie comme étant la cloture de Zariski de ’ensemble image de cette
application

Xq=pa(M)={ (@ :t"); teT"} c PV,

Soit L4 C Z™ le sous-module engendré par les différences des vecteurs ag, ..., an ; ceci est
donc un réseau de 'espace linéaire engendré L4 ®z R C R™. On considére la forme volume
Vol sur cet espace linéaire, invariante par translations et telle que Vol(S) = 1 pour un
simplex élémentaire quelconque S de L 4.

Soit @4 C R™ le polytope associé, défini comme ’enveloppe convexe Conv(.A) de 'ensemble
A. Posons dim(A) := dim(L4) et Vol(A) := Vol 4(Q.4). Avec ces notations, la dimension et le
degré de X 4 s’explicitent comme la dimension et le volume de I’ensemble A, respectivement :

dim(X 4) = dim(A) = dim(L4) , deg(X 4) = Vol(A) = Vol4(Q4)-

Dans le cas ou Ly = Z", la forme volume Voly coincide avec n! fois la forme volume
euclidienne Vol,, de R™; en particulier dim(X 4) = n et deg(X 4) = n! Vol,,(Q4).

Nous montrons que les minimums successifs de X 4 peuvent s’expliciter en termes de la
combinatoire de ’ensemble A. Soit F(Q4) l'ensemble des faces du polytope @ 4, et pour
i=0,...,7:=dim(A) posons
N4(i) :=min { Card(PNA); P € F(Qa), dim(P) =1}

pour le minimum des cardinaux de ’ensemble A restreint aux faces de @ 4 de dimension i.

1
Théoréme 0.1 u;(X4) = 5 log Ng(r—i+1) pour i=1,...,7+1.
En particulier N(r) = Card(A) = N +1 et N4(0) =1 et donc

i 1
(XA = S log(N 1), (X =0,

Comme corollaire du théoréme 0.1 et du théoréme des minimums successifs de Zhang, on
déduit 'encadrement suivant pour la hauteur d’une variété torique (Corollaire 3.1) :

(r : Y 1og(N + 1) Vol(A).

% log(N + 1) Vol(A) < h(X.4) <

A T’heure actuelle, on ne dispose d’aucune expression exacte (autre que sa définition) pour
h(X 4), donc cet encadrement est significatif. En fait, il serait fort intéressant de trouver une
telle expression exacte pour la hauteur d’une variété torique projective dans le cas général.



Remarquons que pour les espaces projectifs (le seul cas des variétés toriques dont on connait
la hauteur projective) le théoréme 0.1 montre qu’aucune des estimations dans le théoréme
des minimums successifs de Zhang n’est exacte, voir le paragraphe 3.

A partir de ces estimations, on déduit aisément la majoration explicite suivante pour la
hauteur du A-résultant Rés 4, dont on renvoie au paragraphe 3 pour la définition précise.
On note hgup(Rés4) la hauteur associée a la norme sup, définie comme étant le logarithme
du maximum des valeurs absolues des coefficients de Rés 4.

Corollaire 0.2 Soit A= {ag,...,an} CZ"™ un ensemble fini tel que L = 7Z", alors
3
hsup(Rés4) < 5 (n+1) log(N + 1) Vol(A).

Les seules estimations pour la hauteur de Rés 4 dont on disposait auparavant étaient celles
qu’on peut obtenir & partir des algorithmes pour son calcul [CLO98, § 7.6, [D’An02], voir
aussi [KPS01, Prop. 1.7] ou encore [RojO0, Thm. 23|. Celles-ci sont loin d’étre précises, et
notre estimation les améliore d’'un facteur exponentiel. Par ailleurs, la seule information
dont on dispose concernant la valeur ezxacte des coefficients de Rés 4 est pour les coefficients
extrémaux, égaux a £1 [Stu94, Cor. 3.1].

La majoration de h(X 4) nous permet aussi d’estimer la hauteur des sous-variétés définies
par des équations & support restreint. Soit ) C R™ un polytope rationnel, c¢’est-a-dire dont
les sommets sont des vecteurs entiers. Pour un point £ € T, on définit sa Q-hauteur de Weil
par la formule

ho(&) =Y m logmax { ["], ; a € QNZ"} € Ry,
veEMg

ou K est un corps de nombres contenant les coordonnées de £ et Mg est I’ensemble des
places de K.
On pose Vol,(Q) pour le volume euclidien de ). On pose aussi || f|[1 := > ,czn |ca| pour

la norme ¢* d’un polynome de Laurent f =3, _,m cqa® € ZlzE . a.

Théoréme 0.3 Soient fi,..., fn € Z[:clﬂ, ..., &1 des polynomes de Laurent a coefficients
entiers, et posons Q := N (f1,..., fn) CR™ pour leur polytope de Newton.

Soit Z(f1,...,fn)o Uensemble des points isolés de Z(f1,...,fn) C T™. Pour chaque point
¢ dans cet ensemble on note ((§) := dimg (@[ Tl, oo/ (fr - f”))l(g) la multiplicité
d’intersection de f1,..., fn en &. Alors

Y U hE) < n!Vol,(Q) Y log|Ifilli.
EGZ(flr-‘:fn)O =1

Ceci est un analogue arithmétique du théoréme classique de Bézout-Koushnirenko [Ful93,
§5.5], [GKZ94, § 6.2, Thm. 2.2], [CLO98, § 7.5, Th. 5.4] :

S e < Vol (Q).
E€Z(f1,5fn)o

Ce résultat est un raffinement du théoréme de Bézout arithmétique pour les hypersurfaces,
et il améliore et rend complétement effectif le cas non-mixte du théoréme de Bernstein-
Koushnirenko arithmétique da a V. Maillot [Mai00, Cor. 8.2.3|, voir la remarque 4.2.



Sa démonstration est basée sur la majoration de h(X 4) déja mentionnée, le théoréme de
Bézout arithmétique classique, et des résultats plutot élémentaires de la théorie de l'inter-
section géométrique. On obtient aussi une variante pour les intersections arbitraires (Pro-
position 4.7). Signalons qu'il serait d’un grand intérét d’étendre ces résultats au cas mixte
général ; nous espérons pouvoir le faire & ’aide d’une extension des techniques introduites
dans le présent article.

Le A-résultant et le théoréme de Koushnirenko sont & la base de la théorie de ’élimination
dite “sparse” (creuse), voir [CLO98]|, [Stu02]. Dans ce contexte, il est peut-étre intéressant
de signaler que le théoréme 0.3 montre que la complexité binaire d’une représentation sym-
bolique de Z(fi,...,fn)o est polynomiale en la complexité binaire de fi,..., f, et en le
volume (normalisé par n!) du polytope de Newton correspondant.

Comme application de ces résultats, nous déduisons une amélioration significative du Null-
stellensatz arithmétique creux da a T. Krick, L.M. Pardo et l'auteur [KPS01, Cor. 3] :

Théoréme 0.4 Soient fi,...,fs € Z[xy,...,x,] des polynomes a coefficients entiers sans
zéros communs dans C".

Posons d := max;deg(f;), h := max;hgp(fi) et A := Supp (1,1‘1, e Ty f1, - .,fs) -
N" : alors il existe a € Z\ {0} et g1,...,9s € Z[x1,..., 25| tels que

ca =g fit - +9gsls
e deg(gi) < 2n2dVol(A),
 heup(a), heup(gs) < 2(n+1)3d Vol(A) (h+1logs+ 14 (n+ 1)d log(d + 1)).

Ce résultat représente une amélioration d’un facteur exponentiel par rapport aux estimations
connues ; la majoration pour les hauteurs devienne ainsi polynomiale en tous les paramétres
concerneés.
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nombreuses discussions et éclaircissements, notamment autour du théoréme de Bézout. J’ai
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anonyme pour des nombreuses remarques utiles.

Bernd Sturmfels m’a encouragé a réfléchir sur la hauteur du A-résultant. Le présent article
est en partie conséquence de mes tentatives pour résoudre ce probléme.

1 Hauteur des points et des polyndmes

On note par Q le corps des nombres rationnels, K un corps de nombres et Q la cloture
algébrique de Q. On note par T" le tore algébrique et PV l'espace projectif sur Q, de
dimension n et N respectivement.

Pour chaque premier rationnel p on note | - |, la valeur absolue p-adique sur Q telle que
Ipl, = p~'; on note aussi | - |o ou simplement | - | la valeur absolue standard. Celles-ci
forment un ensemble complet de valeurs absolues sur Q : on identifie ’ensemble Mg de ces
valeurs absolues a l'ensemble {oco, p; p premier}. Plus généralement, on désigne par My
I'ensemble des valeurs absolues de K étendant les valeurs absolues de Mg, et on note M7
le sous-ensemble de Mg des valeurs absolues archimédiennes.



On note R le corps des nombres réels et C le corps des nombres complexes; on pose R4
I’ensemble des nombres réels non-négatifs. On note par Z ’anneau des entiers rationnels, et
par N et N* les entiers naturels avec et sans 0, respectivement. Pour b = (bg, ..., by) € ZN*1,
on pose deg(b) := by + - - - + by € Z pour le degré du mondéme x° associé.

Dans ce paragraphe nous rappelons les définitions et propriétés de base des différents no-
tions de hauteur pour les points (et plus généralement, pour les sous-variétés) et pour les
polynémes.

Pour un point &€ = (& : ---: £x) € PV on note h(£) son hauteur projective, définie par la
formule

Do NE) log VIGR + -+ v+ Y M(K) logmax {[éolus - - én o}

veEMSL vEM\ M
ol K est un corps de nombres contenant les &;, et dont pour chaque pour v € Mg on pose

[Kv : Qv]

(K : Q]
Cette expression ne dépend pas du choix des coordonnées homogénes de &, grace a la formule
du produit.

M(K) =

Cette notion s’étend au variétés projectives de dimension supérieure, suivant une construc-
tion due & P. Philippon. Soit f =) ¢, U* € K[Uy,...,U,] un polynéme en n+1 groupes Uj;
de N;+1 variables chacun. Posons Sx,41 := {(20,...,2n,) € CNiTLs 202+ -+ ]2y, 2 = 1}
la sphére unité de CNitl équipée de la mesure in,+1 de masse totale 1 et invariante
par rapport au groupe unitaire U(N; + 1). Pour une place archimédienne v € Mz, la
SNy+1 X =+ X SN, +1-mesure de f relative & v est définie par I'intégrale

My (f; SNg+1 X -+ + X SN, +1) 12/ log | flo piNg+1 X =+ X fiN, 41 -
S

No+1 X" X SNy +1

Notons que dans le cas ot chaque groupe se réduit a une seule variable U; := {u;}, cette
notion se spécialise en la mesure de Mahler de f, c’est-a-dire

m(f; S"Jrl / / log‘f 2miug ...,eZWi“")‘duo---dun.

Pour une place ultramétrique v € Mg \ M§?, on note |f], := max {|ca|y; a € NNV x ..o x
NN"+1} la norme sup de f relative a v.

Maintenant soit V' C PY une K-variété quasi-projective équidimensionnelle de dimension
n. Soit Chy € K[Uy,...,U,] sa forme de Chow, qui est un polynéme en n + 1 groupes de
N + 1 variables chacun, homogéne de degré deg(V') en chaque groupe U;. Suivant [Phi95],
la hauteur projective de V' est par définition

h(V) = > AE)my(Chys S+ > A(K) log [Chyl,
vEM? vEM \ M2
Yo
t(n+1) (;2]> deg(V) €R,.



Alternativement, cette hauteur peut se définir via la théorie d’Arakelov comme la hauteur
hm(E) relative au fibré en droites universel O(1) muni de la métrique de Fubini-Study, de

la cloture de Zariski X de V' dans IF’NK, voir [BGS94, § 3.1.3].

On considérera aussi la hauteur de Weil d’un point & € PV définie par

Z )\ 10gmax{|§0]v, . a|£N|v}-

vEME

Ceci se compare avec la hauteur projective; on a
~ ~ 1
H(€) < (&) <h(E) + 5 log(N +1).

Le tore TV peut s’identifier a I'ouvert (IP’N)O =PN\ {(zo:---:2Nn); 20---2n = 0} via
Vinclusion (t1,...,tn) — (1 : ¢ 1 -+ 1 tx). Ceci induit une notion de hauteur projective h,
et de hauteur de We11 hb pour les sous-variétés et pour les points de TV, respectivement.

Plus généralement, étant donné un ensemble fini A = {ag,...,an} C Z" on peut définir une
notion de A-hauteur projective pour une sous-variété équidimensionnelle V' C T™ en posant

ha(V) := h(ga(V)).

Ceci se spécialise en la hauteur projective h, pour A := {0,e1,...,e,}, ol e; désigne le
j-éme vecteur de la base standard de R™. Similairement on définit la A-hauteur de Weil
d’un point ¢ € T™ par R R

ha(§) := h(pa(§));

ceci se spécialise en la hauteur de Weil hL pour A:={0,e1,...,e,}.
Remarquons que pour un polytope rationnel @ C R", la Q- hauteur de Weil hQ coincide
avec la Ag-hauteur de Weil, pour Ag := Q NZ" C Z" I'ensemble des points entiers dans

Q.

On fera appel a plusieurs notions de hauteur pour les polyndémes, suivant le choix d’une
métrique pour les places a l'infini. Soit d € N et || - || une métrique sur la partie graduée
Clzo,...,zN]q. Soit v € Mz? une place archimédienne et o, : K — C une immersion
correspondant & v. Pour un polynéme homogéne f € K|xo,...,zN]q on pose alors

£ 1lo := llow (]

pour la norme de f relative a v. Rappelons que pour v € Mg \ Mz° on note |f|, la norme
sup de f relative a v. Ainsi, la métrique || - || définit une hauteur par la formule

() =3 M(E) logllflle + > A(K) log|fl.-

vEM®® Mg \M

Pour la norme sup et les normes ¢! et £2, on notera les hauteurs correspondantes par hsup,
h1 et ho, respectivement. Les relations entre ces normes fournissent des encadrements pour
les hauteurs correspondantes; on a

haup(©) < ha(€) (&) . Mi(€) < ha(€) + 5 log (N N d) < haup(€) + log (N * d).



Les hauteurs hsup, hi et hy s’étendent de fagon naturelle au cas des polyndémes pas forcément
homogénes, voire des polynémes de Laurent.

Aussi on considérera la métrique || - ||w sur Clzo,...,xn]|q définie par
d 71
2 2
= 5 (0) el
a;deg(a)=d
pour f = Y, cq2® € Clxg,...,xN]q. Pour £ € CV*L T'inégalité de Cauchy-Schwartz
entraine

ol - ‘ch (S (0) ) (S () = wrhwle o

Pour un polynéme homogéne f € Klxo,...,zn]q, on notera respectivement || - ||y, et hw
la métrique relative a une place v € Mg et la hauteur correspondantes a cette métrique.
L’indice est pour H. Weyl, le premier & notre connaissance & considérer cette métrique,
voir [Weyb0, § 3.7].

2 Minimums successifs

Soit Tors(T™) le sous-groupe des points de torsion de TV, on a & = (&1, ..., 2x) € Tors(TV)
si et seulement si & est une racine de 'unité pour ¢ = 1,..., N. Le lemme suivant montre
que le minimum de la hauteur projective h, sur les points de TV est atteint aux points de
torsion.

1
Lemme 2.1 Soit £ € TV ; alors h, (&) > 5 log(N + 1), avec égalité si et seulement si & €
Tors(TV).
Démonstration.— Soit v € Mz?. L'inégalité arithmético-géométrique [HLP67, Thm. 9] en-

traine

L+ &R+ +|Enl3 2/(N+1)
> e
N 1 = (‘51"‘1 |§N"U)

avec égalité si et seulement si |&], = 1 pour tout i. Equivalemment

log /T [GE + -+ [en P > 5 log(N + 1) + - log (lalo - lénl).  (22)

1
N+1
Pour v € Mg \ M7® on a

log max {1, [&1]v, -, [En]o } >

1
N1 log (‘gl‘v""fN’v)a (2.3)
avec égalité si et seulement si |§;|, = 1 pour tout 4, donc

h(§) = D ME)logV/IT+[GR++[EnE + Y A(K) logmax {1, [& ], .., [Exlo}

vEME® vEM\ M

1 1
> —log(N +1) A(K) 1 v v) = = log(N +1
= og(N + N+1 GEM og (I1ly - - 1énlw) 5 og(N +1)
veEMp



par la formule du produit. Pour avoir 'égalité, il faut que les inégalités (2.2) et (2.3) soient
des égalités. Ceci équivaut a ce que ||, = 1 pour tout v € Mg et i =1,..., N, c’est-a-dire
¢ € Tors(TY). O

Considérons action diagonale de T™ sur PV associée a I’ensemble A
wq: T x PV — PN , (t,z) —t*xqgx:= {29 - t"VaN).

Les orbites de I’action restreinte & X 4 sont en correspondance avec ’ensemble F(Q 4) des
faces du polytope @ 4 : pour chaque face P on considére un point ep := (epo:---:ep n) €
PN défini par ep,j =15l aj € P et epj := 0 sinon; la bijection est donnée par [GKZ94,
Ch. 5, Prop. 1.9], [Ful93, § 3.1]

PD—)XJOLLPZZTH*AGP c PV .

Ainsi la décomposition de X 4 comme union disjointe des orbites de cette action s’explicite
en
Xa= || Xip (2.4)
PEF(Qa)

Posons N(P) := Card{i; a; € P} — 1 et A(P) = (a;; a; € P) € (Z")NP)+1, On vérifie
que le, p C PV est Porbite principale d’une variété torique contenue dans un sous-espace
standard F = PN(P), Cette variété torique s’identifie a la sous-variété th(P) c PNP) de

dimension égale a la dimension (réelle) de la face P, via I'inclusion canonique ip : PV (P) s
PN. On renvoie le lecteur intéressé & [Ful93|, [GKZ94] ou [CLO98| pour les propriétés de
base des variétés toriques projectives.

Le théoréme 0.1 est conséquence directe de la décomposition ci-dessus et du lemme 2.1.

Montrons d’abord quelques propriétés élémentaires des minimums successifs.

Lemme 2.2

(a) Soit V C PN une wvariété quasi-projective quelconque, et Z C 'V une sous-variété
quasi-projective de dimension s, alors p;(V) < ps—ryi(Z) pouri=r—s+1,...,r+ 1.

(b) Soit V = UjeJ Zj un recouvrement fini de V par des sous-variétés quasi-projectives de
dimension sj := dim(Z;), alors pouri=1,...,r+1

pi(V) =min { ps;—r4i(Z;) 3 j € J, 85 =7 —i+1}.

Démonstration.— Partie (a) : Posons £ := r —i. Pour € > 0 donné, on prend une sous-variété
W C V de codimension i (ou équivalemment telle que dim(W') = ¢) suffisamment grande
pour que ;(V) < pu®P(V\ W) +e.

On a dim(W N Z) < ¢ et donc pP5(Z\ W) < ps—r+4(Z) par définition, car codimz(W N
Z)>s—{=s—r+i. Puis

VAW < @2\ W)

car V\W D Z\W;onen conclut p;(V) < ps—ryi(2).

Partie (b) : Par application directe de la partie (a), on voit que le premier terme est borné
par le deuxiéme. Ainsi on se réduit & démontrer 'autre inégalité.



Posons ¢ := r — i. Pour chaque j € J on prend une sous-vari¢té W; C Z; de la facon
suivante : dans le cas s; > £+ 1 on prend W; de dimension ¢, suffisamment grande pour
que fs;—rti(Z;) < p?Ps(Z; \ W;) + €, tandis que pour le cas s; < ¢ on prend W; := Z;.
Soit
W= JW,nZ cz
jedJ

la cloture de Zariski dans Z de la réunion des W;. Donc dim(WW) < ¢, car J est un ensemble
fini et dim(W;) < £ pour tout j € J. Ainsi p;(V) > p(V \ W) et de plus

WV AW) = min (2 \ W) s G €T s it 1}

car V\W C U{j;sjzu-l}(zj \ Wj). On en déduit p;(V') > min{ ps;,—r14(Z;); j € J, 85 >
r—i+ 1} — €, ce qui établit 'égalité. O

Démonstration du théoréme 0.1.— Soit B C Z™ un ensemble fini quelconque, et posons M +
1 := Card(B) pour son cardinal et Xg := @g(T") C PM pour le tore associé. Ce tore X3
est en fait contenu dans (P)° et par le lemme 2.1 on a

1
H(XE) > 5 log(M +1).

En outre Tors(T™) est un ensemble dense de T", et donc pp(Tors(T™)) est aussi un ensemble
1

dense de X3. On a h(&) = 5 log(M + 1) pour tout £ dans cet ensemble, car il est contenu
dans Tors(T™). Alors
1

H(XR) < 5 log(M + 1),
et donc p;(Xg) = 1 log(M +1) pour tout 1 < j < dim(Xp) + 1, a cause de I'encadrement
P (XR) < py(XB) < p(XR).
Maintenant soit P € F(Q4), et soit Xap=T'xaep C PN Porbite torique associée. La
hauteur des points est invariante par l'inclusion ip et donc

o [¢] 1
Ni(XA,P) = ,Ui(XA(p)) =3 log N(P)

pour i = 1,...,dim(P) + 1. Par le lemme 2.2(b) et la décomposition (2.4) on conclut

. o . ) 1 .
(X 4) = min { pigim(py—r4+i (X3 p) ; dim(P) >r—i+1} = 3 log Na(r —i+1),

car ce minimum est atteint sur ’ensemble des faces de QQ 4 de dimension r — i + 1. Il

1
Comme on ’a déja remarqué dans U'introduction, en particulier on a pu®*(X 4) = 3 log(N+1)
et (X 4) = 0.
Ce résultat montre aussi que l’ensemble des minimums successifs de X 4 peut étre trés

varié, suivant la combinatoire de I’ensemble A (sauf pour les conditions pu1(X4) > --- >
tr+1(X4) = 0). Voici quelques exemples :

e L’espace projectif P" correspond a ’ensemble {0,e1,...,e,} C Z" (e; est le j-éme vecteur
de la base standard de R™) donc

1
ui(P”)zilog(n—i—i—% , i=1,...,n+1.



e Soit V), q C P(“2") 1 1a variéte de Veronese, définie comme l'image de 'application
P" — P(din)fl, x — (2%; b € N*T1, deg(b) = d). Ceci correspond & I'ensemble {a €
N™: deg(a) < d} C Z" et donc

d+n—i+1

1 .
ﬂi(Vn,d):2IOg< n i1 > . i=1,...,n+1.

e Soit S, C P?"~! la variété de Segre, définie comme 'image de la immersion (P')" —
P2" =1 via ((z10 : T11)s- .., (Tpo : Tn1)) — (H;;l Tiji Ji € {0,1}). Ceci correspond &
I'ensemble {0,1}" C Z™ et donc

log 2

wi(Sp) = 5 (n—i+1) , i=1,...,n+1.

Une sous-variété de torsion de TV est par définition une sous-variété de la forme w - H,
ott H est un sous-groupe algébrique de TV et w € Tors(TV) [Zha95, § 6], [Bil97, § 5]. La
proposition 2.4 ci-dessous montre que les sous-variétés de torsion réalisent, pour la hauteur
projective, les minimums successifs les plus petits possibles parmi les sous-variétés de TV.

Lemme 2.3 Soit H C TN un groupe algébrique de dimension r, alors il existe un ensemble
fini A = {ao,...,an} C Z" et un sous-groupe fini G C TV tels que H = G- X3 =
Uwer . le

Démonstration.— Notons d’abord que grace a [OV90, § 3.2.3, Thm. 5| il existe un isomor-
phisme 1 : TV — TV et des entiers positifs ¢,41,...,cn € N tels que

G(H) = Z(yh =1,y - 1) cTV.
Alorson a Y(H) =F-K avec K := Z(y;41—1,...,yn — 1) C TV et
F=Zy—1,....y0— Ly =1,y - 1) c TV,

Par [OV90, § 3.2.3, Thm. 4 et Prob. 10| il existe des vecteurs entiers vy, ...,vxy € ZV tels
que linverse ¢~ : TV — TV g’écrit comme y — (y¥1,...,y"N).

Posons a; := (v;1,...,v;r) € Z" pour i = 1,...,N; ainsi on a 1 (K) = p4(T") = Xg,
G := 1~ 1(F) est un groupe fini et

H=¢'(F-K)= o (F) - o7} (K) = G- X5

Proposition 2.4
1
(a) Soit V.C TV, alors u;(V)> 5 log(N +1) pour i=1,...,dim(V)+ 1.

1
(b) Soit V. C TN une sous-variété de torsion, alors ju;(V) = 5 log(N +1) pour i =
1,...,dim(V) + 1.
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Démonstration.— La partie (a) est conséquence directe du lemme 2.1. Pour la partie (b), on
remarque que le lemme précédent implique qu’il existe des ensembles finis A = {ag,...,an}
CZ" et JC Tors(T") tels que V = J-X¢. Par le lemme 2.2(b), il suffit de considérer
le cas irréductible, c’est-a-dire V =w- X5 avec w € Tors(TV).

L’ensemble w - ¢4(Tors(T")) C TV est dense dans w- X9 et il est contenu dans Tors(T"),
et donc h,(§) = 5 log(N +1) pour tout point ¢ de cet ensemble. On en conclut que p1;(V) <
(V) < 3 log(N + 1) pour tout 4, ce qui achéve la démonstration. O

1
En particulier j;(TV) = 5 log(N +1) pouri=1,...,N + 1.

En vue de ce résultat, il est naturel de se demander si la propriété (b) caractérise les sous-
variétés de torsion, parmi toutes les sous-variétés irréductibles de TV. Plus précisément :
soit V' C TV une sous-variété irréductible qui n’est pas de torsion, et posons V° pour la
réunion des sous-variétés de torsion contenues dans V et V* :=V \ V°. Est-il vrai que

1
(V) > 3 log(N +1) 7 (2.5)

Par le théoréme de M. Laurent [Lau84, Thm. 2|, il n’existe qu'un nombre fini de sous-variétés
de torsion maximales contenues dans V', ce qui implique que V* est un ouvert non vide.
Ainsi p®(V) > p™(V*) et donc une réponse affirmative a la question (2.5) impliquerait
une réponse aussi affirmative & la question soulevée précédemment, c’est-a-dire au fait que
les sous-variétés irréductibles de TV soient caractérisées par la propriété (b) ci-dessus.

Prenons a présent la notation dans [Zha95, § 6]. Soit ey« le minimum absolu de V* par
rapport & la hauteur de Weil EL. Pour un point quelconque ¢ € TV on a E(ﬁ) + % log(N +
1) > h,(§) et donc

eve + % log(N + 1) > (V).

On en déduit que une réponse affirmative a la question (2.5) ci-dessus représenterait aussi un
raffinement du probléme de Bogomolov sur le tore TV [Zha95, Thm. 6.2], [Bil97, Thm. 5.1(b)].

3 Estimations des hauteurs

Dans ce paragraphe nous obtenons les estimations pour la hauteur des variétés projectives
a partir des résultats du paragraphe précédent.

La répartition des points algébriques de petite hauteur d’une sous-variété est en étroite
relation avec le degré et la hauteur globale de la sous-variété en question. Le lien est donné par
le théoréme des minimums successifs [Zha95, Thm. 5.2] : pour une sous-variété irréductible
V ¢ PV de dimension r

MV) 1) (). (3.1)

V) a(V) < g <

On renvoie a [DP98, Thm. 3.1] pour une démonstration élémentaire, basée sur les théorémes
de Bézout et de Hilbert-Samuel arithmétiques.
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Tout d’abord, il est naturel de se demander si ces estimations sont précises pour des cas
particuliers. Le théoréme 0.1 montre que déja pour les espaces projectifs, aucune de ces
estimations n’est exacte : on a

(B 4+ g (BY) < BB < (n+ 1) (B"),

n+1 1

1
"N~ 1 BaS94, Lem. 3.3.1], et daprés le théoréme 0.1
J

car h(P") =
=2

. 1 1 W nt1
(P4 -+ 1 (P™) = 3 log(n+1)+-~+§ log(l) , (n+1)u(P") = 5 log(n+1).

Le résultat suivant est une conséquence directe du théoréme 0.1 et des estimations (3.1) :

Corollaire 3.1 (du théoréme 0.1) Soit A = {ao,...,an} C Z"™ un ensemble fini de dimen-
ston r, alors

(r+1)
2

%(logNA(r)—|—~-+logNA(0))Vol(A) < h(Xa) < log(N + 1) Vol (A).

Soit A = {ag,...,an} C Z™ un ensemble fini et a € (@X)NJrl un vecteur a coordonnées
algébriques, et considérons I’application monomiale

PAq: TV — PN , t— (pt® -t ant™).

La variété monomiale X 4o C PV associée est définie comme étant la cloture de Zariski de
I'image de cette application, c’est-a-dire X 4 1= @ 4,o(T"). Les variétés toriques projectives
sont des cas particuliers des variétés monomiales (correspondant au cas a = (1,...,1)) et
quelques unes des estimations précédentes peuvent s’étendre sans difficulté a cette situation
plus générale.

Notons que X 4, et X 4 sont linéairement isomorphes par I’application diagonale
PN - PN | (zo:-:an) — (ag mo: oy n),

et donc elles jouissent des mémes propriétés géométriques; en particulier dim(X4,) =
dim(A) et deg(X4,n) = Vol(A). Pour une face P € F(Q4) du polytope Q4 C R”, on
notera

a(P) = (a;; a; € P) € (Q )N,
Proposition 3.2 Soit A = {ag,...,an} C Z™ un ensemble fini de dimension r et a €
(@ )N*L alors
o 1i(Xaa) < min {h(a(P)); P € F(Q4), dm(P)=r—i+1} pouri=1,...,r+1, et
r+1

° h(XA@) <

h(c) Vol(A).

La démonstration suit exactement la démarche de celles du théoréme 0.1 et du corollaire 3.1.
Remarquons que la majoration pour les minimums successifs n’est plus une égalité dans le
cas général (considérer I'exemple A := {0,1} € Z et a := (1,2) € Q?).

Plus généralement, cette méthode nous permet d’estimer le comportement du minimum
essentiel et de la hauteur des variétés par rapport a des morphismes. Soit ¢ : PN — PM
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une application rationnelle définie par des formes g, ..., on € Q[zo,...,2zn] de degré d.
On définit son degré par deg(y) := d, et sa hauteur hyw(p) par la formule

(o) = 3 M) togllgolla, T+ llealas
veEMP
+ Z Ao (K) logmax {|¢olv, - - - [omlv}
vEME\MEP

ot K est un corps de nombres contenant les coefficients de ¢ ; pour v € M on désigne par
|| - [lw, la métrique de Weyl relative a la place v, voir le paragraphe 1.

Proposition 3.3 Soit ¢ : PN — PM  une application rationnelle, V. C PN une sous-

variété irréductible de dimension r et Z := (V) C PM image de V par ¢, alors
h(Z) h(V)
esS(7) < h d sy <(r+1 <h d )
p(Z) < hw(p) + deg(p) p=(V) deg(Z) = (r+1) (hw(e) + deg(e) dog(V)
. . . —N+1
Démonstration.— Soit £ € Q. Pour v € My
log [Ip(&) 12,0 < 1083/ liolly o + -+ + llparlly.,, + d log |I¢] 2
comme conséquence de I'inégalité (1.1), tandis que pour v € Mg \ M3 on a
log max {|o(&)],- - lear(€)|} < logmax {|golv,- .- lparlo} +d logmax {|&lo, - -, [Enlol}

grace & l'inégalité ultramétrique. On en obtient h(¢(€)) < hw(p) +dh(§) par sommation
sur M.

Maintenant soit € > 0 quelconque, et soit Y C Z une sous-variété propre tel que p®5(Z2) <
ps(Z \ 'Y) + . Considérons alors la cloture de Zariski X := o= 1(Y) C PV, qui est une
sous-variété propre de V' tel que ¢(X) =Y. On a

pPZNY) < hw(p) +dp™(V\ X) < hw(p) +du™(V),

ce qui démontre la majoration pour le minimum essentiel. L’estimation pour le quotient
h(Z)/deg(Z) suit directement de cette majoration et des estimations (3.1). O

Comme une autre conséquence du théoréme des minimums successifs, on déduit la mino-
ration suivante pour la hauteur d’une variété projective non contenue dans la réunion des
hyperplans coordonnés :

Corollaire 3.4 (de la proposition 2.4(a)) Soit V.C PN une sous-variété irréductible tel que
V& Z(xo---xn), alors

h(V) > = log(N + 1) deg(V).

N | —

Posons r := dim(V'). Lorsque la codimension de V est grande, et plus précisément lorsque
1

B log(N +1) < h(P") = g (log(r 4+ 1) + O(1)), ce résultat améliore la minoration h(V) >
Rh(P") deg(V) (r := dim(V')) due a J.-B. Bost, H. Gillet et C. Soulé [BGS94, Prop. 4.1.2(i)
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et Thm. 5.2.3|. Notons que cette minoration est équivalente & la positivité de la hauteur des
sous-variétés considérée dans cette référence.

Considérons maintenant la majoration pour la taille des coefficients du résultant creux.
Soit A := {ap,...,an} C Z" un ensemble fini tel que L4 = Z". Pour chaque i =0,...,n,
on introduit un groupe de N + 1 variables U; = {U;o,...,U;n} et posons

=z

:ZUijfL'aj c QU”:L’lil,...,:E?;l]
5=0

pour le polyndme de Laurent générique de support A. Soit
Q= { (W0, yvm; §) € V)" X T Fi(13,€) =0, i =0,...,n} € (V)" xT"

la variété d’incidence de Fy, ..., F, sur T”, et soit 7 : (PV)"*1xT? — (PV)**! la projection
canonique. Alors m(Q4) C (PV)"*! est une sous-variété irréductible de codimension 1, et
le A-résultant (ou résultant creux) Rés4 est défini comme étant 'unique (& un signe preés)
polynome irréductible définissant cette hypersurface |GKZ94, Ch. 8, Prop.-Defn. 1.1].

En fait, le A-résultant coincide avec la forme de Chow de la variété torique projective X 4
|GKZ94, Ch. 8, Prop. 2.1]. On peut estimer de fagon routiniére la taille maximale hg,p(Rés 4)
de ses coefficients, & partir de la majoration pour h(X 4).

Démonstration du corollaire 0.2.— Le A-résultant est , par définition, un polynéme primitif
(c’est-a-dire ses coefficients sont premiers entre eux) et donc de hauteur locale nulle pour
toutes les places ultramétriques. Ainsi

S| =

N
W(X4) = m(Résa; SEHL) + (n+1) (Z
=1

) Vol(A

ou m(ResA ; SN+1) désigne la SN+1 mesure du polynoéme Rés 4, voir le paragraphe 1. Donc

hsup(Résa) < m(Résa) + (n+ 1) log(N + 1) Vol(A)
< h(X4)+ (n+1) log(N + 1) Vol(A)

IN

g (n+1) log(N + 1) Vol(A),

ou m(Résy4) désigne la mesure de Mahler de Rés 4. La premiére inégalité est conséquence
de [KPS01, Lem. 1.1] en regardant Résy comme un polynoéme en n + 1 groupes de N + 1
variables chacun, homogeéne de degré Vol(.A) dans chaque groupe. La deuxiéme et la troisiéme
inégalités sont des conséquences de [KPSO01, Ineq. (1.2)] et du corollaire 3.1, respectivement.
O

4 Un analogue arithmétique du théoréme de Koushnirenko

Dans ce paragraphe on démontre un analogue arithmétique du théoréme de Koushnirenko
pour la hauteur des solutions d’un systéme d’équations polynomiales. On présente aussi des
variantes de ce résultat pour le cas des intersections impropres.
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Soit A :={ag,...,an} C Z™ un ensemble fini. Pour une sous-variété irréductible V' C T",
on considére son A-degré et sa A-hauteur, respectivement définis par

deg4(V) :=deg(pa(V)) ,  ha(V):=h(pa(V)).

On étend par linéarité ces définitions au groupe des cycles Z(T™) du tore T™. Pour une
sous-variété quelconque V' C T", on définit son A-degré et sa A-hauteur comme ceux de son
cycle associé.

Dans la suite on définit un produit d’intersection entre cycles et diviseurs de T". Tout

d’abord, remarquons que tout diviseur de Cartier D € DiV(T”) est principal car 'an-

+1 +1

neau Q[ml ..., x| est factoriel. Posons alors fp € Q[ml ,...,xy | pour le polynéome de

Laurent (unique & un facteur scalaire prés) définissant D.

Soit V' C T™ une sous-variété irréductible non contenue dans le support |[D| C T™ du diviseur
D. Pour chaque composante irréductible C' € Irr(V N |DJ) de l'intersection ensembliste
V' N |D| on considérera la multiplicité d’intersection classique définie par la longueur

(V. D; C):=1g(QV]/(fp)) ;¢

ot I(C) C R:=Qz}?,..., '] désigne I'idéal premier de définition de C et lg la longueur
du Ry(¢y-module (Q[V]/( fD)) - Pour une sous-variété irréductible V' C T" et un diviseur

D € Div(T™) quelconques on deﬁnlt le produit

{ > cemvnp) {V:D; C)[C] siV ¢ |D|,

[V]-D:=
\4 sinon,

et on I'étend par linéarité en un accouplement
Z(T") x Div(T") — Z(T™) ) (Z,D)— Z-D.

Pour plusieurs diviseurs D1q,...,Ds on pose Z-Dy-Dg---Dg := ((Z -Dq) - Dg) .- Dy;
notons que ce cycle dépend de 1'ordre des diviseurs choisi.

Définition 4.1 Soit Z € Z(T") un cycle effectif et D1,...,Ds € Div(T") des diviseurs

effectifs, alors
Z-Di---Ds=Y m(C)[C]
C
ot C' parcours l’ensemble des sous-variétés irréductibles de l'intersection ensembliste |Z| N
|D1|N---N|Dg| et m(C) € N avec m(C) = 0 sauf pour une nombre fini des C. Cet entier
m(Z,Di,...,Ds; C):=m(C)
est par définition la multiplicité d’intersection de Z avec D1, ..., Ds le long de C.

On vérifie aisément m(C') > 1 lorsque C' est une composante isolée de |Z|N|D1|N---N|Ds|,
et donc le degré et la hauteur de l'intersection ensembliste sont majorés par ceux du cycle
intersection :

deg4(1ZI N [Di[N---N|Ds]) < degy(Z - Dy--- D),

A

ha(|Z| O |Di|N---N|Dsl) ha(Z - Dy - Ds).
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Par la suite on montre que pour une composante propre C de I'intersection d’une famille de
diviseurs de T", cette multiplicité coincide avec la longueur; on démontre aussi la multili-
néarité de m(C).

Lemme 4.1 Soient Dq,...,Ds € Div(T™) et soit C C T™ une composante irréductible de
dimension n — s de |[Di|N--- N |Ds|, alors

(a) m(TnaDla---aDs; C) = lg (@["L‘i‘:17"":E7':1|,:1:|/(fD1""7st))[(C’)) et
(b) Vapplication 75 — Z, (k1,...,ks) — m(T" k1 D1,...,ks Ds; C) est multilinéaire.

Démonstration.— Considérons d’abord la partie (a), qu’on démontrera par récurrence en s.
Le cas s = 0 étant trivial, on considére le cas s > 1 en supposant que 1’énoncé est valable
pour s — 1.

Soit R := QzF!,..., 2z, a:= (fp,,---»fp.,) CR, p:=1(C) C R, et A:=(R/a).
Autrement dit, (4, (p)) est lanneau local Oy, de V le long de C. On a dim(a) =n—s+1
et dim(p) = n — s = dim(a) — 1, ce qui entraine que A est un anneau de dimension 1.
En outre, le polynoéme de Laurent f := fp, € R appartient & p et c’est un non-diviseur
de zéro de A. On en déduit que A est Cohen-Macaulay car en dimension 1, un anneau est
Cohen-Macaulay si et seulement si il contient un non diviseur de zéro.

Aussi on a dim (A /(f )) = 0 car f est un non-diviseur de zéro; on considére alors la multi-
plicité de Samuel e((f), A) de f dans A [FOV99, Sec. 1.2].

Soit q € Ass(A) un idéal premier associé de A quelconque. Similairement on démontre que
(A/g,(p)) est un anneau local Cohen-Macaulay de dimension 1; en fait c¢’est un domaine.
A nouveau dim (4/(q+ f)) =0 et on considére aussi la multiplicité e((f), A/q) de f dans
Alq.

On vérifie que f est un G-paramétre pour (A, (p)) et pour (A/q, (p)), voir [FOV99, Defn.
1.2.10], et donc

e((f).4) =1g(4/(f) .  e((f),A/a) =lg(A/(a+f))

grace a [FOV99, Cor. 1.2.13]. La formule d’associativité [FOV99, Thm. 1.2.8| entraine

1g(A/(f) =e((£),A) = D la(Age((f),A/a) = > la(Ag)lg(A/(a+f)),

q€Ass(A) qeAss(A)
et on en conclut
m(C) = Y m(T"D,...,Ds1; Z(a)) £(Z(q), Ds; C)
qeAss(A)
= > lg(A9)lg(A/(a+ 1))
qeAss(A)

= lg(4/(f)),
car m(T”, Di,...,D, 1; Z(q)) =lg(Ay) par 'hypothése de récurrence.

D’aprés ce qu’on vient de voir, la partie (b) se raméne a vérifier e((f*),A) = ke((f), A)
pour tout k € N*,
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Ceci est une conséquence directe des définitions : soit Plgf ) et Pflf ") les fonctions de Hilbert-
Samuel de ((f), A) et de ((f*), A) respectivement, voir [FOV99, § 1.2]. Alors

P (@) =1g(A/(F5)) =1g(A/(F51)) = PP (k)

et donc e((f*), A)t+0(1) = P (1) = PO (kt) = e((f%), A) kt + O(1) pour ¢ > 0, ce
qui établi ’égalité cherchée. O

+1

=], on note ho(f) la hauteur associée a la

Pour un polynoéme de Laurent f € Q[xl e T
norme ¢2, voir le paragraphe 1.

Lemme 4.2 Soit A C Z"™ un ensemble fini tel que La = Z", f1,...,[fs € Q[ml Lt
des polynomes de Laurent tels que Supp (f;) C A pouri=1,...,s et Z € Z(T") un cycle
effectif, alors

deg 4 (Z ~div(f1)--- div(fs)) < degy(2),

ha(Z - div(fr)---div(fs)) < ha(Z)+degy(Z Zhg fi).

Démonstration.— 11 suffit de démontrer le cas s := 1 de I’énoncé, car le cas général s’en suit
par itération. En plus, par linéarité on peut se ramener au cas ou Z = [V], ou V C T"
est une sous-variété irréductible. Le cas V C Z(f1) étant évident, on suppose sans perte de
généralité V non contenue dedans Z(f1).

Soit W = 4(V) C PV avec N + 1 = Card(A), et notons ¢ := (¢*%)~'(f) € Qlyo, - .., yn]
la forme linéaire correspondant au polynéme de Laurent f := fj.

L’hypothése Ly = Z" équivaut a ce que ¢4 : T" — X soit un isomorphisme, ce qui
implique que la restriction ¢4 : V — W est aussi un isomorphisme. On en déduit I’égalité
des cycles

() (V-div(f)) = Y LV,div(f); C) [pa(C)] = W -div(¢) € Z(T"),
celrr(VNZ(f))

et donc degy (V - div(f)) = deg (W -div(¢)) et ha(V -div(f)) = h(W - div(¢)).
La cloture de Zariski W C PV n’est pas contenue dans Z(¢) et donc
deg (W - div(¢)) = deg(W) , h(W - div(£)) = h(W) + deg(W) hyz(0),

par le théoréme de Bézout arithmétique dans la version de [Phi95, Prop. 4|. Ici hyp(£)
désigne la hauteur de ¢ relative a la sous-variété W, on renvoie a [Phi95, p. 355] pour sa
définition précise. Cette hauteur est bornée par hy(£) < ha(f), ce qui est établi au cours de
la démonstration de [Phi95, Prop. 4].

En outre, le cycle W - div(¢) est la restriction de W - div(£) a ouvert TV < PV et donc
deg (W - div(¢)) < deg (W -div(£)) = deg(W) = degy(V),
et similairement
h(W -div(0)) < (W -div()) < (W) + deg(W) ha(€) = ha(V) + deg4(V) ha(f).
Ainsi on a établi degy (V-div(f)) < degy(V) et ha(V-div(f)) < ha(V)+degy(V) ha(f).
([l
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Soit @ C R™ un polytope rationnel et Ag := Q NZ" I'ensemble de ses points entiers.
La Q-hauteur de Weil d’un point ¢ € PV se compare avec sa Ag-hauteur projective : on a

~

hal€) < ha(€) < Fig(€) + 5 log(Card(A).

L’application ) — EQ est additive par rapport & la somme de Minkowski des polytopes, et
invariante par translations :

Lemme 4.3
(a) Soit P,Q C R™ des polytopes rationnels, alors 71\P+Q =hp+ EQ.

(b) Soit Q@ C R™ un polytope rationnel et b € Z™, alors EHQ = /IiQ.

Démonstration.— Soit A C Z"™ un ensemble fini quelconque et h A la A-hauteur de Weil
associée, voir le paragraphe 1. Soit ¢ € Conv(A) NZ", et prenons des des réels non-négatifs
{raeRy;ac A} telsque Y caraa=cet Y 47qa =1 Pour { € T" et v € Mg on a

€ = T 1€°5 < max {|¢%]y; a € A};

acA

ainsi on a montré EA(ﬁ’) = /ﬂConV(.A) (£).

Maintenant soit B := PNZ"™ et A := QNZ". La partie (a) se déduit de 'identité Conv(B+
A) = P+ @ due a [CLO98, Ch. 7, Prop. 4.3], tandis que la partie (b) est conséquence
immediate de la partie (a) et de la formule du produit. O

Considérons a présent la hauteur hi(f) associée & la norme ¢!, voir le paragraphe 1. Cette

1
hauteur se compare avec la hauteur ha ;ona ha(f) < hi(f) < hg(f)+§ log (Card(Supp (f))).

En plus, elle est sous-additive : pour f,g € @[miﬂ, ...,z on a

hi(fg) < hi(f) + hi(g).

Le théoréme 0.3 est le cas K := QQ de I’énoncé suivant :

Théoréme 4.4 Soient fi,...,fn € K[xfl,...,:zribl] des polynomes de Laurent & coeffi-
cients dans K, et posons Q := N (f1,..., fn) C R™.

Soit Z(f1,...,fn)o Uensemble des points isolés de Z(f1,...,fn) C T™. Pour chaque point
¢ dans cet ensemble on note ((§) := dimg (@[ fl, e /(fr - f"))l(g) la multiplicité

rrn

d’intersection de f1,..., fn en £. Alors
Yo U he) < nVolL(Q) D h(fi):
§€Z(f1,-,fn)o i=1

S upposons pour le moment Lgnzn = Z™. Soit k € N*, et posons Ay := (kQ) NZ". Soit
a € QNZ" = A un vecteur entier dans @ quelconque, alors (k —1)a + A; C Ay et donc
Ly, D L, =Z" par hypothese, ce qui entraine Ly, = Z".
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Les polynémes de Laurent f{“, ey fff sont supportés dans Ay, ; alors leur applique le lemme 4.2
et on trouve

P (T" - div(ff) - div(f7)) < ha(T") + deg 4, (T") 3 ha(fF):

Soit V= Z(f1,...,fn) C T" et posons (x(§) := dimg (Q[wiﬁl,..., To ]/(fl,...,fﬂf))l(g)

pour chaque point isolé & € Z( ff“', e fﬁ)o = V. La p081t1V1te des multiplicités d’intersec-
tion et du lemme 4.1(a) entrainent

> 0k(€) hig(€) Zm ) ha (C) = hoa, (T™ - div(ff) - div(fF)),

£eVo

car Conv(Ag) = kConv(A;) =kQ et EkQ(g) < ha,(&). En outre, deg 4, (T) = Vol(Ax) =
n!'Vol,,(k Q) car L4, = Z" et on obtient

ha (") + de g, (") D" ho(f) < miVola(kQ) (5 (n -+ 1) log(Card(Ay) Zhl )
=1

en utilisant aussi la majoration pour la hauteur de la variété torique X 4, (corollaire 3.1) et
Vestimation ha(fi) < hi(fi).

Ensuite, on a £;(§) = k" £(§) par le lemme 4.1(b) et ﬁkQ(g) = k‘ﬁQ(g) grabee a 'additivité
de la hauteur  (lemme 4.3(a)). Aussi on a Vol,(k Q) = k™ Vol,(Q) et hi(fF) < khi(f;).

Soient b € Z™ et d € N* tels que Q C b+d .S, ou S désigne le simplex standard de R™. Alors
kQ C kb+kdS et donc log(Card(Ag)) < log (Card((kb+kdS NZ"))) = log (") =
Op(log k) (ici la notation Oy, réfere a la dépendance en k). On en obtient

S U Tgle) < ! Vol,(Q Zhlfl 0x (1),

£eVo

d’out on conclut en faisant k — oo.

Maintenant considérons le cas général ou dim(Q) = n. Soit Ly le sous-module de Z"
engendré par les différences des vecteurs dans A := QQ N Z™, qui est un sous-réseau de Z",
mais pas forcement égal a Z". On montre dans la suite que ce cas se réduit au cas précédent.
Soient ¢q,...,c, € N* les facteurs élémentaires de L4, et vy,...,v, € Z"™ des vecteurs
entiers formant une base de Z™ tels que ¢y v1,..., ¢, v, soit une base de L 4.

Soit [ : Z™ — Z™ lapplication linéaire définie par v; — ¢; v;, qui est un isomorphisme
entre Z" et L4. Soit B := 371(A) C Z" et P := Conv(B) C R™. On a Lg = Z" et donc
Vol(B) = n! Vol,,(P) = n!'Vol,(Q)/v, out v :=c¢1 -+ ¢y, est 'indice du réseau L 4.

Soit ¢ : T™ — T™ le morphisme défini par t — (tﬁ(el), .. .,tﬂ(e")) ol les e; désignent les
vecteurs de la base standard de R, de telle sorte que w4 = B o Y.

Considérons l'inclusion d’anneaux ¢* : B := Q(T") — A := Q(T") ; on note que

GH(B) = Qe g Pe)] ¢ A=Tla,. ot

et donc 9* est finie, car les vecteurs 3(ey),. .., 5(e,) sont linéairement indépendants.
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Notons K :=1*(B)) C L := A(g) les corps des fractions respectifs; on a Card(yp~1(¢)) =
7 pour tout £ € T" et donc [L: K] = .

Soit g; :== (¥*)"Y(f;) € B pour i = 1,...,n, et posons g := (g1,...,9,) C B et f :=
(fi,- -y fn) = (¢*(g)) C A. Soit W := Z(g) C T" la variété définie par g1, ..., gn. Soit
n € Wo un point isolé, I(n) C B son idéal, et notons £(n) = lg(B/g)(, la multiplicité
d’intersection de g1, ...,9, en 7.

On remarque que By, est un anneau local, Ay, est un Bj,)-module fini de dimension n,
et dim (AI(T’) /§) = 0. Par la formule d’associativité [FOV99, Thm. 1.2.8] on obtient

e(gv AI(T])) = lg(AI(n))(O) e(ga Bl(n))>

car Iidéal (0) C By, est le seul idéal premier minimal de Aj(;). On remarque aussi que
Bj(,;) est un anneau Cohen-Macaulay et que g1,...,gn est un systéme de G-parameétres
pour g, et donc e(g, Bry) = 18(B/8) 1) = £(n) par [FOV99, Cor. 1.2.13]. Similairement
on trouve e(g, Arqy)) = 1g(A/f)1(m)-

L’anneau (A/f) () est artinien et donc 1g(A/f) 1) = D ecy-10p) 18(A/N1(e) = Xeep-1(m) £(E)-
Finalement lg(Aj(;))o = [L : K] = v; en regroupant l'information obtenue on trouve

> e = vin).

Eeyp=1(n)

En plus on a ?LQ(S) = /ﬁp(ﬁ) pour tout & € ¥~1(n), car p4(€) = ¢i(n). On observe aussi
que N(g;) C P et que Lpnzn = Z". Ainsi on est dans les conditions du cas précédent, d’on
on déduit

STURE) = 7 Y Umhp(n) < ynlVol,(P) Y hilg) = n!Volo(Q) Y hu(fi).
=1

£eVy neWyp =1

Le seul cas qui reste est dim(Q) < n. Dans cette situation, la variété torique X4 C PV
est aussi de dimension < n et donc les fibres de 'application ¢ 4 : T® — PV sont toutes de
dimension > 0 grace au théoréme de dimension des fibres [Sha74, § 1.6.3]. Soient /¢1,...,¢, €
Q[yo,---,yn] les formes linéaires correspondant & fi, ..., fn, de sorte que

V=¢(XanZ(t,...,t,)) CT"

et donc Vp = 0. Aussi on a Vol,(Q) = 0, et donc I'énoncé se réduit a I'inégalité triviale
0<o. O

Ce résultat améliore le cas non-mixte du théoréme de Bernstein-Koushnirenko arithmétique
da a Maillot [Mai00, Cor. 8.2.3|. Avec les notations et les hypothéses du théoréme 4.4, le
résultat de Maillot s’écrit

n

S U ho€) < nIVoLL(Q) Y (m(f) + L(Q)), (4.1)

§€Z(f1,-5fn)o i=1

ou m(f;) désigne la mesure de Mahler de f;, et L(Q) est une constante positive associée a
Q. Le point faible de ce résultat est son ineffectivité, due a la présence de cette constante
L(Q) qu’on ne sait pas controler en général.
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Remarque 4.2 Le seul cas ou l'on dispose d’un certain controle de L(Q) est quand le
polytope Q) est absolument simple ; dans ce cas

L(Q) <3 (% log(n — 1) + 1) N(Q) (4.2)

pour n > 2, ot N(Q) désigne la norme de QQ [Mai00, Defn. 8.1.5 et Prop. 8.1.6]. Pourtant,
il n’est pas possible de récupérer le théoréme 4.4 a partir des inégalités (4.1) et (4.2) méme
dans cette situation restreinte, comme le montre l'exemple suivant :

Posons Qq :=[0,d]"™ C R™, qui est un polytope absolument simple de norme N(Qo) = nd.
Soit [ € Z[mfl, o, un polynéme a support contenu dans Qq. Le [KPSO01, Lem. 1.1]
implique log |f| < m(f) 4+ ndlog2, en regardant f comme un polynéme en n groupes de 1
variable chacun, de degré partiel borné par d en chaque variable. Ainsi

ha(f) log [[f]h
m(f) +ndlog2+n log(d+1)

IN

IN

< m(f)—l—?)nd(% log(n — 1) +1) :m(f)—l—?)(% log(n — 1)+1> N(Qo).-

On en déduit que le théoréme 4.4 est (du moins pour cet exemple) plus fort que l'inégalité
qui résulte d’appliquer Uestimation (4.2) dans linégalité (4.1).

Comme une conséquence simple du théoréme 4.4, on déduit I'inégalité de Bézout arithmé-
tique suivante pour la hauteur de Weil des points de T" :

Corollaire 4.5 Soient f1,..., fn € Qlx1,...,2,] des polynémes (ordinaires) de degré borné
pard et V:=Z(f1,...,fn) CT", alors

n
ST URE) < dt Y mf).
39%) i=1
Démonstration.— Soit S C R™ le simplex standard, alors Supp (f;) C d S et donc

3" U has(€) < n!Volu(dS) Y hi(f:)

I32%) =1

par le théoréme 4.4. L’énoncé est impliqué par les identités ﬁdg(f) = diAL(f) (conséquence
n

du lemme 4.3(a)) et Vol,(d Q) O

onl’

Il est naturel de se demander si 'on peut obtenir une majoration similaire a celle du théo-
réme 4.4 pour la hauteur i a la place de hg. L’exemple suivant montre que la réponse a
cette question est négative dans le cas général :

Example 4.3 Soit d, H € N* et posons

fii=x21— H, fg::xgxl_d—H,..., fn::xnm‘;ﬁll—H EZ[a:id,...,xil].

n
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Ceci est un systéeme de polynomes de Laurent de hauteur hi(f;) = log(H + 1) et polytope
de Newton

Q ::N(f1’~ 7fn) = COHV({07€1,€2 _del,. .., Ep — den_l}) C Rn
de volume 1. Pourtant
V=2Z(f1,...,fn) = {(H,HHd,,_,,HHd*”'*dn_l)} c T

est un ensemble a un seul point (en accord avec le théoréme de Koushnirenko géométrique)
mais de grande hauteur, car h(V) = (I+d+---+d" 1) logH.

Cependant ?LQ(V) =log H, ce qui est bien en accord avec la majoration ﬁQ(V) < n log(H+
1) prédite par le théoréme 4.4.

Toutefois, une telle majoration est valable dés que @ contient le simplex standard :

Proposition 4.6 Dans les notations et hypothéses du théoréme 4.4, supposons de plus qu’il
existe b € Z" tel que b+ S C Q, ou S désigne le simplex standard de R™, alors

S UORE) < nlVol(@Q) Y hi(fi).
E€Z(f1,e-sfn)o i=1

Démonstration.— On a ﬁ(ﬁ) = /Hb_,_g(g) < ﬁQ(f) 6ce au lemme 4.3(b). Le reste est une
conséquence directe du théoréme 4.4. O

Le résultat suivant généralise le théoréme de Koushnirenko arithmétique au cas des inter-
sections arbitraires, bien qu’avec la restriction L4 = Z™ et une majoration légérement plus
faible quand on se met dans les hypothéses du théoréme 4.4. On trouve ainsi une inégalité
de type ensembliste, dans l'esprit de I'inégalité de Bézout due & J. Heintz [Hei83)].

Proposition 4.7 Soit A C Z™ un ensemble fini tel que Lg = Z™ et f1,...,fs € @[xfl,

x1 des polynomes de Laurent tels que Supp (f;) C A pouri=1,...,s, alors

deg s (Z(fr,..., 1)) < degy (div(fr) - div(f.)) < Vol(A),
ha(Z(fr,o fs)) < ha(div(fi)---div(fs))
Vol(A) (% (n+ 1) log(Card(A)) + Z hz(fi)).

i=1

VAN VA

IN

Démonstration.— C’est une conséquence directe de la relation entre le degré et la hauteur
du cycle div(f1)---div(fs) et ceux de son support Z(fi,..., fs), du lemme 4.2 et de lesti-
mation pour h(X 4) (corollaire 3.1). O

5 Le Nullstellensatz arithmétique creux

Finalement nous démontrons le théoréme 0.4. Cette démonstration s’appuie sur I'inégalité
de type Koushnirenko arithmétique suivante, pour les intersections dans l'espace affine A"
(comparer avec [KPS01, Prop. 2.12]).
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Lemme 5.1 Soient fi,..., fs € Z[z1,...,x,] pour un certainn > 2. Posons d := max; deg(f;),
h := max; heup(fi) et A := Supp (1,371, ey Ty f1, e ,fs) C N, alors

hZ(f1,--.. fs)) < Vol(A) (nh+5n(n+ 1) log(d+1)).

Démonstration.— On reprend la démonstration de [KPS01, Prop. 2.12] & partir de la page
556, ligne 16, ou l’on remplacera application de [KPS01, Prop. 1.7] par le corollaire 3.1. On
obtient ainsi

IN

h(V) h(XA)+nhdeg(Xa)+4(n+1)log(N+1) deg(X4)
< Vol(A) (nh + % (n+1) log(N +1) +4(n+1) log(N + 1))
< Vol(A) (nh +5(n+1) log(N +1)).

Finalement log(N 4 1) < log ((d+”) + 1) < nlog(d+1) car n > 2, d’on on déduit la

n
majoration cherchée. O

Démonstration du théoréme 0.4.— On supposera sans perte de généralité n,d > 2; les autres
cas ont été considérés de fagon satisfaisante dans [KPS01, Lem. 3.7 et 3.8].

D’abord on refait la majoration pour n(fi,..., fs) dans [KPS01, Lem. 4.9] : on reprend la
notation et la démonstration de ce lemme & partir de la page 590, ligne -2, ot ’on appliquera
le lemme 5.1 ci-dessus a la place de [KPS01, Prop. 2.12|; on en obtient

n(fi,o fs) < (nmaxhap(@) +5n (n+ 1) log(d +1)) V
< (n(h—i—logs—i—Q(n—i—l)log(d+1))+5n(n+1)log(d—i-l))V

= nV(h+logs—+T7(n+1)log(d+1)).

Pour finir la démonstration, on considére la version "intrinséque" du Nullstellensatz arith-
métique [KPS01, Thm. 2|. Dans les hypothéses du théoréme 0.4, on a § < V := Vol(A)
grace & [KPS01, Lem. 4.9] et n < nV (h +logs + 7(n + 1) log(d + 1)) par la majoration
ci-dessus. On en conclut

hsup(@), hsup(9i) < (n+1)*d (27 + (h+logs) 6 + 21 (n+1)*d log(d + 1) §)
< (n+1)2d<2n(h+logs+7(n+1)log(d+1))V+(h—|—logs)V

21 (n 4+ 1)2d log(d + 1) v)

IN

(n+1)2dV (2n+1) (h+logs) +28(n+1)*d log(d + 1))

IN

2(n+1)*dV (h+logs+ 14 (n+1)d log(d + 1)).
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