Formulas de Traza en la Teoria de Funciones L

MARTIN SOMBRA

Departamento de Matematica
Universidad Nacional de La Plata



Introduccién

En 1956, como consecuencia de investigaciones en la teoria de funciones
automorfas, A. Selberg [Se] desarrollé una férmula de traza general para sub-
grupos discretos I' de covolumen finito de SL(2, R). Esta férmula relaciona
los autovalores de un laplaciano con cierta data determinada por I'.

Por otra parte, en 1952, A. Weil [We] encuentra las llamadas “férmulas
explicitas” de la teoria de numeros, que relaciona sumas sobre los ideales
primos de un cuerpo de niimeros con sumas sobre los ceros de las funciones
L. La analogia formal entre estas férmulas es sorprendente, y es objeto de
muchas especulaciones.

Recientemente, D. Golfeld [Go| dio un paso en este sentido al construir
ciertos operadores integrales cuya traza es precisamente la férmulas explicitas
de Weil. Goldfeld hace esta construccion solo para la funcién zeta de Riemann
clasica, usando como espacio base el producto semidirecto de los ideles de @)
de norma uno con los adeles de ), factorizado por el subgrupo discreto Q*Q),
y en general s6lo enuncia los resultados. Nuestro trabajo consiste entonces
en el desarrollo completo de estos resultados, junto con su generalizacion a
todas las funciones L.

En las primeras secciones de este trabajo expongo las nociones generales
de teoria algebraica de niimeros que necesito para abordar el problema. El
desarrollo de estas secciones estd en su mayor parte basado en el libro de
Lang [Lal.

En §1 y §3 describo la estructura general de un cuerpo de niimeros K,
es decir una extension finita de ). Luego estudio con més detalle las com-
pletaciones p-adicas y arquimedianas de K y la construccién de los grupos
de adeles y de ideles del cuerpo.

En §5 introduzco las funciones L de Hecke, y enuncio la férmula explicita
asociada.

En §6 estudio las propiedades generales del producto semidirecto, y las
aplico a nuestro espacio base, que es el producto semidirecto J% A factor-
izado por un subgrupo discreto.

En §8, finalmente, describo la construccion de los operadores, y demuestro
la formula de traza.

Es necesario recalcar que en esta situacion estamos muy lejos atin de
haber establecido alguna conexién entre la teoria de funciones L y la formula



de traza de Selberg. En principio, no es claro que estos operadores sean
los verdaderos analogos de los operadores intregrales que aparecen en la de-
mostraciéon de la férmula de traza de Selberg. Aun en el caso de que si lo
fuera nos estaria faltando, principalmente, el andlogo del laplaciano, y la
relacion entre los autovalores de los operadores integrales y los autovalores
de este hipotético laplaciano.

Quiero agradecer a Alberto Dubson, quien me sugirié el tema que de-
sarrollo en este trabajo y me senal6 varios errores en la redaccién final del
mismo. También quiero agradecer a Martin Argerami y a Rodolfo Rodriguez
por su asistencia técnica, a Marcela Sanmartino, Tomas Tetzlaff, Antonio Di
Scala y Gerardo Oleaga por sus sugerencias y su apoyo en general, y a la
Fundacion Antorchas , que financié mis estudios durante los 1ltimos anos de
la carrera.
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Prerrequisitos

Los prerrequisitos necesarios son de un caracter basico, ya que esta ex-
posicién estd en su mayor parte autocontenida.

Para la seccién 1, sélo es necesario un cierto conocimiento de algebra. En
todo caso, las definiciones y propiedades utilizadas se pueden encontrar en el
libro de S. Lang: Algebra.

En las secciones 2, 4 y 6 se asume algtn grado de familiaridad con espacios
topoldgicos y con teoria de la medida.

En la seccion 7 se hace uso de la nocién de espacio de Hilbert y de
algunas de sus propiedades, que se encuentran en todos los textos standard de
analisis funcional. Una referencia puede ser Conway: A Course in Functional
Analysis.

Cuando es necesario algiin resultado que esta fuera de estos prerrequisitos
bésicos, se lo enuncia explicitamente junto con su referencia.



1 Enteros Algebraicos (parte 1)

En esta seccion se describen los aspectos basicos del anillo de enteros
algebraicos de un cuerpo de nimeros. En general, se dan las demostraciones
de los resultados que se enuncian en la medida que ayuden a entenderlos.

Se asume por anillo a un anillo conmutativo, integro, y con unidad.

1.1 Clausura integral

Proposiciéon 1. Sea A un anillo contenido en un cuerpo L, y x un
elemento de L. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes

1. Eziste un A-mddulo no nulo M C L finitamente generado tal que
axM C M.

2. El elemento x satisface una ecuacion

2" a2+ +ay=0

con coeficientes a; € A, y un entero n > 1.

Esta ecuacién se llama ecuacion integral para x.

Dem. Asumamos 2.. El médulo M = (1,..., 2" ') es cerrado por mul-
tiplicacion por el elemento x. Reciprocamente, sea M = (vy,...,v,) un
A-médulo # 0 tal que xM C M. Luego

TV = apvr +-oo+ Qipty

TV, = QApiV1 + -+ Qup¥p
con coeficientes a;; € A y entonces el determinante

T —ann —Q1n

—Qnp1 T — Apn

es una ecuacién integral para x sobre A.
Un elemento z € L que satisface alguna de estas condiciones se dice
entero sobre A.



Sea B un anillo tal que A C B C L. Se dice que B es entero sobre A si
todo elemento de B es entero sobre A.

Proposicién 2. Sea A un anillo, K su cuerpo cociente, y = un elemento
algebraico sobre K. Entonces existe un elemento ¢ # 0 en A tal que cx es
entero sobre A.

Dem. Sean a; € A tales que

ap "+ ... +a9=0

Luego
(anx)n + Clnfl(anl')n*l + .4 aan’l -0

y por lo tanto a,z es entero sobre A.

Proposicién 3. Sean A C B anillos, B entero sobre A. Sea o un homo-
morfismo de B sobre A. Luego o(B) es entero sobre o(A).

Dem. Sea y € o(B), es decir, y = o(z) para algin = € B. Sea

"+ a, 2"+ +ag=0
una ecuacién entera para x sobre A. Luego
Y+ oa, 12" . Foag=0

es una ecuacion integral para y sobre o(A).

Proposicién 4. Sea A un anillo contenido en un cuerpo L. Sea B el
conjunto de los elementos de L que son enteros sobre A. Luego B es un
anillo.

Este anillo se llama la clausura integral de A en L.

Dem. Sea x,y € By M,N C L dos A-médulos no nulos finitamente
generados tales que tM C M, yN C N. Luego M N es finitamente generado,
y para o € M N,

n
o = Z CLibi
=1

con a; € M, b; € N,y entonces (z + y)a, xya € MN.
Corolario. Sea A un anillo, K su cuerpo cociente, y L una extension
finita separable de K. Sea x € L entero sobre A, y sea

px)=a2"+a, 12" '+ ... +ag=0

el polinomio irreducible sobre K que anula a x. Luego los a; son enteros sobre

A.



Dem. Para cada K-isomorfismo o de L, ox es entero sobre A. Los a; se
obtienen a partir de las funciones simétricas elementales, y por lo tanto son
enteros sobre A.

Un anillo A se dice integralmente cerrado en un cuerpo L si todo
elemento de L entero sobre A pertenece a A. Se dice que A es integralmente
cerrado si es cerrado en su cuerpo cociente.

Proposicion 5. Sea A un anillo noetheriano e integralmente cerrado.
Sea L una extension finta separable del cuerpo cociente K. Entonces la clausura
integral de A en L es finitamente generada sobre A.

Dem. Sea wy,...,w, una base de L sobre K. Por la proposiciéon 2
podemos suponer que los w; son enteros sobre A

La traza tr de L a K es no-degenerada, y por lo tanto la aplicacién

p: L—L*
r— 9, L— K
y — tr (zy)
es un isomorfismo de L en su espacio dual. Sea wj,...,w!, la base dual de

Wi, ..., Wy, i.e. tal que
tr (wiw;) = d;

Sea ¢ € A, ¢ # 0 tal que cw) es entero sobre A. Sea z entero sobre A.
Luego
z=byw; + ...+ byw,

para ciertos b; € K. Como cw;z es entero sobre A, entonces
tr (cwiz) =cb; € A

por ser A integralmente cerrado. Luego, la clausura integral de A estd
contenida en el A-médulo ¢! (wy, ..., w,). Como A es noetheriano, todo
A-médulo finitamente generado es noetheriano, y por lo tanto, la clausura
integral es finitamente generada.

Proposicién 6. Si A es un dominio de factorizacion unica, entonces A
es integralmente cerrado.

Dem. Supongamos que existe un elemento de la forma a/b, con a,b € A,
y un elemento primo p en A que divide a b y no a a. Sea

(a/b)" 4+ an_1(a/b)" 1 4+ ... +ag=0



una ecuacion integral para a/b. Luego
A+ a,_1a" b+ ...+ agh” =0

Como p divide a b, divide a a”, y por lo tanto a a, contradiccion.

Teorema 1. Sea A un anillo principal, L una extension finita separable
de su cuerpo cociente K de grado n. Entonces la clausura integral de A en L
es un A-maodulo libre de rango n.

Dem. A es un anillo principal, y por lo tanto noetheriano y de factoriza-
cién tnica. Por la proposicion 6, A es integralmente cerrado.

La clausura integral B estd finitamente generada, no tiene torsion, y por
la teoria de anillos principales, es un A-modulo libre.

Sea wq, ..., w, una base de L sobre K con w; € B. Luego el A-mddulo
generado por los w; esta contenido en B, y es de rango n, y por lo tanto B
es de rango n.

El teorema se aplica al anillo Z. Una extensién finita de los ntimeros
racionales () se llama un cuerpo de niimeros. La clausura integral de Z
en un cuerpo de nimeros K es el anillo de los enteros algebraicos de K,
y lo denotamos por Ak.

1.2 Ideales primos

Sean A, B anillos tales que A C B. Sean p, B ideales primos de A y de
B respectivamente. Se dice que B divide a p si BN A = p, y se escribe B|p.

Proposiciéon 7. Sean A, B anillos tales que A C B, y B es entero
sobre A. Sean p, B ideales primos de A y B respectivamente. Entonces B es
mazximal st y solo si p es mazrimal.

Proposicién 8. Sea A un anillo integralmente cerrado, L una extension
finita separable de su cuerpo cociente K, y B la clausura integral de A en L.
Sea p un ideal primo de A. Luego el nimero de ideales primos Blp de B es
finita y positiva.

1.3 Anillos de Dedekind

Sea A un anillo y K su cuerpo cociente. Un ideal fraccionario de A es
un A-médulo p C K tal que existe un elemento ¢ # 0 en A tal que cp C A.



Un anillo A se dice de Dedekind si es noetheriano, integralmente cerrado
en su cuerpo cociente, y tal que todo ideal primo no nulo es maximal. El
anillo de los enteros algebraicos es un anillo de Dedekind.

Teorema 2. Sea A un anillo de Dedekind. Entonces todo ideal de A se
puede factorizar de una unica manera en ideales primos, y el conjunto de los
ideales fraccionarios no nulos forma un grupo por multiplicacion.

Proposicién 8. Sea A un anillo de Dedekind con un niumero finito de
ideales primos. Entonces A es principal.

Un ideal fraccionario principal es un ideal fraccionario generado por
un unico elemento « del curpo cociente de A.

Sea A un anillo de Dedekind. El grupo de los ideales fraccionarios médulo
el grupo de los ideales fraccionarios principales se llama el grupo de clases
de ideales de A.

Sea A un anillo de Dedekind, K su cuerpo cociente, L una extension finita
separable de K, y B la clausura integral de A en L. Si p es un ideal primo
de A, pB es un ideal de B, y tiene una factorizacion

pB=B{ .- B

en primos de B. Un primo B de B ocurre en la factorizacién de pB si y sélo
si Blp.

Cada e; se llama el indice de ramificacién de B; sobre p

Si B divide a p, se denota por fg al grado de la extensién B/B sobre
A/p, y se llama el grado residual.

Proposiciéon 9. Sea A un anillo de Dedekind, K su cuerpo cociente, L
una extension finita separable de K, y B la clausura integral de A en L. Sea
p un ideal primo de A. Entonces

[L . K] = ZerB
Bip

Sea A un anillo de Dedekind tal que A/p es finito para cada ideal primo
p. Se define

Np = #(A/p)
para un ideal primo p, y se extiende esta aplicacién al grupo de los ideales

fraccionarios por multiplicacién. Por la factorizaciéon tunica, esta aplicacion
estd bien definida, y si p es un ideal (entero) no nulo,

Np = #(A/p)
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Si p es un ideal fraccionario principal generado por un elemento o € K,
entonces

Np =Na (=]]ow)

2 Completaciones de un Cuerpo de Niumeros

En esta seccién se estudia la estructura de las completaciones de un cuerpo
de numeros bajo las topologias p-adicas y de las completaciones obtenidas
por la inmersion del cuerpo de niimeros en los niimeros reales o complejos.

2.1 Valores absolutos sobre un cuerpo de niimeros

Sea K un cuerpo. Un valor absoluto sobre K es una funcién

v: K— Rt
T |xl,

con las siguientes propiedades :
1. |z], = 0siy sélosixz=0.
2. |zylo = |zlolylo-
3. [z +ylo < lzfo + [ylo-
Si en lugar de 3. el valor absoluto satisface la condicion mas fuerte
4 Je+yle < max(zfo, [yl),

entonces se dice que es una valuacion o que es no arquimediano.
Lema 1. Sea v una valuacion sobre un cuerpo K. Sean x,y € K tales
que |z], < |yl,. Luego |z +y| = |zl,



Dem. Tenemos

max(|z|, |y|) = |=]
max(|y|, |z +y|) = |z + y|

[z +yl <

2] <

El valor absoluto tal que |z| = 1 para todo = # 0 se llama trivial.

Un valor absoluto v define una funcién distancia (x,y) — |z —y|, ,y por lo
tanto, una topologia sobre K. Dos valores absolutos se dicen dependientes
si definen la misma topologia; en otro caso se dice que son independientes.

Proposicién 1. Dos valores absolutos no triviales | |1,]| |2 sobre K son
dependientes si y solo si existe algin A > 0 tal que

21 = |2l

para todo v € K.
Dem. Si tenemos que
x| = |z[3

para un A > 0 es claro que | |; y | |2 son valores absolutos dependientes.
Reciprocamente, sea z € K. Tenemos que |z|; < 1siy sélosilim, . 2" =0,
y por lo tanto |z|, < 1. Anédlogamente, si |z|; > 1, tenemos que |z71| < 1,y
se sigue también que |x|y > 1.

Como | |1 es no trivial, existe un y € K tal que |y|; > 1. Sea entonces
x € K, con |z|; > 1. Luego hay algin a > 0 tal que |z|; = |y|{. Sean m,n
enteros > 0 tales que m/n > a. Tenemos que

el <yl
Luego |z"/y™|; < 1, |2"/y™|2 < 1, y por lo tanto
2y < [yl
Andlogamente, si m/n < «, tenemos que
22 > [yl5""
y por lo tanto |z|s = |y|*. Se sigue entonces que
2| = |23
para todo x € K, con A = log |y|1/ log |y|2, cqd.
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Sea v un valor absoluto sobre K. Decimos que K es completo (con
respecto a v) si toda sucesién de Cauchy converge.

Sea K un cuerpo completo, F una extensién finita de K,y | |1, | |2 dos
extensiones de v a E. Tenemos que

[h=1F

para algin A > 0,y | |1 = | |2 para todo x € K. Se sigue entonces que una
extension de v a E estd univocamente determinada.

Sea K un cuerpo de numeros algebraicos, y Ag el anillo de enteros de
K. Dado un ideal fraccionario no nulo a de Ax tenemos una representacién

Unica
a = H pep(a)
p

donde p recorre los ideales primos de A y los ep(a) son enteros casi todos
nulos. Definimos

ordp(a) = ep(a)
para un ideal primo p, y extendemos esta definicion a los elementos a € K*
haciendo

ordp(z +y) > min(ordpz, ordpy)ordp(a) = ordp((a))

donde (a) es el ideal fraccionario principal generado por a.
Para z, y € K tenemos que

ordpry = ordpx + ordpy
Seac€ R, 0 < c¢< 1. Sidefinimos

ord

para x € K*, tenemos entonces una valuacién sobre K. La eleccion de la
constante ¢ es arbitraria. Sea p el niimero primo que genera p N Z. Luego
sea e = ordpp el indice de ramificacién de p sobre p. Definimos entonces

_ordpx
‘x’p ey p e

y | |p es entonces una extension de la valuacién | |, sobre Q.

9



Asimismo, toda inmersiéon de K en C' induce un valor absoluto sobre K,
que se llamara real o complejo segtn le caso.

Sea K un cuerpo de ntimeros. El conjunto de valores absolutos sobre K
que consiste en las valuaciones p-adicas y en los valores absolutos reales y
complejos se llama el conjunto canodnico, que se denota M. Los valo-
res absolutos reales y complejos en Mg se llaman también arquimedianos.
Cada w € M es extensiéon de un v € M, y escribimos

wlv
2.2 Completaciones arquimedianas y p-adicas

Sea K un cuerpo de niimeros, y sea v un valor absoluto canénico sobre K.
Podemos hacer entonces la completacion de K con respecto a v. Considera-
mos Ck el anillo de las sucesiones de Cauchy de elementos en K. El conjunto
N de las sucesiones nulas es un ideal maximal, y por lo tanto Cx/Nk es
un cuerpo, que denotamos K,. K estd naturalmente incluido en K, por la
aplicacién « — (a)nen, v el valor absoluto sobre K se extiende a K, por
continuidad. K, es un cuerpo completo, que se llama la completacién de
K,.

Sea v un valor absoluto arquimediano. Luego tenemos que K, contiene a
la clausura de @), que es R, y por lo tanto K - R C K,. Como K - R es una
extension finita de R, es igual a R o a (', y es completa. Luego K, = K - R.

Sea v una valuacién correspondiente a un ideal primo del anillo de en-
teros algebraicos de K, entonces se dice que K, es el cuerpo de los niimeros
p-adicos.

Seaxr € K,, t #0, y sea xg € K tal que

|z — @0 < |2]
Por el cardcter no arquimediano de | |, se sigue
o] = |z — (& — 20)| = ||

Tenemos entonces que la imagen de K, por | | es igual a la de K, un
grupo ciclico. Si 7 es un elemento de orden 1 en p, entonces || genera a este
grupo.

Denotamos por A, la clausura de Ag en K,. Sea x € K un elemento de
valor absoluto > 1. Por la proposicién 2 de 1.1, existen a € Ag, b€ Z —pZ

10



tales que © = a/b. Tenemos p + (b) = Ax por ser p un ideal maximal. Sean
a €p, f € (b) tales que « + f = 1. Luego 1 = (o + 3)" = a™ + By, con
a™ € p", By € (b), de donde se sigue

(0) +p" = Ag
Sea xo € Ak tal que a — bxy € p™. Luego
|z — xo| < |p["

de donde se sigue que A es denso en {x € K : |z| < 1}, y por lo tanto,
A, ={zreK,:|z| <1}

De una manéra andloga, tenemos que la clausura de p consiste en los
elementos de A, de valor absoluto < 1, y es el unico ideal maximal de A,.
A, es un dominio de factorizacion tinica, con un tnico primo. Todo elemento
a # 0 en K, se escribe como

o= um

donde |u| = 1, y por lo tanto u es unidad de A,.
Los subgrupos p}, (r =1,2,...) son abiertos y cerrados en la topologia
de K,, ya que

p,={rzeK,:|z|, < |7r|r_1} ={ze K :|z|, <|n|"}

y forman un sistema fundamental de entornos de 0 en K,. Como grupos
aditivos, tenemos que pl/p-~! es isomorfo a A,/p,, por multiplicacién a
derecha por n".
Las unidades de A, forman un grupo, que denotamos por U,. para cada
entero 7 > 1, sea
Ui =1+p,

Luego U; es un grupo, porque si z,y € p!, tenemos que

1+2)(1+y) = l+z+y+ay €1+p!
1—2)! = 1+a+22+... €l1+p!

Tenemos que

U={zxecA,:|z|=1} =A, —p,

y por lo tanto es un abierto de A,. Los U; también son abiertos, y forman
un sistema fundamental de entornos de 1 en K.

11



Bajo la aplicacién canénica

p: A—=A/p
T +— T+ D,

tenemos el homomorfismo inducido
p:U—(A/p)
y su nucleo es U;. Luego nos queda
UJUy ~ (A/p)”
También tenemos la aplicacién

Pi/pﬂrl — Ui/Uina
r+p— (1+2)U;

que es un isomorfismo. El cuerpo residual A/p es una extensién finita de F,,
y es entonces un cuerpo finito.
Proposiciéon 2. A y U son grupos compactos.
Dem. Tenemos que A,/p, es un grupo finito, y por lo tanto compacto.
La aplicacion
Y A—TLA/py
z = Il(z +py)

es una inmersién, que identifica a A, como un subgrupo de [],, A, /p. Ten-

emos
vy) = {0} xILon(z+p") 12 €py}
= Y(A,) {0} X [T,>n Au/Dy

y por tanto 1 es compatible con la topologia de A,. Se sigue que A, es un
subgrupo cerrado de [],(x 4+ p), y por lo tanto es compacto.

El grupo de unidades U, es también compacto, por el mismo argumento,
o bien por ser un subconjunto cerrado de A,,.

Sea v una valuacion sobre () correspondiente a un primo p, y sea @, la
completacion de (). Para una extension finita E de @), sea Ag el anillo de
los enteros algebraicos de E, es decir, los elementos = € E tales que

"+ a, 2" 4+ 4+ ay=0

para ciertos ag,...,a,-1 € A,. Luego existe un ideal primo p de Ag sobre
p (ie. (p) =A,Np ),y por lo tanto existe una extensién de la valuacién v a
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una valuacién w sobre E, que es la inducida por el ideal primo p. De aqui se
sigue que @,, la clausura algebraica de Q,, es un cuerpo valuado. Al ser Q,
un cuerpo completo, tenemos que la prolongacién de v a una extension finita
esta univocamente determinada, y por lo tanto, también lo esta la extension
de v a@,.

Sea K un cuerpo de nimeros, y w una valuacion sobre K, extension de la
valuacién v sobre (). Luego K - (@), es una extension finita de (), contenida en
K. Sabemos que K -Q, es completo, y por lo tanto es igual a K,,. Entonces
el valor absoluto w sobre K estd dado por una inmersién de K en @Q,. Lo
mismo vale claramente para los valores absolutos arquimedianos.

Teorema 1. Sea v un valor absoluto canonico sobre ), K un cuerpo de
numeros. Dos inmersiones

o,7: K —Q,
sobre @ dan lugar al mismo valor absoluto sobre K si y solo si el Q-isomorfismo
otV i TK = oK
se puede extender a un @QQ,-isomorfismo

otV TK - Q, — 0K - Q,

En este caso decimos que las inmersiones son conjugadas sobre @),,.
Dem. Supongamos que las dos inmersiones son conjugadas sobre @),. Por
la unicidad de la extension del valor absoluto de @, a @), tenemos

2| = |or™ x|
para todo elemento x € 7K - Q),. En particular, si x € K
|T2| = |oz|

es decir, que el valor absoluto inducido es igual. Supongamos ahora que este
es el caso. Como 7K es denso en 7K - (@, un elemento x € 7K - (), se puede
escribir como
r = limTz,
n

con z,, € K. Como los valores absolutos coinciden, se sigue que la sucesién
-1
{om7 120} = {oT0 0
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converge a un elemento r € 0 K-Q,,, que denotamos por o7~ *x. Este elemento
no depende de la sucesion particular ox,, y la aplicacién

ot VK- Q, — 0K - Q,

es claramente un @),-isomorfismo.

Corolario 1. Sea K un cuerpo de numeros, y sea o € K un generador
de K sobre @, es decir K = Qla]. Si « tiene r1 conjugados reales y o pares
de conjugados complejos, entonces K admite ry valores absolutos reales 1y ro
valores absolutos complejos.

Dem. Tenemos Q. = C, y el tinico R-isomorfismo no trivial de C es
Z = Z.

Corolario 2. Sea K un cuerpo de nimeros. Sea v € Mg, y para cada
valor absoluto w sobre K que extiende a v, sea n, el grado local,

Ny = [Kw : Qv]

Entonces

Sn=n

wlv

Dem. Sea o € K tal que K = Q[a], y sea F, el polinomio irreducible
asociado a a. Luego f, tiene n = [K : Q] raices oy, ..., q, distintas en Q.
Por el Teorema 1, cada completacion esta dada por algin «;, es decir,

Kw - Qv [az]

y el grado de K, sobre (), es igual a la cantidad de conjugados de «; sobre

Q.. Cada @),-isomorfismo de K, induce un @)-isomorfismo de K, y por lo

tanto, los (),-conjugados de o; son los o tales que el Q-isomorfismo inducido

por «; se puede extender a un @),-isomorfismo, y de aquise sigue la férmula.
Sea a € K, y v un valor absoluto en M. Definimos

— n.
ledlo = Jey”
Corolario 3. Sea K un cuerpo de nimeros, v un valor absoluto en M.

Sea o € K. Entonces
[Tl = ING (@),

w|v
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Dem.
Ny (a) =]]oa

donde o recorre las ()-inmersiones de K en (),. Tomando valor absoluto en
ambos miembros se sigue el corolario.
Sea ¢ un numero racional. Tenemos

IT lalo = lgloo [T o0 =1

vEMg vF£00

Tenemos entonces por el corolario 3., para o € K un cuerpo de numeros,

que
IT lelle= II NG ()l =1

wEMg UEMQ

Esta es la férmula del producto.

3 Enteros Algebraicos (parte 2)

Esta seccion es la continuacion de la seccién 1, y cubre aspectos no tan
evidentes de un cuerpo de ntmeros.

En §1 se definen la diferente y el discriminante, que dan informacion
acerca de los primos ramificados del anillo Ag.

En §2 se describen los teoremas clédsicos sobre la finitud de las clases de
ideales, y sobre la estructura del grupo de las unidades del anillo de enteros
algebraicos.

3.1 La diferente y el discriminante

Sea A un anillo de Dedekind, K su cuerpo cociente, E' una extensién
finita separable de K, y B la clausura integral de A en E. El conjunto de
los x € E tales que

tri(zB) C A
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es un ideal B, fraccionario que contiene a B. Se define la diferente Dg
como B!, que es entonces un ideal entero de B.
Sea K un cuerpo de numeros. Entonces la diferente de K se puede lo-
calizar en las completaciones p-adicas para calcularla localmente.
Proposicién 1. Sea p un ideal primo de Ak, y v la valuacion asociada
a p. Entonces
Dk - A, = Dk,

Formalmente, se sigue
D= H Dp
p
Llamamos a Dk la diferente local, y a Dy, la diferente global.
Proposicién 2. Un ideal primo p se ramifica sobre Z si y sdlo si p|Dy.
Corolario . La cantidad de ideales primos de A ramificados es finita.
Sea W = (wy,...,w,) una base del Z- médulo Ag. Definimos el dis-
criminante de W como

DK(W) = det(aiwj)z

donde o; recorre los n (Q-isomorfismos de K en la clausura algebraica de Q).
Este niimero es un entero, y no depende de la base elegida. Lo llamaremos
el discriminante del cuerpo, y lo denotamos por Dy.
Proposicion 3.La diferente y el discriminante estdn relacionados por la
formula
NDg = Dk

3.2 Clases de ideales, Teorema de las unidades

Sea K un cuerpo de ntmeros. Denotamos por Ik al grupo de los ideales
fraccionarios no nulos, y por Px al subgrupo de los ideales fraccionarios
principales. El grupo cociente Ik /Py es el grupo de las clases de ideales de
K.

Teorema 1. (Finitud de nimero de clases de ideales) Ik /Py es finito.

El cardinal i de I/P se llama el nimero de clases de K.
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Ahora consideramos el grupo Uy de las unidades del anillo Ag. La parte
de torsién de Uk esta compuesta por las raices de la unidad contenidas en
K y denotamos este subgrupo por Gg.

Sea S, el conjunto de los valores absolutos arquimedianos en Mg . Sean
r1, ro el nimero de valores absolutos reales y complejos respectivamente.
Luego

7’1—|—2T2: [KQ]

El grado local n, es 1 si v es real y 2 si v es complejo. Sea r = r;+1ry — 1.
Teorema 2.(Teorema de las unidades) El grupo Gi es finito, y Uk /Gk
es un Z-modulo libre de rango r.

Si o € K, sea o el j-ésimo conjugado de v para j =1,...,7.

Sean uq, ..., u, una base de Uy /Gk. El valor absoluto del determinante
ny log |u§1)| - nylog |ul!)
n,doglul”| -+ n,log|ul)

es no nulo, y no depende de la eleccion de la eleccion de la base. Este ntimero
es el regulador del cuerpo.
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4 Adeles e Ideles

En la teoria clasica se considera la inmersion de un cuerpo de niimeros en
el producto cartesiano de sus completaciones bajo los valores absolutos arqui-
medianos. Actualmente se considera mas conveniente tomar el producto so-
bre todas las completaciones, incluyendo las p-adicas, con ciertas restricciones
sobre las componentes. Esto conduce a los adeles y los ideles del cuerpo, que
corresponden a las construcciones aditiva y multiplicativa respectivamente.
En esta seccion se describen sus aspectos basicos y su topologia.

4.1

Sea K un cuerpo de nimeros. Para cada valor absoluto canénico v sobre
K tenemos la completacién K, de K, que es R, C' o un cuerpo p-adico.

El grupo aditivo K, y el grupo multiplicativo K, son localmente com-
pactos. Cada uno contiene un subgrupo abierto y compacto, en el caso
p-adico. Estos son los enteros p-adicos y las unidades p-adicas respectiva-
mente.

Sea M un conjunto de indices, y para cada v € M, sea G, un grupo
conmutativo localmente compacto. Sea Sy C M un conjunto finito tal que
para todo v ¢ SpH, es un subgrupo abierto-compacto de G,. El producto
directo restringido de los GG, con respecto a los H, es

G = ﬁveMGv/Hv = {(zy)y : ¥, € H, para casi todo v}

Donde “casi todo” significa “todos salvo finitos”. Sea S un conjunto finito
de indices que contiene a Sy. Luego
GS = H GU X H HU
veS vgS
es el producto directo de grupos localmente compactos, donde casi todos
son grupos compactos. Luego Gg es un grupo localmente compacto (con la
topologia producto). Entonces G es un grupo localmente compacto, haciendo

que cada Gg sea un subgrupo abierto.
Sea para cada v € {U}}; una base de la topologia de G,. Luego, los

conjuntos de la forma
1108 < 11 He
veS v¢S
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forman una base de la topologia de G. En particular, si para cada v, G, es
separable, entonces GG es separable.

El producto directo restringido de los grupos K, con respecto a los enteros
locales A, (que estan definidos s6lo cuando v es una valuacién p-ddica) se
llama el grupo de adeles de K, y se denota por Ak.

El producto directo restringido de los grupos K con respecto a las
unidades U, del anillo A, se llama el grupo de ideles de K.

Un elemento a@ € K es un entero p-adico para casi todo p, y entonces
podemos identificar a K dentro de los adeles mediante la aplicacién

a — (a)ven

Analogamente, un elemento no nulo de K* es una unidad p-adica para
casi todo p, y por lo tanto K* esta incluido en los ideles.

Teorema 1. K es un subgrupo discreto de los adeles A. K* es un
subgrupo discreto de J.

Dem. Sea a € K. Que « esté cerca de 0 en la topologia de A si |af, <1
para casi todo v, y ||, < € para un conjunto finito de indices v. Por la
férmula del producto, tenemos que @ = 0, y entonces 0 es un punto aislado
de K en A.

Sea a un elemento tal que | — 1| < € para v arquimediado. Por lo
anterior, tenemos que o = 1, y por lo tanto, K* es discreto en J.

Introducimos ahora las nociones de grupo topologico y de medida de Haar.

Un grupo topoldgico G es un espacio de Hausdorff con una estructura
de grupo tal que la aplicacién

o: GxG—G
(z,y) — xy~!

es continua.

Sea G un grupo localmente compacto. Una medida de Haar h es una
medida de Borel® tal que h(E) > 0 para todo conjunto abierto de Borel E,
y que satisface alguna de las siguientes propiedades

1. Para todo a € G, h(aA) = h(A)
2. Para todo a € G, h(Aa) = h(A).

1[Ha] p.219
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para todo conjunto de Borel A. Entonces se dice que h es invariante a
izquierda o a derecha respectivamente.

Todo grupo localmente compacto G tiene una medida de Haar invariante a
izquierda y medida de Haar invariante a derecha, tinicas salvo multiplicacién
por una constante positiva?. Cuando estas medidas son iguales, decimos que
el grupo G es unimodular. Los grupos compactos son unimodulares.

Sea v un valor absoluto arquimediano. Luego K, es el cuerpo real o
complejo, v si A, es la medida usual en la recta o en el plano, definimos

My = nv)\v

Sea v una valuacién correspondiente a un primo p de Ax. En este caso,
elegimos a p, como la medida de Haar sobre K, tal que

Mv<Av) = (NDvyl/Q

Proposicién 1. Sea v un valor absoluto candnico sobre K, p la medida
de Haar sobre K,,, y a € K. Entonces

p(ad) = [lallop(A)

para todo conjunto A C K, medible.

Dem. Si v es arquimediano la afirmacion es clara. Luego sea v un valor
absoluto p-adico, y a un elemento de K. La aplicacién del o-anillo de Borel
de K, en R dada por

A py(aA)

define una medida de Haar sobre K, y por lo tanto

fo(aA) = cpi,(A)

para alguna constante ¢ que no depende del conjunto A. Sea a € A, — {0}.
Tenemos entonces que aA, es un subgrupo abierto de A, de indice N pOI‘dpa7
y por lo tanto

_ordna
p(ad,) = Np 2TPou(A,) = [l u(A)

ya que n, = e, f,, donde e, es el indice de ramificacién de p sobre p, y f, es
el grado de la extensiéon Ak /p sobre F), (ver §1.3). Tenemos entonces

po(aAy) = [lallopn(A)

2[Ha] cap. XI
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para todo A. Sia € K, — A, entonces a~! € A, — {0}, y de lo anterior se
sigue
po(ad) = fla™lopo(A)
con lo cual la férmula queda probada para todo a € K.
Ahora consideramos el grupo multiplicativo K, y definimos una medida

Ay sobre K como
diy
Mo(A) = / fho ()
Azl
Es facil ves que la medida A asi definida es una medida de Haar sobre
K7, ya que

_ dpiy () dpi ()
A = | = [Nl S = A(4)
Azl Ja l][3
dj, 1 dity
Ay(aA) :/ pol) - %1@) = Ay(4)
a =l lallo Ja fla= ],
Tomamos en definitiva
fy = Ao
si v es arquimediano, y
«_ ANp
Ho Np—1""

si v es p-adico. Tenemos entonces
pi(A) = (ND) /2

Ahora vamos a considerar la medida de Haar sobre un producto directo
restringido. Sea como antes, M un conjunto de indices, G, un grupo con-
mutativo localmente compacto, y H, un subgrupo de G, abierto-compacto
para casi todo v. Sea h, una medida de Haar sobre G, , tal que

}%(ﬁh)::l

para casi todo v. Entonces se define la medida de Haar h sobre una base de
la topologia de G como

h(H Ay X H H,) = H hy(Ay) % H ho(H,)

veS vgS veSs vgS

donde los A, son abiertos medibles de G,,.
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Sea GG un grupo, y H un subgrupo de G. Se llama clases a izquierda
al conjunto G/H = {xH : x € G}. Analogamente, las clases a derecha
son los elementos Hx, con x € G. Todas las nociones referidas a G/H se
transladan a H\G.

Si H es un subgrupo normal, ambas nociones coinciden, y G/H tiene una
estructura de grupo, con la operacién

xH - -yH =xyH

Un R un subconjunto de G que contiene a un tnico elemento de cada
una de las clases a izquierda se llama un sistema de representantes para
G/H.

Sea ahora GG un grupo localmente compacto, con una medida de Haar in-
variante a izquierda. Un sistema de representantes F' de las clases a izquierda
se dice un dominio fundamental si es un conjunto medible de Borel con
interior no vacio.

Enunciamos el siguiente teorema sin dar su demostracién.

Teorema 23. El grupo cociente Ay /K es compacto. Sea wy, ..., w, una
base de los enteros Ax sobre Z, y sea F, el subconjunto de

Ko= ][ K

UESOO
con Fyo = {00 tw; : 0 < t; < 1}. Luego

F=Fo.x [] 4

v Mg

es un dominio fundamental de Ak /K.

Proposicion 2. F tiene medida 1.

Dem. Sea i, la medida producto en K., y ¢ la inclusién candnica de
K en K. Luego

too(Fo) = 272|det(ow;)|
= |det(ogw;)| = [Dg '/

Luego
u(F) = [Dxl* T] (VD)2 = 1
V€S0

3[La] p. 140
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Ahora definimos

lall =TI llall

vEME

Como casi todos los factores del producto son iguales a 1, el producto
estd bien definido.

El grupo de los ideles actia continuamente sobre los adeles, si definimos
la multiplicacién componente a componente. Sea

wW=T1]W, x[]A.

veS vgS

donde S es un conjunto finito de indices que contiene a S, y W, es un
conjunto medible de K,. Tenemos entonces

paW) = TT polast¥i) x T m(asis) = ()
veS vegS

por las féormulas de la proposicion 1.
La aplicacion
T = Ry

a— |all

define un homomorfismo continuo. Denotamos por J° al ntcleo, que es un
subgrupo cerrado de J.

P ={reJ: |z =1}

Por la férmula del producto, K* esté contenido en J°, y es un subgrupo
discreto.
Dado un idele a = (ay), y un ideal primo p, definimos

ordpa = ordpa,

Luego ordpa = 1 para casi todo p, y por lo tanto

H pOI'dpa
p

es un ideal fraccionario, y tenemos entonces un homorfismo natural de Jg
sobre I, el grupo de los ideales fraccionarios de A i, definido por la aplicacion

a— (a) — Hpordpay
p
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El grupo I/ Pk de clases de ideales es un grupo finito de orden h. Sean

bW .., b™ un sistema de representantes de Ix /Px. La restriccién a JY
del homomorfismo a +— (a) es suryectiva, y por lo tanto existen elementos
b, 6™ tales que bW = (b@). Sea entonces Hp el subgrupo de J%

generado por K* y por los b?). Tenemos que Hg es un subgrupo discreto de
JY. v la aplicacién a — (a) de Hg en Ik es suryectiva.
La aplicaciéon canénica

o: J—J°
a— aflall

induce un isomorfismo algebraico y topoldgico entre J° y J/R%, es decir que
el producto directo restringido

(I1 ED/R: < 11,5 K20,

’vESoo

es isomorfo a J°, y le asocia univocamente a J° una medida de Haar u°.
Ahora enunciamos para JY el resultado andlogo al teorema 2.
Teorema 3*. El grupo cociente J°/Hy es compacto, y admite un dominio
fundamental de la forma
Exx [] Us
V€S0

donde Eo es un conjunto de Borel de (T,es.. Ky)/ R

4[La] p 142,145
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5 Funciones L de Hecke

Las funciones L ocupan un lugar preponderante dentro del estudio de los
cuerpos numéricos. Estas funciones estan directamente relacionadas con los
ideales primos y con ciertas constantes intrinsecas del cuerpo, en particular
con el nimero de clases de ideales. El estudio de estas funciones es entonces
de mucha importancia, y aportan resultados acerca de los cuerpos de niimeros
que no son accesibles de otra forma.

En §1 se definen las funciones L asociadas a un caracter de Hecke, y
mencionamos los aspectos analiticos bésicos.

En §2 se exponen las formulas explicitas de Weil, de las que se desprende
una hipétesis que es equivalente a la hipétesis de Riemann.

5.1 Caracteres de Hecke, series L

Sea G un grupo localmente compacto. Un quasi-caracter x de G es un
homomorfismo continuo

x:G—C"

Un caracter de Hecke es un quasi-caracter y de las clases de ideles
Sea p un ideal primo de Ag, y consideramos al cuerpo local Kp con la
inclusién candnica en Jg como

z— (.., 1z, 1,...)

Se dice que x es no ramificado sobre p si x(Up) = 1, donde Up es
el grupo de las unidades locales. Si p es no ramificado para x, y m es un
elemento primo de Ap, definimos

Esta definicién es independiente de la eleccion de 7, ya que si 71 es otro
elemento primo de Ap, entonces m; = um, con u € Up, y x(u) = 1.

Si x es ramificado sobre p, definimos x(p) = 0, y por multiplicacién
extendemos esta definicién al grupo I de los ideales no nulos.
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Se define entonces las funciones L de Hecke como

Ms)= TI (- XPy

p no ram. Np*

Este producto converge absoluta y uniformemente para Re(s) > 149,y
define entonces una funcién holomorfa en Re(s) > 1.
Tenemos también la representacion de L en serie de Dirchlet como

L(s,x) = Xa ?‘V(SQ o>1

donde la suma se extiende a todos los ideales enteros # 0 de Ap.

Esta funcién tiene una prolongacién analitica a todo el plano complejo,
con posibles polos simples en s = 0 y en s = 1. Mas atn, satisface una
ecuacion funcional.

Sea y = 1 el caracter de Hecke trivial. La funcién L asociada a este

caracter es 1

CK<S) = 11_5[(1 - Nps>_

y se llama a (i la funcién zeta del cuerpo K. Hacemos

As) = (2772di )T (s/2)" T (5)"* ke (s)

donde n = [K : Q] y dk es el valor absoluto del discriminante de K. Tenemos
entonces la ecuacion funcional para la funcion (x, dada por

A(s) = A(1— s)

Cuando y es un caracter de Hecke no trivial, existe también una ecuacion
funcional andloga para la funcién L(s, x), pero en este caso los factores aso-
ciados son un poco més dificiles de calcular®.

5.2 La féormula explicita

Sea una funcién F': R — C tal que

F(z)elztokl ¢ !

5[La] p. 300
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para algin a > 0. Definimos entonces la transformada de Mellin de F
como

O(s) = Pp(s) = /RF(:C)e(S’%)xdx

que es holomorfa en la banda —a < Re(s) < 1+ a. De acuerdo al uso
corriente, ®(s) es en realidad la transformada de Mellin de z'/2F(logz).
Asumimos las siguientes condiciones sobre F":

1. F es continua y con derivada continua, salvo en un conjunto finito de
a;, en donde tanto F' como F’ tienen una discontinuidad de salto, y es
tal que

Flos) = 3{F (o) + F(07))

2. Existe un b > 0 tal que F(z) y F'(z) son O(e~ @) para z — oc.

Este es nuestro conjunto de funciones admisibles, que denotamos por Ad(R).
Sea f : R — C una funcién tal que f € L' sobre (—oo,—1) y sobre
(1,00), v tal que g(z) = |z|f(x) satisface la condicién 1. Definimos entonces

Pf= Alim {/ (1 — e Nl f(z)dz — 2g(0) log \}
— 00 R

que es una distribucion, en el sentido de Schwartz. Sea v un valor absoluto

arquimediano. Ponemos entonces

donde
e—mlz|/2

(1/2—m)|z|

|em,e—x| )

y los m, son enteros que dependen de v y del caracter Y.

Sea 9, definida como 1 si x =1, y 0 en otro caso.

Enunciamos entonces la formula explicita, que relaciona ciertas sumas de
la funcién F sobre los ideales primos de Ag con sumas de la transformada
de Mellin @5 sobre los ceros de L(s, x).

Teorema® Sea F' € Ad(z) y ® su transformada de Mellin. La suma
>, ®(p) sobre los ceros p= a+if3 de L(s, x) tales que 0 < a <1y 3| <T

*[We]
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converge cuando T — 0o, y tenemos que
Zp:|ﬂ|<T (I)(p) = 6)( fR F(m)(e% + ei%)dx + F(()) lOgA
—>pn ﬁiﬂ/@ [x(p)~"F(log Np~") + x(p)" F'(log Np")]

- Zvesw @v(Fv) + O<1/T)

donde F, = F(x)e™*, y ¢, y A son constantes que dependen del cuerpo K

y de x.
Sea Fy(x) = F(t+ x) para € R. Es claro entonces que F; € Ad(R) y

O, (s) = /R F(z +t)e® 27dy = G p(s)

Tenemos que

OF, = O(e™)
Se sigue entonces
Corolario. Con la misma notacion,

S pisl<r €P70(p) =6y [ F(x)(e*T + €77 )du + F(t) log A

— Spa g X(p) " F(t +log Np™) + x(p)" F(t + log Np")

+ Xves. Ou(Fi0) + O(1/T)

Sean f, g € Ad(R). Definimos la convolucién de f con g como

frg() = [ f@ =t
Luego f * g € Ad(R), y tenemos la conocida relacién
Ppg = Oy - @y

La hipétesis de Riemann dice que dado un caracter de Hecke y, los
ceros de la funcién L(s, x) con parte real > 0 estdn sobre la recta Re(s) = 1/2.
Es un problema abierto hasta el momento, y no estd demostrada ni si quiera
para una funciéon L particular.

Hay una reformulacién de la hipdtesis de Riemann debida a Weil ([We]).
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Proposicién. La funcion L(s, x) satisface la hipdtesis de Riemann si y
solo si la expresion del Teorema es > 0 para toda funcion f de la forma

f@) = fola) + fo(=a) = [ fola +Dfolw)at
con fy € Ad(R).

6 Producto Semidirecto

A partir de un grupo S y un grupo R de automorfismos de G se define
un grupo que llamamos el producto semidirecto de R con S.

En esta seccién estudiamos la estructura general de este grupo, y apli-
camos estos resultados al grupo de los adeles del cuerpo K, y al de los ideles
de norma 1. Este es el grupo que voy a usar en mis consideraciones posteri-
ores.

6.1 Definicion y aspectos basicos

Sean S un grupo aditivo, y R un grupo multiplicativo que actiia a derecha
sobre S, es decir
(r+y)a = za+yo
z(af) = (za)p
rer = x
donde z = (x1,22),y = (v1,42) € S, o, € R, y er es el elemento neutro de
R. Se define en R x S la ley

vy = (x1,22) (Y1, ¥2) = (T1y1, T2y1 + o)
Tenemos que

(zy)2 = ((v1y1) 21, (2291 + y2)21 + 22)
= (1(1121), 12(y121) + (Y221 + 22)) = w(y2)
Ee es)(w1, z9) = (21, 29)

x] ,—ZL‘Ql‘l—l) = (er,€s)

(Il, $2)(€R, GS)
(21, 2)(z7 ", =227 ")
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y se sigue entonces que R X S con esta ley es un grupo (no conmutativo),
que se denota RS (producto semidirecto).

Consideremos a Ry a S con una topologia compatible, es decir, que Ry
S sean grupos topologicos tales que la funcion

p: RS—S
(v, ) — za

es continua. Luego

v (RS) x (RS) — RS
(z,y) — ayt = (zy !, (w2 — y2)yr !

es una aplicacion continua, y por lo tanto RS es un grupo topoldgico, con la
topologia producto. En particular, si Ry S son grupos localmente compactos,
entonces RS también lo es.

Ahora necesitamos algunos resultados de teoria de la medida. Sean X,
Y conjuntos, y A, B c-anillos de conjuntos de X e Y respectivamente. Se
define el g-anillo A x B de conjuntos de X x Y como el og-anillo generado
por los conjuntos de la forma A x B, con A € A, B € B".

Sea £ € X x Y. Una X-seccion de E es un conjunto de la forma
E, = {y : (z,y) € E}, para un elemento z € X. Anélogamente, una Y-
seccién es un conjunto EY = {z : (x,y) € F} para un elemento y € Y®.

Teorema.’ Sean (X, A, \), (Y, B, 1) espacios de medida o-finita, y E un
conjunto medible de X x'Y. Entonces

1. Dados x € X, y € Y, E,, E, son conjuntos medibles de Y y de X
respectivamente.

2. Las funciones

z = p(Ey)
Y )\(Ey)
son funciones medibles no negativas.
3.
[ plEDax) = [ AE)dpuy)

"[Ha] p. 140
8[Ha] p.141
9[Ha] p. 144
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4. La aplicacion

AXpu: AxXxB— R,
B [p(Ey)dNz) = [ MEY)du(y)

es una medida o-finita, y st A€ A, B € B,
A X (A x B) = \(A)u(B)

Esta medida se llama la medida producto de \ y p.

Lema 1.1° Sean X, Y espacios de Hausdorff localmente compactos, y
sean Ay, By y So los o-anillos de conjuntos de Baire!' en X, Yy X xY
respectivamente. Luego Sy = Ay X By.

Lema 2.2 Sea X un espacio de Hausdorff separable y localmente com-
pacto. Luego el o-anillo de Borel de X coincide con el o-anillo de Baire de
X.

Desde ahora suponemos que R y S son grupos separables y localmente
compactos.

Proposicién 1. Sean A, u medidas de Haar sobre R y S respectivamente,
invariantes a izquierda (resp. a derecha), o-finitas, completas, y tales que

i(Aa) = u(A)

para « € R y A C S conjunto medible. Entonces la medida producto \ X u
es una medida de Haar sobre RS invariante a izquierda (resp. a derecha).

En particular, si R y S son grupos unimodulares, entonces RS es uni-
modular.

Dem. De los lemas 1 y 2 se sigue que la medida producto A X p es una
medida de Borel.

Sean A\ y pu medidas invariantes a izquierda. Luego

Ax p(ad) = [plaAy)dN = [p({y : (a7'e,y — azay'z) € A}dA =
= [p({y +aar's: (a7'a,y) € AYdr =
= [u{y: (a7'z,y) € AYdh == A x p({(arz,y) : (2,y) € A} =
= Axp(A)

19[Ha] p. 222
[Ha] p. 220
12[Ha] p. 218
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es decir, que A X pu es invariante a izquierda. Ahora supongamos que Ay pu
son invariantes a derecha. Luego

Axp(Aa) = [p(Aay)dh = [ p({y : (var, (y — az)ar’) € Apdh =
= [p({yar +az: (var',y) € AYd) =
= [u{y: (rar',y) € AYdr = A x p({(zar,y) : (z,y) € A} =
= Axp(A)

y por lo tanto, A X u es una medida de Haar sobre RS invariante a derecha.

6.2 Dominio fundamental de RS

Sea GG un grupo topoldgico, H un subgrupo cerrado de GG. Las clases a
izquierda

G/H ={zH : x € G}
es entonces un espacio topoldgico, con la topologia cociente, i.e. sea

v: G—G/H

z— xH

la aplicacién candnica. Luego decimos que A C G/H es un abierto si y sélo
si ¢ 1(A) es un abierto de G.

De la misma manera, H\G es también un espacio topolégico. En realidad,
H\G es isomorfo a G/H, mediante la aplicacion

b G/H — H\G
cH — Hx™!

Sea G un grupo topolégico, H un subgrupo cerrado de G. Sea a € G.
Hacemos

v.: G/H—G/H
T — ar
Siy € z,ie y=uxh,con h € H, entonces ay = (ax)h € T y por lo tanto
v, estd bien definida. ¢, es claramente continua, y tenemos ademas

Pq-1 0 9, = idg/n
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y por lo tanto ¢, es bicontinua, es decir, es un isomorfismo topoldgico de G/H
sobre si mismo. Resulta de aqui que la topologia de G/H esté determinada
por una base local de entornos en un punto.

Lema. Sea G un grupo topologico y H un subgrupo discreto de G. En-
tonces H es cerrado.

Dem. Sea U un abierto de G tal que U (N H = {e}. La aplicacion

6. GxG—G

(zy™") = ay™!

es continua, y por lo tanto, ¢! (U) es un abierto de G x G. Luego existe un
entorno abierto V' de e tal que

p(VxV)=VV'icU
Sea ahora x € G — H. Tenemos entonces que

(Va) (V)™ ﬂ U = {e}

y por lo tanto, Vax(\ H contiene a lo sumo un elemento ¢ € H. Luego
Vo — {q} es un entorno de = contenido en G — H, de donde se sigue que H
es cerrado.

Sea H un subgrupo discreto de G. Recordemos que un dominio funda-
mental para G/H es un sistema de representantes F' de las clases a izquierda
que es un conjunto de Borel de G con interior no vacio. Es claro que F'~! es
un dominio fundamental para H\G.

Sea una medida h sobre GG invariante a izquierda. Luego la restriccién de
esta medida al dominio fundamental F' nos induce una medida i sobre G/H
que es invariante por la accién a izquierda de G sobre G/H.

Si F es un dominio fundamental para G/H, en particular F' es un entorno
de un punto xy € GG. Es facil entonces, ver que la biyeccién candnica

p: F—G/H
z— xH

es un homeomorfismo local en 3. Sea A € F un abierto de G. Luego
0 1 (p(A)) = AH es un abierto de G, y por lo tanto ¢(A) es un abierto de
G/H. Sea ahora B € A € F un conjunto tal que ¢(B) es un abierto de G/H.
Luego ¢ '¢(B) = BH es un abierto de G, y por lo tanto B = ANy '¢(B)
es un abierto, c.q.d..
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Se sigue entonces que toda base local en G/H en un punto es isomorfa a
una base local en G en un punto.

Teorema 1. Sean r,s subgrupos discretos de R y S respectivamente,
tales que existen dominios fundamentales E,F para R/r y para S/s respecti-
vamente.

Entonces rs es un subgrupo discreto de RS,

rs\ RS ~ RS/rs ~ R/r x S/s,

y E x F es un dominio fundamental para RS/rs.
Dem. Consideremos la aplicacién

®: ExF — RS/rs
(@,y) — (z,y)rs

® es inyectiva : Sean x,y € £ x F, y elementos ¢, ¢ € rs tales que

xq = yq

1.e.
(2101, T2q1 + @2) = (141, ¥24) + @)

Luego x1 = y1, ¢1 = ¢}, y de

-1 _ -1 7

T2+ q1q = Y2+ ¢ Gy
seguimos que T = Ys.
® es suryectiva : sea T € RS/rs
ie. T={(r1q1, 7202+ q):qn €7, @2 € 5}

Luego existe un elemento ¢; € r tal que z1q; € FE, y existe también un
elemento ¢, € s tal que x9q; + q2 € F.

Tenemos entonces que ® es una biyeccion, y por lo tanto E x F' es un
dominio fundamental para RS/7s.

Dadas dos bases locales £, F contenidas en F y F' respectivamente, son
isomorfas a dos bases locales en R y en .S respectivamente, y al mismo tiempo,
E x F es isomorfa a una base local en RS/r x s. Se sigue entonces que

rs\ RS ~ RS/rs~ R/r x S/s

como espacios topoldgicos.
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Sea K un cuerpo de numeros, A los adeles sobre K, y J% los ideles
sobre K de norma 1. Reuniendo los resultados de §2. y de §3., tenemos la
siguiente proposicion.

Proposicién 2. Sea K un cuerpo de nimeros. Luego J%Ag es un grupo
localmente compacto y unimodular. La medida de Haar estd dada por la
medida producto.

Hi K es un subgrupo discreto de J%Ag, y el cociente J»Ax/Hxg K es un
espacio topologico compacto. Tenemos que

Hig K\ JYAg ~ JYAx JHe K\JY /Hie x Ag /K

y si Ex, Fi son dominios fundamentales para J% /Hy 1y para Ax /K respec-
tivamente, entonces Ex X Fx es un dominio fundamental para J%Ax/Hx K.

7 Operadores sobre £*(M)

7.1 Operadores de tipo traza

Sean X e Y espacios de Banach complejos. Denotamos por B(X,Y) al
espacio de las funciones lineales A : X — Y continuas. Para A € B(X,Y)
se define la norma de A como

[ A} = sup{[[Az|[/[l]| - « # 0}

Esta aplicacién estd bien definida, y es facil ver que es una norma en el
sentido usual, y (B(X,Y), || ||) resulta ser un espacio de Banach'.

Sea A € B(X,)Y)y U = {z € X : ||z|| < 1} la bola unidad en X.
Entonces A es un operador compacto si la clausura de A(U) es compacta.
El conjunto de los operadores compactos de X en Y se denota por By(X,Y),
y es un subespacio cerrado de B(X,Y)!.

13[Co] p. 70
14[Co] p.178

35



Sea A € B(X) un operador continuo . Se dice que A es invertible si
existe un operador B € B(X) tal que

AB = BA =idy

Este operador se denota por AL,

Se define el espectro o(A) como el conjunto de los A € C tales que A—A\I
es no invertible.

Teorema 1%.(F. Riesz) Sea X un espacio de Banach y A € By(X).
Entonces ocurre alguna de las siguientes posibilidades:

1. o(A) = {0}.

2. 0(A) = {0,\1,...,\n}, donde N\, # 0 para 1 < k < n, M\ es un
autovalor de A, y dim(ker(A — \)) < oco.

3. 0(A) = {0,\, A, ...}, donde para k > 1 A\, # 0, A\ es un autovalor
de A, dim(ker(A — M), y lim A\, = 0.

Ahora sea H un espacio de Hilbert complejo.
Teorema 2'°. Sea A € B(H). Luego eriste un tnico operador lineal
B € B(H) tal que
(Az,y) = (z, By)

para todo x,y € H. Mds aun, ||B = ||A]|.

Este tnico operador asociado a A se llama el operador adjunto de A, y
se denota A*.

Un operador A € B(H) se dice normal si AA* = A*A. Un operador
A € B(H) se dice autoadjunto si A = A*.

Proposicién 1'7. Sea A € B(H) un operador autoadjunto. Entonces
o(A) C R.

Sea {e; }icr una base ortonormal de H, y A € L(H). Tenemos entonces

que la suma
>l Aes?
iel

15[Co] p. 219
16[Co] p. 31
17[Du] p. 906
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es independiente de la base elegida!®. Si esta suma es finita, decimos que A
es un operador de Hilbert-Schmidt. Denotamos por By(H) al conjunto de
los operadores de Hilbert-Schmidt.
Proposicién 2. Todo operador de Hilbert-Schmidt es compacto.
Proposicion 3%. it Sean A, B € By(H), y sea {e; }ic; una base ortonor-
mal de H. Luego la serie

(Ae;, BYe;) = Z(Aei, Bre;)
icl

converge absolutamente a un limite que es indendiente de la eleccién de la
base.
Dados B, C' € By(H), el operador A = BC se llama operador traza. La
clase de los operadores traza se denota por By (H). Se tiene By(H) C By(H).
Proposicion 42?'. Sea A € B;(H). Luego la suma

Z <A€’£J €i>
iel

converge absolutamente, y si B,C' € By(H) son tales que A = BC, entonces

> (Aei,e;) = (B, C)

Se define entonces
tI’(A) = Z(A@i, €i>

Teorema 3%2. Sea A € By(H), y sean X\, los autovalores de A (con su
multiplicidad). Entonces

tr(A) = i An

Sea H = L2*(X, i1), donde X es un operador compacto y i es una medida
positiva sobre X. Sea A € B;(H). A puede escribirse como A = BC, con
B,C € By(H). Luego By C son operadores integrales?s, con funciones
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nucleo b(x,y) y c(x,y) respectivamente. Se sigue que A es un operador
integral con nticleo

a(ey) = [ b elt.y)

Luego tenemos la férmula de traza?!

trA:<B,C*):/

WxW

b(x,t)c(t, x)dtde = /W a(z,z)dx

Nota: Los operadores que vamos a estudiar estan dados por nicleos
continuos sobre un espacio de medida finita. Tenemos entonces que son
operadores de Hilbert-Schmidt, pero no sabemos si son operadores de tipo
traza.

En nuestro caso particular, por la analogia con el lema anterior, vamos
a definir la traza de estos operadores como la integral sobre la diagonal
del nucleo continuo que lo representa. De esta forma la traza queda bien
definida, pero podriamos no tener las propiedades de los operadores traza,
en particular el teorema 3.

7.2 Operadores integrales sobre £*(M)

Sea M = Mg = JyAx/Hyx K, que por lo que vimos en §4.1 es un espacio
compacto. Ahora centraremos nuestra atencién en L£*(M), el espacio de
Hilbert de las funciones

f-M—=C

de cuadrado integrable, con el producto interno definido como

(f.9) = |\ fod

Sea K € L*(M x M). La funcién

K,: M—=C
z— K(z,y)

estd en L£2(M) para casi todo y, y podemos definir entonces

Ki(y) = |, K(o,9)f (@)de

24[Ka] p. 522
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para f € L*(M), que define un operador lineal f +— K. Por la desigualdad
de Cauchy, tenemos que

) = [\ K @) f@)da < 11 | 15 ) Pda

y se sigue entonces que K € B(L*(M)), y ||K]|| < [|K]2
Sea {e;}ic; una base ortonormal de £2(M). Luego {é;e;} es una base
ortonormal de £2(M x M), y por lo tanto existen elementos a;; € C' tales

que
y) = Z ai,j€(x)e;(y)

ijel
1K = (O laij|*) < o0
.3
Sea K el operador integral inducido por K. Luego tenemos

D Kel* =3 113 aije;wlls = 3 lai l* < oo

i€l el gel 1,7€1

con

y K es entonces un operador de Hilbert-Schmidt.

Podemos pensar al grupo de adeles Ax como el producto directo restrin-
gido de R" y los K,,, donde V recorre las valuaciones p-adicas. Consideramos
entonces L C L*(M) el subespacio de las funciones

f-M—=C

continuas y C'*° con respecto a las variables reales de los adeles. Tenemos
entonces que hay un conjunto medible M de RY, y un conjunto medible A/ de
JY (Ag/RYN) tales que M x N es un dominio fundamental para M. Tenemos
que el espacio de las funciones C'* sobre M (con la topologia cociente) es
denso en L*(M), y el espacio de las funciones continuas en N ( con la
topologfa cociente ) es denso en £2(N). Se sigue que L es un subespacio
denso de L£*(M).

Sea K : J%Ar — C una funcién continua y C™ con respecto a las

variables reales 21, ..., %2, de Ax. Supongamos que
> a K(zqy™)
qGHKK
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converge uniformemente para ¢ = 1,...,n, m = 0,1,2,.... Definimos en-
tonces

K(z,y) =) K(xqy™)

que es una funcién continua. Es claro que para q1, ¢ € Hx K, K(zq1,yq) =
K(x,y), y el pasaje al cociente esté entonces bien definido.
Tenemos que

-1 T1 @1T2 — Y1+ Q2
vy = (— )
n n
y entonces nos queda que
m " -1 o -1
(=) K (rqy) = S AD K(zqy™)}
qeF 9T2; 2i qeF

donde F' C Hg K es un conjunto finito. Supongamos entonces que K(z,y)
tiene m — 1 derivadas parciales continuas con respecto a ;. Tenemos en-
tonces

amfl amfl

TK<x7 y) = TK(W]Z/%) =
ayQ,z ! zq: axli !

am
(=)™ — K (zqy™")}dt
Lo

de donde se sigue que

K (z,y) = (—y)" —K(z,y)
y3; qE;K L2
y por lo tanto K (x, y) es una funciéon C'* con respecto a las variables ¥ 1, . . ., Y2 -

Entonces
—c—l—/{/M—th x)dz}dy

Se sigue luego que K; € C', y de una manera andloga, K; € C™. Sea

A: L—L
n 9?2
f = =1 8%2 ]
2,1
A es un operador no acotado sobre L. Tenemos un dominio fundamental de

la forma
0,1) x F
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hacemos entonces
f: M—=C

imz

T e

Luego f € L, ||fl =1,y [|Af]l = m?*.
Sea K la funcién ntcleo. Si tenemos que

AK(z,y) = AyK(z,y)
entonces, si f € L,
AKs(y) = Ay EK(z,y)f(z)de = fyp Ay K (2, y) f(x)dx
= MAK (z,y)f(z)de = [yp K(z,y)Af(x)dr = Kag(y)

es decir, que en este caso, K conmuta con A.

8 La Formula de Traza

En esta seccién definimos una funcién ntcleo particular sobre M.

En §1. mostramos que la traza del operador integral asociado es pre-
cisamente la formula explicita de Weil. En base a este resultado, en §2.
reformulamos la transformacion de Weil de la hipétesis de Riemann como
una hipdétesis de positividad para la traza del operador.

8.1 Definicién del operador, Formula de traza

Sea K un cuerpo de nimeros. Sea M el conjunto de los valores absolutos
canoénicos sobre K, y S, los valores absolutos arquimedianos en M.

Sea 14 la funcién caracteristica de un conjunto A y para (z1,xs) € JY A,
Yy U & Sy, sea

0 y si L1 = 1
Ou(x1,29) = ¢Av(%) ysix, #lyx, —1€mA,

(N (z2,)  en otro caso.
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donde A, denota los enteros locales, y m, un elemento de orden 1 en A,,.

Para cada elemento o € Hp, la aplicacion o — () es un homomorfismo
sobre Ic. Sea {p,}ic; un sistema de representantes de los ideales primos en
Ix. Sea z € J°. Definimos

v(z) =y p (2 [[ pP*")es.
V¢S

donde E es el conjunto mencionado en §4.1, tal que

Exx [] Us
V€S0

es un dominio fundamental de J°/H. Asumimos que E es un entorno de 1.
Sea ahora S D S, una familia finita de valores absolutos. Definimos
entonces

\I’S : JOA —C
(21, 22) = v(21) [loes—s. Vi, A, (T10) Tlogs VA (T1,0) Tugs,, Pol@1, 22)

El producto esta evidentemente bien definido. Nos interesa saber cuando
Us(xqy?) es no nulo, si q recorre Hx K. Tenemos que

-1 T ary — Yy +b
rqy = (a—, ———)
Y1 Y1
para © = (x1,22), ¥y = (y1,¥2) € Jy Ak, ¢ = (a,b) € Hk K.
Ahora nos basta con considerar = (21, %2),y = (y1,%2) € £ X F, donde
E y F son los dominios fundamentales de J°/H y A/K respectivamente, que
estan descriptos en §4.1. Tenemos en particular zq,y; € U, 2,92 € A, para
todo v valuacién p-adica. Luego

T
a2t € U,
n

para todo v ¢ S siy sélo si a es una S-unidad, es decir, a = up]* ...p}'", con
p;, €5, u € Ug. Siaparte pedimos

z prm— p—
V(a;;) - 1? HvGSfSoo wﬂ—Av(xl,v> =1
entonces a = —py'...p;", conn; = 1,2,.... Tenemos que

ars — Ys +b
2 — Y2 c

a—1)A,
n ( )
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para todo v € Sy, siy sélosi zo—yo+b € (a—1)A,. Parax = (7, 15) € JOA,
sea b(x) el (inico) elemento de K/Ak tal que

xo +b(x) €A, Yv ¢ Sy

La aplicacién b : J°A — K/Ag estd bien definida, y es continua.
Luego x5 —y2 + b € (a — 1)A, si y sélo si

be (a—1)(by+ Ag)

con by = b(*2=42).

Sea S D S, una familia finita de valores absolutos en M, y una funcién
continua hg : [[,es_s.. Ky X [lpes,. K» — C. Hacemos

h: J°A—C
x = ho(z)¥g(x)

Supongamos que

> h(zgy™")

quKK

converge absoluta y uniformemente para x,y € J'A. Luego la funcién

Th c MxM—C
(z,y) — S, h(zqy™)

es continua. Ahora sea hg : [[,es_ s, Ky X R — C una funcién continua, y
hacemos
h: JA—C
(1'17 1'2) = hO((xl,v)UES—Soov IOg O[(I’))Q,DS(.I’)

con o(x) = [Tyes.. (|25 1lu)]| =225 ]|o- Se sigue entonces

x1—1 H
I I
Th(z,y) = > ho((aa)veS—Soo; log a(a;, azy—yo+(a—1)(bo+b))
a=—pi...p¥
be Ag

para x,y € E x I, dominio fundamental de J°A/HK.

De esta expresion se sigue que Y, es una funcion continua si la consi-
deramos como definida sobre (E x F') x (E x F) con la topologia inducida
como subconjunto de J°A. Luego T), : M x M — C es continua para todo

x,y ¢ O(FE X F).
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En particular, sea T}, el operador de Hilbert-Schmidt definido como

T, : L2M) — L£2(M)
f(@) = nvpom Yoz, y) f(2)de

Luego
Tr T), = /M Th(x,z)dx

Necesitamos hacer un célculo.
Lema 1. Con las mismas notaciones, sea

(1, 22) = [ho((#1)ves 5. —10g () + ho((41)vins 500 l0g a(2))] W (7)

Entonces 2 2
r1 1"2
Tr Ty, = ™) Z/ ho(a, z)el® x| 12— tdg

7”1 +79)!
con
p=p(E)
y E es el dominio fundamental de J°/H.
Dem. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer

h(x1,z2) = ho(z1,log a(x)) Vg (x)

Tenemos entonces

T}KQI,I) - ZhO(av IOg H 7p[l,oo)(||x2—i_b||v>”x2—i_bHv

a,b veS;nfty

Se sigue

Tr T, = /M Yoz, z)de = uz/ ho(a,log T ©pn.ee)(l2allo)[22]lu)des

& CT UESOO

por la convergencia uniforme de la serie. Luego

Jrrixer ho(a;10g Ilues. Yoo ([2]lo) 12 0) do =

= 27(27)" [l aoyritre T1 - Tryhola, 0g [T i)y - . - dyy 4,

— 2T1 (27T>T2 fRT1+r2 ez tih()(a, Z tz)dtl . dtr1+r2
+
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Ahora hacemos la sustitucién
T=t 4. A by ta=1ts, o trgry = by
y escribimos
We={to, ... toyar o+ ...+ tp iy, <z}
Tenemos entonces
Sriirs €20 ho(a, S t)dty . dbe vy = [, S, hola, x)evdty ... dty i,

- (ﬁirz)! fR+ h(x)efﬁxn-&-mdx
de donde se sigue la formula del lema.
Sea ki : R — C una funcién continua con derivada continua, y tal que
hay algiin 6 > 0 tal que

ki (), Ky (z) = O(e™ (M)

para |z| — oo. En particular, k; estd en las condiciones del teorema de la
Formula Explicita.
Sea ks : R — C una funcion test continua tal que

ko(x) = O(e‘mm)

para |z| — oo, y para un entero m sunficientemente grande.

Sea y un caracter de Hecke (§5.1). Luego x induce un quasi-caracter x
sobre el grupo I de los ideales fraccionarios no nulos de Ag.

Sea p un ideal primo del anillo de enteros Ag. Sea entonces

kp o Tpes., U{Q}QK: X [lves,, Ko — C
@ = [zl [x(xp ki (log [l Ipa(@)) + x(wp)ki (log [[z[[pa(z))lg(log a(x))
con

gla) = st

— —|x| 17r17r2k,
o (2 ) 2] 2(2)

Hacemos

kp(w1, ) = [kp (w1, —22) + Ep (21, 22)] s ()
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y se sigue entonces que
Yo (,9) =D kp(zqy™)
q

converge absoluta y uniformemente, y también
Tip (2,5) = O(Np~+%)
Andalogamente, sea

hg, : R—C
T = 6)( fR kl (t) (e%ﬂf + 6%)dt + Kl (0) log A + ZUESOO @Ukl,x,v

y definimos

ke : J°A—C
(21, 22) = [h(—log a(x))g(log () + h(log a(z))g(log a(x))| Vs, (x)

La suma

> koolzgy™)

q

también converge uniformemente. Hacemos finalmente
k(z) =) kp()
P

donde p recorre los ideales primos de Ax y el simbolo co. La suma es
absolutamente convergente.

Proposicién 1. Sea Ty(z,y) = >, k(zqy™"),y Tk el operador integral
asociado. Entonces

Tr Ty :/ ko(x)ko(z)dx
R
con
log Np

ko(x) = h(z) =) N /2 [x(p™")k1(log Np™™ +2) + x(p") k1 (log Np" + )]
pn

La demostracién es clara a partir del lema.
Proposicion 2.
Tr Tk = lim Z (I)k:1*k2 (p)

— 00
lpl<T
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Dem. Por la proposicién 1 y la formula explicita,
Tr Th = [ per €725 ®y, + O(el/T) ko () dx
= hmT—>oo Z|p\<T cbkl (p>q)k2 (p)

de donde se sigue la proposicién.
Si hacemos

T (z,y) = T(z,y) + T(y, x)

tenemos entonces
(T"f.9) = / / T (x,y) f(x)g(y)dedy = (f,T"g)
M /M
es decir, que T™ es un operador autoadjunto, y tenemos que

Tr T* = 2Re(Tr T)
8.2 Relacién con la hipdétesis de Riemann

Ahora podemos reformular la equivalencia de Weil para la hipdtesis de
Riemann, que enunciamos en 5.2.

Proposicién 3. Sea T el operador asociado a L(s,x) y a funciones ki,
ko. La funcion L(s,x) satisface la hipdtesis de Riemann si y sdlo si

rT >0
para todas las funciones
ki(z) = f(z), ka(z) = f(-2)
con f € Ad(R) tal que

f(z) = O

donde m = m, es un entero suficientemente grande.
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