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Introducción

En 1956, como consecuencia de investigaciones en la teoŕıa de funciones
automorfas, A. Selberg [Se] desarrolló una fórmula de traza general para sub-
grupos discretos Γ de covolumen finito de SL(2, R). Esta fórmula relaciona
los autovalores de un laplaciano con cierta data determinada por Γ.

Por otra parte, en 1952, A. Weil [We] encuentra las llamadas “fórmulas
expĺıcitas” de la teoŕıa de números, que relaciona sumas sobre los ideales
primos de un cuerpo de números con sumas sobre los ceros de las funciones
L. La analoǵıa formal entre estas fórmulas es sorprendente, y es objeto de
muchas especulaciones.

Recientemente, D. Golfeld [Go] dio un paso en este sentido al construir
ciertos operadores integrales cuya traza es precisamente la fórmulas expĺıcitas
de Weil. Goldfeld hace esta construcción sólo para la función zeta de Riemann
clásica, usando como espacio base el producto semidirecto de los ideles de Q
de norma uno con los adeles de Q, factorizado por el subgrupo discreto Q∗Q,
y en general sólo enuncia los resultados. Nuestro trabajo consiste entonces
en el desarrollo completo de estos resultados, junto con su generalización a
todas las funciones L.

En las primeras secciones de este trabajo expongo las nociones generales
de teoŕıa algebraica de números que necesito para abordar el problema. El
desarrollo de estas secciones está en su mayor parte basado en el libro de
Lang [La].

En §1 y §3 describo la estructura general de un cuerpo de números K,
es decir una extensión finita de Q. Luego estudio con más detalle las com-
pletaciones p-ádicas y arquimedianas de K y la construcción de los grupos
de adeles y de ideles del cuerpo.

En §5 introduzco las funciones L de Hecke, y enuncio la fórmula expĺıcita
asociada.

En §6 estudio las propiedades generales del producto semidirecto, y las
aplico a nuestro espacio base, que es el producto semidirecto J0

KAK factor-
izado por un subgrupo discreto.

En §8, finalmente, describo la construcción de los operadores, y demuestro
la fórmula de traza.

Es necesario recalcar que en esta situación estamos muy lejos aún de
haber establecido alguna conexión entre la teoŕıa de funciones L y la fórmula
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de traza de Selberg. En principio, no es claro que estos operadores sean
los verdaderos análogos de los operadores intregrales que aparecen en la de-
mostración de la fórmula de traza de Selberg. Aún en el caso de que śı lo
fuera nos estaŕıa faltando, principalmente, el análogo del laplaciano, y la
relación entre los autovalores de los operadores integrales y los autovalores
de este hipotético laplaciano.

Quiero agradecer a Alberto Dubson, quien me sugirió el tema que de-
sarrollo en este trabajo y me señaló varios errores en la redacción final del
mismo. También quiero agradecer a Mart́ın Argerami y a Rodolfo Rodŕıguez
por su asistencia técnica, a Marcela Sanmartino, Tomás Tetzlaff, Antonio Di
Scala y Gerardo Oleaga por sus sugerencias y su apoyo en general, y a la
Fundación Antorchas , que financió mis estudios durante los últimos años de
la carrera.
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Prerrequisitos

Los prerrequisitos necesarios son de un carácter básico, ya que esta ex-
posición está en su mayor parte autocontenida.

Para la sección 1, sólo es necesario un cierto conocimiento de álgebra. En
todo caso, las definiciones y propiedades utilizadas se pueden encontrar en el
libro de S. Lang: Algebra.

En las secciones 2, 4 y 6 se asume algún grado de familiaridad con espacios
topológicos y con teoŕıa de la medida.

En la sección 7 se hace uso de la noción de espacio de Hilbert y de
algunas de sus propiedades, que se encuentran en todos los textos standard de
análisis funcional. Una referencia puede ser Conway: A Course in Functional
Analysis.

Cuando es necesario algún resultado que está fuera de estos prerrequisitos
básicos, se lo enuncia expĺıcitamente junto con su referencia.
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1 Enteros Algebraicos (parte 1)

En esta sección se describen los aspectos básicos del anillo de enteros
algebraicos de un cuerpo de números. En general, se dan las demostraciones
de los resultados que se enuncian en la medida que ayuden a entenderlos.

Se asume por anillo a un anillo conmutativo, ı́ntegro, y con unidad.

1.1 Clausura integral

Proposición 1. Sea A un anillo contenido en un cuerpo L, y x un
elemento de L. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes

1. Existe un A-módulo no nulo M ⊂ L finitamente generado tal que
xM ⊂M .

2. El elemento x satisface una ecuación

xn + an−1x
n−1 + . . .+ a0 = 0

con coeficientes ai ∈ A, y un entero n ≥ 1.
Esta ecuación se llama ecuación integral para x.
Dem. Asumamos 2.. El módulo M = 〈1, . . . , xn−1〉 es cerrado por mul-

tiplicación por el elemento x. Rećıprocamente, sea M = 〈v1, . . . , vn〉 un
A-módulo 6= 0 tal que xM ⊂M . Luego

xv1 = a11v1 + · · ·+ a1nvn
...

...
...

xvn = an1v1 + · · ·+ annvn

con coeficientes aij ∈ A y entonces el determinante∣∣∣∣∣∣∣∣
x− a11 −a1n

. . .

−an1 x− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
es una ecuación integral para x sobre A.

Un elemento x ∈ L que satisface alguna de estas condiciones se dice
entero sobre A.
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Sea B un anillo tal que A ⊂ B ⊂ L. Se dice que B es entero sobre A si
todo elemento de B es entero sobre A.

Proposición 2. Sea A un anillo, K su cuerpo cociente, y x un elemento
algebraico sobre K. Entonces existe un elemento c 6= 0 en A tal que cx es
entero sobre A.

Dem. Sean ai ∈ A tales que

anx
n + . . .+ a0 = 0

Luego
(anx)

n + an−1(anx)
n−1 + · · ·+ a0a

n−1
n = 0

y por lo tanto anx es entero sobre A.
Proposición 3. Sean A ⊂ B anillos, B entero sobre A. Sea σ un homo-

morfismo de B sobre A. Luego σ(B) es entero sobre σ(A).
Dem. Sea y ∈ σ(B), es decir, y = σ(x) para algún x ∈ B. Sea

xn + an−1x
n−1 + . . .+ a0 = 0

una ecuación entera para x sobre A. Luego

yn + σan−1x
n−1 + . . .+ σa0 = 0

es una ecuación integral para y sobre σ(A).
Proposición 4. Sea A un anillo contenido en un cuerpo L. Sea B el

conjunto de los elementos de L que son enteros sobre A. Luego B es un
anillo.

Este anillo se llama la clausura integral de A en L.
Dem. Sea x, y ∈ B y M,N ⊂ L dos A-módulos no nulos finitamente

generados tales que xM ⊂M , yN ⊂ N . Luego MN es finitamente generado,
y para α ∈MN ,

α =
n∑

i=1

aibi

con ai ∈M , bi ∈ N , y entonces (x± y)α, xyα ∈MN .
Corolario. Sea A un anillo, K su cuerpo cociente, y L una extensión

finita separable de K. Sea x ∈ L entero sobre A, y sea

p(x) = xn + an−1x
n−1 + . . .+ a0 = 0

el polinomio irreducible sobre K que anula a x. Luego los ai son enteros sobre
A.
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Dem. Para cada K-isomorfismo σ de L, σx es entero sobre A. Los ai se
obtienen a partir de las funciones simétricas elementales, y por lo tanto son
enteros sobre A.

Un anillo A se dice integralmente cerrado en un cuerpo L si todo
elemento de L entero sobre A pertenece a A. Se dice que A es integralmente
cerrado si es cerrado en su cuerpo cociente.

Proposición 5. Sea A un anillo noetheriano e integralmente cerrado.
Sea L una extensión finta separable del cuerpo cociente K. Entonces la clausura
integral de A en L es finitamente generada sobre A.

Dem. Sea w1, . . . , wn una base de L sobre K. Por la proposición 2
podemos suponer que los wi son enteros sobre A

La traza tr de L a K es no-degenerada, y por lo tanto la aplicación

ϕ : L→ L∗

x 7→ ϕx : L→ K
y 7→ tr (xy)

es un isomorfismo de L en su espacio dual. Sea w′
1, . . . , w

′
n la base dual de

w1, . . . , wn, i.e. tal que
tr (w′

iwj) = δij

Sea c ∈ A, c 6= 0 tal que cw′
i es entero sobre A. Sea z entero sobre A.

Luego
z = b1w1 + . . .+ bnwn

para ciertos bi ∈ K. Como cw′
iz es entero sobre A, entonces

tr (cw′
iz) = cbi ∈ A

por ser A integralmente cerrado. Luego, la clausura integral de A está
contenida en el A-módulo c−1〈w1, . . . , wn〉. Como A es noetheriano, todo
A-módulo finitamente generado es noetheriano, y por lo tanto, la clausura
integral es finitamente generada.

Proposición 6. Si A es un dominio de factorización única, entonces A
es integralmente cerrado.

Dem. Supongamos que existe un elemento de la forma a/b, con a, b ∈ A,
y un elemento primo p en A que divide a b y no a a. Sea

(a/b)n + an−1(a/b)
n−1 + . . .+ a0 = 0
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una ecuación integral para a/b. Luego

an + an−1a
n−1b+ . . .+ a0b

n = 0

Como p divide a b, divide a an, y por lo tanto a a, contradicción.
Teorema 1. Sea A un anillo principal, L una extensión finita separable

de su cuerpo cociente K de grado n. Entonces la clausura integral de A en L
es un A-módulo libre de rango n.

Dem. A es un anillo principal, y por lo tanto noetheriano y de factoriza-
ción única. Por la proposición 6, A es integralmente cerrado.

La clausura integral B está finitamente generada, no tiene torsión, y por
la teoŕıa de anillos principales, es un A-módulo libre.

Sea w1, . . . , wn una base de L sobre K con wi ∈ B. Luego el A-módulo
generado por los wi está contenido en B, y es de rango n, y por lo tanto B
es de rango n.

El teorema se aplica al anillo Z. Una extensión finita de los números
racionales Q se llama un cuerpo de números. La clausura integral de Z
en un cuerpo de números K es el anillo de los enteros algebraicos de K,
y lo denotamos por AK .

1.2 Ideales primos

Sean A, B anillos tales que A ⊂ B. Sean p, B ideales primos de A y de
B respectivamente. Se dice que B divide a p si B

⋂
A = p, y se escribe B|p.

Proposición 7. Sean A, B anillos tales que A ⊂ B, y B es entero
sobre A. Sean p, B ideales primos de A y B respectivamente. Entonces B es
maximal si y sólo si p es maximal.

Proposición 8. Sea A un anillo integralmente cerrado, L una extensión
finita separable de su cuerpo cociente K, y B la clausura integral de A en L.
Sea p un ideal primo de A. Luego el número de ideales primos B|p de B es
finita y positiva.

1.3 Anillos de Dedekind

Sea A un anillo y K su cuerpo cociente. Un ideal fraccionario de A es
un A-módulo p ⊂ K tal que existe un elemento c 6= 0 en A tal que cp ⊂ A.
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Un anillo A se dice de Dedekind si es noetheriano, integralmente cerrado
en su cuerpo cociente, y tal que todo ideal primo no nulo es maximal. El
anillo de los enteros algebraicos es un anillo de Dedekind.

Teorema 2. Sea A un anillo de Dedekind. Entonces todo ideal de A se
puede factorizar de una única manera en ideales primos, y el conjunto de los
ideales fraccionarios no nulos forma un grupo por multiplicación.

Proposición 8. Sea A un anillo de Dedekind con un número finito de
ideales primos. Entonces A es principal.

Un ideal fraccionario principal es un ideal fraccionario generado por
un único elemento α del curpo cociente de A.

Sea A un anillo de Dedekind. El grupo de los ideales fraccionarios módulo
el grupo de los ideales fraccionarios principales se llama el grupo de clases
de ideales de A.

Sea A un anillo de Dedekind, K su cuerpo cociente, L una extensión finita
separable de K, y B la clausura integral de A en L. Si p es un ideal primo
de A, pB es un ideal de B, y tiene una factorización

pB = Be1
1 · · ·Ber

r

en primos de B. Un primo B de B ocurre en la factorización de pB si y sólo
si B|p.

Cada ei se llama el ı́ndice de ramificación de Bi sobre p
Si B divide a p, se denota por fB al grado de la extensión B/B sobre

A/p, y se llama el grado residual.
Proposición 9. Sea A un anillo de Dedekind, K su cuerpo cociente, L

una extensión finita separable de K, y B la clausura integral de A en L. Sea
p un ideal primo de A. Entonces

[L : K] =
∑
B|p

eBfB

Sea A un anillo de Dedekind tal que A/p es finito para cada ideal primo
p. Se define

Np = #(A/p)

para un ideal primo p, y se extiende esta aplicación al grupo de los ideales
fraccionarios por multiplicación. Por la factorización única, esta aplicación
está bien definida, y si p es un ideal (entero) no nulo,

Np = #(A/p)
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Si p es un ideal fraccionario principal generado por un elemento α ∈ K,
entonces

Np = Nα (=
∏
σ

σα)

2 Completaciones de un Cuerpo de Números

En esta sección se estudia la estructura de las completaciones de un cuerpo
de números bajo las topoloǵıas p-ádicas y de las completaciones obtenidas
por la inmersión del cuerpo de números en los números reales o complejos.

2.1 Valores absolutos sobre un cuerpo de números

Sea K un cuerpo. Un valor absoluto sobre K es una función

v : K → R+

x 7→ |x|v

con las siguientes propiedades :

1. |x|v = 0 si y sólo si x = 0.

2. |xy|v = |x|v|y|v.

3. |x+ y|v ≤ |x|v + |y|v.

Si en lugar de 3. el valor absoluto satisface la condición más fuerte

4. |x+ y|v ≤ máx(|x|v, |y|v),

entonces se dice que es una valuación o que es no arquimediano.
Lema 1. Sea v una valuación sobre un cuerpo K. Sean x, y ∈ K tales

que |x|v < |y|v. Luego |x+ y| = |x|v
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Dem. Tenemos

|x+ y| ≤ max(|x|, |y|) = |x|
|x| ≤ max(|y|, |x+ y|) = |x+ y|

El valor absoluto tal que |x| = 1 para todo x 6= 0 se llama trivial.
Un valor absoluto v define una función distancia (x, y) 7→ |x−y|v ,y por lo

tanto, una topoloǵıa sobre K. Dos valores absolutos se dicen dependientes
si definen la misma topoloǵıa; en otro caso se dice que son independientes.

Proposición 1. Dos valores absolutos no triviales | |1, | |2 sobre K son
dependientes si y sólo si existe algún λ > 0 tal que

|x|1 = |x|λ2

para todo x ∈ K.
Dem. Si tenemos que

|x|1 = |x|λ2
para un λ > 0 es claro que | |1 y | |2 son valores absolutos dependientes.
Rećıprocamente, sea x ∈ K. Tenemos que |x|1 < 1 si y sólo si limn→∞ xn = 0,
y por lo tanto |x|2 < 1. Análogamente, si |x|1 > 1, tenemos que |x−1| < 1, y
se sigue también que |x|2 > 1.

Como | |1 es no trivial, existe un y ∈ K tal que |y|1 > 1. Sea entonces
x ∈ K, con |x|1 ≥ 1. Luego hay algún α > 0 tal que |x|1 = |y|α1 . Sean m,n
enteros > 0 tales que m/n > α. Tenemos que

|x|1 < |y|m/n
1

Luego |xn/ym|1 < 1, |xn/ym|2 < 1, y por lo tanto

|x|2 < |y|m/n
2

Análogamente, si m/n < α, tenemos que

|x|2 > |y|m/n
2

y por lo tanto |x|2 = |y|α. Se sigue entonces que

|x|1 = |x|λ2

para todo x ∈ K, con λ = log |y|1/ log |y|2, cqd.
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Sea v un valor absoluto sobre K. Decimos que K es completo (con
respecto a v) si toda sucesión de Cauchy converge.

Sea K un cuerpo completo, E una extensión finita de K, y | |1, | |2 dos
extensiones de v a E. Tenemos que

| |1 = | |λ2

para algún λ > 0, y | |1 = | |2 para todo x ∈ K. Se sigue entonces que una
extensión de v a E está uńıvocamente determinada.

Sea K un cuerpo de números algebraicos, y AK el anillo de enteros de
K. Dado un ideal fraccionario no nulo a de AK tenemos una representación
única

a =
∏
p

p
ep(a)

donde p recorre los ideales primos de AK y los ep(a) son enteros casi todos
nulos. Definimos

ordp(a) = ep(a)

para un ideal primo p, y extendemos esta definición a los elementos a ∈ K∗

haciendo

ordp(x+ y) ≥ min(ordpx, ordpy)ordp(a) = ordp((a))

donde (a) es el ideal fraccionario principal generado por a.
Para x, y ∈ K tenemos que

ordpxy = ordpx+ ordpy

Sea c ∈ R, 0 < c < 1. Si definimos

|x| = c
ordpx

para x ∈ K∗, tenemos entonces una valuación sobre K. La elección de la
constante c es arbitraria. Sea p el número primo que genera p ∩ Z. Luego
sea e = ordpp el ı́ndice de ramificación de p sobre p. Definimos entonces

|x|p = p
−ordpx

e

y | |p es entonces una extensión de la valuación | |p sobre Q.
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Asimismo, toda inmersión de K en C induce un valor absoluto sobre K,
que se llamará real o complejo según le caso.

Sea K un cuerpo de números. El conjunto de valores absolutos sobre K
que consiste en las valuaciones p-adicas y en los valores absolutos reales y
complejos se llama el conjunto canónico, que se denota MK . Los valo-
res absolutos reales y complejos en MK se llaman también arquimedianos.
Cada w ∈MK es extensión de un v ∈MQ, y escribimos

w|v

2.2 Completaciones arquimedianas y p-ádicas

Sea K un cuerpo de números, y sea v un valor absoluto canónico sobre K.
Podemos hacer entonces la completación de K con respecto a v. Considera-
mos CK el anillo de las sucesiones de Cauchy de elementos en K. El conjunto
NK de las sucesiones nulas es un ideal maximal, y por lo tanto CK/NK es
un cuerpo, que denotamos Kv. K está naturalmente inclúıdo en Kv por la
aplicación α 7→ (α)n∈N , y el valor absoluto sobre K se extiende a Kv por
continuidad. Kv es un cuerpo completo, que se llama la completación de
Kv.

Sea v un valor absoluto arquimediano. Luego tenemos que Kv contiene a
la clausura de Q, que es R, y por lo tanto K · R ⊂ Kv. Como K · R es una
extensión finita de R, es igual a R o a C, y es completa. Luego Kv = K ·R.

Sea v una valuación correspondiente a un ideal primo del anillo de en-
teros algebraicos de K, entonces se dice que Kv es el cuerpo de los números
p-ádicos.

Sea x ∈ Kv, x 6= 0, y sea x0 ∈ K tal que

|x− x0| < |x|

Por el carácter no arquimediano de | |, se sigue

|x0| = |x− (x− x0)| = |x|

Tenemos entonces que la imagen de Kv por | | es igual a la de K, un
grupo ćıclico. Si π es un elemento de orden 1 en p, entonces |π| genera a este
grupo.

Denotamos por Av la clausura de AK en Kv. Sea x ∈ K un elemento de
valor absoluto ≥ 1. Por la proposición 2 de 1.1, existen a ∈ AK , b ∈ Z − pZ
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tales que x = a/b. Tenemos p + (b) = AK por ser p un ideal maximal. Sean
α ∈ p, β ∈ (b) tales que α + β = 1. Luego 1 = (α + β)n = αn + β0, con
αn ∈ pn, β0 ∈ (b), de donde se sigue

(b) + pn = AK

Sea x0 ∈ AK tal que a− bx0 ∈ pn. Luego

|x− x0| ≤ |p|n

de donde se sigue que AK es denso en {x ∈ K : |x| ≤ 1}, y por lo tanto,
Av = {x ∈ Kv : |x| ≤ 1}.

De una manéra análoga, tenemos que la clausura de p consiste en los
elementos de Av de valor absoluto < 1, y es el único ideal maximal de Av.
Av es un dominio de factorización única, con un único primo. Todo elemento
α 6= 0 en Kv se escribe como

α = uπr

donde |u| = 1, y por lo tanto u es unidad de Av.
Los subgrupos pr

v (r = 1, 2, . . .) son abiertos y cerrados en la topoloǵıa
de Kv, ya que

pr
v = {x ∈ Kv : |x|v < |π|r−1} = {x ∈ K : |x|v ≤ |π|r}

y forman un sistema fundamental de entornos de 0 en Kv. Como grupos
aditivos, tenemos que pr

v/p
r−1
v es isomorfo a Av/pv, por multiplicación a

derecha por πr.
Las unidades de Av forman un grupo, que denotamos por Uv. para cada

entero i ≥ 1, sea
Ui = 1 + pi

v

Luego Ui es un grupo, porque si x, y ∈ pi
v, tenemos que

(1 + x)(1 + y) = 1 + x+ y + xy ∈ 1 + pi
v

(1− x)−1 = 1 + x+ x2 + . . . ∈ 1 + pi
v

Tenemos que
U = {x ∈ Av : |x| = 1} = Av − pv

y por lo tanto es un abierto de Av. Los Ui también son abiertos, y forman
un sistema fundamental de entornos de 1 en K∗

v .
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Bajo la aplicación canónica

ϕ : A → A/p
x 7→ x+ pv

tenemos el homomorfismo inducido

ϕ : U → (A/p)∗

y su núcleo es U1. Luego nos queda

U/U1 ' (A/p)∗

También tenemos la aplicación

pi/pi+1 → Ui/Ui+1

x+ p 7→ (1 + x)Ui

que es un isomorfismo. El cuerpo residual A/p es una extensión finita de Fp,
y es entonces un cuerpo finito.

Proposición 2. A y U son grupos compactos.
Dem. Tenemos que Av/pv es un grupo finito, y por lo tanto compacto.

La aplicación
ψ : A → ∏

n Av/p
n
v

x 7→ ∏
n(x+ pn

v )

es una inmersión, que identifica a Av como un subgrupo de
∏

n Av/p
n
v . Ten-

emos
ψ(pN

v ) = {{0}N ×∏
n>N(x+ pn) : x ∈ pn

v}
= ψ(Av)

⋂{0}n ×∏
n>N Av/p

n
v

y por tanto ψ es compatible con la topoloǵıa de Av. Se sigue que Av es un
subgrupo cerrado de

∏
n(x+ pn

v ), y por lo tanto es compacto.
El grupo de unidades Uv es también compacto, por el mismo argumento,

o bien por ser un subconjunto cerrado de Av.
Sea v una valuación sobre Q correspondiente a un primo p, y sea Qv la

completación de Q. Para una extensión finita E de Qv, sea AE el anillo de
los enteros algebraicos de E, es decir, los elementos x ∈ E tales que

xn + an−1x
n−1 + . . .+ a0 = 0

para ciertos a0, . . . , an−1 ∈ Av. Luego existe un ideal primo p de AE sobre
p (i.e. (p) = Av

⋂
p ), y por lo tanto existe una extensión de la valuación v a

12



una valuación w sobre E, que es la inducida por el ideal primo p. De aqúı se
sigue que Qv, la clausura algebraica de Qv, es un cuerpo valuado. Al ser Qv

un cuerpo completo, tenemos que la prolongación de v a una extensión finita
está uńıvocamente determinada, y por lo tanto, también lo está la extensión
de v a Qv.

Sea K un cuerpo de números, y w una valuación sobre K, extensión de la
valuación v sobre Q. Luego K ·Qv es una extensión finita de Qv contenida en
Kw. Sabemos que K ·Qv es completo, y por lo tanto es igual a Kw. Entonces
el valor absoluto w sobre K está dado por una inmersión de K en Qv. Lo
mismo vale claramente para los valores absolutos arquimedianos.

Teorema 1. Sea v un valor absoluto canónico sobre Q, K un cuerpo de
números. Dos inmersiones

σ, τ : K → Qv

sobre Q dan lugar al mismo valor absoluto sobre K si y sólo si el Q-isomorfismo

στ−1 : τK → σK

se puede extender a un Qv-isomorfismo

στ−1 : τK ·Qv → σK ·Qv

En este caso decimos que las inmersiones son conjugadas sobre Qv.
Dem. Supongamos que las dos inmersiones son conjugadas sobre Qv. Por

la unicidad de la extensión del valor absoluto de Qv a Qv tenemos

|x| = |στ−1x|

para todo elemento x ∈ τK ·Qv. En particular, si x ∈ K

|τx| = |σx|

es decir, que el valor absoluto inducido es igual. Supongamos ahora que este
es el caso. Como τK es denso en τK ·Qv, un elemento x ∈ τK ·Qv se puede
escribir como

x = lim
n
τxn

con xn ∈ K. Como los valores absolutos coinciden, se sigue que la sucesión

{στ−1τxn}n = {σxn}n

13



converge a un elemento x ∈ σK·Qv, que denotamos por στ−1x. Este elemento
no depende de la sucesión particular σxn, y la aplicación

στ−1 : τK ·Qv → σK ·Qv

es claramente un Qv-isomorfismo.
Corolario 1. Sea K un cuerpo de números, y sea α ∈ K un generador

de K sobre Q, es decir K = Q[α]. Si α tiene r1 conjugados reales y r2 pares
de conjugados complejos, entonces K admite r1 valores absolutos reales y r2
valores absolutos complejos.

Dem. Tenemos Q∞ = C, y el único R-isomorfismo no trivial de C es
z 7→ z̄.

Corolario 2. Sea K un cuerpo de números. Sea v ∈ MQ, y para cada
valor absoluto w sobre K que extiende a v, sea nw el grado local,

nw = [Kw : Qv]

Entonces ∑
w|v

nw = n

Dem. Sea α ∈ K tal que K = Q[α], y sea Fα el polinomio irreducible
asociado a α. Luego fα tiene n = [K : Q] ráıces α1, . . . , αn distintas en Q̄v.
Por el Teorema 1, cada completación está dada por algún αi, es decir,

Kw = Qv[αi]

y el grado de Kw sobre Qv es igual a la cantidad de conjugados de αi sobre
Qv. Cada Qv-isomorfismo de Kw induce un Q-isomorfismo de K, y por lo
tanto, los Qv-conjugados de αi son los αj tales que el Q-isomorfismo inducido
por αj se puede extender a un Qv-isomorfismo, y de aqúıse sigue la fórmula.

Sea α ∈ K, y v un valor absoluto en MK . Definimos

‖α‖v = |α|nv
v

Corolario 3. Sea K un cuerpo de números, v un valor absoluto en MQ.
Sea α ∈ K. Entonces ∏

w|v
‖α‖w = |NK

Q (α)|v

14



Dem.
NK

Q (α) =
∏
σ

σα

donde σ recorre las Q-inmersiones de K en Qv. Tomando valor absoluto en
ambos miembros se sigue el corolario.

Sea q un número racional. Tenemos∏
v∈MQ

|q|v = |q|∞
∏

v 6=∞
p−ordpq = 1

Tenemos entonces por el corolario 3., para α ∈ K un cuerpo de números,
que ∏

w∈MK

‖α‖w =
∏

v∈MQ

|NK
Q (α)|v = 1

Esta es la fórmula del producto.

3 Enteros Algebraicos (parte 2)

Esta sección es la continuación de la sección 1, y cubre aspectos no tan
evidentes de un cuerpo de números.

En §1 se definen la diferente y el discriminante, que dan información
acerca de los primos ramificados del anillo AK .

En §2 se describen los teoremas clásicos sobre la finitud de las clases de
ideales, y sobre la estructura del grupo de las unidades del anillo de enteros
algebraicos.

3.1 La diferente y el discriminante

Sea A un anillo de Dedekind, K su cuerpo cociente, E una extensión
finita separable de K, y B la clausura integral de A en E. El conjunto de
los x ∈ E tales que

trE
K(xB) ⊂ A
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es un ideal B′
E fraccionario que contiene a B. Se define la diferente DE

como B′ −1
E , que es entonces un ideal entero de B.

Sea K un cuerpo de números. Entonces la diferente de K se puede lo-
calizar en las completaciones p-ádicas para calcularla localmente.

Proposición 1. Sea p un ideal primo de AK, y v la valuación asociada
a p. Entonces

DK · Av = DKv

Formalmente, se sigue
D =

∏
p
Dp

Llamamos a DK la diferente local, y a DKv la diferente global.
Proposición 2. Un ideal primo p se ramifica sobre Z si y sólo si p|DK.
Corolario . La cantidad de ideales primos de AK ramificados es finita.
Sea W = (w1, . . . , wn) una base del Z- módulo AK . Definimos el dis-

criminante de W como

DK(W ) = det(σiwj)
2

donde σi recorre los n Q-isomorfismos de K en la clausura algebraica de Q.
Este número es un entero, y no depende de la base elegida. Lo llamaremos

el discriminante del cuerpo, y lo denotamos por DK .
Proposición 3.La diferente y el discriminante están relacionados por la

fórmula
NDK = DK

3.2 Clases de ideales, Teorema de las unidades

Sea K un cuerpo de números. Denotamos por IK al grupo de los ideales
fraccionarios no nulos, y por PK al subgrupo de los ideales fraccionarios
principales. El grupo cociente IK/PK es el grupo de las clases de ideales de
K.

Teorema 1. (Finitud de número de clases de ideales) IK/PK es finito.
El cardinal h de I/P se llama el número de clases de K.
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Ahora consideramos el grupo UK de las unidades del anillo AK . La parte
de torsión de UK está compuesta por las ráıces de la unidad contenidas en
K, y denotamos este subgrupo por GK .

Sea S∞ el conjunto de los valores absolutos arquimedianos en MK . Sean
r1, r2 el número de valores absolutos reales y complejos respectivamente.
Luego

r1 + 2r2 = [K : Q]

El grado local nv es 1 si v es real y 2 si v es complejo. Sea r = r1 + r2−1.
Teorema 2.(Teorema de las unidades) El grupo GK es finito, y UK/GK

es un Z-módulo libre de rango r.
Si α ∈ K, sea α(i) el j-ésimo conjugado de α para j = 1, . . . , r.
Sean u1, . . . , ur una base de UK/GK . El valor absoluto del determinante∣∣∣∣∣∣∣∣

n1 log |u(1)
1 | · · · n1 log |u(1)

r
...

...

nr log |u(r)
1 | · · · nr log |u(r)

r

∣∣∣∣∣∣∣∣
es no nulo, y no depende de la elección de la elección de la base. Este número
es el regulador del cuerpo.
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4 Adeles e Ideles

En la teoŕıa clásica se considera la inmersión de un cuerpo de números en
el producto cartesiano de sus completaciones bajo los valores absolutos arqui-
medianos. Actualmente se considera más conveniente tomar el producto so-
bre todas las completaciones, incluyendo las p-ádicas, con ciertas restricciones
sobre las componentes. Esto conduce a los adeles y los ideles del cuerpo, que
corresponden a las construcciones aditiva y multiplicativa respectivamente.
En esta sección se describen sus aspectos básicos y su topoloǵıa.

4.1

Sea K un cuerpo de números. Para cada valor absoluto canónico v sobre
K tenemos la completación Kv de K, que es R, C o un cuerpo p-ádico.

El grupo aditivo Kv y el grupo multiplicativo K∗
v son localmente com-

pactos. Cada uno contiene un subgrupo abierto y compacto, en el caso
p-ádico. Estos son los enteros p-ádicos y las unidades p-ádicas respectiva-
mente.

Sea M un conjunto de ı́ndices, y para cada v ∈ M , sea Gv un grupo
conmutativo localmente compacto. Sea S0 ⊂ M un conjunto finito tal que
para todo v /∈ S0Hv es un subgrupo abierto-compacto de Gv. El producto
directo restringido de los Gv con respecto a los Hv es

G =
∏

v∈M
Gv/Hv = {(xv)v : xv ∈ Hv para casi todo v}

Donde “casi todo” significa “todos salvo finitos”. Sea S un conjunto finito
de ı́ndices que contiene a S0. Luego

GS =
∏
v∈S

Gv ×
∏
v/∈S

Hv

es el producto directo de grupos localmente compactos, donde casi todos
son grupos compactos. Luego GS es un grupo localmente compacto (con la
topoloǵıa producto). Entonces G es un grupo localmente compacto, haciendo
que cada GS sea un subgrupo abierto.

Sea para cada v ∈ {U v
i }i una base de la topoloǵıa de Gv. Luego, los

conjuntos de la forma ∏
v∈S

U v
iv ×

∏
v/∈S

Hv
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forman una base de la topoloǵıa de G. En particular, si para cada v, Gv es
separable, entonces G es separable.

El producto directo restringido de los gruposKv con respecto a los enteros
locales Av (que están definidos sólo cuando v es una valuación p-ádica) se
llama el grupo de adeles de K, y se denota por AK .

El producto directo restringido de los grupos K∗
v con respecto a las

unidades Uv del anillo Av se llama el grupo de ideles de K.
Un elemento α ∈ K es un entero p-ádico para casi todo p, y entonces

podemos identificar a K dentro de los adeles mediante la aplicación

α 7→ (α)v∈M

Análogamente, un elemento no nulo de K∗ es una unidad p-ádica para
casi todo p, y por lo tanto K∗ está inclúıdo en los ideles.

Teorema 1. K es un subgrupo discreto de los adeles A. K∗ es un
subgrupo discreto de J .

Dem. Sea α ∈ K. Que α esté cerca de 0 en la topoloǵıa de AK si |α|v ≤ 1
para casi todo v, y |α|v < ε para un conjunto finito de ı́ndices v. Por la
fórmula del producto, tenemos que α = 0, y entonces 0 es un punto aislado
de K en A.

Sea α un elemento tal que |α − 1| < ε para v arquimediado. Por lo
anterior, tenemos que α = 1, y por lo tanto, K∗ es discreto en J .

Introducimos ahora las nociones de grupo topológico y de medida de Haar.
Un grupo topológico G es un espacio de Hausdorff con una estructura

de grupo tal que la aplicación

φ : G×G→ G
(x, y) 7→ xy−1

es continua.
Sea G un grupo localmente compacto. Una medida de Haar h es una

medida de Borel1 tal que h(E) > 0 para todo conjunto abierto de Borel E,
y que satisface alguna de las siguientes propiedades

1. Para todo a ∈ G, h(aA) = h(A)

2. Para todo a ∈ G, h(Aa) = h(A).

1[Ha] p.219
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para todo conjunto de Borel A. Entonces se dice que h es invariante a
izquierda o a derecha respectivamente.

Todo grupo localmente compactoG tiene una medida de Haar invariante a
izquierda y medida de Haar invariante a derecha, únicas salvo multiplicación
por una constante positiva2. Cuando estas medidas son iguales, decimos que
el grupo G es unimodular. Los grupos compactos son unimodulares.

Sea v un valor absoluto arquimediano. Luego Kv es el cuerpo real o
complejo, y si λv es la medida usual en la recta o en el plano, definimos

µv = nvλv

Sea v una valuación correspondiente a un primo p de AK . En este caso,
elegimos a µv como la medida de Haar sobre Kv tal que

µv(Av) = (NDv)
−1/2

Proposición 1. Sea v un valor absoluto canónico sobre K, µ la medida
de Haar sobre Kv, y a ∈ K∗

v . Entonces

µ(aA) = ‖a‖vµ(A)

para todo conjunto A ⊂ Kv medible.
Dem. Si v es arquimediano la afirmación es clara. Luego sea v un valor

absoluto p-ádico, y a un elemento de K∗
v . La aplicación del σ-anillo de Borel

de Kv en R dada por
A 7→ µv(aA)

define una medida de Haar sobre Kv, y por lo tanto

µv(aA) = cµv(A)

para alguna constante c que no depende del conjunto A. Sea a ∈ Av − {0}.
Tenemos entonces que aAv es un subgrupo abierto de Av de ı́ndice Np

ordpa
,

y por lo tanto

µ(aAv) = Np
−ordpa

µ(Av) = ‖a‖vµ(A)

ya que nv = evfv, donde ev es el ı́ndice de ramificación de p sobre p, y fv es
el grado de la extensión AK/p sobre Fp (ver §1.3). Tenemos entonces

µv(aAv) = ‖a‖vµv(A)

2[Ha] cap. XI
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para todo A. Si a ∈ Kv − Av, entonces a−1 ∈ Av − {0}, y de lo anterior se
sigue

µv(aA) = ‖a−1‖vµv(A)

con lo cual la fórmula queda probada para todo a ∈ K∗
v .

Ahora consideramos el grupo multiplicativo K∗
v , y definimos una medida

λv sobre K∗
v como

λv(A) =
∫

A

dµv(x)

‖x‖v

Es fácil ves que la medida λ aśı definida es una medida de Haar sobre
K∗

v , ya que

λv(A
−1) =

∫
A−1

dµv(x)

‖x‖v

=
∫

A
‖x‖v

dµv(x)

‖x‖2
v

= λv(A)

λv(aA) =
∫

A

dµv(x)

‖x‖
=

1

‖a‖v

∫
A

dµv(x)

‖a−1x‖v

= λv(A)

Tomamos en definitiva
µ∗v = λv

si v es arquimediano, y

µ∗v =
Np

Np− 1
λv

si v es p-ádico. Tenemos entonces

µ∗v(Av) = (ND)−1/2

Ahora vamos a considerar la medida de Haar sobre un producto directo
restringido. Sea como antes, M un conjunto de ı́ndices, Gv un grupo con-
mutativo localmente compacto, y Hv un subgrupo de Gv abierto-compacto
para casi todo v. Sea hv una medida de Haar sobre Gv , tal que

hv(Hv) = 1

para casi todo v. Entonces se define la medida de Haar h sobre una base de
la topoloǵıa de G como

h(
∏
v∈S

Av ×
∏
v/∈S

Hv) =
∏
v∈S

hv(Av)×
∏
v/∈S

hv(Hv)

donde los Av son abiertos medibles de Gv.
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Sea G un grupo, y H un subgrupo de G. Se llama clases a izquierda
al conjunto G/H = {xH : x ∈ G}. Análogamente, las clases a derecha
son los elementos Hx, con x ∈ G. Todas las nociones referidas a G/H se
transladan a H\G.

Si H es un subgrupo normal, ambas nociones coinciden, y G/H tiene una
estructura de grupo, con la operación

xH · yH = xyH

Un R un subconjunto de G que contiene a un único elemento de cada
una de las clases a izquierda se llama un sistema de representantes para
G/H.

Sea ahora G un grupo localmente compacto, con una medida de Haar in-
variante a izquierda. Un sistema de representantes F de las clases a izquierda
se dice un dominio fundamental si es un conjunto medible de Borel con
interior no vaćıo.

Enunciamos el siguiente teorema sin dar su demostración.
Teorema 23. El grupo cociente AK/K es compacto. Sea w1, . . . , wn una

base de los enteros AK sobre Z, y sea F∞ el subconjunto de

K∞ =
∏

v∈S∞

Kv

con F∞ = {∑r1+r2
i=1 tiwi : 0 ≤ ti < 1}. Luego

F = F∞ ×
∏

v/∈MK

Av

es un dominio fundamental de AK/K.
Proposición 2. F tiene medida 1.
Dem. Sea µ∞ la medida producto en K∞, y σ la inclusión canónica de

K en K∞. Luego

µ∞(F∞) = 2r2|det(σwi)|
= |det(σiwj)| = |DK |1/2

Luego
µ(F ) = |DK |1/2

∏
v/∈S∞

(ND)−1/2 = 1

3[La] p. 140
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Ahora definimos
‖a‖ =

∏
v∈MK

‖a‖v

Como casi todos los factores del producto son iguales a 1, el producto
está bien definido.

El grupo de los ideles actúa continuamente sobre los adeles, si definimos
la multiplicación componente a componente. Sea

W =
∏
v∈S

Wv ×
∏
v/∈S

Av

donde S es un conjunto finito de ı́ndices que contiene a S∞, y Wv es un
conjunto medible de Kv. Tenemos entonces

µ(aW ) =
∏
v∈S

µv(avWv)×
∏
v/∈S

µv(avAv) = ‖a‖µ(W )

por las fórmulas de la proposición 1.
La aplicación

‖ ‖ : J → R∗
+

a 7→ ‖a‖
define un homomorfismo continuo. Denotamos por J0 al núcleo, que es un
subgrupo cerrado de J .

J0 = {x ∈ J : ‖x‖ = 1}

Por la fórmula del producto, K∗ está contenido en J0, y es un subgrupo
discreto.

Dado un idele a = (av)v y un ideal primo p, definimos

ordpa = ordpav

Luego ordpa = 1 para casi todo p, y por lo tanto

∏
p

p
ordpa

es un ideal fraccionario, y tenemos entonces un homorfismo natural de JK

sobre IK , el grupo de los ideales fraccionarios de AK , definido por la aplicación

a 7→ (a) =
∏
p

p
ordpav
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El grupo IK/PK de clases de ideales es un grupo finito de orden h. Sean
b(1), . . . , b(h) un sistema de representantes de IK/PK . La restricción a J0

K

del homomorfismo a 7→ (a) es suryectiva, y por lo tanto existen elementos
b(1), . . . , b(h) tales que b(i) = (b(i)). Sea entonces HK el subgrupo de J0

K

generado por K∗ y por los b(i). Tenemos que HK es un subgrupo discreto de
J0

K , y la aplicación a 7→ (a) de HK en IK es suryectiva.
La aplicación canónica

ϕ : J → J0

a 7→ a/‖a‖

induce un isomorfismo algebraico y topológico entre J0 y J/R∗
+, es decir que

el producto directo restringido

(
∏

v∈S∞

K∗
v )/R∗

+ ×
∏

v/∈S∞
K∗

v/Uv

es isomorfo a J0, y le asocia uńıvocamente a J0 una medida de Haar µ0.
Ahora enunciamos para J0 el resultado análogo al teorema 2.

Teorema 34. El grupo cociente J0/HK es compacto, y admite un dominio
fundamental de la forma

E∞ ×
∏

v/∈S∞

Uv

donde E∞ es un conjunto de Borel de (
∏

v∈S∞ K
∗
v )/R∗

+.

4[La] p 142,145
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5 Funciones L de Hecke

Las funciones L ocupan un lugar preponderante dentro del estudio de los
cuerpos numéricos. Estas funciones están directamente relacionadas con los
ideales primos y con ciertas constantes intŕınsecas del cuerpo, en particular
con el número de clases de ideales. El estudio de estas funciones es entonces
de mucha importancia, y aportan resultados acerca de los cuerpos de números
que no son accesibles de otra forma.

En §1 se definen las funciones L asociadas a un caracter de Hecke, y
mencionamos los aspectos anaĺıticos básicos.

En §2 se exponen las fórmulas expĺıcitas de Weil, de las que se desprende
una hipótesis que es equivalente a la hipótesis de Riemann.

5.1 Caracteres de Hecke, series L

Sea G un grupo localmente compacto. Un quasi-caracter χ de G es un
homomorfismo continuo

χ : G→ C∗

Un caracter de Hecke es un quasi-caracter χ de las clases de ideles
CK = JK/K

∗.
Sea p un ideal primo de AK , y consideramos al cuerpo local Kp con la

inclusión canónica en JK como

x 7→ (. . . , 1, x, 1, . . .)

Se dice que χ es no ramificado sobre p si χ(Up) = 1, donde Up es
el grupo de las unidades locales. Si p es no ramificado para χ, y π es un
elemento primo de Ap, definimos

χ(p) = χ(π)

Esta definición es independiente de la elección de π, ya que si π1 es otro
elemento primo de Ap, entonces π1 = uπ, con u ∈ Up, y χ(u) = 1.

Si χ es ramificado sobre p, definimos χ(p) = 0, y por multiplicación
extendemos esta definición al grupo IK de los ideales no nulos.
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Se define entonces las funciones L de Hecke como

L(s, χ) =
∏

p no ram.
(1− χ(p)

Nps
)−1

Este producto converge absoluta y uniformemente para Re(s) ≥ 1 + δ, y
define entonces una función holomorfa en Re(s) > 1.

Tenemos también la representación de L en serie de Dirchlet como

L(s, χ) =
∑

a
χ(a)
Nas σ > 1

donde la suma se extiende a todos los ideales enteros 6= 0 de Ap.
Esta función tiene una prolongación anaĺıtica a todo el plano complejo,

con posibles polos simples en s = 0 y en s = 1. Más aún, satisface una
ecuación funcional.

Sea χ = 1 el caracter de Hecke trivial. La función L asociada a este
caracter es

ζK(s) =
∏
p

(1− 1

Nps
)−1

y se llama a ζK la función zeta del cuerpo K. Hacemos

Λ(s) = (2−r2d
1/2
K π−n/2)sΓ(s/2)r1Γ(s)r2ζK(s)

donde n = [K : Q] y dK es el valor absoluto del discriminante de K. Tenemos
entonces la ecuación funcional para la función ζK , dada por

Λ(s) = Λ(1− s)

Cuando χ es un caracter de Hecke no trivial, existe también una ecuación
funcional análoga para la función L(s, χ), pero en este caso los factores aso-
ciados son un poco más dif́ıciles de calcular5.

5.2 La fórmula expĺıcita

Sea una función F : R→ C tal que

F (x)e(
1
2
+a)|x| ∈ L1

5[La] p. 300

26



para algún a > 0. Definimos entonces la transformada de Mellin de F
como

Φ(s) = ΦF (s) =
∫

R
F (x)e(s−

1
2
)xdx

que es holomorfa en la banda −a < Re(s) < 1 + a. De acuerdo al uso
corriente, Φ(s) es en realidad la transformada de Mellin de x1/2F (log x).
Asumimos las siguientes condiciones sobre F :

1. F es continua y con derivada continua, salvo en un conjunto finito de
αi, en donde tanto F como F ′ tienen una discontinuidad de salto, y es
tal que

F (αi) =
1

2
{F (α+

i ) + F (α−i )}

2. Existe un b > 0 tal que F (x) y F ′(x) son O(e−( 1
2
+b)|x|), para x→∞.

Este es nuestro conjunto de funciones admisibles, que denotamos por Ad(R).
Sea f : R → C una función tal que f ∈ L1 sobre (−∞,−1) y sobre

(1,∞), y tal que g(x) = |x|f(x) satisface la condición 1. Definimos entonces

Pf = lim
λ→∞

{
∫

R
(1− e−λ|x|)f(x)dx− 2g(0) log λ}

que es una distribución, en el sentido de Schwartz. Sea v un valor absoluto
arquimediano. Ponemos entonces

Θv(F ) = P(F (x)Knv ,mv(x))

donde
K1,m(x) = e(1/2−m)|x|

|ex−e−x| , K2,m(x) = e−m|x|/2

|ex/2−e−x/2|

y los mv son enteros que dependen de v y del caracter χ.
Sea δχ definida como 1 si χ = 1, y 0 en otro caso.
Enunciamos entonces la fórmula expĺıcita, que relaciona ciertas sumas de

la función F sobre los ideales primos de AK con sumas de la transformada
de Mellin ΦF sobre los ceros de L(s, χ).

Teorema6 Sea F ∈ Ad(x) y Φ su transformada de Mellin. La suma∑
ρ Φ(ρ) sobre los ceros ρ = α + iβ de L(s, χ) tales que 0 ≤ α ≤ 1 y |β| < T

6[We]
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converge cuando T →∞, y tenemos que∑
ρ:|β|<T Φ(ρ) = δχ

∫
R F (x)(e

x
2 + e−

x
2 )dx+ F (0) logA

−∑
p,n

log Np
Npn/2 [χ(p)−nF (logNp−n) + χ(p)nF (logNpn)]

−∑
v∈S∞ Θv(Fv) +O(1/T )

donde Fv = F (x)e−iϕx, y ϕv y A son constantes que dependen del cuerpo K
y de χ.

Sea Ft(x) = F (t+ x) para x ∈ R. Es claro entonces que Ft ∈ Ad(R) y

ΦFt(s) =
∫

R
F (x+ t)e(s−

1
2
)xdx = e(

1
2
−s)tΦF (s)

Tenemos que
ΘFt = O(emt)

Se sigue entonces
Corolario. Con la misma notación,

∑
ρ:|β|<T e

(ρ− 1
2
)tΦ(ρ) = δχ

∫
R F (x)(e

x−t
2 + e

t−x
2 )dx+ F (t) logA

−∑
p,n

log Np
Np

n
2

[χ(p)−nF (t+ logNp−n) + χ(p)nF (t+ logNpn)]

+
∑

v∈S∞ Θv(Ft,v) +O(1/T )

Sean f, g ∈ Ad(R). Definimos la convolución de f con g como

f ∗ g(x) =
∫

R
f(x− t)g(t)dt

Luego f ∗ g ∈ Ad(R), y tenemos la conocida relación

Φf∗g = Φf · Φg

La hipótesis de Riemann dice que dado un caracter de Hecke χ, los
ceros de la función L(s, χ) con parte real> 0 están sobre la recta Re(s) = 1/2.
Es un problema abierto hasta el momento, y no está demostrada ni si quiera
para una función L particular.

Hay una reformulación de la hipótesis de Riemann debida a Weil ([We]).
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Proposición. La función L(s, χ) satisface la hipótesis de Riemann si y
sólo si la expresión del Teorema es ≥ 0 para toda función f de la forma

f(x) = f0(x) ∗ f0(−x) =
∫

R
f0(x+ t)f0(x)dt

con f0 ∈ Ad(R).

6 Producto Semidirecto

A partir de un grupo S y un grupo R de automorfismos de G se define
un grupo que llamamos el producto semidirecto de R con S.

En esta sección estudiamos la estructura general de este grupo, y apli-
camos estos resultados al grupo de los adeles del cuerpo K, y al de los ideles
de norma 1. Este es el grupo que voy a usar en mis consideraciones posteri-
ores.

6.1 Definición y aspectos básicos

Sean S un grupo aditivo, y R un grupo multiplicativo que actúa a derecha
sobre S, es decir

(x+ y)α = xα + yα
x(αβ) = (xα)β
xeR = x

donde x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ S, α, β ∈ R, y eR es el elemento neutro de
R. Se define en R× S la ley

xy = (x1, x2)(y1, y2) = (x1y1, x2y1 + y2)

Tenemos que

(xy)z = ((x1y1)z1, (x2y1 + y2)z1 + z2)
= (x1(y1z1), x2(y1z1) + (y2z1 + z2)) = x(yz)

(x1, x2)(eR, eS) = (eR, eS)(x1, x2) = (x1, x2)
(x1, x2)(x

−1
1 ,−x2x

−1
1 ) = (x−1

1 ,−x2x1−1) = (eR, eS)
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y se sigue entonces que R × S con esta ley es un grupo (no conmutativo),
que se denota RS (producto semidirecto).

Consideremos a R y a S con una topoloǵıa compatible, es decir, que R y
S sean grupos topológicos tales que la función

ϕ : RS → S
(α, x) 7→ xα

es continua. Luego

ψ : (RS)× (RS) → RS
(x, y) 7→ xy−1 = (x1y

−1
1 , (x2 − y2)y

−1
1

es una aplicación continua, y por lo tanto RS es un grupo topológico, con la
topoloǵıa producto. En particular, siR y S son grupos localmente compactos,
entonces RS también lo es.

Ahora necesitamos algunos resultados de teoŕıa de la medida. Sean X,
Y conjuntos, y A, B σ-anillos de conjuntos de X e Y respectivamente. Se
define el σ-anillo A × B de conjuntos de X × Y como el σ-anillo generado
por los conjuntos de la forma A×B, con A ∈ A, B ∈ B7.

Sea E ∈ X × Y . Una X-sección de E es un conjunto de la forma
Ex = {y : (x, y) ∈ E}, para un elemento x ∈ X. Análogamente, una Y-
sección es un conjunto Ey = {x : (x, y) ∈ E} para un elemento y ∈ Y 8.

Teorema.9 Sean (X,A, λ), (Y,B, µ) espacios de medida σ-finita, y E un
conjunto medible de X × Y . Entonces

1. Dados x ∈ X, y ∈ Y , Ex, Ey son conjuntos medibles de Y y de X
respectivamente.

2. Las funciones
x 7→ µ(Ex)
y 7→ λ(Ey)

son funciones medibles no negativas.

3. ∫
µ(Ex)dλ(x) =

∫
λ(Ey)dµ(y)

7[Ha] p. 140
8[Ha] p.141
9[Ha] p. 144

30



4. La aplicación

λ× µ : A×B → R+

E 7→
∫
µ(Ex)dλ(x) =

∫
λ(Ey)dµ(y)

es una medida σ-finita, y si A ∈ A, B ∈ B,

λ× µ(A×B) = λ(A)µ(B)

Esta medida se llama la medida producto de λ y µ.
Lema 1.10 Sean X, Y espacios de Hausdorff localmente compactos, y

sean A0, B0 y S0 los σ-anillos de conjuntos de Baire11 en X, Y y X × Y
respectivamente. Luego S0 = A0 ×B0.

Lema 2.12 Sea X un espacio de Hausdorff separable y localmente com-
pacto. Luego el σ-anillo de Borel de X coincide con el σ-anillo de Baire de
X.

Desde ahora suponemos que R y S son grupos separables y localmente
compactos.

Proposición 1. Sean λ, µ medidas de Haar sobre R y S respectivamente,
invariantes a izquierda (resp. a derecha), σ-finitas, completas, y tales que

µ(Aα) = µ(A)

para α ∈ R y A ⊂ S conjunto medible. Entonces la medida producto λ × µ
es una medida de Haar sobre RS invariante a izquierda (resp. a derecha).

En particular, si R y S son grupos unimodulares, entonces RS es uni-
modular.

Dem. De los lemas 1 y 2 se sigue que la medida producto λ × µ es una
medida de Borel.

Sean λ y µ medidas invariantes a izquierda. Luego

λ× µ(aA) =
∫
µ(aAx)dλ =

∫
µ({y : (a−1

1 x, y − a2a
−1
1 x) ∈ A}dλ =

=
∫
µ({y + a2a

−1
1 x : (a−1

1 x, y) ∈ A}dλ =

=
∫
µ({y : (a−1

1 x, y) ∈ A}dλ == λ× µ({(a1x, y) : (x, y) ∈ A} =

= λ× µ(A)

10[Ha] p. 222
11[Ha] p. 220
12[Ha] p. 218
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es decir, que λ × µ es invariante a izquierda. Ahora supongamos que λ y µ
son invariantes a derecha. Luego

λ× µ(Aa) =
∫
µ(Aax)dλ =

∫
µ({y : (xa−1

1 , (y − a2)a
−1
1 ) ∈ A}dλ =

=
∫
µ({ya1 + a2 : (xa−1

1 , y) ∈ A}dλ =

=
∫
µ({y : (xa−1

1 , y) ∈ A}dλ = λ× µ({(xa1, y) : (x, y) ∈ A} =

= λ× µ(A)

y por lo tanto, λ× µ es una medida de Haar sobre RS invariante a derecha.

6.2 Dominio fundamental de RS

Sea G un grupo topológico, H un subgrupo cerrado de G. Las clases a
izquierda

G/H = {xH : x ∈ G}

es entonces un espacio topológico, con la topoloǵıa cociente, i.e. sea

ϕ : G→ G/H
x 7→ xH

la aplicación canónica. Luego decimos que A ⊂ G/H es un abierto si y sólo
si ϕ−1(A) es un abierto de G.

De la misma manera, H\G es también un espacio topológico. En realidad,
H\G es isomorfo a G/H, mediante la aplicación

ψ : G/H → H\G
xH 7→ Hx−1

Sea G un grupo topológico, H un subgrupo cerrado de G. Sea a ∈ G.
Hacemos

ϕa : G/H → G/H
x̄ 7→ ax

Si y ∈ x̄, i.e. y = xh, con h ∈ H, entonces ay = (ax)h ∈ x̄ y por lo tanto
ϕa está bien definida. ϕa es claramente continua, y tenemos además

ϕa−1 ◦ ϕa = idG/H
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y por lo tanto ϕa es bicontinua, es decir, es un isomorfismo topológico deG/H
sobre śı mismo. Resulta de aqúı que la topoloǵıa de G/H está determinada
por una base local de entornos en un punto.

Lema. Sea G un grupo topológico y H un subgrupo discreto de G. En-
tonces H es cerrado.

Dem. Sea U un abierto de G tal que U
⋂
H = {e}. La aplicación

φ : G×G→ G
(xy−1) 7→ xy−1

es continua, y por lo tanto, φ−1(U) es un abierto de G×G. Luego existe un
entorno abierto V de e tal que

φ(V × V ) = V V −1 ⊂ U

Sea ahora x ∈ G−H. Tenemos entonces que

(V x)(V x)−1
⋂
U = {e}

y por lo tanto, V x
⋂
H contiene a lo sumo un elemento q ∈ H. Luego

V x− {q} es un entorno de x contenido en G−H, de donde se sigue que H
es cerrado.

Sea H un subgrupo discreto de G. Recordemos que un dominio funda-
mental para G/H es un sistema de representantes F de las clases a izquierda
que es un conjunto de Borel de G con interior no vaćıo. Es claro que F−1 es
un dominio fundamental para H\G.

Sea una medida h sobre G invariante a izquierda. Luego la restricción de
esta medida al dominio fundamental F nos induce una medida h̄ sobre G/H
que es invariante por la acción a izquierda de G sobre G/H.

Si F es un dominio fundamental para G/H, en particular F es un entorno
de un punto x0 ∈ G. Es fácil entonces, ver que la biyección canónica

ϕ : F → G/H
x 7→ xH

es un homeomorfismo local en x0. Sea A ∈ F un abierto de G. Luego
ϕ−1(ϕ(A)) = AH es un abierto de G, y por lo tanto ϕ(A) es un abierto de
G/H. Sea ahora B ∈ A ∈ F un conjunto tal que ϕ(B) es un abierto de G/H.
Luego ϕ−1ϕ(B) = BH es un abierto de G, y por lo tanto B = A

⋂
ϕ−1ϕ(B)

es un abierto, c.q.d..
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Se sigue entonces que toda base local en G/H en un punto es isomorfa a
una base local en G en un punto.

Teorema 1. Sean r,s subgrupos discretos de R y S respectivamente,
tales que existen dominios fundamentales E,F para R/r y para S/s respecti-
vamente.

Entonces rs es un subgrupo discreto de RS,

rs \RS ' RS/rs ' R/r × S/s,

y E × F es un dominio fundamental para RS/rs.
Dem. Consideremos la aplicación

Φ : E × F → RS/rs
(x, y) 7→ (x, y)rs

Φ es inyectiva : Sean x, y ∈ E × F , y elementos q, q′ ∈ rs tales que

xq = yq′

i.e.
(x1q1, x2q1 + q2) = (y1q

′
1, y2q

′
1 + q′2)

Luego x1 = y1, q1 = q′1, y de

x2 + q1q
−1
2 = y2 + q−1

1 q′2

seguimos que x2 = y2.
Φ es suryectiva : sea x̄ ∈ RS/rs

i.e. x̄ = {(x1q1, x2q2 + q1) : q1 ∈ r, q2 ∈ s}

Luego existe un elemento q1 ∈ r tal que x1q1 ∈ E, y existe también un
elemento q2 ∈ s tal que x2q1 + q2 ∈ F .

Tenemos entonces que Φ es una biyección, y por lo tanto E × F es un
dominio fundamental para RS/rs.

Dadas dos bases locales E ,F contenidas en E y F respectivamente, son
isomorfas a dos bases locales en R y en S respectivamente, y al mismo tiempo,
E × F es isomorfa a una base local en RS/r × s. Se sigue entonces que

rs \RS ' RS/rs ' R/r × S/s

como espacios topológicos.
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Sea K un cuerpo de números, AK los adeles sobre K, y J0
K los ideles

sobre K de norma 1. Reuniendo los resultados de §2. y de §3., tenemos la
siguiente proposición.

Proposición 2. Sea K un cuerpo de números. Luego J0
KAK es un grupo

localmente compacto y unimodular. La medida de Haar está dada por la
medida producto.

HKK es un subgrupo discreto de J0
KAK, y el cociente J0

KAK/HKK es un
espacio topológico compacto. Tenemos que

HKK \ J0
KAK ' J0

KAK/HKK\J0
K/HK × AK/K

y si EK, FK son dominios fundamentales para J0
K/HK y para AK/K respec-

tivamente, entonces EK×FK es un dominio fundamental para J0
KAK/HKK.

7 Operadores sobre L2(M)

7.1 Operadores de tipo traza

Sean X e Y espacios de Banach complejos. Denotamos por B(X, Y ) al
espacio de las funciones lineales A : X → Y continuas. Para A ∈ B(X, Y )
se define la norma de A como

‖A‖ = sup{‖Ax‖/‖x‖ : x 6= 0}

Esta aplicación está bien definida, y es fácil ver que es una norma en el
sentido usual, y (B(X, Y ), ‖ ‖) resulta ser un espacio de Banach13.

Sea A ∈ B(X, Y ) y U = {x ∈ X : ‖x‖ < 1} la bola unidad en X.
Entonces A es un operador compacto si la clausura de A(U) es compacta.
El conjunto de los operadores compactos de X en Y se denota por B0(X, Y ),
y es un subespacio cerrado de B(X, Y )14.

13[Co] p. 70
14[Co] p.178
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Sea A ∈ B(X) un operador continuo . Se dice que A es invertible si
existe un operador B ∈ B(X) tal que

AB = BA = idX

Este operador se denota por A−1.
Se define el espectro σ(A) como el conjunto de los λ ∈ C tales que A−λI

es no invertible.
Teorema 115.(F. Riesz) Sea X un espacio de Banach y A ∈ B0(X).

Entonces ocurre alguna de las siguientes posibilidades:

1. σ(A) = {0}.

2. σ(A) = {0, λ1, . . . , λn}, donde λk 6= 0 para 1 ≤ k ≤ n, λk es un
autovalor de A, y dim(ker(A− λI)) <∞.

3. σ(A) = {0, λ1, λ2, . . .}, donde para k ≥ 1 λk 6= 0, λk es un autovalor
de A, dim(ker(A− λI)), y limλk = 0.

Ahora sea H un espacio de Hilbert complejo.
Teorema 216. Sea A ∈ B(H). Luego existe un único operador lineal

B ∈ B(H) tal que
〈Ax, y〉 = 〈x,By〉

para todo x, y ∈ H. Más aún, ‖B‖ = ‖A‖.
Este único operador asociado a A se llama el operador adjunto de A, y

se denota A∗.
Un operador A ∈ B(H) se dice normal si AA∗ = A∗A. Un operador

A ∈ B(H) se dice autoadjunto si A = A∗.
Proposición 117. Sea A ∈ B(H) un operador autoadjunto. Entonces

σ(A) ⊂ R.
Sea {ei}i∈I una base ortonormal de H, y A ∈ L(H). Tenemos entonces

que la suma ∑
i∈I

‖Aei‖2

15[Co] p. 219
16[Co] p. 31
17[Du] p. 906
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es independiente de la base elegida18. Si esta suma es finita, decimos que A
es un operador de Hilbert-Schmidt. Denotamos por B2(H) al conjunto de
los operadores de Hilbert-Schmidt.

Proposición 219. Todo operador de Hilbert-Schmidt es compacto.
Proposición 320. it Sean A,B ∈ B2(H), y sea {ei}i∈I una base ortonor-

mal de H. Luego la serie

〈Aei, B
∗ei〉 =

∑
i∈I

〈Aei, B
∗ei〉

converge absolutamente a un ĺımite que es indendiente de la elección de la
base.

Dados B, C ∈ B2(H), el operador A = BC se llama operador traza. La
clase de los operadores traza se denota por B1(H). Se tiene B1(H) ⊂ B2(H).

Proposición 421. Sea A ∈ B1(H). Luego la suma∑
i∈I

〈Aei, ei〉

converge absolutamente, y si B,C ∈ B2(H) son tales que A = BC, entonces∑
〈Aei, ei〉 = 〈B,C〉

Se define entonces
tr(A) =

∑
〈Aei, ei〉

Teorema 322. Sea A ∈ B1(H), y sean λn los autovalores de A (con su
multiplicidad). Entonces

tr(A) =
∞∑

n=1

λn

Sea H = L2(X,µ), donde X es un operador compacto y µ es una medida
positiva sobre X. Sea A ∈ B1(H). A puede escribirse como A = BC, con
B,C ∈ B2(H). Luego B y C son operadores integrales23, con funciones

18[Du] p 1010
19[Du] p. 1012
20[Du] p. 1025
21[Du] p. 1025
22[Si] p. 50
23[Du] p. 1009
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núcleo b(x, y) y c(x, y) respectivamente. Se sigue que A es un operador
integral con núcleo

a(x, y) =
∫

W
b(x, t)c(t, y)

Luego tenemos la fórmula de traza24

tr A = 〈B,C∗〉 =
∫

W×W
b(x, t)c(t, x)dtdx =

∫
W
a(x, x)dx

Nota: Los operadores que vamos a estudiar están dados por núcleos
continuos sobre un espacio de medida finita. Tenemos entonces que son
operadores de Hilbert-Schmidt, pero no sabemos si son operadores de tipo
traza.

En nuestro caso particular, por la analoǵıa con el lema anterior, vamos
a definir la traza de estos operadores como la integral sobre la diagonal
del núcleo continuo que lo representa. De esta forma la traza queda bien
definida, pero podŕıamos no tener las propiedades de los operadores traza,
en particular el teorema 3.

7.2 Operadores integrales sobre L2(M)

Sea M = MK = J0
KAK/HKK, que por lo que vimos en §4.1 es un espacio

compacto. Ahora centraremos nuestra atención en L2(M), el espacio de
Hilbert de las funciones

f : M → C

de cuadrado integrable, con el producto interno definido como

〈f, g〉 =
∫
M
fḡdx

Sea K ∈ L2(M×M). La función

Ky : M → C
x 7→ K(x, y)

está en L2(M) para casi todo y, y podemos definir entonces

Kf (y) =
∫
M
K(x, y)f(x)dx

24[Ka] p. 522

38



para f ∈ L2(M), que define un operador lineal f 7→ Kf . Por la desigualdad
de Cauchy, tenemos que

|Kf (y)|2 =
∫
M
|K(x, y)f(x)dx|2 ≤ ‖f‖2

2

∫
M
|K(x, y)|2dx

y se sigue entonces que K ∈ B(L2(M)), y ‖K‖ ≤ ‖K‖2

Sea {ei}i∈I una base ortonormal de L2(M). Luego {ēiej} es una base
ortonormal de L2(M × M), y por lo tanto existen elementos ai,j ∈ C tales
que

K(x, y) =
∑
i,j∈I

ai,j ēi(x)ej(y)

con
‖K‖ = (

∑
i,j

|ai,j|2) <∞

Sea K el operador integral inducido por K. Luego tenemos∑
i∈I

‖Kei‖2 =
∑
i∈I

‖
∑
j∈I

ai,jej(y)‖2
2 =

∑
i,j∈I

|ai,j|2 <∞

y K es entonces un operador de Hilbert-Schmidt.
Podemos pensar al grupo de adeles AK como el producto directo restrin-

gido de Rn y los Kv, donde V recorre las valuaciones p-ádicas. Consideramos
entonces L ⊂ L2(M) el subespacio de las funciones

f : M → C

continuas y C∞ con respecto a las variables reales de los adeles. Tenemos
entonces que hay un conjunto medibleM de RN , y un conjunto medibleN de
J0

K(AK/R
N) tales que M×N es un dominio fundamental para M. Tenemos

que el espacio de las funciones C∞ sobre M (con la topoloǵıa cociente) es
denso en L2(M), y el espacio de las funciones continuas en N ( con la
topoloǵıa cociente ) es denso en L2(N ). Se sigue que L es un subespacio
denso de L2(M).

Sea K : J0
KAK → C una función continua y C∞ con respecto a las

variables reales x2,1, . . . , x2,n de AK . Supongamos que

∑
q∈HKK

∂m

∂xm
2,i

K(xqy−1)

39



converge uniformemente para i = 1, . . . , n, m = 0, 1, 2, . . .. Definimos en-
tonces

K(x, y) =
∑
q

K(xqy−1)

que es una función continua. Es claro que para q1, q2 ∈ HKK, K(xq1, yq2) =
K(x, y), y el pasaje al cociente está entonces bien definido.

Tenemos que

xqy−1 = (q1
x1

y1

,
q1x2 − y1 + q2

y1

)

y entonces nos queda que

(−y1)
m

∑
q∈F

∂m

∂xm
2,i

K(xqy−1) =
∂m

∂ym
2,i

{
∑
q∈F

K(xqy−1)}

donde F ⊂ HKK es un conjunto finito. Supongamos entonces que K(x, y)
tiene m − 1 derivadas parciales continuas con respecto a x2,i. Tenemos en-
tonces

(−y1)
−m ∂m−1

∂ym−1
2,i

K(x, y) =
∑
q

∂m−1

∂xm−1
2,i

K(xqy−1) = c+
∫ y

0
{
∑
q

∂m

∂xm
2,i

K(xqy−1)}dt

de donde se sigue que

∂m

∂ym
2,i

K(x, y) = (−y1)
m

∑
q∈K∗K

∂m

∂xm
2.i

K(x, y)

y por lo tantoK(x, y) es una función C∞ con respecto a las variables y2,1, . . . , y2,n.
Entonces

Kf (y) = c+
∫ y

0
{
∫
M

∂

∂t
K(x, t)f(x)dx}dy

Se sigue luego que Kf ∈ C1, y de una manera análoga, Kf ∈ C∞. Sea

∆ : L→ L

f 7→ ∑n
i=1

∂2

∂x2
2,i
f

∆ es un operador no acotado sobre L. Tenemos un dominio fundamental de
la forma

[0, 1)× F
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hacemos entonces
f : M → C

x 7→ eimx

Luego f ∈ L, ‖f‖ = 1, y ‖∆f‖ = m2.
Sea K la función núcleo. Si tenemos que

∆xK(x, y) = ∆yK(x, y)

entonces, si f ∈ L,

∆Kf (y) = ∆y

∫
MK(x, y)f(x)dx =

∫
M ∆yK(x, y)f(x)dx

=
∫
M ∆xK(x, y)f(x)dx =

∫
MK(x, y)∆f(x)dx = K∆f (y)

es decir, que en este caso, K conmuta con ∆.

8 La Fórmula de Traza

En esta sección definimos una función núcleo particular sobre M.
En §1. mostramos que la traza del operador integral asociado es pre-

cisamente la fórmula expĺıcita de Weil. En base a este resultado, en §2.
reformulamos la transformación de Weil de la hipótesis de Riemann como
una hipótesis de positividad para la traza del operador.

8.1 Definición del operador, Fórmula de traza

Sea K un cuerpo de números. Sea MK el conjunto de los valores absolutos
canónicos sobre K, y S∞ los valores absolutos arquimedianos en MK .

Sea ψA la función caracteŕıstica de un conjunto A y para (x1, x2) ∈ J0
KAK ,

y v /∈ S∞, sea

φv(x1, x2) =


0 , si x1,v = 1

ψAv
( x2,v

x2,v−1
) , si xv 6= 1 y x1,v − 1 ∈ πvAv

ψAv
(x2,v) en otro caso.
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donde Av denota los enteros locales, y πv un elemento de orden 1 en Av.
Para cada elemento α ∈ HK , la aplicación α→ (α) es un homomorfismo

sobre IK . Sea {pi}i∈I un sistema de representantes de los ideales primos en
IK . Sea x ∈ J0. Definimos

ν(x) = ψ−E∞(xv/
∏

v/∈S∞

pordvx
i )v∈S∞

donde E∞ es el conjunto mencionado en §4.1, tal que

E∞ ×
∏

v/∈S∞

Uv

es un dominio fundamental de J0/H. Asumimos que E es un entorno de 1.
Sea ahora S ⊃ S∞ una familia finita de valores absolutos. Definimos

entonces

ΨS : J0A→ C
(x1, x2) 7→ ν(x1)

∏
v∈S−S∞ ψπvAv

(x1,v)
∏

v/∈S ψAv
(x1,v)

∏
v/∈S∞ φv(x1, x2)

El producto está evidentemente bien definido. Nos interesa saber cuándo
ΨS(xqy−1) es no nulo, si q recorre HKK. Tenemos que

xqy−1 = (a
x1

y1

,
ax2 − y2 + b

y1

)

para x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ J0
KAK , q = (a, b) ∈ HKK.

Ahora nos basta con considerar x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ E × F , donde
E y F son los dominios fundamentales de J0/H y A/K respectivamente, que
están descriptos en §4.1. Tenemos en particular x1, y1 ∈ Uv, x2, y2 ∈ Av para
todo v valuación p-ádica. Luego

a
x1

y1

∈ Uv

para todo v /∈ S si y sólo si a es una S-unidad, es decir, a = upn1
1 . . . pnr

r , con
pi ∈ S, u ∈ UK . Si aparte pedimos

ν(ax1

x2
) = 1,

∏
v∈S−S∞ ψπAv

(x1,v) = 1

entonces a = −pn1
1 . . . pnr

r , con ni = 1, 2, . . .. Tenemos que

ax2 − y2 + b

y1

∈ (a− 1)Av
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para todo v ∈ S∞ si y sólo si x2−y2+b ∈ (a−1)Av. Para x = (x1, x2) ∈ J0A,
sea b(x) el (único) elemento de K/AK tal que

x2 + b(x) ∈ Av ∀v /∈ S∞

La aplicación b : J0A→ K/AK está bien definida, y es continua.
Luego x2 − y2 + b ∈ (a− 1)Av si y sólo si

b ∈ (a− 1)(b0 + AK)

con b0 = b(x2−y2

a−1
).

Sea S ⊃ S∞ una familia finita de valores absolutos en MK , y una función
continua h0 :

∏
v∈S−S∞ K

∗
v ×

∏
v∈S∞ Kv → C. Hacemos

h : J0A→ C
x 7→ h0(x)ΨS(x)

Supongamos que ∑
q∈HKK

h(xqy−1)

converge absoluta y uniformemente para x, y ∈ J0A. Luego la función

Υh : M×M → C
(x, y) 7→ ∑

q h(xqy
−1)

es continua. Ahora sea h0 :
∏

v∈S−S∞ K
∗
v × R → C una función continua, y

hacemos
h : J0A→ C

(x1, x2) 7→ h0((x1,v)v∈S−S∞, logα(x))ψS(x)

con α(x) =
∏

v∈S∞(‖ x2

x1−1
‖v)‖ x2

x1−1
‖v. Se sigue entonces

Υh(x, y) =
∑

a = −pn1
1 . . . pnr

r

b ∈ AK

h0((a
x1

y1

)v∈S−S∞, logα(a
x1

y1

, ax2−y2+(a−1)(b0+b))

para x, y ∈ E × F , dominio fundamental de J0A/HK.
De esta expresión se sigue que Υh es una función continua si la consi-

deramos como definida sobre (E × F ) × (E × F ) con la topoloǵıa inducida
como subconjunto de J0A. Luego Υh : M × M → C es continua para todo
x, y /∈ ∂(E × F ).
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En particular, sea Th el operador de Hilbert-Schmidt definido como

Th : L2(M) → L2(M)
f(x) 7→

∫
M×M Υh(x, y)f(x)dx

Luego

Tr Th =
∫
M

Υh(x, x)dx

Necesitamos hacer un cálculo.
Lema 1. Con las mismas notaciones, sea

h(x1, x2) = [h0((x1)v∈S−S∞ ,− logα(x)) + h0((x1)vinS−S∞ , logα(x))]ΨS(x)

Entonces

Tr Th = µ
2r1(2π)r2

(r1 + r2)!

∑
a

∫
R
h0(a, x)e

|x||x|r1+r2−1dx

con
µ = µ∗(E)

y E es el dominio fundamental de J0/H.
Dem. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer

h(x1, x2) = h0(x1, logα(x))ΨS(x)

Tenemos entonces

Υh(x, x) =
∑
a,b

h0(a, log
∏

v∈Sinfty

ψ[1,∞)(‖x2 + b‖v)‖x2 + b‖v

Se sigue

Tr Th =
∫
M

Υh(x, x)dx = µ
∑
a

∫
Rr1×Cr2

h0(a, log
∏

v∈S∞

ψ[1,∞)(‖x2‖v)‖x2‖v)dx2

por la convergencia uniforme de la serie. Luego∫
Rr1×Cr2 h0(a, log

∏
v∈S∞ ψ[1,∞)(‖x‖v)‖x‖v)dx =

= 2r1(2π)r2
∫
[1,∞)r1+r2 x1 . . . xr2h0(a, log

∏r1+r2
i=1 |xi|)dx1 . . . dxr1+r2

= 2r1(2π)r2
∫
R

r1+r2
+

e
∑

tih0(a,
∑
ti)dt1 . . . dtr1+r2
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Ahora hacemos la sustitución

x = t1 + . . .+ tr1+r2 , t2 = t2, . . . , tr1+r2 = tr1+r2

y escribimos

Wx = {t2, . . . , tr1+r2 : t2 + . . .+ tr1+r2 ≤ x}

Tenemos entonces∫
Rr1+r2 e

∑
tih0(a,

∑
ti)dt1 . . . dtr1+r2 =

∫
R+

∫
Wx
h0(a, x)e

xdt1 . . . dtr1+r2

= 1
(r1+r2)!

∫
R+
h(x)exxr1+r2dx

de donde se sigue la fórmula del lema.
Sea k1 : R → C una función continua con derivada continua, y tal que

hay algún δ > 0 tal que

k1(x), k
′
1(x) = O(e−( 1

2
+δ)|x|)

para |x| → ∞. En particular, k1 está en las condiciones del teorema de la
Fórmula Expĺıcita.

Sea k2 : R→ C una función test continua tal que

k2(x) = O(e−m|x|)

para |x| → ∞, y para un entero m sunficientemente grande.
Sea χ un caracter de Hecke (§5.1). Luego χ induce un quasi-caracter χ

sobre el grupo IK de los ideales fraccionarios no nulos de AK .
Sea p un ideal primo del anillo de enteros AK . Sea entonces

k0
p :

∏
v∈S∞

⋃
{p}K

∗
v ×

∏
v∈S∞ Kv → C

x 7→ ‖x1‖1/2
p [χ(x−1

p )k1(log ‖x−1‖pα(x)) + χ(xp)k1(log ‖x‖pα(x))]g(logα(x))

con

g(x) =
(r1 + r2)!

2r1(2π)r2µ
e−|x||x|1−r1−r2k2(x)

Hacemos

kp(x1, x2) = [k0
p(x1,−x2) + k0

p(x1, x2)]ΨS(x)
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y se sigue entonces que

Υkp(x, y) =
∑
q

kp(xqy−1)

converge absoluta y uniformemente, y también

Υkp(x, y) = O(Np−(1+δ))

Análogamente, sea

hk1 : R→ C

x 7→ δχ
∫
R k1(t)(e

x−t
2 + e

t−x
2 )dt+K1(0) logA+

∑
v∈S∞ Θvk1,x,v

y definimos

k∞ : J0A→ C
(x1, x2) 7→ [h(− logα(x))g(logα(x)) + h(logα(x))g(logα(x))]ΨS∞(x)

La suma ∑
q

k∞(xqy−1)

también converge uniformemente. Hacemos finalmente

k(x) =
∑
p
kp(x)

donde p recorre los ideales primos de AK y el śımbolo ∞. La suma es
absolutamente convergente.

Proposición 1. Sea Υk(x, y) =
∑

q k(xqy
−1),y Tk el operador integral

asociado. Entonces
Tr Tk =

∫
R
k0(x)k2(x)dx

con

k0(x) = h(x)−
∑
p,n

logNp

Npn/2
[χ(p−n)k1(logNp−n + x) + χ(pn)k1(logNpn + x)]

La demostración es clara a partir del lema.
Proposición 2.

Tr Tk = lim
T→∞

∑
|ρ|<T

Φk1∗k2(ρ)
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Dem. Por la proposición 1 y la fórmula expĺıcita,

Tr Tk =
∫
R[

∑
|ρ|<T e

(s− 1
2
)xΦk1 +O(e|x|/T )]k2(x)dx

= limT→∞
∑
|ρ|<T Φk1(ρ)Φk2(ρ)

de donde se sigue la proposición.
Si hacemos

Υ∗(x, y) = Υ(x, y) + Υ(y, x)

tenemos entonces

〈T ∗f, g〉 =
∫
M

∫
M
T ∗(x, y)f(x)g(y)dxdy = 〈f, T ∗g〉

es decir, que T ∗ es un operador autoadjunto, y tenemos que

Tr T ∗ = 2Re(Tr T )

8.2 Relación con la hipótesis de Riemann

Ahora podemos reformular la equivalencia de Weil para la hipótesis de
Riemann, que enunciamos en 5.2.

Proposición 3. Sea T el operador asociado a L(s, χ) y a funciones k1,
k2. La función L(s, χ) satisface la hipótesis de Riemann si y sólo si

Tr T ≥ 0

para todas las funciones

k1(x) = f(x), k2(x) = f(−x)

con f ∈ Ad(R) tal que
f(x) = O(e−m|x|)

donde m = mχ es un entero suficientemente grande.
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