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1 Introduccid

El Solar Sailing és una tecnica de navegacié espacial basada en aprofitar 'impuls
produit per la reflexié de la llum solar sobre una superficie reflectora (i.e., vela solar).
Com hom pot imaginar, la quantitat d’impuls disponible és molt limitat i, per tant,
aquesta tecnica només és adequada per naus no molt grans (no tripulades) on el temps
de viatge no és un parametre important. En aquest tipus de navegacio, les maniobres es
fan canviant l'orientacié de la vela solar. Tot i que 'acceleracié que s’obté és molt més
petita que I'obtinguda a partir d’'un motor de propulsié quimica, la vela proporciona un
impuls continu i indefinit, el que pot reduir drasticament el cost de missions de llarga
durada doncs no cal carregar de combustible les naus. Aquesta reduccié de costos
permet que entitats de baix pressupost puguin fer missions espacials. Un bon exemple
n’és la missi6 COSMOS 1, que és una col-laboracié entre la Planetary Society (entitat
privada que fomenta I’exploraci6 espacial) i I'agencia espacial russa. Podeu trobar més
detalls a http://www.planetary.org/programs/projects/solar_sailing/

En aquest treball, primer farem una rapida revisié dels conceptes basics que hi ha
darrera el Solar Sailing. Discutirem quins son els parametres que defineixen els diferents
tipus de vela. No totes les veles son iguals —hi ha diferents formes i textures— pero no
ens fixarem en aquest aspectes sind en la seva efectivitat. En el treball considerarem
una vela amb unes caracteristiques donades i mirarem les seves possibilitats.

A continuacié, donarem un cop d’ull al que s’ha fet fins ara en Solar Sailing. Una
bona referencia és el llibre [12] que, entre d’altres coses, resumeix els treballs publicats
fins al 1999. En aquest resum bibliografic, hem inclos una serie d’articles recents per
complementar la informacié d’aquest llibre.

El segiient pas considerem models per al moviment d’una nau que utilitza Solar
Sailing per moure’s al voltant de la Terra. Aqui no només hem inclos els models con-
tinguts en la bibliografia, siné que també n’hem desenvolupat un de nou, que combina
I’efecte gravitacional de Terra, Lluna i Sol amb l'efecte de la vela. El model s’ha obtin-
gut suposant que la Terra i Lluna giren de forma circular al voltant del seu centre de
masses 1 aquest alhora gira al voltant del centre de masses Terra - Lluna i Sol. Aquest
model esta basat en el Problema Restringit Bicircular (BCP) afegint-li I'efecte degut a
la pressié solar obtenint un model per al moviment de la vela que anomenarem BCPS.
Aquest tltim model és una pertorbacié del RTBP. Es ben conegut que el RTBP té cinc
punts d’equilibri, que quan afegim les pertorbacions esdevenen orbites periodiques.
Discutirem 'existencia d’aquestes orbites periodiques respecte els parametres de la ve-
la (Pefectivitat de la vela i la seva orientacid). Ens fixarem en el comportament al
voltant de Ly, Ly i L4, i veurem que al voltant de L, existeixen molt poques orbites
periodiques. La rad és que, a prop de Ly, les forces gravitacionals son molt petites i
la forca dominant sobre el satel-lit ve donat per I'impuls de la vela. Es veu que, per
mantenir-nos prop de L4 és millor tenir veles molt poc efectives. Al voltant de L1 i Lo
observem un fenomen similar, pero en aquest cas la forca d’atraccié de Terra i Lluna
son més rellevants quan ens apartem una mica del punt d’equilibri. En aquest cas és

4



natural 1'is de veles més eficients que les necessaries per Ly.

En un altre apartat del treball discutim algunes maniobres per escapar de I'atraccio
de la Terra. Hi ha tres maniobres basiques a tenir en compte: el control on - off, el
control direccional i el control direccional optim. En totes elles haurem de rotar la
vela d’alguna manera per a poder guanyar energia i aixi augmentar el semieix major.
Aquestes maniobres ja han estat estudiades per altres autors. En el treball hem re-
sumit aquests estudis, i hem implementat aquestes estrategies de control per simular
maniobres en un model estandard.

Aquest treball és un primer pas per aplicar les eines propies de la teoria de sistemes
dinamics a la navegacié espacial amb Solar Sailing.



2 Solar Sailing

En aquesta seccié volem donar una visié general del problema. Donarem unes
quantes definicions basiques i explicarem una mica la fisica que hi ha darrera el Solar
Sailing. D’aquesta manera podrem entendre una mica millor el que passa.

L’impacte dels fotons del Sol amb la superficie de la vela solar i la seva posterior
reflexié produira un impuls sobre aquesta. Les veles solars estan fetes d’un material
especial altament reflector per tal de poder maximitzar I'impuls produit per I'impacte
dels fotons. Variant l'orientacié de la vela respecte la direccié dels fotons incidents
I’area projectada varia i per tant la magnitud de la forga i la direccié d’aquesta variara.
La pressi6 solar també dependra de la distancia al Sol, com més aprop hi estiguem més
forta sera.

2.1 Pressio Solar

La pressio solar que s’exerceix sobre una vela deguda a 'impacte dels fotons ve
definida pel moment per instant de temps i unitat d’area:

-1(3)

i el que volem és la magnitud en termes de 'energia del Sol.

L’energia E/ deguda a una particula en moviment es pot escriure com
2 24, 22
E” = myC +p c, (2)

on myg és la massa del cos, p és el moment i ¢ la velocitat de la llum. El primer terme
de I'’equacio correspon a ’energia en repos del cos mentre que la segona part representa
I’energia deguda al seu moviment. Com que els fotons tenen massa zero, la seva energia
es pot escriure com E = pc i,

AFE = Apec. (3)

El flux de I'energia W (energia que creua per unitat d’area i unitat de temps) a una
distancia r del Sol es pot escriure en termes de la lluminositat del Sol Lg i la distancia
Sol - Terra R =1 U.A. com,

r

W= W (@) (4)

on, Wg = 475% és 'energia del flux a 1 U.A.. Per definicié 'energia AE que travessa
E

una superficie A normal a la radiacié incident durant un temps At ve donat per

AE = W AAt. (5)



Amb les equacions (1), (3) i (5) tenim que la pressié sobre la superficie deguda al
moment transportat per els fotons és

p= (6)

w
o

Finalment, usant 'equacié (6) tenim que la pressié solar exercida sobre una vela
solar a 1 U.A. és P = 4.56 x 107° N/m?.

Hi ha tres conceptes importants a tenir en compte quan volem construir models
que simulin la dinamica d’un satel-lit amb una vela solar, ’acceleracié caracteristica
de la vela, 'orientacio i les forces que actuen sobre aquesta.

2.2 Acceleracio Caracteristica

La mida estandard en astrodinamica per a comparar l'efectivitat de les veles és
I’acceleraci6 caracteristica, que es defineix com la radiacié solar exercida per una
vela a 1 unitat astronomica del Sol.

Hem vist que a 1 U.A. del Sol la pressié solar P és 4.56 x 1076 N/m?. Multiplicant
la pressié per l'area de la vela A tenim la forca dels fotons incidents i hi afegirem un
factor 2 per a considerar que els fotons reflectits contribueixen amb una forca igual
pero en direccié contraria. Si finalment ho dividim per la massa tindrem ’acceleracid
caracteristica ag,

Fvela o 2PA

apg = (7)
Msat m
Com que la vela no sempre sera perfectament reflectora podem afegir un parametre

71 tenint llavors,
2nPA
ag = ——.
m

2.3 Orientacio de la Vela

L’orientacio de la vela ve donada per dos angles, I’angle d’atac « i I’angle horari
0. L’angle d’atac és el comprés entre la linia del Sol i el vector normal a la vela. L’angle
horari és I’angle entre el vector normal al pla de I’orbita i la projeccio del vector normal
en el pla que té per direccié normal la direccié del Sol, tal i com podem observar a la
Figura 1.

Suposarem que o € [-%,5] i § € [0,7]. En un bon sistema de coordenades
{P, @, p'x g}, on pés un vector unitari en la direccié del Sol i ¢’ és un vector unitari
normal al pla de I’orbita, el vector normal a la vela es pot escriure en termes d’aquest
com,

n=cosa pP+sinacosd ¢+ sinasind px .
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direccié normal
al pla de 'orbita

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

a\ 2 Iinia del Sol

Figura 1: Orientacic dels angles d’atac (o) i horari (6) de la vela solar.

En les properes seccions treballarem amb el cas pla i per tant § = 0, llavors
n=cosa p+sina ¢

Sobre la vela solar hi actuen varies forces, la radiacié solar i la atraccié gravitatoria
d’altres planetes, satel-lits i altres cossos. Entendre-les ens sera molt 1util a 'hora de
crear models per al moviment. El nostre objectiu principal sera crear models propers a
la realitat per a poder fer simulacions realistes i que ens ajudin en ’analisi de missions.

Segona Llei de Newton:
Les forces que actuen sobre un cos son directament proporcionals a la seva acceleracio,
on la constant de proporcionalitat és la massa del cos

mz = F.

Per tant I'acceleracio a la que esta sotmesa la nau espacial sera proporcional a la
suma de les forces que actuen sobre ella. Com que hi ha moltes forces que actuen sobre
aquesta, haurem d’escollir quines d’elles tenen un efecte més important.

Les dues forces més important a considerar séon l'atraccioé gravitatoria entre dos
cossos qualsevol i la pressio solar que actua sobre la vela.

2.4 L’ Atraccido Gravitatoria

Ller de Gravitacio Universal:
La for¢a d’atraccio gravitatoria entre dos cossos de massa puntual és directament pro-
porcional al producte de les masses 1 inversament proporcional al quadrat de la distancia

entre elles.
myms

9
r2

Fe=G

on G — 6.67 - 10-1Nm"
kg



La forca sera en la direccié que uneix les dues masses tal i com podem veure en la
Figura 2. Per tant si 715 és el vector que va de m; a my,
mims
—T12.
712

ﬁlzG

my

Figura 2: Atraccié gravitatoria entre dos cossos.

2.5 Pressio de Radiacié Solar

Tal i com ja hem mencionat, 'impacte de fotons produeix moviment sobre la vela.

Suposarem que la nostra vela és perfectament reflectora i per tant els fotons in-
cidents seran reflectits amb un angle i una forga igual a I'incident tal i com podem
observar a la Figura 3. En cas que la vela no fos perfectament reflectora els fotons
reflectits ho faran amb menys forca i amb un angle lleugerament diferent al angle inci-
dent. Podem considerar que el fet de no ser perfectament reflector és una pertorbacié
del model ideal.

Considerem una vela d’area A i sigui 77 un vector unitari normal a la seva superficie.
La forca produida pels fotons incidents en direccio u; ve donada per,

F, = PA(t;, 7).

El vector reflectit produira una forca igual en magnitud en la direccié —, sobre la

vela . Per tant,
Fr - —PA<ﬁl,ﬁ>ﬁr

Observem que A(u;, 1) és I'area projectada sobre la vela en la direccié ;, llavors el
producte amb la pressié P ens déna la magnitud de la forca sobre la vela.

La forca total sobre la vela sera la suma d’aquestes dues forces F, + F.. Usant que
w; — . = 2(uy, )7 tenim,

F = 2P A(d;, 7). (8)
Amb les equacions (6) i (4),
o 24 ?
F=220E (%) (i, Y. (9)
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31

Vela
\
. Joz .
Uy U;

Figura 3: Reflexid dels fotons en una vela perfectament reflectora.

Si « és 'angle d’atac , llavors (i;, 77) = cos « ja que 7 i i; s6n vectors unitaris. Per
tant 1'acceleracié deguda a la vela sera,

9 2
a= We (ﬁ) cos? ait, (10)

on o =m/A.

Si ens movem en una orbita heliocentrica, la direccié dels fotons incidents w; ve
donada pel vector radial que uneix el Sol i la vela solar (7). Com que la pressié solar
ara depen de I'invers de la distancia al Sol, la podem escriure en termes de 1’acceleracié
gravitacional,

" GM
Fvela:ﬁ 25

p TR (1)

on 3 = =4 anomena el nombre de lleugeresa de la vela que ens déna la
. QWGMSC . .. . . . . . .
relacio entre ’acceleracié produida per la pressié de radiacio solar i la forga gravitatoria
d’atraccié del Sol. Es un parametre independent de la distancia al Sol i que ens
dona una idea de 'efectivitat de la vela igual que 'acceleracio caracteristica. Es facil
comprovar que una acceleracié caracterfstica de 1 mm/s? déna un ntimero de lleugeresa

de 0.1686.

Si ens movem prop de la Terra, podem considerar que la pressié solar és constant,
ja que la distancia variara poc, i per tant la pressié solar és,

—

Fvela = H<ﬁi7 ﬁ>2ﬁ7 (12)

on,

2WgA

C

Aquestes dues formulacions les usarem per a discutir la dinamica de les orbites quan
estiguem orbitant al voltant del Sol o prop de la Terra.
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3 Treballs Previs

En aquesta seccié parlarem d’alguns treballs previs sobre el Solar Sailing. Donarem
algunes referencies interessants i explicarem alguns dels resultats que hi ha.

La principal referéncia que hi ha en Solar Sailing és el llibre d’en C.R.McInnes [12].
Aquest és un recull molt extens sobre tot el que hi ha en el tema fins a la seva data
de publicacié (1999). Comenga amb una breu descripcié del problema, la historia que
hi ha al darrera i la motivacié. Després explica el rerefons fisic de perque 'impacte i
posterior reflexié dels fotons sobre una superficie reflectora produeix un impuls sobre un
satel-lit. També s’introdueixen algunes definicions basiques com 'angle d’atac, ’angle
horari, I'acceleracié caracteristica, entre d’altres i es déona un cop d’'ull al disseny de
veles solars i la seva efectivitat. Finalment es para atencié a la dinamica que segueixen
les veles, parlant de les orbites heliocentriques, geocentriques i no-keplerianes i una
descripcié de 1'is d’aquestes en el disseny de missions espacials. Es mostraran algunes
de les missions que hi ha pensades i 'estudi d’aquestes. Mentre veiem algun d’aquest
apartats mencionarem alguns article relacionats d’interes.

Com ja hem dit en la primera part del llibre es fa referéncia a les definicions basiques
i a 'aspecte més fisic del problema que hem resumit a la seccié 2. Si volem entendre
la dinamica del problema cal distingir dos tipus d’orbites, les Heliocentriques (les que
apareixen quan orbitem al voltant del Sol) i les geocéntriques (si orbitem al voltant de
la Terra).

3.1 Orbites Heliocentriques

Les primeres orbites que es consideren quan s’estudia la navegacié per 1’espai amb
una vela solar son les orbites que surten quan I'inica forca gravitacional és el Sol. Si
només considerem la forca d’atraccié del Sol i la forca de la vela solar, les equacions
del moviment sén:

d*r .
+ﬂr=ﬁu

o N2>
2t ﬁ(r, 1), (13)
on (3 és el que es coneix com el nimero de lleugeresa de la vela, que ens déna una idea
de lefectivitat de la vela independentment de la distancia al Sol.

Les trajectories que surten d’aqui en la majoria dels casos poden ser trobades de
forma analitica. Distingirem dos casos privilegiats; si fixem l'angle d’atac («) en 0°,
col-locant la vela totalment perpendicular a la radiacié solar, obtenint el que ano-
menarem seccions coniques, en canvi, si fixem 'angle d’atac en qualsevol altre angle
obtindrem el que anomenem espirals logaritmiques.
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0<pB<05

6>1

Figura 4: Tipus d’orbites heliocéntriques per a = 0° en funcio del nimero de lleugeresa
de la vela ().

(a) Seccions Coniques:

Si fixem 'angle d’atac o = 0° el vector normal a la vela esta alineat en la direccié
del Sol i per tant 77 = 7/||r|| quedant les equacions:
& p(l—p)

dt? + r2

7 =0. (14)
Tenim un moviment de dos cossos kepleria pero amb un parametre de masses dife-
rent (i = p(l — 3)). Aquestes equacions es poden resoldre:

9/~
r= % (15)
l1+ecosf

Llavors en funcié de 3 tindrem un tipus de coniques o unes altres. Si 0 < 3 < 0.5
les orbites seran el-liptiques, amb més excentricitat a mida que augmentem 'efectivitat
de la vela. Per 8 = 0.5 creuem la frontera passant a tenir una orbita parabolica i per
0.5 < B < 1 tenim orbites hiperboliques. Si # = 1 tenim que la forca d’atraccié del
Sol i 'acceleracié de la vela es cancel-len proporcionant trajectories rectes tal i com
podem veure en la Figura 4. I per a # > 1 tenim un cas degenerat en el que la forga
primordial és la de la vela i atraccié gravitatoria del Sol és una pertorbacio.

(b) Espirals logaritmiques:

Quan orientem la vela amb un angle d’atac fix (a # 0°) i tenim una efectivitat
de la vela baixa obtenim el que anomenem espirals logaritmiques. Cal mencionar que

12
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Vela

Figura 5: Espiral Logaritmica per a un angle d’atac fixat o.

en aquest casos podem espiralar allunyant-nos del Sol prenent angles d’atac positius
i acostar-nos cap al Sol amb angles d’atac negatius. Si escrivim les equacions del
moviment en forma polar:

d*r dfq2 L Lo
&l = thmesta
2 (16)
d*0 drird
Tﬁ + 2r [d_ﬂ [d—g} = ﬁr—'uQ cos? o sin

Llavors una solucié particular per aquest cas és
r(6) = roexp(f tan~y),

on 1y és la distancia inicial al Sol, 7 és I'angle de l'espiral (I’angle entre el vector
velocitat i el vector transversal com es veu a la Figura 5) descrivint una trajectoria en
forma d’espiral logaritmica.

Aquest tipus d’orbites son les que ens serviran per a dissenyar missions entre pla-
netes, buscant en cada cas quines son les condicions de sortida i d’arribada que hem
de prendre per a sortir de ’orbita que descriu un planeta i arribar a la d’un altre o bé
escapar del sistema solar.

Un dels primers treballs sobre el tema és [1] d’en R.H. Bacon que presenta aquest
tipus d’orbites i explica com usar-les per a les missions interplanetaries, tot en el cas
pla. Més endavant J.C. Van der Ha i V.J.Modi presenten un treball més extens en el
que estudien aquest tipus d’orbites en el cas 3-D. Fan un estudi analitic de les solucions
i acaben trobant solucions exactes en forma d’espiral logaritmica per algunes condicions
inicials.
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3.2 Orbites Geocentriques

Les orbites geocentriques apareixen quan orbitem al voltant de la Terra o al voltant
de qualsevol altre planeta. S’intenta veure quina és la millor manera de mantenir-se al
voltant d’aquesta o bé quines sén les maniobres necessaries per escapar-se de la seva
atraccio.

A [12] es presenten tres maniobres diferents, el control on - off, el control direccional
i el control direccional optim. Les dues primeres mostren una manera d’anar orientant
la vela per tal de guanyar energia i per tant augmentar el semieix major. La tercera
maniobra orienta la vela per tal de tenir el maxim guany d’energia instantani. A la
seccio H s’expliquen aquestes maniobres amb més detall i es mostren algunes simulacions
fetes.

Hi ha altres estudis fets que intenten millorar els resultats presentats a [12]. Tots
ells busquen maneres per optimitzar el temps d’escapament, a més, els models que
presenten sén per al cas espaial, mentre que els que veurem son per al cas pla.

V.L. Covestone i J.E. Prussing [3], [5] presenten un model en 3-D que considera
I'efecte gravitacional de la Terra i el Sol. Per tal d’escapar-se de I'atraccio de la Terra
busca en cada instant quina és l'orientacié de la vela que maximitza el guany d’energia.
Aquestes orbites no minimitzen el temps d’escapament pero estan molt aprop. En I'es-
tudi que fan presenten resultats per a veles amb diferents acceleracions caracteristiques
i diferents condicions inicials. Acaben observant que hi ha una forta dependeéncia amb
I’acceleracié caracteristica de la vela.

M.A Swartwout [16], [17] presenta una altra idea per a millorar aquest resultats.
En lloc de maximitzar el guany d’energia instantani estudia 1’opcié de maximitzar el
guany d’energia per orbita. Explica que d’aquesta manera es pot evitar fer canvis
bruscs en l'orientacié de la vela que pugui presentar la maniobra anterior. Presenta
també resultats i els compara amb els trobats per V.L. Covestone i J.E. Prussing.

Finalment J.W. Hartmann [4], [6] juntament amb V.L. Covestone i J.E. Prussing
presenten orbites que minimitzen el temps d’escapament. Considerem les orbites pre-
sentades a [3], [5], a les quals anomenen MIRITOE que com ja hem dit abans estan
prop de minimitzar el temps d’escapament. Llavors mitjancant un algoritme de mi-
nimitzaci6 DCNPL aconsegueixen trobar minims locals per a la solucié. Es curids
observar que en alguns casos per tal de minimitzar el temps d’escapament en certes
parts de ’orbita cal minimitzar ’energia per a després augmentar-la.

En tots els models presentats no es té en compte 'efecte d’eclipsi de la Terra en
alguns punts de 'orbita ni la pressié atmosferica.

K.T Ressler [15] presenta un treball en el que estudia el cost de I'escapament de la
Terra. Presenta els principals problemes que ens podem trobar quan s’aborden aquests
problemes com seria la pressié atmosferica que impedeix fer moviments molt bruscs
amb la vela obligant a evitar orbites d’altitud baixa.
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3.3 Abplicacions a Missions

Finalment es presenten diferents missions espacials que fan servir les tecniques previament
descrites com seria la Missio Geostorm, que pretén enviar un satel-lit a una orbita halo
del sistema Terra - Sol. La transferencia a aquesta halo esta pensada de la manera
tradicional mentre que el manteniment en aquesta es faria amb la vela solar.

També trobem treballs que presenten missions a altres planetes, el més comu a tots
és Mercuri, ja que és el primer en el que la distancia ja suposa una millora respecte les
missions de la manera convencional. Hi ha diversos estudis fets com sén el cas de [8],
[9] 1 [7] que estudien la viabilitat d’aquestes missions per a diferents casos.

Hi ha altres treballs presentats tots amb missions molt interessants pero que no
hem estudiat amb detall ja que per ara estem interessats en el comportament de la
vela en el sistema Terra - Lluna i totes elles es plantegen missions de llargues distancies
a asteroides, Mercuri o per sortir del sistema solar.
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4 Equacions per a Modelar la Dinamica al Voltant
de la Terra

En aquesta seccié veurem un parell de models que aproximen la dinamica d’una
vela solar al voltant de la Terra. Aquests models els hem construit fixant-nos en els
models classics de la mecanica celeste, com el Problema de Dos Cossos (TBP) o el
Problema Restringit Bicircular (BCP) [2]. Combinant aquests models amb una forca
externa (la pressié solar) obtenim els segiients dos models.

Com ja hem vist la pressié solar i per tant la forca que exerceix la vela solar depenen
de la distancia al Sol. Mentre orbitem prop de la Terra suposarem que aquesta és
constant ja que les variacions que experimenta sén molt petites.

Els models que presentarem a continuaciéo dependran de dos parametres, I'angle
d’atac de la vela a i I'efectivitat d’aquesta k.

4.1 Problema de Dos Cossos amb Vela

En aquesta primera aproximacié es considera que la Terra esta fixada a 'origen de
coordenades i la vela solar esta afectada només per Iatracci6 gravitatoria de la Terra
i la pressio6 solar. Slgul F Fy la forca grav1tator1a del Sol i Fvela la pressi6 solar, per la
segona llei de Newton 4 dtg = g+ Fou, amb Fg = i Foa = /{(l 7)?1i. On [ és un
vector unitari en la direccié del Sol i 7 és la direccid normal a la vela.

Yy .

direccid Sol

Figura 6: Representacid esquematica de les forces que actuen sobre la vela solar en el pro-
blema de dos cossos amb vela.

Per tant,
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d*7 d S ol

ﬁ = —,uﬁ + H<l, n)2n. (17)
Suposarem que la pressié del Sol és fixe de 'esquerra, llavors [ = (1,0). Si « és

I'angle d’atac, 7 = (cos a, sin ) i lavors (I,7)? = cos® . Les equacions del moviment

son:

i = -5 +krcos’a

j = —H +kcos’asina } (18)

En el cas real, la Terra dona una volta al Sol cada any, i per tant seria més adient
considerar que la direccié del Sol no és fixe. Sigui ws la freqliencia de rotacid, llavors
[ = (coswst, sinwgt) i 77 = (cos(wst + ), sin(wst + «)). Ara la forga de la vela és

Freta = K{I,7)*i = Kk cos® a 1, (19)

i les equacions del moviment soén,
i = —4 +kcos® acos(wst + a) (20)
j = —H 4 kcos® asin(wst 4 «)

Aquest és el model més simple que podem considerar, pero a mida que ens allunyem
de la Terra altres cossos com la Lluna han de ser considerats.

4.2 Equacions per als Elements Orbitals

El problema de dos cossos esta completament resolt. Se sap que el moviment relatiu
dels dos cossos sera el-liptic, parabolic o hiperbolic, i aix0 ve determinat per I'energia
(h) del sistema. Si h < 0 el moviment sera el-liptic, si h = 0 aquest sera parabolic i
per h > 0 hiperbolic. La posici6 dels cossos en aquests tipus d’orbites estara totalment
determinat pels elements orbitals.

Els elements orbitals sén 'excentricitat e, el semieix major a, la inclinacié del pla
orbital respecte el pla de 'ecliptica 7, la longitud del node ascendent €2, 'argument del
periheli w i 'anomalia veritable f.

Si considerem el problema de dos cossos pertorbat per una forca externa, el movi-
ment dels dos cossos sera una pertorbacié dels moviments descrits anteriorment. Els
elements orbitals també ens ajudaran a determinar la posicié d'un cos en funcié del
temps. Pero en aquest cas els elements orbitals no seran fixes, siné que variaran amb
el temps de la segiient manera:

da 2pr? ) P
- = — T- 21
i 1= Sesin f + ]k (21)
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Planst's
instantaneous
position

Planet's Orbit

P
(perihelion)

N (ascending node)

y {vernal

equinox)
Q = longitude of the
ascending node

w = argument of
perihelion

v = fru¢ anomaly

i = Inclination

a = semimajor axis
@ = @ccentricity

we 4w

(sum of angles measured in diflerent planesl!)
= "longitude cf perihelion”

Figura 7: Els elements orbitals per al moviment el-liptic.

Z—; = %2 [Ssinf—i—T(l—i—%) cosf—l—T%e] , (22)
j—; = ;—;cos(f + w)W, (23)
% _ Mp’jim sin(f +w)W, (24)
C;—? = —%cosi+;—2€{—Scosf+T<l+£) sinf], (25)
Z_; = ;/;p{l—;—i{Scosf—T(lJr;Sinf)]}, (26)
on p = a(l — €?) és el “semi-latus rectum”, n = +/p/a® és el moviment mitja i

M = n(t — 7) Panomalia veritable on 7 és el temps de pas pel periheli.

Els vectors S, T' 1 W sén les projeccions radial, transversal i normal de la forga
deguda a la vela. La deduccié d’aquestes férmules es pot trobar a [14].

4.3 Problema Restringit Bicircular amb Vela
El model que presentem aqui és el més acurat que tenim. A la seccié 4.1 només
es considera l'efecte gravitatori de la Terra, pero a mida que ens allunyem d’aquesta,

la Lluna, el seu satel-lit natural també juga un factor important. També hem inclos
I’efecte gravitacional del Sol i el fet que la Terra gira al seu voltant, i per tant la direcci
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del Sol no és constant. Si considerem tots aquests efectes i basant-nos en el model del
Problema Restringit Bicircular (BCP)[2] obtindrem el nostre sistema d’equacions.

Suposem que el Sol i el centre de masses del conjunt Terra - Lluna giren al voltant
del seu centre de masses de forma circular. Alhora el conjunt Terra - Lluna gira de
forma circular al voltant del seu centre de masses tal i com es mostra a la Figura 8.

Llunafcn2

Terra

\_/C}]Wl

Figura 8: Representacid esquemdatica del moviment dels tres cossos en el model Bicircular.
CM1 és el centre de masses del sistema Terra - Liuna - Sol 1 CM2 el centre de masses del
sistema Terra - Lluna.

Volem veure com aquests afecten a un quart cos de massa infinitesimalment petita
que no afectara al moviment d’aquests tres. També hi afegirem la forca deguda a la
pressié solar sobre la vela.

Si fixem que la suma de les masses de Terra i Lluna sigui 1 igual que la distancia
entre aquests dos cossos i prenem el periode de rotacio respecte el centre de masses 2,
la constant de gravitacié universal G val 1.

— MM _ — __mME — __ms
K= me+mas’ K= mg+myps’ ms = mpe+mar <27)

po~ 0.012150581623433623
ms ~ 328900.54999999906

Definim n, com la velocitat angular del Sol respecte el conjunt Terra - Lluna, llavors
ws = 1 — ny és la freqiiencia d’aquest moviment. En aquestes unitats,

0.074804014481710354
0.925195985518289646 ’

ns =
W A~
i la distancia entre el centre de masses del conjunt Terra - Lluna i el centre de masses
del sistema és

n

1
14+ m, )
a5:< +2m> ~ 388.81114302335106.

Suposarem el centre de masses del sistema fix a I'origen de coordenades.
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Fs
X
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Figura 9: Representacid esquematica de la relacid de forces que actuen sobre la vela solar
en el Problema Restringit Bicircular amb Vela.

mgy + 1(as - '7) Qg
CM1=— =0== 28
14+ mg v 1—my’ (28)
on v és la distancia del Sol a l'origen. Per tant,
TS = o cos(nt) Tpm = OO cos(n,t) (20)
== —&s _ qj — —QAsMs o3 9
Us = megsin(ngt) ypm = SEEsin(ngt)

on (e, yenm) és el centre de masses de la parella Terra - Lluna. Com que la Terra i
la Lluna giren amb periode 27 al voltant del seu centre de masses,

Tg = Xpy + pcost xy = xpy+ (1 — p)cost (30)
Ye = Yem + psint yv = yem+ (1 —p)sint

Observem que si ¢t = 0 la Terra, la Lluna i el Sol es troben a (%% + 1,0),

(e + (1 — ), 0) i (5;%5,0) alineats en un eclipse de Lluna.

Ara que tenim la posicié dels cossos en un sistema de coordenades inercials, podem
introduir les forces que actuen sobre el quart cos (la forces gravitatories de la Terra,
Lluna, Sol i la pressié solar).

BF . = =
E:FE_'_FM_'_FS_'_Fvelaa
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amb,
— R —
Fp = — ;DE(l—M), Fy = ——3 M
TpPE Tpym
— ﬁ —
FS = - fs D) Fvela H<7:;‘7ﬁ>2ﬁ7
Tps
i,
rpE = \/(X Xp)2+ (Y —Yg)?
rPM \/(X XM)2+(Y—YM)2
rps \/(X X5)2—|—(Y—Ys)2

sin(nst)) la direccié de la pressi6 solar i 7 = (cos(nst +

Sigui 7 = (— cos(ngt), —
a),sin(ngt + «)) el vector normal a la vela amb angle d’atac a. Les equacions del

moviment son,

.. X -X X-X X-X
X = —(1-p)—3 . K3 - _m8378+5<7?&ﬁ>2nx
TPE Tpym Tps (31)
. Y - Y5 Y — Yy Y —-Ys
Y = —(1—#) 3 — M 3 — My +’%< >27’Ly
TPE Tpym TPS

Per tal d’eliminar la dependencia quasi-periodica del temps, introduirem un canvi
de coordenades sinodic. Com que estem interessats en el comportament al voltant de

la Terra, fixarem l'eix que uneix els primaris Terra i Lluna a l’eix de les x’s
.

)
Primer traslladem el centre de masses Terra - Lluna (Xgys, Yey) a lorigen
msn2
£ COS Tt

{U:X cosngt U:X—l
VvV = sin ngt V = Y mn e a sin nt
Llavors,
U-U U-U U-Us )
U = _(1_/1’) 3 E_,u 3 M_ms 3 -
PE TPy Tps
ms —
2 cos(ngt) + k(7 7)°n,
: (32)
. V- Vg V —Vu V — Vs
V = _(1 - :u) 3 - 3 — My 3 -
"pE V=3 Tps
% sin(ngt) + K(T%, ﬁ)zny )
on,
Ug = pcost Uy = (u—1)cost Up = agcosngt (33)
Ve = psint ' | Viy = (p—1)sint | Vg = agsinngt
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Introduim ara aquest canvi de variables per a fixar Terra - Lluna a l'eix de les x’s
tal i com podem veure a la Figura 10.

U = =xcost—ysint xr = Ucost+ Vsint

V = xsint+ycost ’ y = —Usint+ Vcost
V
<ty

Figura 10: Relacio entre el sistema de coordenades sinodiques i el sistema de coordenades
inercials.

Derivant dos cops U = U(z,y), V = V(x,y) respecte el temps ¢ tenim,

U = rcost —2xsint —xcost —ysint — 2ycost + ysint (34)
V = isint+ 2&cost —xsint + cost — 2ysint — ycost |
Observem, ) )
Ucost+Vsint = 2 —-2y—=x
. ¢ 4 — AU _ (35)
Usint —Vcost = —y—2x+vy

Introduint aquest canvi de variables a (32) i usant les identitats trigonometriques,

cos(A— B) = cosAcos B+ sin Asin B

sin(A—B) = sinAcosB —cosAsin B’ (36)
tenim,
: - M
PR VU Sl L) DU (S ) DR LY PR
PE "Pm Ps
M 5
—— cos(t —ngt) — kcos” acos(t — nst — )
s (37)

. ) 1—p 7 M
i = 293—<1— ——)y— (Y —ys)
T?—’E T}O)DM 7’]?35

+ﬁ; sin(t — ngt) + k cos® asin(t — ngt — @)
ag /
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Després del canvi de variables rpg, rpas, rps SON,

rpE = (z —p)? +y?
ey = V@—p+ 12442,
rps = (@ —z,)? + (y — ys)?

amb s = agcos(t — ngt) i ys = —a,sin(t — ngt).

Finalment, introduirem un canvi de variables per escriure les equacions de forma
Hamiltoniana. Si considerem els moments p, = @ —y i p, = y + « i la freqiiencia
ws = 1 — ng tenim,

T o= pstvy )

y = py—ﬁ

: —p T mg

Po = Dy— 35— (@ —p)— 5—@—p+1)— (v —ux,)
TPE Tpm Tps

Mg
——2 coswyt — kcos® avcos(wst — )

39
Py = —Pz— 3 | Y~ Y—UYs
! ThE  Thm Tbs
ms . 5
+— sinw,t + k cos” a cos(wst — a)
ag J
P

Figura 11: Posicié dels cossos en el Problema Restringit Bicircular en el sistema de coorde-
nades sinodic.

Que té per Hamiltonia,
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L—p

Hpeps = 503+ %) + yps — apy —
TPE rpPMm

o, <r1 _ ysin(wst) — xcos(wJ)) B )

2
PS ayg

K cos® a (y sin(wst — o) — w cos(wst — a)),

Observem que el Hamiltonia és una pertorbacié del RTBP Hpcps = Hpop +

kHsui = Hrrpp + €Hpo + kHgqi. on,
L—p

1
H = —(p2 4+ p2) + yp. — -
RTBP 2(2% py) yp LDy reE P

)

1 sin(wst) — x cos(w,t
HBC:—ms< +y ( )2 ( )>,
rps ag
Hguy = — cos® a (ysin(wst — a) — x cos(wt — a)).

Com veurem en la seccié 6 el RTBP té 5 punts fixes coneguts, quan introduim la
pertorbacié deguda a la massa del Sol (¢ = 1) i la pressié de la vela, aquests punts fixes
esdevenen orbites periodiques de periode 27 /w;. Les voldrem trobar i estudiar la seva

efectivitat per a un futur analisi de missio.
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5 Maniobres d’Escapament amb una Vela Solar

En aquesta seccié explicarem com podem maniobrar per escapar-nos de 1’atraccio
de la Terra usant una vela solar. Aquestes maniobres també seran ttils per escapar-nos
de qualsevol altre planeta i essencials per a qualsevol missié. Discutirem tres maniobres
presentades a [12], i farem simulacions amb totes tres.

Per a totes les simulacions fetes, hem usat el model TBPS ja que ens interessen
orbites molt properes a la Terra on l'efecte dels altres objectes es pot menysprear.
Cal dir que mentre s’orbita al voltant de la Terra hi ha periodes d’eclipsi degut a les
dimensions de la Terra que afectara a la radiacié solar en alguns instants de temps,
pero per una primera aproximacio aquest efecte no s’ha considerat.

5.1 Control On - Off

En aquesta primera maniobra s’intentara guanyar energia posant la vela perpen-
dicular a la direccié del Sol mentre es va a favor del Sol, tenint tota la superficie de
la vela disponible. Mentre s’orbita cap al Sol, s’alinea la vela amb la direccié del Sol
anul-lant I'efecte d’aquesta. Per tant durant la primera mitja part de I'orbita 'angle
d’atac (a) de la vela sera de 0° i durant l'altre meitat aquest sera de 90° tal i com
s’observa a la Figura 12. Aixo implica una rotacié de 90° dos cops per orbita.

) » rota¢ié de 90°
direccio Sol

rota¢ié de 90°

0°

Figura 12: Control On - Off per a una vela solar.

La rotacié de 90° s’haura de fer amb un temps curt en relacié al periode de 1’orbita
per tal d’evitar la perdua d’energia, aixi que s’hauran d’evitar les orbites de periode
curt i altitud baixa. A més, com més aprop de la Terra s’estigui I'efecte de fregament
amb ’atmosfera i els residus d’aquesta dificultaran els moviments amb la vela.
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Hem fet simulacions per a una orbita inicial circular a 40000 km de la superficie de
la Terra i agafant una acceleraci6 caracteristica de 1mm/s? durant 5 dies. La Figura
13 ens mostra la variaci6 de I'excentricitat (e), 'angle d’atac («) i el semieix major (a)
respecte el temps i I'orbita resultant. Podem observar que a mida que augmentem el
semieix major I'orbita es va fent cada cop més el-liptica.

0.12 T T T T T 51000

50500
50000
49500
49000
U 006 4 S 48500
48000
47500
47000

46500

0 L L L L L 46000 L L L L L
0

16 - —— — — 60000 T T T T T
50000 1
40000 | 4
30000 1
20000 1
10000 1

ol ]
06 7 ~10000 [ 1
-20000 - 1
-30000 4

-40000 B

0 L L L L 50000 L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 -60000 -40000 -20000 0 20000 40000 60000

orbita T

Figura 13: Control On - Off , (a) excentricitat respecte t, (b) semieix major respecte t, (c)

Uangle d’atac respecte t, (d) Orbita descrita per la vela solar.

L’increment en el semieix major es pot estimar fent servir les equacions de la variaci
dels elements orbitals vistes a 4.2. Com que estem considerant orbites inicial circulars
i durant algun temps l’excentricitat sera petita (21) es converteix en

da  2a®

oF (f), (40)

on T(f) és la component normal de la pressié solar en el sistema inercial S,7. En
aquest cas,

{T(f) = 0 si0< f<m, (41)

T(f) = kcos(f—32) sim<f<2m

El canvi del semieix major de l'orbita per un periode de temps s’obté integrant
(40),
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Aa==" | T (42)

Per tant Aa = 4"“7“, que depen fortament de ’orbita inicial que prenem, a major
semieix major, major sera l'increment inicial.

5.2 Control Direccional

En aquesta segona maniobra es fa rotar la vela de manera continua girant 180° per
orbita. D’aquesta manera es guanya energia no només en la primera mitja orbita, siné
també quan es va cap al Sol. La variacié de 'angle d’atac de la vela esta relacionada
amb el periode de rotacio de la segiient manera,

do _ly (13)
dt  2dt

Si integrem l'equacié (43) tenim que I'angle d’atac es defineix com a = «ag + f/2.
En les nostres simulacions hem considerat cg = 7. Tal i com es pot veure en la Figura
14 s’ha de fer una rotacié de 180° un cop per orbita, per tant s’ha de procurar evitar
les orbites d’altitud baixa. Aquest problema es pot solucionar considerant una vela
reflectora per les dues cares, d’aquesta manera no s’ha de fer la rotacié de 180° ja que
les dues cares serveixen.

rotacié de 180°

=1

direcci6 Sol
—45°

Figura 14: Control direccional per una vela solar.

A la Figura 15 podem veure la variacio respecte el temps del semieix major, I’excen-
tricitat, I’angle d’atac i I’orbita que surt, considerant les mateixes condicions inicials
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que en 5.1. També observem que a mida que va passant el temps 1’orbita es va fent
cada cop més el-liptica.

0.1 T T T T 53000

0.09
52000 -
0.08
0.07 | 4 51000 |-
0.06
50000 -
© 005 3
49000 |-
0.04
0.03 | q 48000 |
0.02
47000 |-
0.01
0 L L . . L 46000
0 1 2 3 4 5 6 4 1 2 3 4 5 6
orbita orbita
2 T T T T T 60000
15 4
40000 |
1 4
20000 -
05
8 0 = 0
05
-20000 |-
gk
-40000 |-
15
2 . . . . . 60000 . . . .
0 1 2 3 4 5 6 60000 -40000  -20000 0 20000 40000 60000
orbita T

Figura 15: Control direccional, (a) excentricitat respecte t, (b) semieiz major respecte t, (c)

angle d’atac respecte t, (d) Orbita descrita per la vela solar.

Com abans es pot veure quina és la variacié del semieix major sobre un periode de
I'orbita. Ara

T(f):/f|cos3(g+g)| per 0 < f < 2m. (44)
Si s’integra (40),
1
Aa = 3&:&3. (45)

5.3 Optimitzaciéo del Control Direccional

Les dues maniobres presentades han provat la seva eficiencia i la possibilitat d’escapar-
se de la Terra. Pero ara s’intenta millorar aquests resultats maximitzant el guany d’e-
nergia instantani, que es creu que fara disminuir el temps d’escapament. Per tant s’ha
de saber quin és 'angle que maximitza el canvi d’energia instantani.

Sigui ¢ un vector unitari en la direcci6 de la velocitat i sigui ¢ I'angle entre aquest
i la direccié del Sol. Sigui a I'angle d’atac, 7 el vector normal a la vela i [ la direccié
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del Sol, tots dos vectors unitaris tal i com es veu a la Figura 16.

v

direccié Sol

Figura 16: Optimitzacié del control direccional per una vela solar.

Si es considera el producte escalar entre les equacions del moviment (17) i el vector
velocitat

—T-mur;:w,n) 7, (46)

s’observa que la part esquerra de 1’equacié (46) es pot reescriure com

v, Fv d, 1, , pu
T Ut = (500 =), (47)
que és la variacié de 'energia total (F). Per tant la variacié d’energia ve donada per,

dE -
== k(l, 7). (48)

Com estem suposant que la direccié del Sol és fixe (I = (1,0)), si ¢ és Iangle del
vector velocitat (U= (cos g, sing)), el vector normal és 77 = (cos «, sin «) i llavors,

(I, 71)%7 - T = cos® avcos(p — ). (49)

Es vol trobar I'a que maximitza ‘il—]f, aixi que es deriva respecte « i es busquen els
ZeTo0s.

Ey(a) = kcos® acos(p — a), (50)
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i llavors,

dE
d—t(oz) = K cos a—2sina cos(p — ) + cos asin(p — a)). (51)
o
Aixf que 2t = 0 si i només si (a) cosa = 06 (b) —2sin o cos(p — a) + cos asin(p —
a) = 0. Observem que si cosay = 0 llavors E;(ag) = 0, per aquests ag no ens sera
possible guanyar energia, per tant volem els oy que fan que (b) sigui zero. Usant les

identitats trigonometriques (36) i reajustant les variables podem reescriure (b) com
—2sin(2a — ) — 3 sinp. Per tant,

3 1 i
—5 sin(2a — ) — 5 singp =0 < sin(2a — ¢) = —SH;SD. (52)

Sabent que sin § = sin(m — 3) es pot trobar per cada ¢ I'a que satisfaci (52):

1. sin(2a — ¢) = —SinT“’ = a= % (<p+ arcsin (—%)) + km.

2. sin(m — 2a + @) = —SinTSD = o= % (90 — arcsin (_g)) + @W'

S’ha d’escollir el k tal que o € [—7, 7] i maximitzi (50). Observem que si £ (a*) > 0
I'energia augmenta i per tant tindrem un maxim i si £;(a*) < 0 I'energia decreix i tenim
un minim, si en canvi E;(a*) = 0 'energia es mantindra igual. Hi ha casos en els quals
Eiy(a) < 0 fent impossible maximitzar 1’energia, en aquest casos escollirem 'a que

manté I'energia constant.

A la Figura 17 podem veure els resultats per aquesta tercera maniobra, on igual que
abans podem veure I'orbita resultant i la variacié de I'excentricitat, el semieix major i
I’angle d’atac respecte el temps.

Si es mira la variacié del semieix major amb aquesta eleccié de 1’angle, tenim que

T(f) = rcos® a*|sin(a* — f)| for 0 < f < 2. (53)

Integrant (40) s’obté
2.92K

i

Aa = a’. (54)

5.4 Conclusions

En aquest apartat s’ha pogut veure tres maniobres per escapar de la Terra. En
totes tres es pot veure que a mida que augmenta el semieix major les orbites es fan
més el-liptiques.

S’ha fet una estimacié analitica de I'augment del semieix major i podem obser-
var que les tres depenen fortament del semieix de ’0orbita inicial. Pero de totes tres
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Figura 17: Optimitzacid del control direccional, (a) excentricitat respecte t, (b) semieiz major

respecte t, (¢) angle d’atac de la vela respecte t, (d) Orbita descrita per la vela solar.

I'optimitzacié del control direccional obté els millors resultats i per tant és la millor
eleccio.

També hem fet unes simulacions per estimar el temps d’escapament per a les tres
maniobres. Hem considerat que ens escapem de la Terra quan I'energia (h) és positiva,
i.e. el moviment relatiu Terra - Vela és hiperbolic. S’observa que la maniobra que
optimitza el control direccional necessita aproximadament 71 dies per escapar de la
Terra mentre que el control direccional en necessita uns 285. El control On - Off es
queda bastant enrere necessitant prop més d’un any per escapar. A les figures 18, 19 i
20 podem veure les orbites resultants per a les tres maniobres. En elles podem veurem
la variacié de ’excentricitat i I'energia respecte el temps i les orbites resultants.
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Figura 18: Control On - Off, (a) variacio de ’excentricitat respecte el temps, (b) variacid
de Uenergia respecte el temps i (c) 'orbita resultant.
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Figura 19:  Control direccional, (a) variacid de l’excentricitat respecte el temps, (b) variacid
de l’energia respecte el temps i (c) l'orbita resultant.
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Figura 20:  Control direccional optim, (a) variacid de l'excentricitat respecte el temps, (b)
variacié de l’energia respecte el temps i (¢) l'orbita resultant.
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6 Dinamica Natural del Problema

En aquesta seccié hem intentat entendre la dinamica quan I'angle de la vela és fix
i no es fa cap mena de control sobre el satel-lit. Usarem com a model les equacions
presentades a la seccié 4.3. Recordem que les equacions (38), (39) es poden veure com
una pertorbacié del RTBP o el Problema Restringit Bicircular (BCP).

Es ben sabut que el RTBP té 5 punts d’equilibri (L;), tres sobre I'eix de les z’s i dos
formant un triangle equilater amb els dos primaris [18]. Els tres col-lineals s6n lineal-
ment inestables (centrexsella), i els equilaters sén linealment estables (centrex centre).
Si pertorbem aquest model amb 1'efecte del Sol, ja sigui amb la seva massa (BCP) o
bé amb la radiacié solar (BCPS) i aquesta no és molt gran, els punts fixes esdevindran
orbites periodiques. Aixi que buscarem quines son les orbites que ens apareixen en els
nostres models i la seva estabilitat.

1 T T T

XL5
0.5 b
L, I Ly
0 o D
J Ts
0.5 - i
XL4
1 L !
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 21: Posicid dels cossos i els punts d’equilibri en el RTBP en coordenades sinodiques.

Considerem la seccid de Poincaré:

P .o : R — R*

(r,6,8, ) — ¢ (t;m, e k) (55)

on 7 = 27 /ws és la freqiiéncia de la pertorbacié. Sigui ¢, (t;x, €, k, @) el flux definit pel
sistema Hamiltonia (39):

Hpeps = 503+ 0)) + ype — 2py —

1 sin(wst) — o cos(w,t
e, (L - pnlet) - reoso))
rps as

kcos? a (ysin(wst — a) — z cos(wst — a)),
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on k és l'efectivitat de la vela, a és 'angle d’atac de la vela i ¢ fa referencia a la massa

del Sol.

Com podem observar hi ha tres variables per jugar ¢, kK i o, amb € € [0,1], « €
[—7/2,m/2] i k € [0,k¢]. Observem que sie =k =006¢ =01 a = +xm/2 lefecte del
Sol és menyspreat i tenim el RTBP, per al qual coneixem els seus punts fixes. En les
simulacions fetes a la seccié 5 hem usat veles que tenen una acceleracié caracteristica
de Imm/s? que en les unitats que tenim pel sistema Hamiltonia correspon a ry =

0.36755365918.

Comencarem buscant les orbites periodiques que existeixen afegint 1’efecte gravi-
tatori del Sol (i.e. ¢ = 1) i mantenint l'efecte de la vela al marge (ie. K = 06
a = +7/2). Hem usat un metode de continuacié per a la funcié P- o (z,€) variant € de
0 a 1, aplicat als punts fixes Lq, Lo i Ly, els dos col-lineals més propers a la Lluna i un
dels punts triangulars. Hem escollit aquests punts ja que per les simetries del problema
el comportament al voltant de L4 i L5 és el mateix i L3 té poc interes en el disseny de
missions espacials.

Un cop tinguem les orbites periodiques que hi ha en el Problema Restringit Bicircu-
lar (BCP), afegirem ’efecte de la vela i estudiarem les orbites periodiques que existeixen
si mantenim la inclinacié de la vela («) fixe durant el periode total de I'orbita.

Cal mencionar que degut a la forta inestabilitat dels punts col-lineals (L, Ly) hem
usat un tir paral-lel en el calcul d’aquestes (veure Apendix C).

6.1 Comportament al voltant de L,

Com ja hem dit hem comencat buscant quines sén les orbites periodiques que hi ha
al voltant de L; en el BCP. Aquestes sén les orbites que prendrem com a condicions
inicials per a buscar les orbites periodiques que existeixen quan afegim 1’efecte de la
vela. A la Figura 22 podem veure la continuacié de les orbites periodiques del RTBP
(¢ = 0) al BCP (¢ = 1). Aquestes orbites son totes linealment inestables (centre x
sella).

Un cop tenim l’orbita periodica que hi ha al voltant de L; per al BCP afegim I’efecte
de la vela i mirem per a quins parametres existeixen orbites. Aquestes depenen de dos
parametres, I'angle d’atac («) i efectivitat de la vela (k), llavors fixarem un dels dos
parametres i continuarem respecte 1’altre per a buscar aquestes orbites.

6.1.1 Continuant respecte 1’efectivitat de la vela «

......

riodica de la Figura 22 i fixarem un cert angle d’atac («) i continuarem respecte 1’efec-
tivitat de la vela (). Durant la continuacié també estudiarem ’estabilitat d’aquestes.
Hem fet els calculs per a diferents angles per a veure com es comporten respecte aquest.
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Figura 22: (Esquerra)Continuacio de les orbites periodiques del RTBP al BCP al vol-
tant de Ly. (Dreta) Orbita periodica al voltant de Ly en el BCP.

A la Figura 23 (esquerra) podem veure el resultat per a a = 0°,20° i 30°, per
aquests angles no arribem a trobar orbites periodiques per a K = ky. Aix0 es deu a
que la forca de la vela és més forta que la forca d’atraccié de la Terra i la Lluna, fent
que les orbites s’escapin.

A Figura 23 (dreta) podem veure les orbites resultants per a o = 45°,60° i 80°. En
aquests casos si existeixen orbites periodiques per a K = k¢. Podem intentar continuar
respecte l'angle per a k fixats per a veure quin és I’angle maxim per al qual és possible
trobar orbites periodiques.
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Figura 23: (Esquerra)Continuacié de les orbites periodiques del BCP al BCPS al vol-
tant de Ly per a o = 0°,20° i 30°. (Dreta) Continuacid de les orbites periodiques del
BCP al BCPS al voltant de Ly amb o = 45°,60° ¢ 80°. La linia continua representa
les orbites centrex sella i la discontinua les sellax sella.

També hem estudiat I'estabilitat de les orbites periodiques resultants, quan o =
0°,20° i 30° trobem canvis d’estabilitat en els punts de retorn, les orbites passen de
centrexsella a sellaxsella. Per als altres a’s no hi ha canvi d’estabilitat, les orbites son
sempre centraxsella (Figura 23).
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6.1.2 Continuant respecte ’angle d’atac «

Si ara fixem k i fem variar @ podrem veure per quines inclinacions de la vela
existeixen orbites periodiques per a una vela fixada.

Hem comengat amb 'orbita que hi ha en el model BCP i donada una efectivitat
k fixada variarem l’angle de la vela de 90° fins que ens sigui possible, recordant que
a € [—90°,90°].

A la Figura 24 podem veure que per ’s petits (0.1 i 0.2) existeixen orbites pe-
riodiques per a qualsevol angle, mentre que quan l'efectivitat de la vela creix aixo
ja no és possible. En aquest cas per a kK = 0.3 existeixen orbites periodiques per a
a € (34°,90°] i per a Ky existeixen orbites periodiques per a a € (40°,90°]. En aquest
casos la vela genera una forca suficient per escapar de 'atraccié dels altres cossos, lla-
vors per tal de mantenir-se cal posar la vela lleugerament inclinada per disminuir la
seva forga.
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Figura 24: Continuacid de les orbites periodiques per a k = 0.1,0.2,0.3 7 k¢ @ la seva
estabilitat. La linia continua representa les orbites centrexsella i la linia discontinua

les sellax sella.

Si ens fixem en l'estabilitat de les orbites periodiques podem veure com hi ha un
canvi d’estabilitat en els punts de retorn per a k = 0.3 1 k5 passant de centrexsella
a sellaxsella, mentre que per a k = 0.1 i 0.2 les orbites sén sempre centre xsella tal i
com podem veure a la Figura 24.

6.2 Comportament al voltant de L-

Igual que en l'apartat anterior, per a poder trobar les orbites periodiques en el
model BCPS necessitem primer coneixer les orbites periodiques que hi ha en el BCP.
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Hem continuat des del punt fix Ly en el RTBP (¢ = 0) fins al BCP (¢ = 1), obtenint
el que podem veure en la Figura 25.
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Figura 25: (Esquerra)Continuacid de les orbites periodiques del RTBP al BCP al vol-
tant de Ly. (Dreta)Orbita periddica al voltant de Ly per al BCP.

Un cop tenim l'orbita periodiques del BCP la podem continuar i veure que és el
que passa quan afegim l'efecte de la vela. Tornarem a fixar un dels dos parametres «
6 k 1 farem variar l'altre per veure quines sén les orbites que existeixen.

6.2.1 Continuant respecte 'efectivitat de la vela s

Igual que abans prenent com a condicio inicial I’orbita periodica que hi ha al voltant
de Ly pel model BCP (Figura 25 (dreta)), fixarem un angle inicial i continuarem
respecte l'efectivitat de la vela. Hem fet els calculs per als mateixos angles que per
Ly i podem observar resultats similars. Per a a = 0°,20° i 30° no existeixen orbites
periodiques per sy, mentre si n’hi ha per a o = 45°,60° i 80° tal i com es mostra la
Figura 26.

Com abans, mentre hem continuat les orbites periodiques hem mirat la seva esta-
bilitat. Per als angles 0°,20° i 30° tenim un canvi d’estabilitat, passant centrexsella a
sellaxsella tal i com es veu a la Figura 26. En canvi per les orbites amb a = 45°,60° i
80° no hi ha canvi d’estabilitat essent totes centre xsella.

6.2.2 Continuant respecte ’angle d’atac «

Ara volem veure per una k fixada quin és 'angle maxim per al qual existeixen
orbites periodiques. Per tant comencant amb 'orbita periodica del BCP amb a = 90°
i fixant k continuarem respecte I'angle d’atac («).

Igual que amb L; hi ha alguns valors de k com 0.1 i 0.2 per als quals existeixen
orbites periodiques per a tots els angles i d’altres com ara 0.3 i Ky en que existeixen
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Figura 26: (Esquerra)Continuacié de les orbites periodiques del BCP al BCPS al vol-
tant de Ly per a o = 0°,20° 7 30°. (Dreta)Continuacid de les orbites periodiques del
BCP al BCPS al voltant de Ly amb o = 45°,60° ¢ 80°. La linia continua representa
les orbites centrex sella i la discontinua les sellax sella.

només per a a € (ag,90°] tal i com es pot veure en la Figura 27. L’estabilitat de les
orbites periodiques també es pot veure en aquesta Figura.
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Figura 27: Continuacio de les orbites periodiques per a k = 0.1,0.2,0.3 i k¢ @ la seva
estabilitat. La linia continua representa les orbites centrexsella mentre que la linia
discontinua sellax sella.

6.3 Comportament al voltant de L,
Per comencar continuarem els punts fixes que hi ha al RTBP per veure quines

orbites periodiques ens apareixen en el BCP tal i com podem observar a la Figura 28.
Com podem veure per al BCP al voltant de L, hi ha 3 orbites periodiques totes elles
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inestables. Nosaltres farem servir I’orbita més propera a L4 per a les continuacions del

BCP al BCPS.
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Figura 28: (Esquerra)Continuacid de les orbites periodiques del RTBP al BCP al voltant de
Ly. (Dreta) Orbites que hi ha al voltant de Ly al BCP.

Com ja hem fet amb els altres punts, a partir de l'orbita periodica del BCP fixarem
un dels dos parametres a 6 k i variarem ’altre per a trobar les orbites periodiques que
existeixen quan afegim 'efecte de la vela.

6.3.1 Continuant respecte ’efectivitat de la vela s

Ara fixarem diferents angles d’atac « i continuarem respecte 'efectivitat de la vela
k a partir de l'orbita periodica més propera a L4 (28 (dreta)).

Hem fet el mateix per a diferents valors de ’angle a = 0,30°,45°,60°. Tal i com
podem veure a la Figura 29 (esquerra), no existeixen orbites periodiques per a k = k.
Podem observar que a mida que I'angle augmenta, i per tant ’area projectada que té
la pressio solar disminueix, trobem orbites periodiques per a valors més grans de k.

Hem provat també per a a = 85°,86°, 87° aqui si existeixen orbites periodiques per
a k = ks tal com es pot veure a la Figura 29 (dreta).

Hem estudiat també 'estabilitat per aquestes orbites i per als primers casos a =
0,30°,45°,60°, hi ha un canvi d’estabilitat en els punts de retorn tal i com es veu a
la Figura 29, on la primera part de les orbites periodiques que trobem sén inestables
(centrex sella) mentre que l'altra meitat sén estables (centrex centre). Per als angles
en que existeixen orbites per k = £y no hi ha canvi d’estabilitat, totes les orbites sén
inestables (centrexsella).

Un canvi en I'estabilitat moltes vegades dona lloc a una bifurcacié i algunes branques
poden apareixer. Pero aquest no és el cas.
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Figura 29: (Esquerra)Continuacié de les orbites periodiques per o = 0°,30°,45° 1
60°. (Dreta) Continuacid de les orbites periodiques per o = 85°,86° i 87°. La linia continiua
representa les orbites inestables mentre que la linia discontinua representa les orbites estables.

6.3.2 Continuant respecte ’angle d’atac «

Ara fixem k i fem variar o per a veure si d’aquesta manera som capacos de trobar
més orbites periodiques per a k¢. Comencarem amb o = 90° i per tant I'efecte de la
vela queda anul-lat. Aqui les orbites periodiques que apareixen sén les del BCP i a
partir d’elles les podem continuar. El mateix es pot fer per a a = —90°, i degut a les
simetries del problema obtenim situacions similars.

Les simulacions fetes sén per a x = 0.1,0.2,0.3, k5. Podem veure que com més
petita és k hi ha més angles per als quals existeixen orbites periodiques.
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Figura 30: Continuacio per a valors de k =0.1,0.2,0.3, k.

També hem estudiat la seva estabilitat i no apareixen canvis.
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6.4 Conclusions

Les grafiques que observem en els tres casos son diferents, pero mostren resultats
similars. En tots tres casos quan continuem respecte k, per a angles petits no existeixen
orbites periodiques per k = Ky, tot i aixi al voltant de L; i L, existeixen orbites
periodiques per a k’s molt més grans que no pas al voltant de L,. Per exemple, per
Ly i Ly per a = 30° existeixen orbites periodiques per k = 0.26 a L1 i k = 0.29 a
Ls, en canvi, al voltant de L, per a = 30° només existeixen orbites periodiques fins a
Kk~ 3.9-107%. Per L, hem de prendre o = 86° per a que existeixin orbites periodiques
per a k = 0.2.

Com que el punt L, és estable qualsevol forca alla és important i per quedar-nos
al voltant necessitem veles poc eficients o considerar angles per la vela propers a 90°
anul-lant quasi tot I'efecte d’aquesta. En canvi L; i Ly sén inestables i necessitarem
veles més efectives per a maniobrar, permetent-nos prendre angles més petits aprofitant
al maxim l'efecte de la vela.

Si mirem els resultats obtinguts fixant i variant ’angle d’atac o podem observar
els mateixos resultats. En aquest cas veurem per una efectivitat de la vela (k) fixada
els angles possibles per als quals existeixen orbites periodiques. Al voltant de L i
Lo, per a k = 0.1 1 0.2 existeixen orbites periodiques per a tots els angles mentre que
per a k = 0.3 1 Ky hi ha alguns angles per als quals aix06 no és possible. A mida que
I'efectivitat de la vela va augmentant menys son els angles disponibles. En canvi al
voltant de L, necessitem efectivitats de la vela molt més petites x ~ 2-10~* per a tenir
orbites periodiques per tots els angles.

Amb tot aix0 podem concloure que al voltant de L, es necessiten veles molt poc
efectives per a quedar-se orbitant a la vora, mentre que al voltant de L i Ly si que és
necessaria més efectivitat. Les orbites que hem trobat sén inestables (centrexsella),
haurem de trobar alguna maniobra de control per a no allunyar-nos. Hauriem de veure
si existeix alguna amb la vela que ens permeti quedar-nos-hi, fent que aquesta deixi de
tenir el seu caracter inestable.
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A  Existéncia d’Orbites Periodiques al Voltant de L;

A la seccié 4 hem vist que el BCPS es pot veure com una pertorbacié del RTBP.
Per tant els punts de libracié L; ja no son fixes sin6 orbites periodiques. Aixo és degut
al Teorema de la Funcié Implicita tal i com es pot veure el la segiient proposicio.

Proposicié 1. Sigui

i = f(z) +eglo, 1), (56)
una EDO, on g(x,t) és una funcié amb una dependéncia periodica del temps (g(x,t) =
g(x,t+2m)), i sigui x = 0 un punt fiz de f(x).

Si pi ¢ Spec{D,f(0)} amb p € Z, llavors existeix un €q tal que Ve < &g, (56) té
una unica orbita periodica de periode 2.
Demostracié:

Sigui P.(x) la seccié de Poincaré a temps 27:

P : R* — R"

r o Puz) = dun(a) (57)

i considerem 1’equacio

P(z(e)) — x(e) = 0. (58)
Per ¢ = 0, z(0) tenim una soluci6é del sistema. Ens agradaria estendre aquesta
solucié per a diferents valors de ¢.

Si derivem (58) respecte ¢,
D,P.(x(¢))x'(¢) + D.P-(z(e)) — 2’ () =0
Y

(D, P.(z(¢)) — Id)2'(¢) = —D.P.(z(¢)).

Per tant si D, P.(z(¢)) — Id és invertible per € = 0 també ho sera per algun ¢ < &.
Sent capagos de trobar solucions de (58) per €. Observem que aixo és possible si i
només si 1 ¢ Spec{D,FPy(x(0))}.

Es sabut que si & = f(z) les equacions variacionals satisfan M = [D,f(z)]M.
Per tant D,Py(0) = eP+/(27 &g la diferencial de 'aplicacié de Poincaré. Si A €
Spec{D,Py(z(0))} = Ju € Spec{D,f(0)} t.q A= e*™ llavors A = 1 & 21 € 27iZ,
1 per tant p € iZ.

U

En el nostre cas la seccié de Poincaré inicial ve donada per les equacions del RTBP i
els valors propis al voltant dels punts L; son complexos i per tant podem aplicar aquest
fet.
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B El Metode de Continuacio

Suposem que volem resoldre f(z,A\) =0onz € R* A€ i f(x,\) € R". Com que
no tenim una tnica solucié, hi ha una corba de solucions a l'espai (z, ). Volem tenir
una aproximacio d’aquesta corba i per tant hem de ser capacos de trobar punts sobre
ella. Per a fer aixo farem servir un metode de continuacié amb un pas de prediccié i
un de correccio.

B.1 El Metode de Prediccid

Suposem que tenim calculats uns quants punts de la corba i desitgem predir un
nou punt per tal de poder refinar amb un Newton. El més usual és prendre el vector
tangent a la corba 7, i avancar un cert pas (s) en aquella direccié. Sigui y,, 'dltim
punt calculat, considerarem com a nova condicié inicial ,,41 = Ym + SU4e. Veure Figura
31.

o Ym+1 = Ym + SUtg
tg

Figura 31: Prediccio mitjangant el vector tangent.

Moltes vegades el calcul de i, pot ser complicat, en aquest casos podem prendre
com a aproximacié d’aquest v = v, — ym_1. Aixi, en aquests casos considerarem com
a condici6 inicial ¥p11 = Y + sﬁ. Veure Figura 32.

[+

Y1 = Ym F S

=t

Figura 32: Prediccid prenent una aprorimacid del vector tangent.

L’eleccié del pas s esta relacionada amb el comportament de la corba i la precisié
que estiguem buscant. De vegades és convenient usar un control de pas, per a escollir
el pas que millor s’escaigui en cada punt de la corba.
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B.2 El Metode de Correccio

Suposem que el metode de prediccié ens ha donat una condicié inicial zg = (g, \o)
tal que f(zp) és petit, el que volem és trobar una correccié hg tal que f(zo + hg) = 0.
Si prenem el desenvolupament de Taylor:

f(20+ ho) = f(20) + Daf(20)ho + O(||ho||*) = 0, (59)

ometent els termes de segon ordre,

D, f(20)ho = —f(20), (60)

es redueix el nostre problema a resoldre un sistema lineal. Observem que D,f €
M (n41, aixi que buscarem la solucié de norma minima, d’aquesta manera tindrem
una unica solucié i estarem trobant una solucié que ens permetra anar avancant en la
direccié que estem continuant. Com que hem menyspreat els termes de segon ordre
f(20 + hg) # 0, perd serd una millor aproximacié ja que f(zo + ho) = o(h?). Iterant
aquest procés:

Y = Yr—1 + hu,
(61)
D f(yx—1)(hi) = —f(yr—1)-

Pararem el metode quan || f(yx)|| 6 |||l sigui prou petit.

Encara ens resta saber com podem trobar la solucié de norma minima de (60).
Suposem que tenim un sistema lineal qualsevol Az = b amb A € M,y (n11), rang(A) =
nib € R" §Sitenim una solucié particular p i un element del nucli v, l'espai de
solucions esta parametritzat per ¢ = p + yv. Si el que volem és la solucié de norma
minima cal que (v, q) = 0.

(0,9) + 7{0,0) = 0= 7 = — (62)

Per tant tot es redueix a trobar una solucié particular (p) i un element del nucli
(v). Primer aplicarem una transformacié de Gauss a la matriu del sistema per tal de
tenir una matriu triangular,

@11 Airz2 -+ Q1p A1n4l
0 Qg9 -+ A2pn G2n41

A= .
0 o 0 Appn Qpntl

Com que rang(A) = n tenim que a,, 6 a, 41 s6n diferents de zero, suposem doncs
que a,, # 0. Llavors si considerem z,,1; = 0 i resolent el sistema
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Q11 Ar2 -+ QAin T by
0 Qg9 -+ Q2n T2 by

0 - 0 apnn Ty b,
tindrem una solucié particular del nostre sistema lineal.

Per tal de trobar una solucié del nucli farem servir un truc similar, ja que el que
volem és trobar una solucié de Ax = 0. Si ara el que considerem és x,, 11 = —1, resolent
el sistema lineal

1,1 Ar2 -0 Q1p T A1,n+1

0 Q22 -+ Q2n X2 a2 n+1
fry . s

0 e 0 Qpon T Ap n+1

obtenim un element del nucli.

Observem que si @, = 01 a1 7 0 podem fer el mateix realitzant un canvi de
columnes (a;, «~ @;ni1)-

B.3 Control de Pas

Quan continuem una corba el metode de continuacié necessita un pas s que es pot
entendre com una aproximacié de la distancia entre els punts sobre la corba. Per tal
de no tenir problemes mentre estem continuant i perdre informacié sobre la corba cal
fer un control de pas que tingui present la forma de d’aquesta. Prendrem passos grans
quan la corba sigui bastant plana i passos més petits en aproximar-nos a curvatures
més pronunciades.

El criteri que hem fet servir és el segiient:

e Si Newton triga menys de 2 iterats en convergir incrementarem el pas, prenent
s = 1.5s.

e Si Newton triga més de 5 iterats en convergir disminuirem el pas, prenent s =

0.5s.

e Si l'angle (a) entre 3 punts successius (Ym—2,Ym—1 1 Ym) és més gran que 0.2
disminuirem el pas (s = 0.5s) i refarem el calcul de y,,.

Cal tenir en compte que en alguns casos podriem anar disminuint el pas (s) de
manera indefinida, per tant considerarem un rang d’accié, s € [Spin, Smaz). En les
nostres continuacions hem considerat s,,4, = 1072 i 8y = 1075,
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C Tir Paral:lel

Degut a la forta inestabilitat al voltant dels punts col-lineals (L i Ls), el calcul
d’orbites fent seccié de Poincaré és dificil, ja que sin6 tenim una molt bona aproximacid
sera molt dificil que Newton convergeixi. Aix0 és degut a que si tenim una condicié
inicial zy que diferencia € de l'orbita periodica z* (|zog — 2*| = ¢€), llavors en fer secci6
de Poincaré |P(xg) — 2*| = g™, on X és el valor propi de modul maxim. Com que en
aquest cas A\ és gran el que passa és que per petit que sigui l'error inicial aquest creix
de forma exponencial fent impossible la convergencia pel metode de Newton.

En aquests casos haurem de recorrer a una tecnica alternativa, el tir paral-lel. El
tir paral-lel consisteix en dividir la seccié de Poincaré en subseccions de Poincaré de
manera que el factor que maximitzava l'error inicial no sigui tant gran, en el nostre
cas hem pres 4 subseccions, tal i com podem veure a la Figura 33 i llavors trobar una
orbita periodica sera equivalent a buscar un zero de la funcio,

Cbm (7'3; $3)

6, (0; )

bra(i00)

Figura 33: Orbita per a fer el tir paral-lel.

¢T1 Oa Lo, )‘) — I
T1, X1 )\) — T2
F To,X1,T2,T3 A) = ¢T2( ’ ’ 63
( T ) ¢7‘3(7_2;x27 )‘) — I3 ’ ( )
b7, (73373, A) — 20
onT; = % 1=1,...,41 )\ és un parametre, en els nostres casos sera €, k 6 «, depenent

del que estiguem fent en cada moment. ¢;(x,\) és el flux per z € R? i per tant
%(bt(to;x, A) = f(oi(to; z, A), A) amb ¢g(tg; z, \) = x.

Per a fer continuacié necessitarem la diferencial d’aquesta funcié i aquesta ve donada
per la matriu per blocs,
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8¢T1 (Oa xO)

D¢y, (0; 0) —1Id 0 . «
0 Dénfnim) -l o Unlniz)
DF =
' ’ Déry(ryiz2)  —1d W
_1d 0 0 Dé,, (75 73) W

Per a discutir 'estabilitat de les orbites periodiques ens interessa coneixer la matriu
de monodromia de I'aplicacié de Poincaré DP(x*). Aquesta la podem trobar a partir
de la matriu diferencial de F' tal i com podem veure a continuacio.

Lema 1. Sigui P(x) Uaplicacié de Poincaré
P: R* — R
(z) — ¢-(0;2) "
i F(x) Uaplicacio de tir paral-lel associada a P:
F: R16 — R

<x07x17x27'x3> — (¢TI(O7xO) _x17¢7'2<7-1;x1) — T2, ,
¢T3 (7_2; 1‘2) — I3, ¢7'4 (7_3; 1‘3) - 1‘0)

onNT="Ty .
Llavors,

DP(xO) = Da:¢'r4 (7_3; 1‘3)D$¢7-3 (7_2; x2)D$¢T2 (7_1; xl)Dasgbn (O’ 1‘0).

Demostracio:
Com sabem ¢T(0; :L'O) = ¢7'4 (7_3; ¢T3 (7_2; ¢7—2 (7_1; ¢7’1 (07 ZL‘Q))))

Llavors si derivem respecte x i aplicant la regla de la cadena tenim,

D¢T(07 :L‘O) = ngbm (7-3; $3)Dm¢73 (7_2; $2)Dx¢7—2 (7-1; xl)Dmngl (O, l‘o),
i per definicié DP(x¢) = D¢, (0; x). O
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Lema 2. Sigui P(x,\) laplicacio de Poincaré

P: RS s R4
(x,\) — (052, N)

i F(x,\) Uaplicacié de tir paral-lel associada a P:

F - Rl? _ R16
(l’o,[L‘l,ZEQ,l’g, )\) — (¢T1(O;x07 )‘) - x17¢72(7-1;x17 )\) — X2
Gry (T2 02, N) — T3, &7, (T3; 73, A) — T0)

onT ="Ty .
00, (0; .
Llavors % = vy, on vy ve donada per la recurréncia,
v — angl (07 :L‘l)
' AN
0o, (Tz‘—l; 901‘-1) .
i = D T Ui— U — 2, 37 4
v Or,Vim1 + o\ 7
Demostracio:

escriure com X; = ¢, (1i-1; X;-1, A) per i = 1,2,3,4 amb Xy = x.

Si derivem respect A i aplicant la regla de la cadena:

0X; 0Xi 1 8@-(%‘—1%%—1)
=D, o, (1i_1; Xi_ :
a)\ {L'(bTZ(TZ 1, e 17)‘> 8/\ + 8/\ 9
i
8X0 . 8¢7‘1 (0;1‘1)
ox  oxn
: 0X; : : . .. .
si anomenem v; = N per ¢ = 1,2,3,4, tenim la recurréencia que deiem per al calcul
00,(0; )
de ————=.
)Y
R a¢71(0;561)
! AN

8<Z5n (Tifl; xifl)
oA\

v, = D(bnvifl -+ 1= 2, 3,4
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on,

Aixi que a partir dels blocs de la matriu DF' serem capacos de trobar DP.
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