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Opi1 =06, +p (mdd 1)
Xp+1 = 20 cos(2m0,) tanh(x,)
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{9n+1 =0,+p (méd1) O

Xn+1 = &(0n)f(xn)
cuando p es irracional, g : S' — [0, 00) es continua y log-integrable,

y f:[0,00) — [0,00) es C!, estrictamente creciente, f(0) =0y f’
es estrictamente decreciente.
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Opy1=0,+p (méd1) (1)
Xnt1 = &(0n)f (xn)
cuando p es irracional, g : S' — [0, 00) es continua y log-integrable,
y f:]0,00) — [0,00) es C!, estrictamente creciente, f(0) =0y f’
es estrictamente decreciente.

e Modelo Keller: f acotada, f'(0) e Ry

e Modelo Haro: f no necesariamente acotada, f'(0) = oo y

limp o TP <1

@ [Kel] G. Keller, A note on strange nonchaotic attractors, Fund. Math., 151
(1996), no. 2, 139-148.

@ [Haro] A. Haro, On strange attractors in a class of pinched skew products,
Preprint.
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Exponentes de Lyapunov para
sistemas triangulares dos
dimensionales

El exponente de Lyapunov vertical en el punto z viene dado por

Oxp
15

1
A(z) = limsup = log

n—oo n

Si p es una medida T-ergddica.
Por los teoremas de Oseledec y Ergédico de Birkhoff, para p-c.t.
punto z = (0, x)! € S! x R los dos exponentes de Lyapunov son:

n—1

1
)\(z):/ log |g|dm + lim 72|0g|f'(xk)|,
st e

(0, x)") = / log |R| dm,

S
siendo m la medida R-ergddica.
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Una medida de probabilidad i es T-invariante si,
WA = w(T7(A)) VA

Y es T-ergédica si (A) € {0,1} para todo A tal que T~1(A) = A.
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Una medida de probabilidad i es T-invariante si,
WA = w(T7(A)) VA

Y es T-ergédica si (A) € {0,1} para todo A tal que T~1(A) = A.

Si py v son dos medidas T-ergddica, entonces u(Sop(v)) =0y
vice-versa.
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Teorema

Para el sistema (1) existe una funcién semicontinua superiormente
@ :S' —[0,00)

cuyo grafo es invariante y verifica:
o lim,_ oo |xx — (k)| = 0 para c.t 6 € St y todo x > 0, cuando
m es la medida de Haar-Lebesgue de S!.

e La medida de Lebesgue del circulo, levantada al grafo de ¢ es
una medida de Sinai-Ruelle-Bowen; es decir

n—1
1
lim ;Zh(T"(G,x)t):/ ho T dm
n— oo =0 st

siendo h una funcién de clase C°.
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Teorema [Kel]
Para el sistema (1) existe una funcién semicontinua superiormente
¢ : St — [0, 00) cuyo grafo es invariante y verifica:
o limy_ oo |xk — (k)| = 0 para c.t 6 € St y todo x > 0, cuando
m es la medida de Haar-Lebesgue de S'.

e La medida de Lebesgue del circulo, levantada al grafo de ¢ es
una medida de Sinai-Ruelle-Bowen.
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Teorema [Kel]
Para el sistema (1) existe una funcién semicontinua superiormente
¢ : St — [0, 00) cuyo grafo es invariante y verifica:
o limy_ oo |xk — (k)| = 0 para c.t 6 € St y todo x > 0, cuando
m es la medida de Haar-Lebesgue de S!.
e La medida de Lebesgue del circulo, levantada al grafo de ¢ es
una medida de Sinai-Ruelle-Bowen.
e Sio:=f'(0)exp ([ logg(h)dh) > 1, entones ¢ =0y
A0, x) = A\, = log o para m-c.t. § € S* y cada x > 0.
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Teorema [Kel]
Para el sistema (1) existe una funcién semicontinua superiormente
¢ : St — [0, 00) cuyo grafo es invariante y verifica:
o limy_ oo |xk — (k)| = 0 para c.t 6 € St y todo x > 0, cuando
m es la medida de Haar-Lebesgue de S!.
e La medida de Lebesgue del circulo, levantada al grafo de ¢ es
una medida de Sinai-Ruelle-Bowen.
e Sio:=f'(0)exp ([ logg(h)dh) > 1, entones ¢ =0y
A0, x) = A\, = log o para m-c.t. § € S* y cada x > 0.
e Si o > 1, entonces A\(#,x) = A\, < 0 para m-c.t. y todo x > 0.
El conjunto {0 : ¢(6) > 0} tiene medida de Lebesgue total.
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Teorema [Kel]

Para el sistema (1) existe una funcién semicontinua superiormente
¢ : St — [0, 00) cuyo grafo es invariante y verifica:
o limy_ oo |xk — (k)| = 0 para c.t 6 € St y todo x > 0, cuando
m es la medida de Haar-Lebesgue de S!.
e La medida de Lebesgue del circulo, levantada al grafo de ¢ es
una medida de Sinai-Ruelle-Bowen.
e Sio:=f'(0)exp ([ logg(h)dh) > 1, entones ¢ =0y
A0, x) = A\, = log o para m-c.t. § € S* y cada x > 0.
e Si o > 1, entonces A\(#,x) = A\, < 0 para m-c.t. y todo x > 0.
El conjunto {0 : ¢(6) > 0} tiene medida de Lebesgue total.
Ademds

e si g(0) > 0 para todo § € S*, entonces ¢(#) > 0 para todo
6 € S'. En este caso ¢ es continua y si g es C*, entonces ¢ es C .
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Teorema [Kel]

Para el sistema (1) existe una funcién semicontinua superiormente
¢ : St — [0, 00) cuyo grafo es invariante y verifica:
o limy_ oo |xk — (k)| = 0 para c.t 6 € St y todo x > 0, cuando
m es la medida de Haar-Lebesgue de S!.

e La medida de Lebesgue del circulo, levantada al grafo de ¢ es
una medida de Sinai-Ruelle-Bowen.

e Sio:=f'(0)exp ([ logg(h)dh) > 1, entones ¢ =0y
A0, x) = A\, = log o para m-c.t. § € S* y cada x > 0.

e Si o > 1, entonces A\(#,x) = A\, < 0 para m-c.t. y todo x > 0.
El conjunto {0 : ¢(6) > 0} tiene medida de Lebesgue total.
Ademas

e si g(0) > 0 para todo § € S*, entonces ¢(#) > 0 para todo
6 esh En este caso ¢ es continua y si g es C*, entonces ¢ es C*.
e Si existe § € S' de manera que g(G) = 0, entonces el conjunto
{0 : ©(0) > 0} es “magro” y ¢ es discontinua en m-c.t. punto
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Digo que el grafo de una aplicacién o correspondencia ¢ es atractivo
para un sistema triangular dos dimensional si:
e es positivamente invariante
o im0 |Xn — ¢(0,)] = 0 para m-c.t 6 y un conjunto de medida
de Lebesgue positiva de x en cada fibra {6} x R.
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Xp+1 = &(0n)f (xn)
cuando p es irracional, g : S' — [0, 00) es continua y log-integrable,
y f:[0,1] — [0,1] es C?, unimodal, f(0) =0 = f'(1) y f' es
estrictamente decreciente.
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Modelo de Alseda y Misiurewicz

{on+l =0,+p (méd1) )

Xnp+1 = g(en)f(xn)

cuando p es irracional, g : S' — [0, 00) es continua y log-integrable,
y f:[0,1] — [0,1] es C?, unimodal, f(0) =0 = f'(1) y f' es
estrictamente decreciente.

Afadiendo alguna hipétesis adicional, demostraron un resultado muy
parecido al de Keller.

La funcién que da el atractor se define en CASI TODO PUNTO de la
base, y para el resto, la definen como 0 (ojo con la invariancia)

@ [L-M] LI. Alsedd y M. Misiurewicz. Attractors for unimodal quasiperiodically
forced maps, J. Difference Equ. Appl, 14 (2008), no. 10, 1175-1196.
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0n+1 = R(en)
{Xn+1 = g(0n)f(xn) )

cuando
e R:S' — S! es una aplicacién continua del circulo de grado 1
sin puntos periédicos
e g:S! — R continua y log-integrable
e f:R— ResC! (en R), estrictamente creciente, f(0) =0, y
f’|(_oo70) estrictamente creciente, y f’ (0,00) estrictamente
decreciente.
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0n+1 = R(en)
Xn4+1 = g(en)f(xn) (3)

cuando
e R:S' — S! es una aplicacién continua del circulo de grado 1
sin puntos periédicos
e g:S! — R continua y log-integrable
e f:R— ResC! (en R), estrictamente creciente, f(0) =0, y
f’|(_oo70) estrictamente creciente, y f’|(07oo) estrictamente
decreciente.

e si f/(0) € R, entonces f es acotada (en caso contrario

necesitariamos hipdtesis extra)

e si f/(0) = oo, entonces limy_o f(()) <1
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Romero Extender los resultados de Keller, Haro y Alseda y Misiurewicz al caso

9n+1 = R(en)
{XnJrl = g(en)f(xn) (3)

cuando
e R:S' — S! es una aplicacién continua del circulo de grado 1
sin puntos periédicos
e g:S! — R continua y log-integrable
e f:R— ResC! (en R), estrictamente creciente, f(0) =0, y
f’|(_oo70) estrictamente creciente, y f’|(07oo) estrictamente
decreciente.

e si f/(0) € R, entonces f es acotada (en caso contrario
necesitariamos hipdtesis extra)

e si f/(0) = oo, entonces limy_o f,f(();))

X <1

También nos interesa f : [—1,1] — [—1, 1] bimodal verificando
f(0) = f(£1) = 0 pero se complica toda la demostracién mucho.
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Aplicaciones del circulo:
resumen de lo que nos interesa
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R :S! — S! continua R
Una elevacién (/ift) suya es una aplicaciéon R : R — R que hace que
conmutativo el siguiente diagrama:

siendo fr(x) = x — [x]
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R :S! — S! continua R
Una elevacién (/ift) suya es una aplicaciéon R : R — R que hace que
conmutativo el siguiente diagrama:

siendo fr(x) = x — [x]
El grado de R viene dado por grado(R) = R(x + 1) — R(x).
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Si grado(R) = 1 se define el niimero de rotacién del punto 6 € St
como R
R"(0) — 0
p(0) = lim L

n—oo n

siendo R la tnica elevacién tal que R(0) € [0,1).



Conjuntos
atractivos en
ciertos sistemas

angulares NiUmeros de rotacion

Sara Costa
Romero

Si grado(R) = 1 se define el niimero de rotacién del punto 6 € St
como

R"(0) — 0
p(0) = lim L
n—oo n
siendo R la tnica elevacién tal que R(0) € [0,1).
@ Si p(0) € Q, 0 es un punto periddico
® Si R es no decreciente el nimero de rotacién esta bien definido y
es constante.
© En general, el conjunto de distintos nlimeros de rotacién de R es
un intervalo cerrado no degenerado.
O Si R no tiene puntos periddicos, entonces tiene un (nico nimero
de rotacién y es irracional.
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Las aplicaciones continuas sin puntos periédicos son UNICAMENTE
ergddicas.
Denotaremos su soporte por P.

e Es positivamente invariante

e Para todo 6 € St, w(f) = P.

e En P las érbitas se comportan como las rotaciones irracionales.
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e Rotacién irracional P = S e invariante y m Lebesgue

e Conjugada a una rotacién irracional P = S! e invariante y m
equivalente a Lebesgue

e Semiconjugada a una rotacién P es raro' (nowhere dense): el
interior de la clausura es el vacio. Tiene medida de Lebesgue 0.
e Contraejemplo de Denjoy (R homeomorfismo) P invariante y
perfecto
e No decreciente
e General

Inhomenclatura usada por los de Valladolid
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Para cada 6 definimos Jy como el mayor conjunto cerrado que
contiene a 6 pero a ninguno de sus iterados (para delante)
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Cémo es este conjunto P

Para cada 6 definimos Jy como el mayor conjunto cerrado que
contiene a 6 pero a ninguno de sus iterados (para delante)
P es la unién de los extremos de dichos intervalos.

Esta notacidn y los resultados al respecto estdn extraidos de:

@ [AK] J. Auslander e Y.Katznelson, Continuous maps of the circle without
periodic points, Israel J. Math., 32 (1979), no. 4, 375-381.



Propiedades Jy

e Los intervalos R"(Jp) = J;n s, son disjuntos 2 a 2.
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e Los intervalos R"(Jy) = J

nge) SON disjuntos 2 a 2.

e |os extremos van a extremos, y los intervalos a intervalos:
Si 6" es un extremo de Jp, entonces R(6’) es un extremo de
R(Jp) =J

R(6) "
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Los intervalos R"(Jy) = J

nge) SON disjuntos 2 a 2.

Los extremos van a extremos, y los intervalos a intervalos:
Si 6" es un extremo de Jp, entonces R(6’) es un extremo de
R(J) = JR(G).

Si R(8) = R('), entonces Jy = Jyr
Si 0’ # 0, entonces o bien Jy = Jpr 0 bien Jy N Jyr =10
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Propiedades Jy

Los intervalos R"(Jy) = J

nge) SON disjuntos 2 a 2.

Los extremos van a extremos, y los intervalos a intervalos:
Si 6" es un extremo de Jp, entonces R(6’) es un extremo de
R(Jo) = Jxo)-
Si R(8) = R('), entonces Jy = Jyr

Si 0’ # 0, entonces o bien Jy = Jpr 0 bien Jy N Jyr =10
Existe a lo sumo una cantidad numerable de intervalos Jy no

degenerados
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Propiedades Jy

Los intervalos R"(Jy) = J

nge) SON disjuntos 2 a 2.

Los extremos van a extremos, y los intervalos a intervalos:
Si 6" es un extremo de Jp, entonces R(6’) es un extremo de
R(Jo) = Jxo)-
Si R(8) = R('), entonces Jy = Jyr

Si 0’ # 0, entonces o bien Jy = Jpr 0 bien Jy N Jyr =10

Existe a lo sumo una cantidad numerable de intervalos Jy no
degenerados

Dado 6" € S!, no necesariamente distinto de 6, 6’ € w(f) siy
sélo si 0" es un extremo de Jy.
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Ademis,

e si 0 es un extremo de Jy no degenerado, para todo 6" € Jy
lim,— oo d(R"(6"), R"(6")) =0
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Ademis,
e si 0 es un extremo de Jy no degenerado, para todo 6" € Jy
limp—oo d(R"(6"), R"(6")) =0
e para todo 6 € P, Card(R~1(6) N P) = {1,2}. Siendo 2 para a lo
sumo una cantidad numerable de 6 € P.
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Ademis,
e si 0 es un extremo de Jy no degenerado, para todo 6" € Jy
limp—oo d(R"(6"), R"(6")) =0
e para todo 6 € P, Card(R~1(6) N P) = {1,2}. Siendo 2 para a lo
sumo una cantidad numerable de 6 € P.

e existe a lo sumo un punto 6" € Orb(0) U (Orb_(6) N'P) tal que
Card(R1(#") N P) = 2, donde Orb_(#) denota la érbita para
atras de 6.
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El conjunto P = P\ (Ugep UnezR"(6)) es positiva y negativamente
invariante. (P = {0 Card(R~1(8) N P) = 2}).
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El conjunto P = P\ (Ugep UnezR"(6)) es positiva y negativamente
invariante. (P = {0 Card(R71(0) N P) = 2}).
a@) =
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El conjunto P = P\ (Ugep UnezR"(6)) es positiva y negativamente
invariante. (P = {0 Card(R~1(8) N P) = 2}).

CI(P) =P

Si R es una rotacién irracional, o conjugado a una, P =gt

Si R es un contraejemplo de Denjoy, P = P.
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Bajo las hipdtesis anteriores:

@ existe una correspondencia bivaluada ¢ : D — R dada por

01— {7 (0), 0" (0)}

que es T-invariante, siendo " : S! — [0, 00) es semicontinua
superiormente, y ¢~ : S — (—o00, 0] semicontinua
inferiormente, y D = S! si R es un homeomorfismo, y D = P en
caso contrario.
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Bajo las hipdtesis anteriores:

@ existe una correspondencia bivaluada ¢ : D — R dada por

01— {7 (0), 0" (0)}

que es T-invariante, siendo " : S! — [0, 00) es semicontinua
superiormente, y ¢~ : S — (—o00, 0] semicontinua
inferiormente, y D = S! si R es un homeomorfismo, y D = P en
caso contrario.

® Para (0,x)t € St x R,
|Xn — ¥a| — 0 cuando n — oo

donde y € p(f), y x-y > 0.
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Denotamos por A el exponente de Lyapunov en x = 0:
A :=log f'(0) +/ log |g|dm
Sl

si f(0) € R, y en caso contrario A = oo.
©® Dependiendo del signo de A pueden ocurrir 2 cosas:
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Resultado Principal Il

Denotamos por A el exponente de Lyapunov en x = 0:
A :=log f'(0) +/ log |g|dm
Sl

si f(0) € R, y en caso contrario A = oo.
©® Dependiendo del signo de A pueden ocurrir 2 cosas:

e si A <0, entonces ' (0) =0 = ¢ (0) para m-c.t.
e si A >0, entonces »"(0) - ¢~ (0) # 0 para m-c.t.
En cuyo caso, x = 0 es un repulsor.
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O La medida R-ergdédica m se puede elevar a una medida definida
sobre el grafo de ¢ de la siguiente manera:

p(A) = S m(ms(AN grafole ")) + 5 m(ms(AN erafo(s))).

Es una medida T invariante y su soporte es
Sop(u) = Cl(¢) N (P x R).
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Resultado Principal IlI

@ Si 1 es T-ergddica, entonces el grafo de ¢ es un conjunto
atractivo minimal y si existe otro conjunto T-invariante D,
m(FAD) = 0.
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@ Si 1 es T-ergddica, entonces el grafo de ¢ es un conjunto
atractivo minimal y si existe otro conjunto T-invariante D,
m(FAD) = 0.

® Si i no es T-ergddica, el grafo de ¢ se divide en el grafo de dos
APLICACIONES &1, & : St — R de manera que

e sus grafos son T-invariantes y atractivos minimales

o u(grafo(&1)) = 3 = p(grafo(&2))
o u(Cl(grafo(&1)) N Cl(grafo(€2))) = 0
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Resultado Principal 1V

@ El exponente de Lyapunov vertical es negativo para todo x # 0y
m-c.t. 6.
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@ El exponente de Lyapunov vertical es negativo para todo x # 0y
m-c.t. 6.
En particular

o Si ues T-ergédica, para p-c.t. (6,x)", el exponente de Lyapunov
vertical viene dado por

)\::/ Iog|g|dm+1/ Iogf’ogp+dm+1/ log f' o™ dm
st 2 st 2 IS
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@ El exponente de Lyapunov vertical es negativo para todo x # 0y
m-c.t. 6.
En particular

o Si ues T-ergédica, para p-c.t. (6,x)", el exponente de Lyapunov
vertical viene dado por

)\::/ Iog|g|dm+1/ Iogf’ogp+dm+1/ log f' o™ dm
st 2 st 2 IS

e En caso contrario, 1 no es T-ergddica, las medidas
v1(D) = m(me(D N grafo(&1))) y v2(D) = m(we(D N grafo(&2)))

son T-ergddicas, y para vj-c.t. el exponente de Lyapunov vertical
es

Ai ::/ Iog|g\dm+/ log f’ o & dm.
st st
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Consideramos el sistema

9n+1 = R(en)

Xn1 = 7|cos(2m0,)|f(xn)
donde

tanh(x) si x >0
F) = | o2 tamni) en caso contrario.

1—tanh(2)2
Tiene dos atractores
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Consideramos el sistema

9n+1 = R(en)

Xn1 = 7|cos(2m0,)|f(xn)
donde

tanh(x) si x >0
F) = | o2 tamni) en caso contrario.

1—tanh(2)2
Tiene dos atractores
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El sistema

9n+1 = R(en)
X1 = 7(cos(270,) — 2)f (xn)

siendo

tanh(x—2)+tanh(2)

1—tanh(2)?

F(x) tanh(x) si x > 0
X) =
en el otro caso.

tiene un Unico atractor.
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Sara Costa El sistema
9n+1 = R(@,,)
X1 = 7(cos(270,) — 2)f (xn)
siendo
F(x) tanh(x) si x > 0
X) =
W en el otro caso.

tiene un Unico atractor.
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Esquema de la demostracion
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Basicamente jugar con las propiedades geométricas de la funcién f
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Caso Alseda y Misiurewicz

Se un resultado totalmente andlogo.

El primer paso de la demostracién es encontrar p*.

Con ella se puede acotar la regién donde se encuentra el grafo
invariante.
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Caso Alseda y Misiurewicz

Se un resultado totalmente andlogo.

El primer paso de la demostracién es encontrar p*.

Con ella se puede acotar la regién donde se encuentra el grafo
invariante.

Encontrarlo pero sélo en D.
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e Dénde podemos iterar para atras

e En donde estan definidas las funciones invariantes
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Pequenas sutilezas

Dénde podemos iterar para atrds
En dénde estan definidas las funciones invariantes
Una vez obtenida la invariancia para delante, buscarla para atras.

En cudntos puntos podemos asegurar que no se anula.
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iSu clausura es verdaderamente un atractor (métrico)?

e ;Qué pasa con los exponentes de Lyapunov fuera del grafo?
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Dénde podemos iterar para atrds

En dénde estan definidas las funciones invariantes

Una vez obtenida la invariancia para delante, buscarla para atras.

e En cudntos puntos podemos asegurar que no se anula.

iSu clausura es verdaderamente un atractor (métrico)?

e ;Qué pasa con los exponentes de Lyapunov fuera del grafo?



