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Capitol 1

Resultats chssics

En aquest capitol recordarem les definicions i algunes de les propietats basiques de la
transfomada de Fourier. Veurem el principi d’incertesa de Heisenberg i alguna de les
seves variants locals com un model del tipus de resultats que ens interessen. També
estudiarem dos teoremes classics, el teorema dels germans Riesz i el de Paley-Wiener
gue podem interpretar com a variants cualitatives del principi d’incertesa.

1.1 Analisi de Fourier basica

El nostre objectiu es concentaagn I'estudi de funcions d’una variable. Seran funcions definides
be enR o enT = R/Z.
Recordem les defincionsbiques.

Definici6. Si f € L'(R) definim la seva transformada de Fourfecom

FNQ = fQ) = [ e de,  (eR

Si f és una fund peribdica enR de perbdeT amb f € L'(]0,T]) definim els seus coeficients
de Fourierc(k) com

1 /T 4
c(k) = f/o fx)e 2mke/T gy, ke Z.

Podem estendre la definicde transformada de Fourier a mesures complexes (de variaci'o
finita) de forma natural. Per exemple ses una mesura €h es defineix

F)(©) = iQ) = [ e du(x).  ¢eR

De manera asoga podem definir laesie de Fourier d’'una mesura &h Recordem ara alguna
de les propietatsasiques de la transformada de Fourier que lliga el creixemerftaiab la
regularitat def:
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Proposicio 1.1. Si f € C*(R) i 27 f*)(x) és acotada per 8 < j < u, 0 < k < v, amby > 2,
aleshores la transformada de Fourier depertany aC*~2(R) i compleix

GFOO] < T sup(t + )5 @)

quank < u—2ij <. Si,anés,v > 2, llavors f € L!ival la formula d'inverso:

~

f@) = 5 [ FQdc = () = (F @), wek,

i la formula de Parseval:

1 R
Ydo = — [ If(QFR dc
L@ de = — [ 1) ¢

De forma a@loga tenim en el cas dérses de Fourier la ségnt proposid:

Proposicid 1.2. Si f € C¥(R) i f és perddica de periodd’, llavors els coeficients de Fourier
c(k) estan acotats de la manera semt:

le(k)| < (T/27|k[)* sup | f*)].
Sip > 2 aleshores

flx) = clk)e™e/T,

€L
amb convergncia uniforme i absoluta, i a @s,és \alida la formula de Parseval
r 2 2
[ i@ P de =73 le(k)®
0 ke

Gracies a la igualtat de Parseval podem estendre la defleda transformada de Fourier de
LY(X) N L*X) atotL?*(X) com una isometria. En efecte donada una foimnigi Z2(R), llavors
X_rrf — [ enL? Pertantgracies al teorema de Parseval

R )
/ f(x)e ™ do
R

es convergent eh? quanik — oo. El seu Imit és per definid la transformada de Fourier de

1.1.1 El principi de Heisenberg

Abans de enunciar el principi de Heisenberg necessitem veure com es comporta la transfomada
de Fourier respecte traslacions i modulacions. Per a qualsgvel R definim

fap(z) = e f(x — a).
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Aleshores
(fasY(Q) = € (f),-a(0)- (1.1)

Es a dir I'aplicacd f — fap preserva la normd?® de f i de f mentres deplaca el centre de
masses d¢ i de f ena i b respectivament. Recordem que:ses una mesura de probabilitat en
R definim la varancia deu com

_ s — )2
Vip) = nf | (@ —a) dp().
SiV(u) < oo, llavors s’assoleix quain = M (u) = [ x du(x).

Teorema 1.3.Sif € L2(R) i || f]]> = 1, llavors
1 .
% 2 Vi(— 2 >
(FRWV (I =
en altre paraules per a qualsevple L?(R) tenim,

La igualtat nonés s'assoleix quagi = Ceire=1(==2* ¢ e Ci~ > 0.

Demostradd. Podem suposar d’entrada que= b = 0 gracies a 1.1. Tan@suposarem que
zf(z) € L*i (f(¢) € L2. D'aquestdiltima suposid dedim quef i f € L! i per tantf és
continua ambyf (z) — 0 siz — oo. Per un altre part cori’)(¢) = i¢f(¢), llavors tenim que
f' € L2. Per tant, com qué f|?)’ = 2Re f f' tenim que per atotoco < c < d < oo

2Re [0 f )7 do = 2l J@P[— [ 1@ de

Com quef, zf i f' € L?, llavors el imit dezx|f(z)|> quanz — +oo existeix i ha de seb doncs
f € L2. Finalment hem vist que

/_O:O ’f(yc)‘? dx = QIm/_O:O xf(x)mdm
Per tant,
1718 < 4 [ 2 p@)de [ AR .

La igualtat s’assoleix noés quan: f = ~f/, és a dir sif = K™, ony < 0, doncsf € L2. &

Des del punt de vista de la teoria del senyal aquest regdtaha mica insatisfactori, doncs si

tenim una fund real f € L2(R) llavors la seva transfomada de Fourjesatist f(—¢) = f(¢)

i per tant|f| és una fund parell. Per tant sf es@ fortament localitzada entorn d’un puit
tamke ho esh entorn del seu oposat),. Peb si(, és gran, aleshores la desigualtat de Heisenberg
aporta molt poca informagj doncs la variancia pot ser molt gran encara que els pics siguin molt
estrets. Una alternativa al principi de Heisenb&sgls anomenats principis locals de incertesa.
Per exemple el ségnt teorema de Faris [Far78]
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Teorema 1.4. Existeix una constank” tal que per a tot conjunt mesurable € R es compleix

JAFE < KIEN Sl 2] (12)

Demostradh. Sempre podem suposar gl i ||z f||> son finits i que per tanf € L'(R) i
| flloe < || f|l1. Podem acotar trivialment de la $emt manera

LR < IBIAIZ < BB,

Aixi que el teorema sarcert si demostrem que

(/R f |dw)2 S/ llalzf -

Es nés ficil demostrar una desigualtat aditiva aparentmeds$ feble. Veurem com aquesta
desigualtat s’automillora i obtenim la desigualtat multiplicativa. En efecte, la desigualtat de
Cauchy-Swartz ens dona

([151d0) < [a+adifPae [ a+atytdo=c ([ 152+ [0 dr).

Aquestaés la desigualtat aditiva de la que parlavem. Apliquem aguesta desigualtat a € funci
fo = f(ax). Sifem els calculs resulta quigt. ||, = a7 fl, i lItfalla = a=2/?||tf|- Per tant,
tenim que peratat > 0

([11d) 5 [+ anfPdn S all 2+ 2 osit

L'expresso de la dreta& un ninim quana = ||z f||2/|| f|| | per aquest valor tenim la desigualtat
multiplicativa. &

Veiem com aquesta desigualtat de tipus local es qualitativament millor que la de Heisenberg,
doncs a partir d'una desigualtat local podem probar una de global (encara que no obtenim la
constanbptima). En efecte,

. b . o
1915 = [ 1fac= [ QR+ [ IFQOF dC < Colflallefll + b2l

Aquesta desigualtas certa per a qualseviot> 0. Calculem el imim que s’assoleix quan

- < 201¢/13 )
CT 71l AT

i obtenim la desigualtat de Heisenberg (amb pitjor constant).

1/3
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1.2 Espectre semiacotat. El teorema de F. i M. Riesz

En aquest teorema estudiarem com poden ser les mesures tals que el seu espectre (el suport de la
seva transformada de Fourié&g semiacotat, es a dir qued&sbntingut enA, +oo) 0 (—oo, A].
Sempre ens podem reduir al cas en gue 0.

Donarem dues versions, una en el tofius una altre enR (per veure rés detalls de la
demostrad, dues bones referencigsngRud70] i [Gar81]).

Teorema 1.5. Sigui u una mesura complexa no #alen R de forma quei(z) = 0 siz €
(—o0,0), aleshoreg: i la mesura de Lebesguérs mutuament absolutament contes.Es a dir,
du = fdmambf € L'(dm)iameésf no es pot andér en un conjunt de mesura positiva.

La corresponent vergien el disc d’aquest resultas la segent

Teorema 1.6. Sigui . una mesura complexa no #allen T de forma quei(n) = 0 sin < 0,

aleshoreg: i la mesura de Lebesguéis mutuament absolutament contes.Es a dir,dy = fdm
ambf € L'(dm)iamésf no es pot andér en un conjunt de mesura positiva.

Farem la demostragid’aquest segon teorema. Utilitzareathiques de variable complexa.
Necessitem fer un breu estudi dels esgéisD) (1 < p).

Comencem per la definiti
Definicio. Diem que una funéi f € ‘H(D) pertany aH”(ID) si compleix

27 .
sup | f(re®)|Pdf < +o0.
0<r<1J0

Una primera eina que utilitzarem en la demostvés la brmula de Poisson-Jensen que
veiem a continuaoi

1.2.1 Formula de Poisson-Jensen

Recordem que tota funwisubharmnica« compleix que el seu laplaciAu (enes en sentit
distribucional siv ¢ C?) és una mesura positiva. Per aquestes funcions tenimigisegesultat

Teorema 1.7. Siguiu una funcd subharndnica en el disd(0, R). Aleshores,

1 g2 i0 1 T
u(0) = %/0 u(re™) do 27T/D(07T) log —Au(z), Vr < R. (1.3)

2|
En particular, [ u(re) df €s una fund creixent pef < r < R.

Demostradd. Per fer la demostragj suposem inicialment quec C* en un entorn dé (0, r).
En aquest cas si apliquem larinula de Green en la corona< |z| < r tenim

- /€<|Z|<T log LAu(z) dm(z) = —/

2] 0

21

) 27 )
u(re) do + / u(ze™) df + O(sloge).
0

Si ara fem tendie — 0, obtenim el resultat desitjat. En el cas general podem aproxirpar
una funciou. = u x 1., onvy. &€s una aproximaoide la identitat amb suport petit. ' 3
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L'aplicacio principal que donarem en aquestaniulaés en el cas en que = log |f|. Veiem
gue efectivament: €s subharmnica i calculem el seu laplaci Suposem inicialment qug €
H(D(0, R)) i que f té undnic zero en 0 de multiplicitat:, és a dir,f = z™g. Per a qualsevol
¢ € C¥(D(0, R)) apliguem la brmula de Green en la corod& 0, R) \ D(0,¢) i tenim

B 9, 0¢ B
[ Joslflao= | (cban log | - log |f|an> do =

B 0 o¢ m B
~ [ (ogmttonlst) = S toglef) do+ 00 -

— m/ ¢(ee”) df + O(eloge) — 2mma(0).

Hem vist, doncs qué\log | f| = 2mmd, en sentit distribucional. En cas de qfigingui més
zeros fem un petit disc entorn de cadascun d’ells i tenim&jie | f| = 27 X" J,, on elsa,, sON
els zeros dg comptats amb multiplicitat.

Si tenim una fun@ holomorfaf € H(D(0, R)) amb f(0) # 0 i apliguem (1.3) resulta el
gue normalment s’anomenarfnula de Jensen

log | f(0) =3 / log | f(re®)| do — Zlog’ k 0<r<R. (1.4)
lan|<r n
on elsa,, son els zeros d¢ repetits d’acord amb la multitplicitat.
Nosaltres necessitem descriure cdm gls zeros de les funcions @# (D). La formula de
Jensen suggereix introduir una classesamplia de funcions holomorfes: la classe de Nevan-
linna.

Definici6. Diem que unafund f € H(D) és de la classe de Nevanlinna que denoterhfé»)
Si
21
sup log™ | f(re®)| df < .
0<r<1 /0
Notem que comlog™ | f| &s subharmonica llavors el suprem de la definis pot canviar
per un Imit quanr — 1 doncs les integrals per capeasnscreixents (el mateix comentari es
pot fer en el cas de les funcions @ (D)). De forma elemental tenim les semnts inclusions:
H>(D) C H?(D) C HY(D) c N(D) sip > q.
La caracteritzaé de les successions de zeros de les funcion§®®) és la mateixa per a
tots els espais.

Teorema1l.8. e Sif e N(D)i{a,};° sOn els seus zeros repetits amb multiplicitat, alesho-
res>, 1 — |a,| < +oc.

e Si tenim una successi{a,} de punts del disc que compleix la condide Blaschke:
>l —lan| < 400, aleshores el producte de Blaschke:

Sk H |an| an_

es convergent i defineix una fuads € H* (D) amb zeros exactame{it,, }°° ,
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Demostradd. Per demostrar la primera afirmagiodem suposar qug0) # 0, si f té un zero
d'ordre k a I'origen considerem la fungig = f/z* i repetim I'argument amly enlloc def.
Dividint per f(0) podem suposar qug0) = 1. En aquest cas si apliquem @rfula de Jensen
(1.4) obtenim

Z log —

lan|<r

27 . 1 27 .
7,9 < + 10 < .
27T/O log | f(re )|d0_—27r/0 log* | f(re®)| d6 < C

|an|
Si fem tendirr — 1 tenim finalment

> log 1 <C,
an€D ’ n’
queés equivalent a la condizide Blaschke. Veiem la segona part del teorema.

Cada factor deéB té modul nés petit qud (de fetés exactament 1 en la frontera), per tant el
producte (si convergeixftmodul nés petit quel. Només hem de comprovar la convergia,
doncs pel teorema de Hurwitz, els zeéssclar que serafu,,}. Per asegurar la convengcia,
hem de veure que l&se

s |an| Qy — 2

a, 1 —ayz

és convergent. Peémanipulant la suma tenim que peza< r,

an + |an|z
(1—apz)a,

(1 — anz)a, — |aglan, — 2|ay| <1t

= (1= Ja]) < (1= fanl).

an(l —a,2)

Es a dir, la condid de Blaschke ens assegura la congamia uniforme sobre compactes, @se
el que necessitavem. s

La propietat Asica dels productes de Blaschke que utilitzagsra segent. Donada una funti
f € H? agafem els zeros déi construm el producte de Blaschke corresponent, llayofs és
una funcd holomorfa que compleif/B| uz» = || f| u»- En efecte, sempre tenim qug| < 11
per tant|f/B| > | f|. Comprovem que tanges compleix quéf/B| y» < ||f||z». Per fer-ho,
considerem els productes finitg,, que s’obtenen al prendre factors dels que defineixen el
producte de Blaschke. Com quB,,(z)| — 1 uniformement quanz| — 1, aleshores tenim
|f/Bmllz, < | flla,- Sipassem aiinit la desigualtat es preserva.

Amb la caracteritzabidels zeros i els productes de Blaschke demostrarem lgesegropi-
etat que ens permetreduir-nos al cas d’espais de Hilbert.

Proposigk’) 1.9. Tota funco de H'(DD) es pot factoritzar com a producte de dues funcions de
H?*(D). EsadirH'(D) = H*(D) - H*(D).

Demostradd. Donada ung’ € H*(D) sigui B el producte de Blaschke associat als seus zeros.
Llavors f/B és una fund de H'(D) sense zeros. Per tant existeix unaolomorfa tal que
g* = f/B. Amésg € H*(D). Llavors f = (Bg)g, i tantg com Bg son deH?(D). &
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Donada una mesugaenT podem definir la integral de Poisson i la integral de Cauchy d’aquesta
mesura. Defineixen una furdcharnonica i holomorfa respectivament en l'interior del disc.
Veurem que en el cas de mesures que tenen transformada de Fourier amb suport semiacotat,
coincideixen. Les definicion®a les segents:

Definici6. Donadau una mesura complexa éh definim la integral de Cauchy decom

_ [ ¢du(Q)

T 2—(

Cp)(2)

Y

i en el cas quely = fdo, aleshores la integral es pot expressar com una integral de linia
C(f)(2) = § 112%. Sidiemz = re™, definim la integral de Poisson com

P(u)(2) = demo - [ e (gf) €)= o [ B0~ 1) dutr),

onpP,(t) = — 1=

1—2rcost+r?"

Donat que({ —z) " = X, 2"/¢" 1, tenim que els coeficients de Taylor @é) son fi(n).
Per un altre part desenvolupant émis de potencies el nucli de Poisson tenim

P(u)(re') :/T ST oplrlem@D qut),  vr < 1.

n=—oo

Comparant les duegses veiem qué€'(y) = P(u) siinomés siji(n) = 0 quann < 0, és a dir
guan ens trobem en les Biggsis del teorema. En aquest cas la transformada de Poissaes(que
més facil d’estudiar)es holomorfa.

Necessitem les ségnts propietats elementals de la transformada de Poisson:

Proposicio 1.10. La transformada de Poisson satides se@ients propietats:
(@) Peratotd < r < 1escompleiXP(u)(rz)|1 < |p|i[|P(f)(r2)ll, < ||fllp sil <p < oo.

(b) Sif € C(T), aleshoredim, ., || P(f)(re®®) — f(e?)|| = 0, isi f € LP(T), aleshores
lim,_y [[P(f)(re”) — f(e?)[l, =0

(c) Sif € LY(T), aleshoredim, ., P(f)(re?) = f(e¥) per a gairel tota.

Demostradd. La part (a)és immediata, es dedueix del fet gbgl] = 1 (veiem el desenvolupa-
ment en &rie de poéncies) i de la desigualtat dedlder.

Demostrem a continuatila primera part de (b). Hem de veure que per a qualsewel
[0,27], Pf(2) — f(e?) siz — ¢*. Per a demostrar-ho, ja sabem en primer lloc fie= 1.
Amb aixo ens podem reduir al cas en gfig®) = 0, doncs en cas contrari considerem la fénci
g(e®) = f(e) — f(e¥). Aquesta fund satish g(¢’) = 0 i si veiem quePg(z) — 0 quan
z tendeix ae? aleshoresPg = Pf — f(e??) — 0ija tenim el cas general. Suposem doncs
que f(¢) = 0. Llavors existeix un interval, de la circumfegncia centrat ea® de forma que
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|f(e™)| < e/2sit € I,. Siguil, 'interval complementari en la circumfeincia. Si diemy;, a
la funcio caracteistica de l'intervall;, i = 1,2 aleshores®f(z) = P[fx1](2) + P[fx5](2).
Veiem que cadascun d’aquests dos sumandsesspetit que /2 quanz est prou a prop de®.
El primerés el nés senzill, doncsf xr, ()| < /2 per a tott i per tant per a tot € D tenim

zt ||2
PN < 5= [ (@l

Per a l'altre integral sabem queés coninua endD i per tant el seu dul € un maxim M i
podem acotar aix

|PLfx1](2)

dt < e/2.

2 1 1 — 2
I Sy e C

et — 2|2 21 J1, |ett — z|?

it

<5 ) 1 )| dt
Ara be, quar: est molt a prop de, aleshorese’ — 2| est acotat inferiorment done’ € I,
es a dir est lluny dec?. Per un altre part el numerador tendeix cap a zeto-si ¢, per tant
perz prou a prop tenimP[fx](z)| < £/2. Ja hem demostrat la primera part de (b) si ara ho
combinem amb (a) ens dona la segona part de (b).

Finalment anem a demostrar (c) cgeeel cas ras delicat. Es coneix com a teorema de Fatou.
En efecte, cony € L!(T) sabem que per a gairebe qualsevol guat[—, 7],

: o f (e dt Joo< |f(e)] dt
f(6) :hr?j(l)lp2—€ hIeILlo e

Agafem un d’aquests punts, demostrarem qug sompleix [ 17 |f|dt < A2s per as < &
aleshores

‘ 1
Plf)(re”) < A+ —P.(3)llf, (1.5)
es a dir, quéim sup,_,, P[f](re?’) < A. Aixd demostra el lema de Fatou.
Veiem (1.5). La integral de Poiss@s
P i LT p 0= 1))t
Are”y = o [ Re- 0@
Trenquem la integral en dos parts. &K |6 — t| < =, llavors P.(0 — t) < P,(9) i ja est be.
L'altre tros (la integral en/ (§) = (0 — 0,60 + §) la acotem mitjangant una integragver parts.
Integrem la fund P/(s)f(t) enlaregd {(s,t), 0 —s <t <0+s, 0 <s < d}iobtenim

5
/0 (/I(S) f(1) dt) Pl(s)ds = /1(6) [P.(6) — P.(6 — t)]f(t) dt.

Com queP.(s) < 0sis € (0,7), llavors

f o PO =050 d = P6) [ f(eydr— | 5 ( f o, 70 dt> Pl(s)ds <
<24(62.0) - [P ds) =24 [ Py ds < 2ma
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Acabem ara la demostra@cilel teorema. Sigui una mesura amb coeficients de Fourier negatius
0, llavors definimf(z) = C(u)(z) que com hem vist coincideix en aquest cas afip)(z).

Per la propietat (a) de la propogici.10 resulta qu¢ € H'(D). Ja sabem que tota fulcy

de H'(D) descomposa en producte de dues funciong/deD), f = gh. Per a cada funoi

g € H*(D) existeix els seus valors frontega € L?(T). En efecte, si dieny,(z) = g(rz)
aleshored|g,||3 = > ,>0 |an|*r*" on a, son els coeficients de la&ge de Taylor dg;. Com

g € H?*(D) aixo6 vol dir quey, |a,|?> < +oo. Per el teorema de Parseval, existeix una fainci
g* € L*(T) tal que els seus coeficients de Fourigmns,,. Finalmenty = C(g*) i per la propietat

(b) de la proposid tenim queg, — ¢* en L*(T). Ara transportem aquest resultat.a(T).
Definim f* = g*h*, llavors f € L'(T) i a més

1fr = f7lle = Ngrhe — g"h*|[x < N[(gr — g)elly + [[(Re = B)g" |11 <
< llgr = g"ll2llhwllz + [|hr = 27[la[lg*[}2 — O sir — 1.

Com que tenim conveémcia en normd.! els coeficients de Fourier convergeixen i resulta que

~

f*(n) = lim f,(n) = lim i(n)r" = ji(n).

Ja hem vist doncs qug: = f*dm i hem demostrat la primera part del teorema. De fet en aquesta
demostrad hem vist que la “traga” de les funcions @€ (D) en la frontera &n funcions de
L'(T) amb coeficients de Fourier negatius nuls i que hi ha una corregpoiadbijectiva entre
les funcions deg7! (D) i les seves traces a la frontera (que de vegades es coneixeH tdr).

Queda per demostrar la segona part del teorema. Per veure la segona part observem que
gracies a ladérmula de Poisson-Jensen tenim que per a qualgewdH (D) tal quef(0) # 0 es
compleix

1 2m . 1 2 ) .
log [£(0)] + f/ log™ [ f(re")| df < —/ log™ [f(re?®)|d0  sir<1.
2w Jo 21w Jo

Si utilitzem la part (c) de la propositil.10 i la desigualtat de Fatou llavors

1 2 ) 1 2m .
log | F(O)] + 5 [ Tog™ |f*()] d6 < log | F(0)] + liminf - [ log™ |f(re”)|do <
21 Jo r—1 21 Jo

1 2m %/ q 1 2 *( 1
<o [ togT I e a0 < o [ 15 ()] db.
27 Jo 2m Jo

Aleshores si tenim una furiif € H'(D) amb f(0) # 0 resulta quef; log™ |f*|do < co. Si
f(0) = 0, llavors preneny = f/z* de forma quey € HY, g(0) # 0i |g*| = |f*| i apliquem
el mateix argument. D’aquesta manera hem vist que per a qualgegolH' (D) amb f no
identicament zero es compleix que; | f*| € L'(T). En particular, el conjunt de zeros déeté
mesurg) i hem demostrat la segona part del teorema dels germans Riesz. s



1.2. ESPECTRE SEMIACOTAT. EL TEOREMA DE F. | M. RIESZ 11

1.2.2 Elcasde larecta

La demostrad del teorema de F. i M. Riesz en el cas de mesures a la recta amb espectre se-
miacotatés amloga al cas del cercle. Podem definir els esp&i§C*) format per funcions
holomorfes en el semiglsuperior de forma que

11t = sup [ [£(z +iy)|" de < +oc.
y>0 JR
A diferéncia del cas del dis®a importants en la definigide la norma tant els valors petitsge

com els valors grans. Tarales defineix la classe de Nevanlinkaal semipa com les funcions
holomorfes tals que

su log™ | f(x +1i < +o00.

up | log |fl@+ )l .

Es demostra qué&?(C*) c N. En canvi, no tenim la inclusientre els espaif” com teniem

al disc (per exemplé € H>*(C*), 1 ¢ H'(C')). Podem caracteritzar els zeros de la classe
de H? mitjancant la condi@ de Blaschke al semigl Y lﬁa‘mg < +o0 i tenim productes de
Blaschke que permeten dividir els zeros de una fumig 47, preservant la norma. Per tant,

podem factoritzad/' = H*H?. Com en el cas del disc es defineix la integral de Cauchy d’'una

mesura com
1 rdu(t)
C’[,u](z) 2w /]R t—z

i laintegral de Poisson

Im =
P = [ ———du(t
W) = [, o= g et
que compleix les propietats @alogues a la propositil.10. Tambk com aban€’[i:] = Plu] sii
nomes si el espectre geés semiacotat. En efecte,

Clw) = [T awetdr  (mw > o),

Clul(w) = [

Ply)(w) = Clpl(w) — Clu)(w).

Perp > 1 és senzill comprovar que gi € H?, f té valors frontergf* € LP(R). Perp = 1,
utilitzem com en el cas del disc la factoritzadi' = H?H?.

En resum, el que veiem es que hi ha una bifearitre el espal?(C™) i les seves traces
a la frontera: 'espaf/*(R) de les funcions’ € L?(R) amb f(z) = 0 quanz < 0. A més si
f € HP(CT) c N(C*) es compleix

0 .
f(t)e™™ dt (Imw < 0),

_ dx
/ng @)l < o
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1.2.3 Funcions externes i la integral logatmica

Veiem a continuaé com la condid log | f| € L'(T) (log |f(¢)|/(1 + t*) € L'(R) en el cas de
la recta)és la mesura s acurada que podem donar sobre com es pot fer petita una tlenci
H!.

Proposicio 1.11. Siguih una funco positiva i integrable efl. Aleshores: és el nbdul d'una
funcio de H'(D) si i nones silog h € L'(T).

Demostradd. Ja hem provat una direéciAnem a demostrar l'altre. Sigui

f(z) =exp (1 /027T cte log h(t) dt) :

27 et — 2

Aleshoresf és holomorfa jf| = exp(P[log h]). Veiem que pertany &' (D).

1 21 0 1 21 "

_ 2 — P 1 7 )

o | 1fe) a0 = — [ exp(Pllog h](re) df

A més, com quely = iPT(Q — t)dt €s una mesura de probabilitat tenim la desigualtat de
Jensen:

exp/gdu < /egdu.

Aleshoresexp(P[log h(re?)) < L [27 P.(6 — t)h(t) dt. Finalment hem vist que

1 2 . 1 21
/0 F(re) b < o /0 h(t) dt.

2 77

Un cop sabem qu¢ € H', aleshores tenim limit radial gairebe per tot i
£*(€”) = lim exp(Pllog h](r¢'”)) = h(0)
per gairebe toté4. &

El corresponent enunciat en el seraipf el segent:

log™ w(t)
14t2

Proposicio 1.12. Siguiw € L'(R) una funcé positiva tal quef, < 400, aleshores

exiteix una fund f € H'(R) tal que|f| = w.
Demostradd. La demostrad és la mateixa que en el cas del disc. N@nsal considerar
7

00 1 d
f(¢) =exp <7r /_OO logw(t)fll +tt2> )

i repetir els mateixos arguments. &

El principi d’incertesa que hem vigs doncs el ségnt. Si una mesura complexaest localit-

zada en un semieiyu(t) = 0sit < 0)i |a(t)] < w(t) llavors podem deduir que = 0 només
quan la integral logémica dew sigui divergent (i logl;it“;(t) dt = 00). En cas contrari es diu que
w €s una majorant admissible. Veurem que la apadei la integral logatmicaés recurrent en

diverses formulacions del principi d’incertesa.
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1.3 Espectre acotat. El teorema de Paley-Wiener

Tractem ara el cas en que tenim una fongic L?*(R) amb transformada de Fourigrque te
suport en un interval—a, a]. Que podem dir d@g’?. Ja sabem que sela traca d’'una funéi

de H? (doncs I'espectrés semiacotat). Podem seésnprecissos gracies al teorema de Paley-
Wiener. Per enunciar-ho hem de considerar el e§pde funcions enteres de tipus fimitque
consiteix en funcions entergsque satisfan la desigualtgt(w)| < e(**)I*l quanw — oo per a
qualsevok > 0.

Teorema 1.13 (Paley-Wiener).Si f € L2(R) llavors el suport def pertany aj—a, a] si i nonmés
si f coincideix gairebe per tot amb una fubcf € &,.

1.3.1 Preliminars

La prova que donarem r&s la nés curta possible, pgés bastant “natural” i dona peu a introduir
algun nou resultat que necessitare@snendavant com el principi de Phragmen-Lidéber a

més informaadb veieu per exemple [You80]) Sota aquest nom es coneixenéaritade generalit-
zacions principi del raxim classic a dominis no acotats. Cal, naturalment, inficalguna nova
hipotesi. Suposarem un control del creixement a priori. Veiem les dues versions que necessitem.
Unaés per a funcions holomorfes i un altre per a funcions subbigues.

Definici6. Es defineix I'ordre d’una funéiholomorfaf en un oberf) no acotat com
p(f) =mf{A > 0; |f(w)] S exp(jw]*) [w] — oo, w € Q}.

Teorema 1.14 (Phragmen-Lindedf). Siguip € [1/2, 4+00) i Q un con d’aperturar/p. Donada
f una funcd holomorfa en l'interior d& i continua fins a la frontera amb ordre(f) < p es

compleixsupg [ f| < supygq | f]-

Demostradd. Suposem sense perdua de generalitat que eldérvertex a I'origen gs sinétric
respecte I'eix real, es a dir,

™ T

Q={wecC;w=|wle”, 0 ¢ (—%, Q—p)}

Prenem dos numerasb tals quep(f) < a < b < p i prenem la fund auxiliarh = exp(—§z°),

on 2’ s una branca definida a tGttret dels reals negatiussiun numero positiu fixat. Quant
w € 0N aleshoresh(w)| = exp(—d|w|® cos(mb/2p)) < 1. Per tant si dieny = fh, aleshores
Supyg 9] < supyq |f| = C. Siw = Re' amb|t| < 7/2p i prenemR molt gran, de manera que

4 b
lg(w)] < ( sup |f(ReZt)|> exp(—0 R’ cosbt) < exp(R* — 6 R’ cos —W) <C.
te[—m/2p,7/20] 2p

Podem aplicar el principi del &xim ordinari a la re@ Q2 N D(0, R) i tenim que|fh(w)| <
supyq | f| per atotw € Q. Sifemé — 0 obtenim el teorema )
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Corolari 1.15. Si f és una fund entera de tipus exponenciali |f(z)| < M quanz € R,
aleshoresf (z) < Me™* peratotz € C.

Demostradd. Considerem la funéig(z) = f(z)e'***)*. Aquesta fund és d’ordre 1 i& modul
acotat perV/ en 'eix real i acotat en I'eix imaginari positiu (de fetiy) — 0 siy — +o0). Per
tant si apliquem el principi de Phragmen-Lindlieh g en el primer i el segon quadrant tenim que
l9(z)| < M (el maxim a la frontera s’assoleix a I'eix real i no pas a I'eix imaginari). Per tant
1f(2)] € Melata)mz giIm 2z > 0. Fem tendir: — 0 iresulta|f(z)| < Me*™=, En el tercer i
guart quadrant procedim analogament. s

Donarem ara una propietat molt natural dels espais de Paley Wiener, la norma la podem calcular
al llarg de qualsevol recta parallela a les abcises, noasamhllarg de 'eix real. Per demostrar
aquest teorema necessitem una variant de Phragmen-afinuil a funcions subha@niques

gue donarem al llarg de la demostkaci

Teorema 1.16 (Plancherel-Blya). Si f &s una fun@ entera de tipus exponencial per algun
p < 0, es compleix

| lf@)de < oo,

aleshores

/OO |f(x + dy) [P do < P /_J:O |f(z)|P d.

La prova d’aquest teorema requereix dos lemes tipus Phragmen-afin8&jui ¢ una funco
confinua enC+ i analtica en linterior. SiguiG(z) = [%,|g(z + ?)|Pdt. Esta clar quex és
coninua enC+ i subharnbnica en l'interior.

Lema 1.17. Siguig una funcé de tipus exponencial en el sendifl ™ i suposem que les siegnts
guantitats &n finites

M =supG(z)i N = sup G(iy).
R y>0

Aleshores7(z) < max(M, N).

Demostradd. Per hipotesis|g(z)| < AePl enC*. Fixem une > 0 i considerem la funéi
auxiliar g. definida comg.(z) = g(z)exp[—e(A(z + a))*?] on A = e~"/4, L’exponent que
apareix pot tenir dues possibles determinacion€én Triem la que te part real negativa en
x> —a, y > 0. Definim araG. = [“, |g-(z + t)|P dt. Anem a acotar el seu tamany. Si estimem
g-enz > —a,y > 0 resulta

lg-(2)] < AeBlel—erl=al?/?,

on~y = cos 3w/8 i a més de forma trivialg.(z)| < |g(z)|. PertaniG.(z)| < |G(z)| siz,y > 0
i en particularG.(z) < M siz > 0i G.(iy) < N siy > 0. Ara apliqguem el principi del @xim
classicenlare@? = {Imz > 0, Rez > 0, |z|] < R}, ambR molt gran de forma que el
maxim no s’assoleixi en I'ar¢z| = R (aix0 es possible gracies a la cota|dg. Obtenim, doncs
queG. < max(M, N) i fent tendire — 0 obtenim el que voliem. &
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Lema 1.18. Si a nés de les hiptesis del lema anterior, suposem due, ... g(x + iy) = 0
uniformement en € [—a, a], aleshores7(z) < M siz € C*.

Demostradd. En efecte, per la hitesisup G(iy) s'assoleix a I'interior deC* (o al 0). No pot
ser queN > M doncs en aquest cas el suprem d’una fascibharmnica s’assoliria a I'interior
i aix6 demostra el lema. L)

Acabem la demostratidel teorema de Plancherebla. Suposarem sense perdua de generalitat

quey > 0. Fixeme > 0 i considerem la funé g(z) = f(2)e"*9)%. Aquesta fund satish

les hipotesis dels dos lemes per a qualsevot 0, de manera que per a qualseyol> 0,

Gliy) < M < [glg(z)[Pdx. Ara fem tendira — 0 i despése — 0 i tenim el teorema

demostrat. &
Finalment uriltim lema que necessiteas el segent:

Lema 1.19.Si f € PW, aleshoredim, .., f(x) = 0. En particular f restringida aR és
acotada.

Demostradd. Veurem un resultat &s fort. Demostrarem que donada una sucoaessnombres
reals{\,} tals queinf,, ., |\, — A\,,| > 2 aleshores,

SIS /]R F ()2 da

En efecte, com quif|? és una fund subharrdnica, llavors

FOP< S [ IfG)Pdm(2)

™

icom que els diSCO@()\n, 1) son disjunts,
f 2 < f(2)|?d . 1.6

Finalment, degut al teorema de Plancherel-Polya tenim que aquesta integral en una lganda est
acotada per la integral dé|*> sobreR com voliem. )

1.3.2 Demostrach de Paley-Wiener

Sigui f una funco entera que pertany &, i tal que f; | f(z)|?> dx < +oc. Demostrarem que
f € L? s'anula gairebe per a tota fora de[—a, a|. Prenem la fund auxiliar g(z) = €= f(2).
Est clar quey € L?(R) amb||g||» = || f||o- Si ara calculenyy |g(z + iy)|* dx pery > 0, tenim
pel teorema de Plancherel-Polya:

Lo+ i) e < [ |f@+iy)de < [ 7@ da

Es adirlafundd g € H*(C*). Pel teorema de M. i F. Riesz resulta gie) = 0 siz < 0. Aix0
vol dir que f(z) = 0 siz < —a. Podem repetir Fargument amfiz) = f(—z) i tenim aleshores
quef(z) =0siz > a. &
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Nota. Hem utilitzat el teorema de M. i F. Riesz en el cas gue H*(C*). Com la demostradi
gue hem fet en detalls en el cas del disc i en el nostre cas sabé&® coses de donarem una
demostrad directa dej(z) < 0.

Necessitem el ségnt lema:

Lema 1.20. Si u &s harndnica i acotada erC™ i coninua enC™, aleshoresu = P[u*], on
u* = u restringida aR.

Demostradd. En efecte, siw* = 0 podem estendre a tot C per reflexd (u(z) = —u(z) si
Im z < 0). Llavors pel teorema de Liouville resulta que= 0. En el cas general considerem
v =u — P[u*]. Acabem de veure que= 0 i tenim el lema. &

Apliguem el lema a la funéi holomorfag que ja sabem ques acotada (pel codaki 1.15 i el
lema 1.19) i per targ = P[g*|. Es a dir,

92 = Pll2) = [ o (7 =)ot = [T gtwedw+ [ gw)e du.

i\t —z t—z

llavors, com quey és holomorfa, el segon sumand (ggeantiholomorf i dd.?(R)) ha de seb,
esadirg(w) =0siw < 0.

1.4 Espectre de mesura finita

Ja hem vist quina mena de restriccions suposa el fet de que uné formaiesura) tingui suport
en una semirecta o en un interval. Veiem ara unes definicions per estudiar el cas general.

Definici6. Donat un parell de conjunts ¢ Ri Q c R (hem de pensar que pertanyen a dos
copies deR diferents, X &s un subconjunt de temp&iun subconjunt de fragencies) diem que
(X, ) és un parell aniquilador si lanica funco f € L?(R) tal que el suport essencial gieen
X i el suport essencial dé c Q és la funcd identicament nég.

Diem que( X, 2) és un parell fortament aniquilador si existeix una constadé manera que
per atotaf € L*(R) tenim

i< ¢ ([ @r s [ liwPa.)

Podem observar que la propietat de ser fortament aniquiéedarpropietat de ser aniquilador
d’'una manera estable.
En el cas de conjunts de mesura finita tenim elisegjteorema [AB77]

Teorema 1.21 (Amrein-Berthier). Si | X| < 400 i |Q2] < +o0, aleshores el parel( X, (2) és
fortament aniquilador.

Aquest noés un teorema simple, s'utilitza fortament la geometria dels espais de Hilbert.
Demostrarem una vetsimeés feble deguda a Benedicks [Ben85]:
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Teorema 1.22 (Benedicks)Si|X| < +oo i || < 400, aleshores el parell X, 2) &s un parell
aniquilador.

Demostradd. Ho demostrarem fins i tot en el cas en gliee L'(R). Es a dir, si diemd =

{x e R, f(z) # 0}i B = {w € R, f(w) # 0, aleshores sji4| + |B| < co, es compleix
f = 0. Per demostrar-ho sempre podem suposar, sense perdua de generalitht<g2e (sino
reemplaceny per f,(z) = f(az) doncsf, = 1/af(w/a). Considerem la funét yz(w) =

> ez xs(w —n). Lafuncd x és de periode 1. Llavors

/01 xe(w)dw = /RXB(U)) dw = |B| < .

Per tanty  €s finita gairebe per a tot. Per tant per gairebestes cumpleix qug@(w +k)#0
nomes per un amero finit dek € Z.
Fixem unw € R i definim la funcd

fu(z) = > e~ @=2m) (0 _ 97p).

neZ
La funcio f,, té les sefjents propietats:
o f, € LNT).
e f, té coeficients de Fourigf, (k) = if(w + k).

o {z €T; fu(z)#0}| <2

La primera propietaés certa perqug¢ € L'(R). La segoné&s un a@lcul elemental i la terceres
consediencia de quéA| < 2.

La segona propietat indica qufg &s un polinomi trigonometric per gairebe tote R doncs
f(w + k) és zero excepte per un numero finit/deLa darrera propietat fa que el polinomi sigui
identicament. Per tantf &s zero gairebe per tot. Per tght 0. &

Nota. El teorema noés cert sif és una distribué enlloc d’'una fund, doncs siu(z) =
> onez On(x) aleshoregi(w) = ,,cz 272 (w). Totes dues tenen suport en conjunts de me-
surag.

El teorema d’Amrein-Berthier no dona una caracteritzatgls parells fortaments aniquila-
dors nonés una condi@i suficient. No es coneix una descripcomplerta en el cas general.(5i
és un conjunt acotat (o alternativamex} aleshores el teorema de Logvinenko-Sereda [VL74]
si dona una caracteritzaxi Per enunciar-ho ens cal una defiaici

Definici6. Diem que un conjunt” C R és relativament dens si exiteix un interatZ R prou
gran de manera qué + =) NY # () per a totr € R.

El teorema diu el sagent:
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Teorema 1.23 (Logvinenko-Sereda)Donat un conjunt acotaf? C R, aleshores el parell
(X, Q) és fortament aniquilador si, i noas siR \ X és relativament dens (obviament el pa-
per deQ2 i X sbn intercanviables).

Per demostrar el teorema de Logvinenko-Sereda res@sacomode reformular I'enunciat
de la segent manera: siguf’ el subspai de.? format per les funciong tals que el suport
essencial d¢ pertany &2, aleshores la desigualtat

1135 [ 1fPdm,  vfeéE @

és certa si i noms siY és relativament dens. \Veiem que aquestes dues formulacions s
equivalents. Prenem una fudcf € L? i la descomposem en dugs= f; + f, de manera
gue ess sup fi € Qiessupfy C R \ Q. En particularf, és ortogonal af,. Aleshores
1£112 = [I£111? + |l f2|]2. Si(X,Q) és un parell fortament aniquilador, llavors

AR+ LIPS [ 1fPdws [ 1= [ BR[O
R\Q R\ X R\Q R\ X

Si en particularf = f1, es a diress sup f C  tenim la reformulad del teorema.
Suposem ara que es compleix (1.7), llavors el teoresnzert doncs tota furiwif la descom-
posem com abans ¢ + f> i tenim

1£115 = ||f1”§+‘|f2||3§/ |f2]2dw—|—/ FARKEDS
R\ R\X
S LoVPaws [ PP s [ 1R [ 7P de
R\Q JR\X R\Q R\X

Ja tenim reformulat el teorema. Per demostrar-ho, ens cal una estideda transformada
de Poisson. Es el que es coneix com a teorema de les dues constants. Definim la mesura de
probabilitato, como,(A) = X = Ja 1+7 Aquesta mesuratla propietat que per a qualsevol

funcio , P[f)(x + ) = Ji /(1) do (1),
Lema 1.24. Sigui X C Rio,(X) > ~ per atotr € R. Aleshores sf € H*(R), llavors

/R|P[f](l’+i)’2 dr < 2 (/X |f(t)\2dt>7 (/R |f(t)]2dt)(1_v)

Demostradd. Per demostrar-ho ens cal la desigualtat de Jensen. Recordemfqaerst (D),
aleshoresog | [; f*| = log |£(0)| < Jplog|f]. De la mateixa manera gic H?*(C"), llavors

fwcﬂgiémmﬂmﬁ_

7Jr 1+ 2 1+t

Aguesta desigualtat es coneix ta@ndnm a desigualtat de Jensen a larecta: SiR i f € H?,
aleshores la fundig(t) = f(t — z) tamke pertany aH?, per tant tenim que per a qualsevol
feH?izeR,

log |P[f](z 4 )| < Pllog|f[](z + ).
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Fixemz € Ridiemk = 0,(X). Definim dues mesures de probabilitdid) = o, (AU X)
i f/(A) = t0.(A\ X). Llavors tenim

2bwpmuﬁﬁﬂﬁk/kgﬁﬁw+ﬂ—%)/ log | f|?dp’ <
X R\ X

< 2 _ 27 _

< klog [ |fPdu+ (1= k)log [ 1fPdn

1 1
— klog— + (1 — k) kll/ 2o, + (1 — k)1 / 2do, <
o8 1+ (1= W)+ Klog [ |fFdo+ (1= K)log [ [P, <

<log2+7log [ |f|do, + (k= )log [ |f[do, + (1~ k)log | P

Finalment els dos ultims sumands els acotem(per v + (1 — k)) log J | f|*do,. (doncs per
hipotesiy < k. Hem vist doncs,

PUI+ P <2 ([ 1rPdn) ([ 15Pde)

Si apliquem la desigualtat dedttler (amb exponents/~y i 1/(1 — «)) tenim el lema. s
Procedim ara a demostrar el teorema de Logvinenko-Sereda

Demostradd. Observem en primer que si tenim la desigualtat (1.7) aleshoresR \ X és un
conjunt relativament dens. En efecfeés un espai invariant per translacions, doﬁ(&s— a) =
ei““’f(w). Veiem que per a tot subspai no buit & invariant per tranlacions, una desigualtat
del tipus (1.7) implica qué” és relativament dens. Raonem per reddieci’absurd. Sino ho
fos, existirien intervald,, arbitrariament grans de manera qugN Y| < ¢, ambe, — 0
quann — oo. Prenem una funoif # 0 del nostre subspai tal qugf|| = 1. Si l'interval

I,, és de la formgzx, — r,,z, + r,) i considerem les funciong, = f(z — z,), veiem que
I | fal? = ) fI2 — 1sin — co. Per un altre part si apliquem la desigualtat (1.7)

—Tn

1=/|fn|2dt§/ |fn|2dt§/ |fn|2dt+/ | fol? dt — 0.
R Y YN, R\In,

Veiem a continuadi I'altre implicacb. Es a dir, suposem qué és relativament dens. Aixvol
dir que existeix un interval i uny > 0 de forma que(/ + z) N Y| > ~. Per tantg,(Y) > v
per a totar € R (de fet $n conceptes equivalents).

Ja sabem que per a qualseyole L*(R) es compleixf |P[f](z + 4)]* < ||f]|*>. Sia
mésess sup f € (—1,1) tenim la estimad inversa quees falsa en general. En efecte si diem

Q[f(z) = P[f](z + 1), aleshore)[f](w) = e~1*| f(w). Per tant
)] = e QIf1(w)] < QIf)(w),

i per tant| f|| < €'[|Q[f]|l>. Si ara combinem aquest resultat amb el teorema de les dues
constants tenim el que voliem. Sissup f € (—1,1), prenemg(t) = e~ f(t) i esssupg €
(0,21). Es a dirg té espectre acotat i agng € H>. Per tant

1712 = gl S QU s ([ 16) Nl = ([ 177) o120
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Finalitzem amb aquest tema donant un resultat en sentit contrari. Construirem funcions que tenen
forats en el temps i en el espectre arbitrariament grans. El regslitsegent:

Teorema 1.25 (Melenk-Zimmermann). Per a qualsevols constanfs €2 > 0 existeix una fun-
cio f e L'nC>=(R) talquef(t) =0sit e [-T,T]i f(w) =0siw € [-Q, Q).

Demostradd. La demostrad@ que farem es troba en [MZ96], encara que aquest resultat ja era
conegut, la seva construéds molt simple.

De fet demostrarem que existeix una fungique s’andia en|—N, N] i tal queg = 0 en
I'interval fixat [—1/4,1/4]. Si despres composem amb una didagbtenim el resultat desitjat.
Per comencar necessitem una vediscreta del mateix tipus de resultat.

Lema 1.26. Donat un nombre naturaN qualsevol, existeix una successi,, n € Z < (! tal
quea; = 0si—N < j < N —1ilaserie de FourierS(z) = Y,z a,e™ compleixS(z) = 0 si
x€[—1/4,1/4).

Demostradd. Siguie = 1/8N i definim la funcd B, enT de la manera ségnt:

—1 forx € (—¢,0)
By(z) ={+1 forxz € (0,+e)
0 alaresta

Est clar queB,(0) = 0 (de fetBy(j) = 0sij =0 mod 8N). Definim B, (z) = e~2"" By(x)

i llavors Bn(n)=0 ambsupp B,, = [—¢,¢] C T. Fina[ment siprenenB = B_y x---x By_1
satisksupp B C [-2Ne,2Ne| = [-1/4,1/4]iamésB(n) = 0sin € [N, N —1]. Finalment,
sigui A(z) = B(z + 1/2), llavors A € L'(T) i la succesdi a,, = A(n) satish I'enunciat del
lema. L]

Per transportar el resultat dea R prenem una fun6i¢ € C amb suport eno, 1]. Llavors
prenemg(z) = 3 ,cza,¢(z — n). Es immediat qugy € L' N C*(R) i que g(x) = 0 si
x € [=N, N|. Perun altre part

g(w) = /Re’%m Z anp(x —n)de = Z a, e /1 P(z)e” ™ dx = S|a] (w)q@(w)

0

Per tantj(w) = 0 siw € [—1/4,1/4]. &



Capitol 2

Variants quantitatives i qualitatives

Veurem a continuabialgunes variants quantitatives i qualitatives dels resultats que hem demos-
trat fins ara. Comencarem per I'estudi del principi d’'incertessa al voltant de I'infinit. Una forma
de localitzar una funéiés mesurar com s’adalper valors molt grans de la variable. El principi
d’incertesa exclou la posibilitat de que una funcia seva transformada de Fourier siguin totes
dues molt petites en un entorn de l'infinit. El ser “petit entorn de l'infinit” es pot mesurar de
moltes maneres. La forma@&s obviaés utilitzar estimacions puntuals i aixnotiva la sefjent
definicio:

Definicid. Un parell de funcionga(z), a(w)) es diu que es un parell de majorants suficient si
la Gnica funco f € L'(R) que compleiXf(z)| < a(x)i|f(w)| < a(w) per|z|i |w| gransés la
funcio identicament ndg.

En aquesta definidical pensar que i o son funcions positives i que decreixen cap @uan
x i w van cap a infinit. La condi6i f € L' és accessoria, nd@s la necessitem per poder parlar
de transformada de Fourier, es pot substituir per d’altres condicions.

En molts dels resultats que es coneixen entorn de la destdpenajorants suficienés kasic
tenir una condid de tamany i una conditide “regularitat” de la majorant (de fet si treballem
amb majorants decreixents ja imposem d’entrada una regularitat).

Comencarem per donar alguns exemples no trivials.

Teorema 2.1 (Hardy). Si|f(z)| < Ce /2 |f(w)| < e **/2, aleshoresf = Ce="/2,

Demostradd. Aquest resultaés una aplicaéi del principi de Phragmen-Lind&#l Necessitem
el segient lema de funcions enteres.

Lema 2.2. SiF és una fund entera tal que peratat € C |F(2)| < e??liames|F(z)] < e
siz > 0, aleshoresF'(z) = Ce™?.

Demostradd. Diem G, ala funcd auxiliarG.(z) = F(z)ele+iatans/2)z - Apliquem el principi de
Phragmen-Lindéif a la funcd G. en el conC. = {z € C; z = |z]¢?, 0 € (0,7 — ¢). L'ordre
deG. és com araxim 1 i 'amplada del con es @s petita quer. Per tant el raxim de la fundd

21
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en el con s’assoleix a la frontera del con. Per un altre part

|Ge(z) = |F(x)|e*™ < C, siz € R.
‘Gs<xei(ﬂf€)>| < Ceaz(cosa+tan%sine) —C.

Es adirlG.(z)| < C entotel con. Sifem tendir — 0, aleshores el con tendeix@ i al mateix
tempsG.(z) — Fe®. Pertan{F'(z)e**| < C en el semi superior. En el semiglinferior fem
el mateix tipus d’acota6i Pel teorema de Liouvillé'(z)e** = C. &

Acabem ara la prova del teorema de Hardyf 8ecau tanapid com indica la hiptesi, aleshores
la transformada de Fourier defineix una funentera.

Descomposem la fun@if enp+ s onp(z) és una fund parell is(x) &s una fund senarEs
immediat comprovar que taptcom s compleixen tame les hipotesis del lema. Anem a tractar
cada cas per separat.

Sip és parell aleshorgstambe i p(z) = F(z?). Per descomptaf’ és de tipus exponencial
1/2 doncs per tow € C,

(Im w)2

~ . 3(‘2
@) < [1f@lle|do s [ e 5t an g e
R R

Podem aplicar, doncs el lema i tenim gie) = Ce /2. Hem de demostrar que= 0. En

efecte, considerem la furicienterag(z) = 35(z)/z. Trivialment|g(z)| < ¢3 siz e R. Al
mateix tempg) = G onG(z) = ¢ [*__ s(y) dy. Per tant; s parell i|G(z)| < e **/2siz > 0.

*302 - . 7 z z.
Per tant aplicant el lema@ resulta qugy = C’e2, es a dirs(z) = C'zg(z). Aixd noneésés
possible siC’ = 0 doncs|s(z)| < e /2. &

Un altre exemple d’aplicacidel principi de Phragmen-Lindilés el segjent teorema de Morgan
[Mor34] queés una variant del teorema de Hardy:

Teorema 2.3 (Morgan). Siguip > 2 i g I'exponent conjugat. Diem

_ (px)te
A = nEg =)

Aleshores per a qualsevals > 0i ¢ > 0 tenim que el parelfe=Cle” e~ (AC)+a)lwl?) gs suficient.
A més la constanti(C') és inmillorable.

Demostradd. Per demostrar-ho necessitem una varia@s ima del teorema de Phragmen-Lin-
delof.

Lema 2.4. Suposem que e (1,2),a = 5(p—1)io > 0,ambA = o/sina. Sil'ordre de una

funcio enteraf no excedeiy i tenim que per alguB > A(p, o) es compleix

|f(iz)| < elel’ siz e R,
If(z)] < e~ Blel” siz € R,

aleshoresf = 0.
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Figura 2.1: Les regions on fem 'acotaci

Demostradd. Veurem que la fund f és acotada i aplicarem el teorema de Liouville. Si prenem
0* = = /2p podem aplicar el teorem de Phragmen-Lindelof en els angte®C,, C,0C_ i
—oo0C_. En l'eix real esh acotada per hipotesis. Nésical veure que eéstacotada en les
semirecte)C', i 0C_ per concloure que estacotada en el semipkuperior. En el semial
inferior es veu igualment. Veiem el cas @€, .

Per fer-ho, definim la funéiauxiliar g(z) = f(z)eB+B)%" en el primer quadrant, oB* =
%. De la definicd es segueix que és d’ordre com a @xim p i la hem triada de manera
gue g sigui acotada en I'eix real positiu i en I'eix imaginari positiu. Apliquem el principi de
Phragmen-Lindéif classic i tenim quey és acotada en tot el primer quadrant. En particular
sobre la semirectdC,. Per tant sobre la semirecta tenijyi{z)| < ¢Z7*°. Pen per hipotesis
B > o/sin(p— 1), es adirB* < 0. Per tant f| esk acotada en la semiredt@’, com voliem

veure. &

Ara podem fer la demostracdel teorema de Morgan. Per qualsevol constdnt C' tenim que
/R’f(x)l‘e—zmw‘ d[[' S ‘/R ‘f(x”exlmw dl‘ S eo‘(C/)‘Imw\q‘/R|f(x)|ec/|m|p dl‘7

perques(C) = 1/(q(pC)?!) est triada de forma que per a qualsevol, C > 0, es compleix
ry < COlz|P + o(C)|y|?. Pertant la fund F(w) = [ f(z)e " dx &s entera d’ordre com a
maxim i satish les hipotesis del lema (6" est prou a prop d&”). Per tantF' = 0, es a dir

f=0. L

Finalment donem un exemple de majorants suficients en nbtrealloc de norma. . Tamke
és una aplicadiadequada del principi de Phragmen-LirtddeEs tracta d’'un teorema no publicat
de Beurling reproduit per étfmander en [ldr91]:

Teorema 2.5 (Beurling). Sigui f € L'(R) i suposem que
// |f(2) f(w)|e dz dw < oo.
R2
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Aleshoresf = 0.

Recordem que dues funcions convexes reals definides en0 + o) es diuen duals (en el
sentit de Young) sib < ¢(a) + ¥ (b).

Corollari 2.6. Si¢ i v son funcions convexes conjugades aleshores
/R]f(x)|e¢("”) dr < +o00, /R|f(w)\ew(w) dw < +oo = f = 0.
Demostradd. Definim
M(w) = [ 1f@le™lde, (@) = [ |fw)e! du.

Totes dues funcion®s funcions creixents i a @s per hipotesi
/Ryf(w)mw) dw = /R|f(a:)|M(x) dz < co. (2.1)

No potser quef o f tinguin suport compacte. Sifos a suport compacte, llavolg creixeria de
forma exponencial. En aquest cas degut a (2.1) tenimfcgeria holomorf en una banda entorn
de l'eix real, per tantf = 0. De forma analoga amp. Sini f ni f tenen suport compacte,
aleshores\/ i M han de creixer i@s apidament que qualsevol exponencial i per tantf son
funcions enteres i de la definicde M i M tenim

f) < M(Imz) < M(1z2]),  |f(w)] € M(Imw) < M(Jw]); zweC  (2.2)
Definim la funcb enteraF'(z) = [; f(z)f(iz) dz. Aquesta fund esa acotada en I'eix real i
I'eix imaginari doncs

L@l de < [ 1@)M@)de < .

De forma trivial estimemF(z)| < |2|M?(|z|). Si a néslim infj, ., M(z)e=*"/2 = 0 per a tot
¢ > 0, aleshores per una variant del teorema de Pheagbindebf (veieu el lema de Cartwright
a continuad) tenim quef’ és acotada i per tant constant, de manerafq(e) = f(z)f(iz) = 0,
es adirf = 0. Si f &s no ndh, existeix una: (i unac) tal que

M(z) > e /% M(w) > ¢™’/%, siz,w son grans

Com que
1) = 5 [ Flw) W)= /N (w) du

tenim que f(z)| < K sup,, elvllim=1-aw?/2 — [celtm=?/2¢ pertantf &s d’ordre2 (o identicament
0). Anem a demostrar que

/0 T f (et Y 2 dr < K (2.3)
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En efecte, per a qualsevol o < /2, sabem gracies a (2.1) i (2.2)

[e.9]

[T seendr < [T e) dr = K < oc.

Si prenem una fundi¢ continua a suport compacte definidal®h amb|¢| < 1, aleshores el
valor absolut de la funéiholomorfa

see | T ) FlemtR) () dt

est acotat en la vora del cdn< arg z < « per K i com queés una fund d’ordre2, aleshores
est acotada en l'interior pek’. Quantz = ¢'*/? tenim la desigualtat

/ freé?)2dr <K', 0<a </
0

Si fem tendira — 7/2 demostrem (2.3) (en el cas en que prenem els sighéss altres desi-
gualtats én del mateix estil). Per tantF'(£re*"/4)| est acotat i ara el teorema de Phragm
Lindelof dona queF' és constant, es a dfi(z) = 0. &

Queda per demostrar la variant del teorema de Pheagiondebf. Es tracta justament de estu-

diar el que passa en el cas en que I'angle i I'ordne jsistament iguals. En el nostre cas tenim
funcions d’ordre 2 (essencialment) i I'an@e der /2. Podem reduirnos al cas de funcions d’or-
dre 1iangler canviant de variables (= w?). El sedient teorema que podem trobar en [AhI73]
ens soluciona el problema.

Teorema 2.7. Sigui f holomorfa en el semiplS de part imagirria positiva i continua fins a la
frontera. Denotem pet! (r) = sup,_,. .es |f(2)]. Si

liminf M (r)e”* =0 Va >0

r—00

aleshoresup, ¢ | f(2)| = sup,eps | f(2)]-

Demostradd. Donem una indicabi de la prova. Si veiessim queés de tipus exponencial
aleshores ja hem demostrat qyéz)| < sup,.z e*/'™I. Si aix0 és veritat per a tot > 0 ja
tenim el que voliem. Hem de comprovar, doncs que

limsup M(r)e ™ =0 Ya > 0.

Ho sabem per arhits inferiors. Es a dir sabem que per a qualsevol 0 existeix una successi
de reals positius,, — oo tal quelog M(r,,) < ar, + K. Volem veure una desigualtat d’aquest
tipus per a qualseval. Per a fer-ho hem de tornar a utilitzar qfié€s acotada eR. Suposarem
sense perdua de generalitat gfipest acotada per enRR. Prenem unx en el semig superior.
Volem acotarlog | f(z)|. Prenem un semidis@ molt gran que sigui la interseécid’'un disc
de centred i radi r,, i el semiph superior. Prenem molt gran de manera que pertanyi al
semidisc. Com quéog |f(z)| és una fund@ subharrnica, aleshores pel principi delaxim
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Figura 2.2:

per a funcions subharmniques,log|f(z)| < u(z), onu(z) és una fun@d harndnica qualsevol
que tingui valors frontera en el semidis@sngrans quéog |f(z)|. Prenem com a fun@iu la
funcié harnonica que & valors fronter& en el tros de frontera que pertanRa log M (r,) en
la circumfe&ncia. Es facil comprovar que aquesta fub@su(z) = log M (r,,)260(z) /7 ond(z)
és I'angle definit a la figura 2. Per un altre part, fixat(z)r, — 2Imz quanr, — oo. Per
tantlog | f(z)| < lim, 2M (r,)0(z)/7m < 4a/7Im z. Aix0 &s veritat per a tot > 0. Per tant
|f(2)] < 1 com voliem veure. L

Estudiem a continuagiquina mena de restriccions imposa el decreixement d’'unadamci
una semirecta. Ja sabem queg'si L'(R) i f(z) = 0 quanz > 0, aleshores pel teorema dels
germans Riesz no pot ser qyféy) = 0 en un conjunt de mesura positiva. De fet el mateix
resultates cert si considerem mesures complexeslloc de funcions. El que farem es substituir
les condicions de anlalcid sobre una semirecta per un decaiment pepid. La velocitat de
decaiment d’'una mesuyaal llarg deR* ve donada en termes de la mesura de les gy@s =
||([z, +00)). Els resultats ras importants en aquest sentinsdeguts a Beurling, Volberg i
Borichev. Veiem en detall el teorema de Beurling.

Teorema 2.8 (Beurling). Sip € M (R) satish

/+°° log p,.(7)

5 dx = —00,
x

i el conjuntE = {w € R; i(w) = 0} t&é mesura positiva, aleshorgs= 0.

Nota. Hi ha un punt no satisfactori del tot en aquest resultat. En el cas del teorema de F. i M.
Riesz no calia una condizitan forta com quéE| > 0, de fet nonés era necessari que la integral
logaitmica dej: fos divergent per assegurar que= 0. El resultat de Volberg afina en aquest
sentit el teorema de Beurling. El preu que ha de p&gaque ha de afegir una condiaile
regularitat per a la a la condicd purament de tamany que apareix en el teorema de Beurling.

Demostradd. Sigui £ = {w € R; i(w) = 0}. Per hiptesi,|E| > 0. Té per tant un punt de
densitat que podem suposar sense perdua de generalited glie Per tant, podem suposar que
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lims_o |E N (—0,6)|/26 = 1. Aix0 implica queinf,.,<2 P[x£](in) > 0. En efecte, sjt| < 7,
aleshoreg@n? > (12 + n?) i per tant

1/ ndt 1 ndt__ |EN (=nn)|

Plxgl(in) == | ——— >~
el =2 Jo s n* T m JEn(—nm 2 T 21

Pern prop de0 aquesta expressesh acotada per la higesi de densitat d& entorn de 'origen.
Lluny de I'origen esk acotada trivialment. Hem vist donas.,<2 P[x](in) > 0. La prova
consistia en demostrar que sota les diigsis sobre, es compleixC/|u](z) = 0 peratotz € Ci
per tanty = 0. Recordem que si pertany al semial superior

cl) = [ B~ [ e ar

t— =z

Per fer la demostraginecessitem el lema de les dues constants (labvérsidel lema 1.24) que
diu el segient:

Lema 2.9. Sigui E C R un conjunt mesurabled > 0. Suposem qug¢ € H*(CT)i |f(t)| < e
per a qualsevol € E. Aleshores,

[P <P fl=® 2z eC,

ono. és una mesura de probabilitat definida com en el lema 1244) = £ [, 1224,

=

Demostradd. Com quelog | f| &€s subharnica i|f| és acotada,

log|f(z)| < Pllog|fl](z).

Per un altre part,

p— <
Pliog|f1](2) = [ log £ (1)l do(t) + [ Tog (1) do (1) <
< logeo.(E) + (log || fl|oo) (1 — 0= (E)).
Finalment prenent exponencials a la desigualtat obtenim el resultat desitjat. &

Demostrarem a continuacgueC|u|(z) = 0 si z pertany al semigl superior (en el semiplin-
ferior procediriem analogament). La fubei’[i:| €s una fund@ holomorfa en el semiglsuperior
gue a nés cumpleix qués acotada en qualsevol seraiple la formdm z > a. En efecte,

dlp|(t) _ |ul(R)

R|t—2 = a

Clul(2)] <

Com que tenim una fungiholomorfa i acotada, per veure geeidenticamerit noneés cal veure
que

[ oslCla 40l g,
x
Hem de demostrar doncs qU&u|(x + ¢) decau moltapidament quam — +oo. El nucli de la

demostra® esh en el segent lema:
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2+ I

y Yo

o
(@]

Figura 2.3: El carhon integreny

Lema 2.10. Siguih una funco anaitica en el semig superior i coninua fins a la frontera. Per
a z en el semig superior, definim

+oo .
H(z) = / h(t)e'™ dt.
0
Si|h(z)| < eA™= per algunaA > 0 i E &s un conjunt amb densitat positiva entorn de I'origen

tal que|h(t)| < e sit € E, aleshores

N 1 — eQ(A—:p)

[H(z+i)] < 479 o=

siz >0,

on0 < a < 1 nones degn deF.

Demostradd. En efecte, fixat: en el semi@ superior, dieny(w) = h(w)e™?. Aleshores
la integral que defineix? es pot fer al llarg del camy N IT" de la figura 2.3. En efecte, si
0 <Imw < 2iRew = o, lavors|g(w)| < e A1) j per tantlim, ;o [, g(w)dw = 0.
Tenim doncs que

|H(z+1)| < ‘/Fg(w)dw’ +

Lg(w) dw‘ :

Acotem cadascuna de les integrals. Per la primera utilitzarem el creixement de tipus exponencial
del funcb A i resulta

/g(w) dw‘ < 62A /OO |ei(t+2i)(m+i)| dt = 62(A_x),
r 0

Acotem la segona integral. Sabem que

inf Plxg](in) >0

0<n<L2

0 equivalentment = infy.;. 0;(F) > 0. Per una altre banda, la fubch(w) = h(w)e' 4 és
una funcd holormofa i acotada pdren el semigh superior que compleii(x)| = |h(x)| = €
siz € E. Per tant gracies al lema de les dues constants

p(it)] < %) < si0 <t <2,
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es adirfh(it)| < e?e” si0 < t < 2. Finalment,

al . 62(A—a:)

z— A

2 )
/g(w) dw’ < 5“/ eMe @) | gt = ¢
¥ 0

Recordem que el que volem demostar

[ sl 4

Tr = —OQ.
xr2

Per fer-ho, prenem uA > 0 i trenquemu = p4 + c4 ON 4 €S la restricd dey a la semirecta
(—o0, A). El tros de la transformada de Cauchy de la cués el nés fcil d’acotar doncs

IClea)(z + )| < /A°° ; dleal(t)

m < pu(A)-

Per acotar I'altre part, utilitzem el lema. Volem prendre com a fuhck /14,. Hem de comprovar

gue es compleixen les hifesis del lema. Veiem queés una fun@® holomorfa en el semigl
amb el creixement adient:

A
ho+ iy)| = lialo + i) < [ edlul(t) < e,
Sixz € E (recordem que? és el conjunt ot = 0), aleshore$iia(z)| = |¢a(z)| i per tant

(1 <
alo) < |

[T e )] < pua),

Per tanth = p,(A) compleix les hiptesis prenent coma= p,(A). Per una altre pail (x +
i) = Clua](z + 7) i resulta doncs,

. 2A2) 1— eQ(Afa:)

|Clpal(z + i) <77 +/)u(A)aﬁ

Finalment com que tenim la tria déa la nostra disposiciprenemA = z/2 i obtenim
Clul(x + )] < pule/2) + €7+ (pu(/2)°, = >0.

En qualsevol cas pera> 0 grans|C|u|(z + )| < 3max(e™*, p,(z/2))* i per tant

log |Clu)(z + 7)| < log3 + amax(—=z,log p,(x/2)).

Volem demostrar que

dr = +o0.

: 1
/+oo min(x, log PRE) )
2
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La funcio ¢(z) = min(z, log m) és una fund creixent. Si la integral fos finita aleshores

@<C’ 2Iq<t)—>0 Siz — oo.

xz x tT
Aix 0 voldria dir queg(x) = log ﬁ per ax grans, peb per hiptesi,
+oo log ——
/ %(I) dr = +o00.
T

Hem arribat a contradicgi &

2.0.1 Corolarisivariants

Anem a explotar el resultat que hem vist. Veiem en primer lloc com es transporta el teorema de
la recta real a la circumfencia.

Proposicid 2.11. Sigui f una funcio continua efff tal quey_ | f(n)| < 4oc0. Si

“+o00

>

n=1

log py,
nz

ONpp = Dke n |f(k)|, aleshoreg(z; f(x) = 0} té mesura positiva no@s sif = 0.

Demostradd. Definim la mesura: en R de la manera ségnt: (z) = Y f(n)d.(z). Per
hipotesi|u|(R) < +oo, a mesji(t) = f(e~*) i podem aplicar el teorema de Beurling, que diu
gue en aquestes circumstangies 0 es a dirf = 0. ' )

Aquesta proposi6i tt com a cordari un teorema @éssic anterior, el teorema de Cartwright-
Levinson quees un resultat en la circumfancia en el mateix esperit que el teorema de Beurling.

Teorema 2.12 (Cartwright-Levinson). Si 6 : [1,+00) — R* és una fund creixent tal que
> %) — 400 iy s una mesura en la circumestcia que compleix(7) = 0 en un interval

I'ifi(n) < e % sin — —oco, aleshores: = 0.

Demostradd. Siguia € C*°(T) amb suport contingut en un petit entorn dede manera que
&(0) # 0. Definim f = p* «, aleshorey € LY(T) i p, = Sy |2(k)||a(k)| < Ce™®™. A
més f sanula en tot un interval doncs el suport deel triem molt petit. Ao vol dir quef = 0,
en particulari(0) = 0. Aquest argument el podem repetir amb la mesura =7, que tamig
satist les hipotesis i per tait= 5(0) = /1(j). Finalmenty = 0. &

Veiem ara una ver8id'aquest resultat en la recta real!

Corollari 2.13. Siguix una mesura e tal que el diametre del seu suport siguespetit que
b. Sij(nm/b) < e %") quann — —oo onf és una fund com en el teorema de Cartwright-
Levinson aleshores = 0.
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yA
W 1 \7 h, K/ h
: A

Figura 2.4: El pew

Demostradd. Abans de fer la demostragiobservem qug(w) = 1/27 [ e~ ™*du(z) (les cons-
tants $n importants). Veiem que la cadencia dels pugsinmillorable doncs silu(x) =
X[-1,11dx, aleshoreg(w) = sinw/w i i(mnw) = 0.

Per fer la demostragidiema al diametre del suport de. Sabem que < b. Transportem
w auna mesura €fi. Prenem lafuné ¢ : T — [—b,b] C R de la manera ségnto(¢) = x Si
¢ = e ™=/’ Llavors definimo com el “pullback” deu per¢ i apliquem el teorema de Levinson-
Cartwright as. Tenim finalment que = 0 i per tanty = 0. &

Com a aplicad@ d’aquest cordari veurem que es necessaria alguna coddieiregularitat en
el estudi de majorants admissibles. En efecte, consideremiedrsiggroblema: Volem descriure
les funcionsw(z) > 0 de manera que existeixi una fubcf € L(R) tal quesupp f Sigui
acotat i al mateix tempgf(x)| < w(x) per|z| grans. Aquests pesasz) se’n diuen els pesos
de Beurling-Malliavin. Pel teorema dels germans Riesz ja sabem queesiun pes de BM
aleshores

dr < 4+00.

/ log 1/w(x)

1+ 22

Veurem que si afegim alguna condide regularitat (per exempleparell iw decreixent efR ™)
aleshores la conveggcia de la integral logemicaés una condid tamte suficient per tal que
w sigui un pes de Beurling-Malliavin. Hi ha condicions de regularitésrfines que permeten
afirmar quew € BM, peid en qualsevol cas hem dimposar alguna coodie regularitat com
mostra el sefient exemple. Hem de pensar que el pedecau en els punts, = /n molt
rapidament, de manera que si diarfr) = ¢~%® llavors podem tria® de manera qué % =
+o00. Per un altre part, si prenem la succéssintervalsh; que convergeixin moltapidament

cap a0, podem aconseguir qyg % dxr < +oo. D’aguesta manera gies tal que f(z)| <

w(z) i el suport def &s compacte aleshores com la cadencia dels punts va augmentant per
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grans, ai% vol dir que el suport d¢ no pot estar coningut elnr-b, b] per a caph > 0, es a dir
f = 0. En sentit positiu demostrarem el sieqt:

Proposicio 2.14. Siguiw un pes parell i decreixent €A, o). Si
1
/ R ek L/w(z) dr < +00,
R 1+ a2

aleshoresw &s un pes de Beurling-Malliavin. De fet es pot demostrar que per a tot 0,
existeix una funé g amb support de diametreés petit que: i tal que|§(¢)| < w(().

Demostradd. Siguik(t) = cw(2t) exp(—v/2t). Es immediat que la integral logémica deh és
finita. Per tant, existeix una furcen H'(R) de manera qugf| = h (la funcio externa). Podem
suposar que hi ha nombres> 0 arbitrariament petits tals quﬁa(a) =# 0. Si noés aix canviem
f pere™ f(x), ambr &l minim del suport dg“ Com queh decreix molt apid, aio vol dir que

f és infinitament derivable. Prenes() = f(a — () f(a + (), ona esk triada de manera que
g(0) # 0. Es facil veure queupp g C (—a,a) iamésg = k/(27) on

k(z) = e~ / Fla — t)f(—t)e~%1 g,
R
Per un altre part com és senar tenim que= k/(27)? i per tant per a tot > 0 tenim

@rPlg@)| < [ |f@=0llf@)ldt = [ hz—th() dt =

z/2 00 /2 +
/ +// < h(x/Z)/ h(t) dt + h(z/2) // Wz — t)dt < 2h(2)||h]) < w(z),
—00 x/2 —00 x/2

si la constant de la definicd deh és prou petita. Pera < 0 tenim la mateixa desigualtat i ja
tenim la funco g que voliem. s

2.0.2 Funcions amb zeros profunds

Veiem una variant i@s del principi d'incertessa. Hem vist que una fdnda seva transformada
no poden decaure molapidament i simultaneament a prop de l'infinit. Veurem a contirtuaci
com la condiddb de decaure molt en I'infinit es pot substituir per el fet que una tus@nuli
“molt” en un punt. Mes concretament ens plantejem laissag glestd. Suposem qu¢ satish

la condicd segient: | f(w)| < H(|w|) si |w| &s gran per una fun@iff que decau molt a I'infinit.
Es possible sota aquestes circumstancies que unafiimm identicament nu tingui un zero
d’ordre infinit en I'origen, es a dir per atat> 0, f(t) = O(t") quant — 07.

Si aixd no és possible diem qu& és una majorant determinant. La descipde les ma-
jorants determinants nes completa. Com en molts dels problemes que hem tractat, en la des-
cripcid de les majorants determinants hi ha dos elements: Una cord#ctreixement que ve
donada per la conveggcia o no de la integral logamica i una condid de regularitat. El
teorema que veuregs el segent:
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Teorema 2.15. Sigui H una majorant determinant. Aleshores

+oolog |H(CQ)| .
/ T d=

Per un altre part siH té integral logaitmica divergent i si a s H (¢) compleix per a tot > c:

log

¢
=A —i—/ wlu) du, lim w(u) = +o0,
c Uu uU— 00

1
H(¢)
per una funa w creixent i positiva, llavord? €s una majorant determinant.

Demostradd. Veiem com la divergncia de la integral logémica és una condiéi necessaria.
En efecte, siguif una funco positiva i acotada eR*. Suposem que la integral logamica
convergeix. Extenem la funtia totR de forma parell. Defininh(t) = H(t) exp(—+/|t]).
Est clar queh € L!'(R). Per tant ja sabem que existeix una funekternag € H' tal que
lg| = h. Aleshoresf = gi f(z) = 0siz € (—oo,0). Per un altre part, com quedecau molt
rapidament en l'infinit, aleshoregfsés una fund C* i la condicb de zero profund es tradueix en
que f™(0) = 0. Aixd es cumpleix doncs s’anulla en tota una semirecta.

Abans de demostrar la sufecicia, veiem com construir alguns exemples: La fancique
controla la condi@ de regularitat tanméiocontrola el creixement. En efecte la integral |dtgaica
és divergent si i nogs si

/Oow(u)/u2 = 400.

Aix0 es pot aconseguir prenentu) = ku, ambk > 0. Peo aquest cas nés molt interesant,
doncs el decaiement tan gros flen l'infinit fa que f sigui holomorfa en un entorn de I'eix real
i per tant no pugui tenir zeros profunds. Un caissinteressaréis quano és de la forma

w(u)

u

- logu - loglogu---loglog---logu’

En aquest cas hi ha funciofigjue no admeten extedsholomorfa i tals quéf (¢)| < H(¢). Si
diemp(¢) = —log H(¢), de la condidd de regularitat es dedueix qué&l) > w(v/¢)log()/2
per( gran. Per tant I'ordre de decreixementd¢() és infinit quan{ — oo. En consegéncia

f € C™ i existeixen tots els moments de tot ordre fdeEs ara un bon moment de recordar que
son els moments d’una mesura.

Definicio. Siguiu una mesur® tal quejz|™ € L'(du). Aleshores es diu que existeix el moment
d’ordren € Ndey ival

malpe) = [ " dp(x).

R

~

En el nostre cas coryfi és infinitament derivable, aleshores,(f) existeix i val f*(0) = 0
per hiptesi. Per tant tenim que tots els momentg@@n 0. Apliquem el segent lema:
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Lema 2.16. Si una mesura te tots els moments d’ordrenuls, aleshores la seva transformada
de CauchyC[u] compleixz"C[u] = C[z"u| per a qualsevoh € N.

Demostradd. Si tots els momentsos 0, aleshoreg: é€s ortogonal a tots els polinomis, pero el
quocienty(z) = (p(z) — p(¢€))/(z — ¢) €s un polinomi per a qualsevgle C. Per tant

0= [ P2 i) — Clpnd©) — HOICIHO)

Hem vist doncs que en el nostre cas
Clf]=z"Cz"f] V¥neN.

La demostrad que faremés en la mateixa diredtique la del teorema de Beurling. Es a dir,
volem demostrar que sota les bipsis sobrdf, es cumpleix

/ log |C[f](¢ £19)]

e d¢ = —o0,

A,

i com que ja sabem qu&|f]| és una fund@ holomorfa acotada en qualsevol seraipstrictament

A

superior i en tot semipl estrictament inferior, aiximplica queC|f| és identicament nid. Per
demostrar el nostre resultat nemhem de veure que

ClI(C£i) <CK(QQCE ¢ — +o0,

per algurt > 0. En efecte, com que la transformada de Cauchf/ctezmmuta amb els monomis
sabem que per a qualsevoE N:

Sl
(u—¢)

onm,(H) =2 [;° H(u)u™ du. El teorema quedardemostrat, doncs, si veiem el 8egt lema:

amlClflC £l <l £~ [ du < mi(H)[¢] ™, 2.4)

Lema 2.17. Per a qualsevol prou gran¢ > ¢ de manera quev(¢) > 3, existeix un natural
n(¢) tal que

m,(H) < K¢"OPH(()
on K no depen dé.

Demostradd. Prenemn(¢) = [w(({)] — 2. Trenquem la integral que defineix, (H) en dos
trossos

mp(H)/2 = /OCH(u)u”du—i—/cooH(u)u”du =0+ L.
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Farem acotacions diferents pleri per I,. SidiemM = supy, 4 H, aleshores

Mcn—‘rl c
I < < Me(=)"C™.
1S C(C)C

Com quew €s creixent, llavors

/OC w(u)/udu < w(()log(¢/c) < (n+ 3)log(¢/c),

per tant,

¢
nlog(c/¢) < 3log(¢/c) — [ (w(u)/u) du
i (c/Q)" < ¢ 3H(¢)¢PeA. Es adir,
I, < Mc 2 exp AH(O)C™,

gue jaés una expressicom la que volem arribar a veure. Queda per estimar la intégr&er
fer-ho necessitem comprovar que per qualsevslc,

max H (u)u®® = H()¢W©,

u>c

Aix 0 és una conse@ncia de la condi6ide regularitat, doncs

log(H (u)u*®)) = —A — /u wlv) = w(©) dv + w((¢) loge,

(%

i el maxim d’aquestailtima funcb s’assoleix emn. = (. Per tant la acotagide /, queda aik

[2 < /OO H(u)uw(f)qu du < maXH(U)Uw(O — H(C)Cw(g) < H(C)Cner

u>c

La acotadd del, tamke és del tipus desitjat i amb a»es demostra el lema. &

Per finalitzar la demostratidel teorema noés cal agafar en (2.4) la tria de= n({) que ens
dona el lema. &

2.1 Desigualtats d’'incertesa logdtmiques

Veurem en aquesta seéaina manera alternativa per mesurar la localitzadiina funco i els
corresponents principis d’'incertesa.

Definicid. Siguip una densitat de probabilitat & Es defineix leentropiade p com

E(p) =~ [ ple)log pla) d.
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Pot prendre tant el valoroo com —oo 0 no estar definida. $ite un picE(p) tendeix a ser
molt negativa. En canvi si les cues en l'infinit decauen molt poc a poc la entropia tendeix a ser
positiva. Es a ditE(p) mesura quan localitzada agiquan rés localitzadas la densitat, s
petitaésp). La entropia d’'una mesura @stelacionada amb la varianca segons indica léesegy
proposico:

Proposicid 2.18 (Shannon).Sip és una fund@ de densitat amb varianca finita, aleshoé&)
est ben definida i

E(p) < ;log(%e‘/(p)).

Demostradd. Si composenp amb una trasladicap de les quantitats ni a la dreta ni a I'esquerra
de la desigualtat canvia. Per tant, podem suposar que la esperagnéa fe A nés si canviem
p(x) perkp(kz) les dues magnituds disminueixenleg k, aixi que podem soposar qigp) =

1. Definim

2 1 2
o(x) = 2mel 2 p(z), dy(z) = 2—6"””' Pdz
m

de manera qué ¢d~y = 1. Com quey &€s una mesura de probabilitat i la ful¢iog ¢t €s convexa,
podem aplicar la desigualtat de Jensen per a funcions convexes i tenim

0= [ odylog (/cbdv) < [ologody =

1 1
= /p(x)(2 log 27 + §]x|2 + log p(x)) dr =
— L iog2m + v (p) = E(p) = Tlog2r + £ — E(p)
—2g7r2p 0—28;72 p)
Teorema 2.19 (Beckner-Hirschman).Si f € L*(R) i || f|| = 1, aleshores
E(fP*) + E(fI*) > 1 - log2.
Demostradd. La desigualtat original de Hirschman era
E(If)+E(ff) =0,

i és la que veurem a continuaci Sabem qué f|l.. < [|f[: i que |||z < ||f|l.. Llavors
per interpolad tenim la desigualtat de Haussdorff-Youhd||, < | f|, ambl < p < 2
1/p+1/q = 1. Aquesta desigualtat la podem reescriure com

/|f|q < (/If\‘”“”)q_1 g>2. (2.5)

Utilitzem el segdient lema trivial
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Lema 2.20. Suposem qug(t) < g(t) peraa <t < bi f(a) = g(a). Aleshores sjf i g son
derivables e, llavors f'(a) < ¢'(a).

Com deiem apliguem aquest lema a la desigualtat (2.5) entenersquiea fund deq i
avaluant en el punt = 2 i obtenim el resultat desitjat. Per ser completament rigurosos cal que
f € L7 per un petitintervag > 2. Peb noés dificil eliminar aquesta restriécamb un argument
de pas alimit.

El enunciat nés precis del teorema s’@amb el mateix argument f@eenlloc de la desigual-
tat de Hausdorff-Young, cal utilitzar la desigualtat (molt delicada) de Beckner:

¢ - 1 1
e e e N

Una demostrabi d’aquesta desigualtat es troba en [Bec75]. &
Si combinem els dos teoremes obtenim com a darola desigualtat de Heissemberg:

Corolari 2.21. Sif € L*(R") i ||f|l» = 1, aleshores

2 £12
VAPVAIP) = 15
La prova de la desigualtat de Heienberg era elemental. En canvi la de la desigualtat de en-
tropia depen de resultats profunds com la desigualtat de Becker-Haussdorff-Young. Aquesta
desigualtat d’entropiés una desigualtat coniderablememspoderosas una millora substan-
cial sobre el teorema de Heisenberg. Per exemple es pot deduir la desigualfdmagade
Gross-Sobolev a partir d’ella [Bec95]:

/|9|210g|9|du §/|V9|2dﬂ,

on u és la mesura de probabilitafy = (27)~'/2e~1#"/2dz. Anem a demostrar aqueditima
desigualtat. Definim la isometrii : L?(n) — L?(dz) com

Tg = (z) = 2% ™ g(2y/7x)

i sigui g = T~'FTg. De forma trivial||g||* = [|g||*. Per un altre part si dierfi = T'g aleshores
f =Tg. Ens cal el segent lemma:

Lema 2.22. Siguig € L*(du) ambl|g||. = 1, aleshores
L lePlo@) P du+ [ 6P dn=2+2 [ 1/ dp.
Demostradd. Recordem qué = Tg i per tant
JICEGQE dmu(c) = 4v2r [ In|g(2y/mn) e dy =
= [P ) dn = — [ 17/ do.
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Per una altre part uratcul directe ens dona

/(@) = 42 (g (2v/m2) P + 7% g(2v/72)]* — 2v/7 Re g/ (2y/7mx)g(2V/7a)z) e 27",

Integrem per parts i resulta que

J17/ @) de =2m [ 1g'@)P du+ 27 [ 22lg(o)Pdu+ 27 [ 1g(@) (=2 + ).

Un cop tenim el lema, ara apliguem la desigualtat d’entropia a laduhei T'g i tenim
E(|Tgl*) + E(TgP) = log 3.
Apliqguem la definiod d’entropia i apliqguem el lema i resulta
[ 9P 10819l dn + [ (G108 gl dyu < [ 1/ dp

Ara com que per la desigualtat de Jensen

2/|§|210g|§| dy > (/I?Ide) 10g/|§|2d7 =0,

conseguim la desigualtat de Sobolev. Veiem ulina desigualtat logamica de incertesa que
tamke apareix a [Bec95]:

Teorema 2.23 (Beckner).Donadaf € L?(R) es compleix

[ 1@ 10g o = aldo+ [1F(QPlog|¢ — bl d¢ = (6() ~logm) [ 17(2) d,

sempre que la part de la esquerra estigui definida t/obs la derivada logdtmica de la fund

I (i(t) = L[ T(t)).
Aquest resultags consegencia del que s’anomena desigualtat de Pitt (que no demostrarem).

Teorema 2.24.Sigui0 < « < n, aleshores

[reIfQPac < o [ a1 ()P dr,
R™ R®

on

CQ:WQ[F(H_Q n+a)r

e
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La demostrad de la desigualtat logamica a partir de la desigualtat de Pitt es fa com en el
cas de la entropia. Sabem que la desigualtat de Pitt en el eas &s una igualtat i per tant si
derivem respecte al parametre avaluem erv = 0 tenim el que voliem.

Observem com de la desigualtat lodg@ica podem deduir la desigualtat de Heisenberg. En
efecte si| f||2 = 1, per la desigualtat de Jensen tenim

2 2 2| ¢ 2 1/2
| [ Pl @ [ 1GRIFQR | = v/~ .
R R
En el casn = 1, aquesta desigualtat sembla pitjor dohed /4) > v (1/4) i la desigualtat de
Heisenbergs:

1
1672

[ lallf @[ dw [ 1CPIFQR d¢ =
R R

Hi ha una sorpresa amagada, si utilitzem la desigualtat en totes les dimensions, es recupera la
desigualtat de Heisenberg en dimén&l En efecte, prenem com a fubcile n variables la
funcio ], f(z;) amb|| f||2 = 1. En aquest cas el mateizlcul que hem fet abans dona

i 167 [ L) de [ 1CPIFOR dc] 2 win/4) — nra).

Si utilitzem la expressiintegral de Gauss pértenim

1 1

@b(z)—lnz:/oooe_tz [t_ 1—et} dt < 0.

Si prenem el limit quam — oo, aleshores obtenim la desigualtat de Heisenberg.

A diferencia del principi de Heisenberg, la desigualtat (@sienmillorable) no s’assoleix per
cap funco. Les gaussianes (que serien el candidat natural a extrem) assoleixen el ialor cr
assimpbticament. Es a dir, per a gaussianes, tenim

[ mlallf @) de+ [ WICIFQ)RAC = (b(n/1) — 7+ B(n/2))

on

x—1
sy = [t

i per tantf(x) — 0 siz — oo.

2.2 Miscellania

2.2.1 Funcions d’ambigiitat del radar

Un radar emet un senyal electromagnetic que rebota en la diana i torna a I'aparell. El senyal es pot
modellar com una fund a valors complexog(t) = u(t) +iv(t) (on a mésv és la transformada
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de Hilbert dev). La energia del senyak|| f||3. Suposem que la frégncia def est concentrada
entorn dew (i quew és molt gran). Aleshores podem escriyifé) = f,(t)e*™* on f, oscillla
poc respecte? !, Siguir la distancia de la diana al radamwila velocitat radial de aquesta
v = dr/dt. Suposarem qug est concentrada e\t que sed gran respecte ! pe prou petit
de manera que podem suposar gue son constants al llarg dat.

Un cop el senyal arriba a la diana, es reflectit i torna al radar on es mesurada. El temps de
tornadeést = 2r/conc és la velocitat de propag#oilel senyal. A ras degut a I'efecte Doppler
les frediencies es dilaten per un factbr 2v/c. Podem doncs suposar que es trasladen en una
—¢ = —2wwv/c. Per tant el senyal que arriba de tornéddinalment de la forma

Frot) = it = 7)o,

Si tenim dos objectes diferents que donen una senyal de tofpaga f,, 4, respectivament que
siguin molt similars, no permetra distingirlos. La ddaciaés

/‘fﬁ,% - fT2,¢2‘2dt - 2/ |f‘2dt - 2Re<f717¢1>f727¢2>'

Nomes la segona part depen de les dianes. Volem que la part real del producte escalar sigui
petita. Recordem qug(t) = fo(t)e* ™ i per tant

<f7'1,¢17 fT2,¢2> = 627""“’(72771) /f0<t - Tl)mezm(@im)t dt.

Veiem que el que hi ha dins de la integral canvia poc enfront de petites perturbacions de

To. En canvi el factor que porta devant fa que oscilli molt enfront de petites perturbacions. Com
volem queRe(f, 4,, fr..0,) SiQUi petit de manera estable llavors cal gqBe(f;, 4,, fr..0,)| SIQUI

petit. Per tant sidiem = 71 — 7o | ¢ = ¢1 — ¢9, aleshores

<f7'1 b1 fTQ <;52 = g~ 2o /f t_|_ 7_ —2migt dt.
Aix 0 justifica que a la funoi
A(r,¢) = /f t+7. —2midt gy

se la coneix com a fungid’ambidiitat del radar. Si aquesta fub@s gran en un purt, ¢) ales-
hores no podem distingir dos objectes de manera que les sevesdiésrde posidii velocitat
corresponen &r, ¢). Es immediat comprovar que

[ 1A, 0)2 drds = |71

Per tant fixada un senyd@lamb una energia donada, hi ha una quantitat fixa d’ainmiaiggue no
es pot eliminar.

2.2.2 Draltres aplicacions
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Figura 2.5: Aplicacions del principi d'incertesa
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