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Resultats cl̀assics

En aquest capı́tol recordarem les definicions i algunes de les propietats bàsiques de la
transfomada de Fourier. Veurem el principi d’incertesa de Heisenberg i alguna de les
seves variants locals com un model del tipus de resultats que ens interessen. També
estudiarem dos teoremes clàssics, el teorema dels germans Riesz i el de Paley-Wiener
que podem interpretar com a variants cualitatives del principi d’incertesa.

1.1 Anàlisi de Fourier bàsica

El nostre objectiu es concentrarà en l’estudi de funcions d’una variable. Seran funcions definides
be enR o enT = R/Z.

Recordem les defincions bàsiques.

Definició. Si f ∈ L1(R) definim la seva transformada de Fourierf̂ com

F(f)(ζ) = f̂(ζ) =
∫

R

f(x)e−ixζ dx, ζ ∈ R.

Si f és una funcío períodica enR de períodeT ambf ∈ L1([0, T ]) definim els seus coeficients
de Fourierc(k) com

c(k) =
1

T

∫ T

0
f(x)e−2πikx/T dx, k ∈ Z.

Podem estendre la definició de transformada de Fourier a mesures complexes (de variaci’o
finita) de forma natural. Per exemple, siµ es una mesura enR es defineix

F(µ)(ζ) = µ̂(ζ) =
∫

R

e−ixζ dµ(x), ζ ∈ R.

De manera aǹaloga podem definir la sèrie de Fourier d’una mesura enT. Recordem ara alguna
de les propietats b̀asiques de la transformada de Fourier que lliga el creixement def amb la
regularitat def̂ :

1



2 CAṔITOL 1. RESULTATS CLÀSSICS

Proposició 1.1. Si f ∈ Cν(R) i xjf (k)(x) és acotada per a0 ≤ j ≤ µ, 0 ≤ k ≤ ν, ambµ ≥ 2,
aleshores la transformada de Fourier def pertany aCµ−2(R) i compleix

|ζj f̂ (k)(ζ)| ≤ 1

π
sup(1 + x2)| ∂j

(∂x)j
(xkf(x))|,

quank ≤ µ− 2 i j ≤ ν. Si, a ḿes,ν ≥ 2, llavors f̂ ∈ L1 i val la fórmula d’inversío:

f(x) =
1

2π

∫
R

f̂(ζ)eixζ dζ = (f̂ )̌(x) = (F−1f̂)(x), x ∈ R,

i la fórmula de Parseval: ∫
R

|f(x)|2 dx =
1

2π

∫
R

|f̂(ζ)|2 dζ.

De forma aǹaloga tenim en el cas de sèries de Fourier la següent proposicío:

Proposició 1.2. Si f ∈ Cν(R) i f és perìodica de periodeT , llavors els coeficients de Fourier
c(k) estan acotats de la manera següent:

|c(k)| ≤ (T/2π|k|)µ sup |f (µ)|.

Siµ ≥ 2 aleshores

f(x) =
∑
∈Z

c(k)e2πkx/T ,

amb converg̀encia uniforme i absoluta, i a ḿes,és v̀alida la fórmula de Parseval∫ T

0
|f(x)|2 dx = T

∑
k∈Z

|c(k)|2.

Gracies a la igualtat de Parseval podem estendre la definció de la transformada de Fourier de
L1(X) ∩ L2(X) a totL2(X) com una isometria. En efecte donada una funció deL2(R), llavors
X[−R,R]f → f enL2. Per tant gracies al teorema de Parseval∫ R

−R
f(x)e−ixζ dx

es convergent enL2 quanR→∞. El seu ĺımit és per definicío la transformada de Fourier def .

1.1.1 El principi de Heisenberg

Abans de enunciar el principi de Heisenberg necessitem veure com es comporta la transfomada
de Fourier respecte traslacions i modulacions. Per a qualsevola, b ∈ R definim

fa,b(x) = eibxf(x− a).
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Aleshores

(fa,b)̂(ζ) = eiab(f̂)b,−a(ζ). (1.1)

És a dir l’aplicacío f → fa,b preserva la normaLp de f i de f̂ mentres deplaça el centre de
masses def i de f̂ ena i b respectivament. Recordem que siµ es una mesura de probabilitat en
R definim la varìancia deµ com

V (µ) = inf
a∈R

∫
R

(x− a)2dµ(x).

Si V (µ) <∞, llavors s’assoleix quana = M(µ) =
∫
R
x dµ(x).

Teorema 1.3. Sif ∈ L2(R) i ‖f‖2 = 1, llavors

V (|f |2)V (
1

2π
|f̂ |2) ≥ 1

8π
,

en altre paraules per a qualsevolf ∈ L2(R) tenim,∫
R

(x− a)2|f(x)|2 dx
∫

R

(ζ − b)2|f̂(ζ)|2 dζ ≥ ‖f‖4
2

4
.

La igualtat noḿes s’assoleix quanf = Ceibxe−γ(x−a)
2
, C ∈ C i γ > 0.

Demostracío. Podem suposar d’entrada quea = b = 0 gracies a 1.1. També suposarem que
xf(x) ∈ L2 i ζf̂(ζ) ∈ L2. D’aquestáultima suposicío dedüım quef i f̂ ∈ L1 i per tantf és
continua ambf(x) → 0 si x → ∞. Per un altre part com(f ′)̂(ζ) = iζf̂(ζ), llavors tenim que
f ′ ∈ L2. Per tant, com que(|f |2)′ = 2 Re ff̄ ′ tenim que per a tot−∞ < c < d <∞

2 Re
∫ d

c
xf(x)f ′(x) dx = x|f(x)|2

∣∣∣d
c
−
∫ d

c
|f(x)|2 dx.

Com quef , xf i f ′ ∈ L2, llavors el ĺımit dex|f(x)|2 quanx→ ±∞ existeix i ha de ser0 doncs
f ∈ L2. Finalment hem vist que∫ ∞

−∞
|f(x)|2 dx = 2 Im

∫ ∞

−∞
xf(x)(ζf̂(ζ))̌(x) dx.

Per tant,

‖f‖4
2 ≤ 4

∫
R

x2|f(x)|2 dx
∫

R

ζ2|f̂(ζ)|2 dζ.

La igualtat s’assoleix noḿes quanxf = γf ′, és a dir sif = Keγx
2
, onγ < 0, doncsf ∈ L2. ♣

Des del punt de vista de la teoria del senyal aquest resultatés una mica insatisfactori, doncs si

tenim una funcío realf ∈ L2(R) llavors la seva transfomada de Fourierf̂ satisf̀a f̂(−ζ) = f̂(ζ)
i per tant|f̂ | és una funcío parell. Per tant sîf est̀a fortament localitzada entorn d’un puntζ0
tamb́e ho est̀a entorn del seu oposat−ζ0. Peŕo siζ0 és gran, aleshores la desigualtat de Heisenberg
aporta molt poca informació, doncs la variancia pot ser molt gran encara que els pics siguin molt
estrets. Una alternativa al principi de Heisenbergés els anomenats principis locals de incertesa.
Per exemple el següent teorema de Faris [Far78]
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Teorema 1.4. Existeix una constantK tal que per a tot conjunt mesurableE ∈ R es compleix∫
E
|f̂ |2 ≤ K|E|‖f‖2‖xf‖2. (1.2)

Demostracío. Sempre podem suposar que‖f‖2 i ‖xf‖2 són f́ınits i que per tantf ∈ L1(R) i
‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1. Podem acotar trivialment de la següent manera∫

E
|f̂ |2 ≤ |E|‖f̂‖2

∞ ≤ |E|‖f‖2
1.

Aix ı́ que el teorema serà cert si demostrem que

(∫
R

|f | dx
)2

. ‖f‖2‖xf‖2.

És ḿes f̀acil demostrar una desigualtat aditiva aparentment més feble. Veurem com aquesta
desigualtat s’automillora i obtenim la desigualtat multiplicativa. En efecte, la desigualtat de
Cauchy-Swartz ens dona

(∫
R

|f | dx
)2

≤
∫

R

(1 + x2)|f |2 dx
∫
R
(1 + x2)−1 dx = C

(∫
R
|f |2 +

∫
x2|f |2 dx

)
.

Aquestaés la desigualtat aditiva de la que parlavem. Apliquem aquesta desigualtat a la funció
fa = f(ax). Si fem els calculs resulta que‖fa‖p = a−1/p‖f‖p i ‖tfa‖2 = a−3/2‖tf‖2. Per tant,
tenim que per a tota > 0

(∫
R

|f | dx
)2

.
∫

R

(1 + x2)|f |2 dx . a‖f‖2
2 +

1

a
‖xf‖2

2.

L’expressío de la dreta t́e un ḿınim quana = ‖xf‖2/‖f‖ i per aquest valor tenim la desigualtat
multiplicativa. ♣

Veiem com aquesta desigualtat de tipus local es qualitativament millor que la de Heisenberg,
doncs a partir d’una desigualtat local podem probar una de global (encara que no obtenim la
constant́optima). En efecte,

‖f‖2
2 =

∫
R

|f̂ |2 dζ =
∫ b

−b
|f̂(ζ)|2 dζ +

∫
|ζ|>b

|f̂(ζ)|2 dζ ≤ Cb‖f‖2‖xf‖2 + b−2‖ζf̂‖2
2.

Aquesta desigualtatés certa per a qualsevolb > 0. Calculem el ḿınim que s’assoleix quan

b =

(
2‖ζf̂‖2

2

C‖f‖2‖xf‖2

)1/3

i obtenim la desigualtat de Heisenberg (amb pitjor constant).
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1.2 Espectre semiacotat. El teorema de F. i M. Riesz

En aquest teorema estudiarem com poden ser les mesures tals que el seu espectre (el suport de la
seva transformada de Fourier)és semiacotat, es a dir que està contingut en[A,+∞) o (−∞, A].
Sempre ens podem reduir al cas en queA = 0.

Donarem dues versions, una en el torusT i una altre enR (per veure ḿes detalls de la
demostracío, dues bones referencies són [Rud70] i [Gar81]).

Teorema 1.5. Sigui µ una mesura complexa no nul·la en R de forma quêµ(x) = 0 si x ∈
(−∞, 0), aleshoresµ i la mesura de Lebesgue són mutuament absolutament contı́nues.És a dir,
dµ = fdm ambf ∈ L1(dm) i a mésf no es pot anul·lar en un conjunt de mesura positiva.

La corresponent versió en el disc d’aquest resultatés la seg̈uent

Teorema 1.6. Siguiµ una mesura complexa no nul·la en T de forma quêµ(n) = 0 si n < 0,
aleshoresµ i la mesura de Lebesgue són mutuament absolutament contı́nues.És a dir,dµ = fdm
ambf ∈ L1(dm) i a mésf no es pot anul·lar en un conjunt de mesura positiva.

Farem la demostració d’aquest segon teorema. Utilitzarem tècniques de variable complexa.
Necessitem fer un breu estudi dels espaisHp(D) (1 ≤ p).

Comencem per la definició:

Definició. Diem que una funció f ∈ H(D) pertany aHp(D) si compleix

sup
0<r<1

∫ 2π

0
|f(reiθ)|pdθ < +∞.

Una primera eina que utilitzarem en la demostració és la f́ormula de Poisson-Jensen que
veiem a continuació:

1.2.1 F́ormula de Poisson-Jensen

Recordem que tota funció subharm̀onicau compleix que el seu laplacià ∆u (ent̀es en sentit
distribucional siu /∈ C2) és una mesura positiva. Per aquestes funcions tenim el següent resultat

Teorema 1.7. Siguiu una funcío subharm̀onica en el discD(0, R). Aleshores,

u(0) =
1

2π

∫ 2π

0
u(reiθ) dθ − 1

2π

∫
D(0,r)

log
r

|z|
∆u(z), ∀r < R. (1.3)

En particular,
∫ 2π
0 u(reiθ) dθ és una funcío creixent per0 < r < R.

Demostracío. Per fer la demostració, suposem inicialment queu ∈ C2 en un entorn deD(0, r).
En aquest cas si apliquem la fórmula de Green en la coronaε < |z| < r tenim

−
∫
ε<|z|<r

log
r

|z|
∆u(z) dm(z) = −

∫ 2π

0
u(reiθ) dθ +

∫ 2π

0
u(εeiθ) dθ +O(ε log ε).

Si ara fem tendirε → 0, obtenim el resultat desitjat. En el cas general podem aproximaru per
una funciouε = u ? ψε, onψε és una aproximació de la identitat amb suport petit. ♣
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L’aplicació principal que donarem en aquesta fórmulaés en el cas en queu = log |f |. Veiem
que efectivamentu és subharm̀onica i calculem el seu laplacià. Suposem inicialment quef ∈
H(D(0, R)) i quef té unúnic zero en 0 de multiplicitatm, és a dir,f = zmg. Per a qualsevol
φ ∈ C∞K (D(0, R)) apliquem la f́ormula de Green en la coronaD(0, R) \D(0, ε) i tenim∫

|z|>ε
log |f |∆φ =

∫
|z|=ε

(
φ
∂

∂n
log |f | − log |f |∂φ

∂n

)
dσ =

=
∫
|z|=ε

(
φ
∂

∂n
(log |z|m)− ∂φ

∂n
log |z|m

)
dσ +O(ε) =

= m
∫ 2π

0
φ(εeiθ) dθ +O(ε log ε) → 2πmφ(0).

Hem vist, doncs que∆ log |f | = 2πmδ0 en sentit distribucional. En cas de quef tingui més
zeros fem un petit disc entorn de cadascun d’ells i tenim que∆ log |f | = 2π

∑
δan on elsan són

els zeros def comptats amb multiplicitat.
Si tenim una funcío holomorfaf ∈ H(D(0, R)) ambf(0) 6= 0 i apliquem (1.3) resulta el

que normalment s’anomena fórmula de Jensen

log |f(0)| = 1

2π

∫ 2π

0
log |f(reiθ)| dθ −

∑
|an|<r

log
r

|an|
, 0 < r < R. (1.4)

on elsan són els zeros def repetits d’acord amb la multitplicitat.
Nosaltres necessitem descriure com són els zeros de les funcions deHp(D). La fórmula de

Jensen suggereix introduir una classe mésàmplia de funcions holomorfes: la classe de Nevan-
linna.

Definició. Diem que una funció f ∈ H(D) és de la classe de Nevanlinna que denotem perN (D)
si

sup
0<r<1

∫ 2π

0
log+ |f(reiθ)| dθ <∞.

Notem que comlog+ |f | és subharmonica llavors el suprem de la definició es pot canviar
per un ĺımit quanr → 1 doncs les integrals per capes són creixents (el mateix comentari es
pot fer en el cas de les funcions deHp(D)). De forma elemental tenim les següents inclusions:
H∞(D) ⊂ Hp(D) ⊂ Hq(D) ⊂ N (D) si p > q.

La caracterització de les successions de zeros de les funcions deHp(D) és la mateixa per a
tots els espais.

Teorema 1.8. • Si f ∈ N (D) i {an}∞1 són els seus zeros repetits amb multiplicitat, alesho-
res

∑
n 1− |an| < +∞.

• Si tenim una successió {an} de punts del disc que compleix la condició de Blaschke:∑
n 1− |an| < +∞, aleshores el producte de Blaschke:

B(z) = zk
∞∏
n=1

|an|
an

an − z

1− ānz
,

es convergent i defineix una funcióB ∈ H∞(D) amb zeros exactament{an}∞n=1.
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Demostracío. Per demostrar la primera afirmació podem suposar quef(0) 6= 0, si f té un zero
d’ordre k a l’origen considerem la funció g = f/zk i repetim l’argument ambg enlloc def .
Dividint per f(0) podem suposar quef(0) = 1. En aquest cas si apliquem la fórmula de Jensen
(1.4) obtenim

∑
|an|<r

log
r

|an|
=

1

2π

∫ 2π

0
log |f(reiθ)| dθ ≤ 1

2π

∫ 2π

0
log+ |f(reiθ)| dθ ≤ C.

Si fem tendirr → 1 tenim finalment ∑
an∈D

log
1

|an|
< C,

queés equivalent a la condició de Blaschke. Veiem la segona part del teorema.
Cada factor deB té modul ḿes petit que1 (de fetés exactament 1 en la frontera), per tant el

producte (si convergeix) té modul ḿes petit que1. Només hem de comprovar la convergència,
doncs pel teorema de Hurwitz, els zerosés clar que seran{an}. Per asegurar la convergència,
hem de veure que la sèrie

∞∑
n=1

∣∣∣∣∣1− |an|
an

an − z

1− ānz

∣∣∣∣∣
és convergent. Peró manipulant la suma tenim que per a|z| < r,∣∣∣∣∣(1− ānz)an − |an|an − z|an|

an(1− ānz)

∣∣∣∣∣ = (1− |an|)
∣∣∣∣∣ an + |an|z
(1− ānz)an

∣∣∣∣∣ ≤ 1 + r

1− r
(1− |an|).

És a dir, la condicío de Blaschke ens assegura la convergència uniforme sobre compactes, queés
el que necessitavem. ♣

La propietat b̀asica dels productes de Blaschke que utilitzaremés la seg̈uent. Donada una funció
f ∈ Hp agafem els zeros def i constrüım el producte de Blaschke corresponent, llavorsf/B és
una funcío holomorfa que compleix‖f/B‖Hp = ‖f‖Hp . En efecte, sempre tenim que|B| ≤ 1 i
per tant|f/B| ≥ |f |. Comprovem que també es compleix que‖f/B‖Hp ≤ ‖f‖Hp . Per fer-ho,
considerem els productes finitsBm que s’obtenen al prendrem factors dels que defineixen el
producte de Blaschke. Com que|Bm(z)| → 1 uniformement quan|z| → 1, aleshores tenim
‖f/Bm‖Hp ≤ ‖f‖Hp . Si passem al lı́mit la desigualtat es preserva.

Amb la caracterització dels zeros i els productes de Blaschke demostrarem la següent propi-
etat que ens permetrà reduir-nos al cas d’espais de Hilbert.

Proposició 1.9. Tota funcío deH1(D) es pot factoritzar com a producte de dues funcions de
H2(D). És a dirH1(D) = H2(D) ·H2(D).

Demostracío. Donada unaf ∈ H1(D) siguiB el producte de Blaschke associat als seus zeros.
Llavors f/B és una funcío deH1(D) sense zeros. Per tant existeix unag holomorfa tal que
g2 = f/B. A mésg ∈ H2(D). Llavorsf = (Bg)g, i tantg comBg són deH2(D). ♣
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Donada una mesuraµ enT podem definir la integral de Poisson i la integral de Cauchy d’aquesta
mesura. Defineixen una funció harm̀onica i holomorfa respectivament en l’interior del disc.
Veurem que en el cas de mesures que tenen transformada de Fourier amb suport semiacotat,
coincideixen. Les definicions són les seg̈uents:

Definició. Donadaµ una mesura complexa enT, definim la integral de Cauchy deµ com

C(µ)(z) =
∫

T

ζdµ(ζ)

z − ζ
,

i en el cas quedµ = fdσ, aleshores la integral es pot expressar com una integral de linia
C(f)(z) =

∮
T

f(ζ)dζ
z−ζ . Si diemz = reiθ, definim la integral de Poisson com

P (µ)(z) =
∫

T

1− |z|2

|1− zζ̄|2
dµ(ζ) =

∫
T

Re

(
ζ + z

ζ − z

)
dµ(ζ) =

1

2π

∫ 2π

0
Pr(θ − t) dµ(t),

onPr(t) = 1−r2
1−2r cos t+r2

.

Donat que(ζ−z)−1 =
∑
n≥0 z

n/ζn+1, tenim que els coeficients de Taylor deC(µ) són µ̂(n).
Per un altre part desenvolupant en sèrie de potencies el nucli de Poisson tenim

P (µ)(reiθ) =
∫

T

∞∑
n=−∞

r|n|ein(θ−t) dµ(t), ∀r < 1.

Comparant les dues sèries veiem queC(µ) = P (µ) si i només siµ̂(n) = 0 quann < 0, és a dir
quan ens trobem en les hipótesis del teorema. En aquest cas la transformada de Poisson (queés
més f̀acil d’estudiar)́es holomorfa.

Necessitem les següents propietats elementals de la transformada de Poisson:

Proposició 1.10. La transformada de Poisson satisfà les seg̈uents propietats:

(a) Per a tot0 < r < 1 es compleix‖P (µ)(rz)‖1 ≤ |µ| i ‖P (f)(rz)‖p ≤ ‖f‖p, si1 ≤ p ≤ ∞.

(b) Si f ∈ C(T), aleshoreslimr→1 ‖P (f)(reiθ) − f(eiθ)‖∞ = 0, i si f ∈ Lp(T), aleshores
limr→1 ‖P (f)(reiθ)− f(eiθ)‖p = 0

(c) Sif ∈ L1(T), aleshoreslimr→1 P (f)(reiθ) = f(eiθ) per a gaireb́e totaθ.

Demostracío. La part (a)és immediata, es dedueix del fet queP [1] = 1 (veiem el desenvolupa-
ment en s̀erie de pot̀encies) i de la desigualtat de Hölder.

Demostrem a continuació la primera part de (b). Hem de veure que per a qualsevolθ ∈
[0, 2π], Pf(z) → f(eiθ) si z → eiθ. Per a demostrar-ho, ja sabem en primer lloc queP1 = 1.
Amb això ens podem reduir al cas en quef(eiθ) = 0, doncs en cas contrari considerem la funció
g(eit) = f(eit) − f(eiθ). Aquesta funcío satisf̀a g(eiθ) = 0 i si veiem quePg(z) → 0 quan
z tendeix aeiθ aleshoresPg = Pf − f(eiθ) → 0 i ja tenim el cas general. Suposem doncs
quef(eiθ) = 0. Llavors existeix un intervalI1 de la circumfer̀encia centrat eneiθ de forma que
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|f(eit)| < ε/2 si t ∈ I1. Sigui I2 l’interval complementari en la circumferència. Si diemχIi a
la funció caracteŕıstica de l’intervalIi, i = 1, 2 aleshoresPf(z) = P [fχI1 ](z) + P [fχI2 ](z).
Veiem que cadascun d’aquests dos sumands es més petit queε/2 quanz est̀a prou a prop deeiθ.
El primerés el ḿes senzill, doncs|fχI1(eit)| < ε/2 per a tott i per tant per a totz ∈ D tenim

|P [fχI1 ](z)| ≤
1

2π

∫ 2π

0
|fχI1(eit)|

1− |z|2

|eit − z|2
dt ≤ ε/2.

Per a l’altre integral sabem quef és cont́ınua en∂D i per tant el seu m̀odul t́e un m̀aximM i
podem acotar aix́ı:

|P [fχI2 ](z)| ≤
1

2π

∫
I2
|f(eit)| 1− |z|2

|eit − z|2
dt ≤M

1

2π

∫
I2

1− |z|2

|eit − z|2
dt

Ara be, quanz est̀a molt a prop deeiθ, aleshores|eit− z| est̀a acotat inferiorment doncseit ∈ I2,
es a dir est̀a lluny deeiθ. Per un altre part el numerador tendeix cap a zero siz → eiθ, per tant
perz prou a prop tenim|P [fχI2 ](z)| ≤ ε/2. Ja hem demostrat la primera part de (b) si ara ho
combinem amb (a) ens dona la segona part de (b).

Finalment anem a demostrar (c) queés el cas ḿes delicat. Es coneix com a teorema de Fatou.
En efecte, comf ∈ L1(T) sabem que per a gairebe qualsevol puntθ ∈ [−π, π],

f(θ) = lim sup
ε→0

∫ θ+ε
θ−ε |f(eit)| dt

2ε
= lim inf

ε→0

∫ θ+ε
θ−ε |f(eit)| dt

2ε
.

Agafem un d’aquests punts, demostrarem que sif compleix
∫ θ+s
θ−s |f | dt < A2s per as < δ

aleshores

P [f ](reiθ) < A+
1

2π
Pr(δ)‖f‖1, (1.5)

es a dir, quelim supt→1 P [f ](reiθ) ≤ A. Aixó demostra el lema de Fatou.
Veiem (1.5). La integral de Poissonés

P [f ](reiθ) =
1

2π

∫ θ+π

θ−π
Pr(θ − t)f(t) dt.

Trenquem la integral en dos parts. Siδ ≤ |θ − t| ≤ π, llavorsPr(θ − t) ≤ Pr(δ) i ja est̀a be.
L’altre tros (la integral enI(δ) = (θ − δ, θ + δ) la acotem mitjançant una integració per parts.
Integrem la funcío P ′

r(s)f(t) en la regío {(s, t), θ − s < t < θ + s, 0 < s < δ} i obtenim∫ δ

0

(∫
I(s)

f(t) dt

)
P ′
r(s) ds =

∫
I(δ)

[Pr(δ)− Pr(θ − t)]f(t) dt.

Com queP ′
r(s) < 0 si s ∈ (0, π), llavors∫

I(δ)
Pr(θ − t)f(t) dt = Pr(δ)

∫
I(δ)

f(t) dt−
∫ δ

0

(∫
I(s)

f(t) dt

)
P ′
r(s) ds <

< 2A

(
δPr(δ)−

∫ δ

0
sP ′

r(s) ds

)
= 2A

∫ δ

0
Pr(s) ds < 2πA.

♣
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Acabem ara la demostració del teorema. Siguiµ una mesura amb coeficients de Fourier negatius
0, llavors definimf(z) = C(µ)(z) que com hem vist coincideix en aquest cas ambP (µ)(z).
Per la propietat (a) de la proposició 1.10 resulta quef ∈ H1(D). Ja sabem que tota funció f
deH1(D) descomposa en producte de dues funcions deH2(D), f = gh. Per a cada funció
g ∈ H2(D) existeix els seus valors fronterag∗ ∈ L2(T). En efecte, si diemgr(z) = g(rz)
aleshores‖gr‖2

2 =
∑
n≥0 |an|2r2n on an són els coeficients de la sèrie de Taylor deg. Com

g ∈ H2(D) aixó vol dir que
∑
n |an|2 < +∞. Per el teorema de Parseval, existeix una funció

g∗ ∈ L2(T) tal que els seus coeficients de Fourier sónan. Finalmentg = C(g∗) i per la propietat
(b) de la proposicío tenim quegr → g∗ enL2(T). Ara transportem aquest resultat aL1(T).
Definimf ∗ = g∗h∗, llavorsf ∈ L1(T) i a més

‖fr − f ∗‖1 = ‖grhr − g∗h∗‖1 ≤ ‖(gr − g∗)hr‖1 + ‖(hr − h)g∗‖1 ≤
≤ ‖gr − g∗‖2‖hr‖2 + ‖hr − h∗‖2‖g∗‖2 → 0 si r → 1.

Com que tenim convergència en normaL1 els coeficients de Fourier convergeixen i resulta que

f̂ ∗(n) = lim
r→1

f̂r(n) = lim
r→1

µ̂(n)rn = µ̂(n).

Ja hem vist doncs quedµ = f ∗dm i hem demostrat la primera part del teorema. De fet en aquesta
demostracío hem vist que la “traça” de les funcions deH1(D) en la frontera śon funcions de
L1(T) amb coeficients de Fourier negatius nuls i que hi ha una correspondència bijectiva entre
les funcions deH1(D) i les seves traces a la frontera (que de vegades es coneixen comH1(T)).

Queda per demostrar la segona part del teorema. Per veure la segona part observem que
gràcies a la f́ormula de Poisson-Jensen tenim que per a qualsevolf ∈ H(D) tal quef(0) 6= 0 es
compleix

log |f(0)|+ 1

2π

∫ 2π

0
log− |f(reiθ)| dθ ≤ 1

2π

∫ 2π

0
log+ |f(reiθ)| dθ si r < 1.

Si utilitzem la part (c) de la proposició 1.10 i la desigualtat de Fatou llavors

log |f(0)|+ 1

2π

∫ 2π

0
log− |f ∗(eiθ)| dθ ≤ log |f(0)|+ lim inf

r→1

1

2π

∫ 2π

0
log− |f(reiθ)| dθ ≤

≤ 1

2π

∫ 2π

0
log+ |f ∗(eiθ)| dθ ≤ 1

2π

∫ 2π

0
|f ∗(eiθ)| dθ.

Aleshores si tenim una funció f ∈ H1(D) ambf(0) 6= 0 resulta que
∫
T

log− |f ∗| dσ < ∞. Si
f(0) = 0, llavors prenemg = f/zk de forma queg ∈ H1, g(0) 6= 0 i |g∗| = |f ∗| i apliquem
el mateix argument. D’aquesta manera hem vist que per a qualsevolf ∈ H1(D) amb f no
identicament zero es compleix quelog |f ∗| ∈ L1(T). En particular, el conjunt de zeros def ∗ té
mesura0 i hem demostrat la segona part del teorema dels germans Riesz. ♣
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1.2.2 El cas de la recta

La demostracío del teorema de F. i M. Riesz en el cas de mesures a la recta amb espectre se-
miacotatés aǹaloga al cas del cercle. Podem definir els espaisHp(C+) format per funcions
holomorfes en el semiplà superior de forma que

‖f‖pHp = sup
y>0

∫
R

|f(x+ iy)|p dx < +∞.

A diferéncia del cas del disc són importants en la definició de la norma tant els valors petits dey
com els valors grans. També es defineix la classe de NevanlinnaN al semipl̀a com les funcions
holomorfes tals que

sup
y>0

∫
R

log+ |f(x+ iy)| dx

1 + x2
< +∞.

Es demostra queHp(C+) ⊂ N . En canvi, no tenim la inclusió entre els espaisHp com teniem
al disc (per exemple1 ∈ H∞(C+), 1 /∈ H1(C+)). Podem caracteritzar els zeros de la classe
deHp mitjançant la condicío de Blaschke al semiplà:

∑ Im an

1+|an|2 < +∞ i tenim productes de
Blaschke que permeten dividir els zeros de una funció deHp, preservant la norma. Per tant,
podem factoritzarH1 = H2H2. Com en el cas del disc es defineix la integral de Cauchy d’una
mesura com

C[µ](z) =
1

2πi

∫
R

dµ(t)

t− z

i la integral de Poisson

P [µ](z) =
∫

R

Im z

|z − t|2
dµ(t)

que compleix les propietats análogues a la proposició 1.10. Tamb́e com abansC[µ] = P [µ] si i
només si el espectre deµ és semiacotat. En efecte,

C[µ](w) =
∫ +∞

0
µ̂(t)eitw dt (Imw > 0),

C[µ](w) =
∫ 0

−∞
µ̂(t)eitw dt (Imw < 0),

P [µ](w) = C[µ](w)− C[µ](w̄).

Perp > 1 és senzill comprovar que sif ∈ Hp, f té valors fronteraf ∗ ∈ Lp(R). Perp = 1,
utilitzem com en el cas del disc la factoritzacióH1 = H2H2.

En resum, el que veiem es que hi ha una bijecció entre el espaiHp(C+) i les seves traces
a la frontera: l’espaiHp(R) de les funcionsf ∈ Lp(R) amb f̂(x) = 0 quanx < 0. A més si
f ∈ Hp(C+) ⊂ N (C+) es compleix∫

R

log− |f(x)| dx

1 + x2
< +∞.
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1.2.3 Funcions externes i la integral logaŕıtmica

Veiem a continuació com la condicío log |f | ∈ L1(T) (log |f(t)|/(1 + t2) ∈ L1(R) en el cas de
la recta)és la mesura ḿes acurada que podem donar sobre com es pot fer petita una funció de
H1.

Proposició 1.11. Siguih una funcío positiva i integrable enT. Aleshoresh és el ḿodul d’una
funció deH1(D) si i noḿes silog h ∈ L1(T).

Demostracío. Ja hem provat una direcció. Anem a demostrar l’altre. Sigui

f(z) = exp

(
1

2π

∫ 2π

0

eit + z

eit − z
log h(t) dt

)
.

Aleshoresf és holomorfa i|f | = exp(P [log h]). Veiem que pertany aH1(D).

1

2π

∫ 2π

0
|f(reiθ)| dθ =

1

2π

∫ 2π

0
exp(P [log h](reiθ)) dθ.

A més, com quedµ = 1
2π
Pr(θ − t) dt és una mesura de probabilitat tenim la desigualtat de

Jensen:

exp
∫
g dµ ≤

∫
eg dµ.

Aleshores,exp(P [log h](reiθ)) ≤ 1
2π

∫ 2π
0 Pr(θ − t)h(t) dt. Finalment hem vist que

1

2π

∫ 2π

0
|f(reiθ)| dθ ≤ 1

2π

∫ 2π

0
h(t) dt.

Un cop sabem quef ∈ H1, aleshores tenim limit radial gairebe per tot i

f ∗(eiθ) = lim
r→1

exp(P [log h](reiθ)) = h(θ)

per gairebe totaθ. ♣

El corresponent enunciat en el semiplà és el seg̈uent:

Proposició 1.12. Siguiw ∈ L1(R) una funcío positiva tal que
∫
R

log− w(t)
1+t2

< +∞, aleshores
exiteix una funcío f ∈ H1(R) tal que|f | = w.

Demostracío. La demostracío és la mateixa que en el cas del disc. Només cal considerar

f(ζ) = exp

(
i

π

∫ ∞

−∞
logw(t)

tζ + 1

t− ζ

dt

1 + t2

)
.

i repetir els mateixos arguments. ♣

El principi d’incertesa que hem vistés doncs el següent. Si una mesura complexaµ est̀a localit-
zada en un semieix (µ(t) = 0 si t < 0) i |µ̂(t)| ≤ w(t) llavors podem deduir queµ = 0 només
quan la integral logarı́tmica dew sigui divergent (

∫
R

log− w(t)
1+t2

dt = ∞). En cas contrari es diu que
w és una majorant admissible. Veurem que la aparició de la integral logarı́tmicaés recurrent en
diverses formulacions del principi d’incertesa.
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1.3 Espectre acotat. El teorema de Paley-Wiener

Tractem ara el cas en que tenim una funció f ∈ L2(R) amb transformada de Fourier̂f que te
suport en un interval[−a, a]. Que podem dir dêf?. Ja sabem que serà la traça d’una funció
deH2 (doncs l’espectrées semiacotat). Podem ser més precissos gracies al teorema de Paley-
Wiener. Per enunciar-ho hem de considerar el espaiEa de funcions enteres de tipus finita que
consiteix en funcions enteresf que satisfan la desigualtat|f(w)| ≤ e(a+ε)|w| quanw →∞ per a
qualsevolε > 0.

Teorema 1.13 (Paley-Wiener).Sif ∈ L2(R) llavors el suport dêf pertany a[−a, a] si i noḿes
si f coincideix gairebe per tot amb una funció f ∈ Ea.

1.3.1 Preliminars

La prova que donarem nóes la ḿes curta possible, peró és bastant “natural” i dona peu a introduir
algun nou resultat que necessitarem més endavant com el principi de Phragmen-Lindelöf (per a
més informacío veieu per exemple [You80]) Sota aquest nom es coneixen una série de generalit-
zacions principi del m̀axim cl̀assic a dominis no acotats. Cal, naturalment, introduı̈r alguna nova
hipotesi. Suposarem un control del creixement a priori. Veiem les dues versions que necessitem.
Unaés per a funcions holomorfes i un altre per a funcions subharmóniques.

Definició. Es defineix l’ordre d’una funció holomorfaf en un obertΩ no acotat com

ρ(f) = inf{λ ≥ 0; |f(w)| . exp(|w|λ) |w| → ∞, w ∈ Ω}.

Teorema 1.14 (Phragmen-Lindel̈of). Siguiρ ∈ [1/2,+∞) i Ω un con d’aperturaπ/ρ. Donada
f una funcío holomorfa en l’interior deΩ i continua fins a la frontera amb ordreρ(f) < ρ es
compleixsupΩ |f | ≤ sup∂Ω |f |.

Demostracío. Suposem sense perdua de generalitat que el conΩ té vertex a l’origen íes siḿetric
respecte l’eix real, es a dir,

Ω = {w ∈ C; w = |w|eiθ, θ ∈ (− π

2ρ
,
π

2ρ
)}.

Prenem dos numerosa, b tals queρ(f) < a < b < ρ i prenem la funcío auxiliarh = exp(−δzb),
on zb és una branca definida a totC tret dels reals negatius iδ un numero positiu fixat. Quant
w ∈ ∂Ω aleshores|h(w)| = exp(−δ|w|b cos(πb/2ρ)) ≤ 1. Per tant si diemg = fh, aleshores
sup∂Ω |g| ≤ sup∂Ω |f | = C. Siw = Reit amb|t| ≤ π/2ρ i prenemR molt gran, de manera que

|g(w)| ≤
(

sup
t∈[−π/2ρ,π/2ρ]

|f(Reit)|
)

exp(−δRb cos bt) < exp(Ra − δRb cos
bπ

2ρ
) < C.

Podem aplicar el principi del m̀axim ordinari a la regío Ω ∩ D(0, R) i tenim que|fh(w)| ≤
sup∂Ω |f | per a totw ∈ Ω. Si femδ → 0 obtenim el teorema ♣
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Corol·lari 1.15. Si f és una funcío entera de tipus exponenciala i |f(x)| ≤ M quanx ∈ R,
aleshoresf(z) ≤Mea| Im z| per a totz ∈ C.

Demostracío. Considerem la funció g(z) = f(z)ei(a+ε)z. Aquesta funcío és d’ordre 1 i t́e módul
acotat perM en l’eix real i acotat en l’eix imaginari positiu (de fetg(iy) → 0 si y → +∞). Per
tant si apliquem el principi de Phragmen-Lindelöf ag en el primer i el segon quadrant tenim que
|g(z)| ≤ M (el máxim a la frontera s’assoleix a l’eix real i no pas a l’eix imaginari). Per tant
|f(z)| ≤ Me(a+ε) Im z si Im z > 0. Fem tendirε → 0 i resulta|f(z)| ≤ Mea Im z. En el tercer i
quart quadrant procedim analogament. ♣

Donarem ara una propietat molt natural dels espais de Paley Wiener, la norma la podem calcular
al llarg de qualsevol recta parallela a les abcises, no només al llarg de l’eix real. Per demostrar
aquest teorema necessitem una variant de Phragmen-Lindelöf per a funcions subharḿoniques
que donarem al llarg de la demostració.

Teorema 1.16 (Plancherel-Ṕolya). Sif és una funcío entera de tipus exponencialτ i per algun
p < 0, es compleix ∫ ∞

−∞
|f(x)|p dx <∞,

aleshores ∫ ∞

−∞
|f(x+ iy)|p dx ≤ epτ |y|

∫ +∞

−∞
|f(x)|p dx.

La prova d’aquest teorema requereix dos lemes tipus Phragmen-Lindelöf. Siguig una funcío
cont́ınua enC

+ i anaĺıtica en l’interior. SiguiG(z) =
∫ a
−a |g(z + t)|p dt. Esta clar queG és

cont́ınua enC+ i subharḿonica en l’interior.

Lema 1.17. Siguig una funcío de tipus exponencial en el semiplà C
+ i suposem que les següents

quantitats śon finites

M = sup
R

G(x) i N = sup
y>0

G(iy).

AleshoresG(z) ≤ max(M,N).

Demostracío. Per hipotesis,|g(z)| ≤ AeB|z| en C
+. Fixem unε > 0 i considerem la funció

auxiliar gε definida comgε(z) = g(z) exp[−ε(λ(z + a))3/2] on λ = e−iπ/4. L’exponent que
apareix pot tenir dues possibles determinacions enC

+. Triem la que te part real negativa en
x > −a, y ≥ 0. Definim araGε =

∫ a
−a |gε(z + t)|p dt. Anem a acotar el seu tamany. Si estimem

gε enx > −a, y ≥ 0 resulta

|gε(z)| ≤ AeB|z|−εγ|z+a|
3/2

,

onγ = cos 3π/8 i a més de forma trivial|ge(z)| ≤ |g(z)|. Per tant|Gε(z)| ≤ |G(z)| si x, y ≥ 0
i en particularGε(x) ≤M si x ≥ 0 i Gε(iy) ≤ N si y ≥ 0. Ara apliquem el principi del m̀axim
clàssic en la regió Ω = {Im z ≥ 0, Re z ≥ 0, |z| ≤ R}, ambR molt gran de forma que el
màxim no s’assoleixi en l’arc|z| = R (aixó es possible gracies a la cota de|gε|. Obtenim, doncs
queGε ≤ max(M,N) i fent tendirε→ 0 obtenim el que voliem. ♣
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Lema 1.18. Si a ḿes de les hiṕotesis del lema anterior, suposem quelimy→∞ g(x + iy) = 0
uniformement enx ∈ [−a, a], aleshoresG(z) ≤M si z ∈ C

+.

Demostracío. En efecte, per la hiṕotesisupG(iy) s’assoleix a l’interior deC+ (o al 0). No pot
ser queN > M doncs en aquest cas el suprem d’una funció subharḿonica s’assoliria a l’interior
i aixó demostra el lema. ♣

Acabem la demostració del teorema de Plancherel-Pólya. Suposarem sense perdua de generalitat
quey > 0. Fixemε > 0 i considerem la funció g(z) = f(z)ei(τ+ε)z. Aquesta funcío satisf̀a
les hipotesis dels dos lemes per a qualsevola > 0, de manera que per a qualsevoly > 0,
G(iy) ≤ M <

∫
R
|g(x)|p dx. Ara fem tendira → 0 i despŕes ε → 0 i tenim el teorema

demostrat. ♣
Finalment uńultim lema que necessiteḿes el seg̈uent:

Lema 1.19. Si f ∈ PWτ aleshoreslimx→±∞ f(x) = 0. En particular f restringida aR és
acotada.

Demostracío. Veurem un resultat ḿes fort. Demostrarem que donada una successió de nombres
reals{λn} tals queinfm6=n |λn − λm| > 2 aleshores,∑

n

|f(λn)|2 .
∫

R

|f(x)|2 dx.

En efecte, com que|f |2 és una funcío subharḿonica, llavors

|f(λn)|2 ≤
1

π

∫
D(λn,1)

|f(z)|2 dm(z)

i com que els discosD(λn, 1) són disjunts,∑
n

|f(λn)|2 .
∫
−1<| Im z|<1

|f(z)|2 dm(z). (1.6)

Finalment, degut al teorema de Plancherel-Polya tenim que aquesta integral en una banda està
acotada per la integral de|f |2 sobreR com voliem. ♣

1.3.2 Demostracío de Paley-Wiener

Sigui f una funcío entera que pertany aEa i tal que
∫
R
|f(x)|2 dx < +∞. Demostrarem que

f̂ ∈ L2 s’anul·la gairebe per a totax fora de[−a, a]. Prenem la funcío auxiliarg(z) = eiazf(z).
Est̀a clar queg ∈ L2(R) amb‖g‖2 = ‖f‖2. Si ara calculem

∫
R
|g(x + iy)|2 dx pery > 0, tenim

pel teorema de Plancherel-Polya:∫
R

|g(x+ iy)|2 dx ≤ e−2ay
∫

R

|f(x+ iy)|2 dx ≤
∫

R

|f(x)|2 dx.

Es a dir la funcío g ∈ H2(C+). Pel teorema de M. i F. Riesz resulta queĝ(x) = 0 si x < 0. Aixó
vol dir quef̂(x) = 0 si x < −a. Podem repetir l’argument amb̃f(z) = f(−z) i tenim aleshores
quef̂(x) = 0 si x > a. ♣
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Nota. Hem utilitzat el teorema de M. i F. Riesz en el cas queg ∈ H2(C+). Com la demostració
que hem fet en detalĺes en el cas del disc i en el nostre cas sabem més coses deg donarem una
demostracío directa dêg(x) < 0.

Necessitem el següent lema:

Lema 1.20. Si u és harḿonica i acotada enC+ i cont́ınua enC
+, aleshoresu = P [u∗], on

u∗ = u restringida aR.

Demostracío. En efecte, siu∗ = 0 podem estendreu a tot C per reflexío (u(z) = −u(z̄) si
Im z < 0). Llavors pel teorema de Liouville resulta queu = 0. En el cas general considerem
v = u− P [u∗]. Acabem de veure quev = 0 i tenim el lema. ♣

Apliquem el lema a la funció holomorfag que ja sabem quées acotada (pel corol·lari 1.15 i el
lema 1.19) i per tantg = P [g∗]. Es a dir,

g(z) = P [g](z) =
∫

R

1

2πi

(
1

t− z
− 1

t− z̄

)
g(t) dt =

∫ ∞

0
ĝ(w)eiwz dw +

∫ 0

−∞
ĝ(w)eiwz̄ dw,

llavors, com queg és holomorfa, el segon sumand (queés antiholomorf i deL2(R)) ha de ser0,
es a dir,̂g(w) = 0 siw < 0.

1.4 Espectre de mesura finita

Ja hem vist quina mena de restriccions suposa el fet de que una funció (o mesura) tingui suport
en una semirecta o en un interval. Veiem ara unes definicions per estudiar el cas general.

Definició. Donat un parell de conjuntsX ⊂ R i Ω ⊂ R̂ (hem de pensar que pertanyen a dos
copies deR diferents,X és un subconjunt de temps iΩ un subconjunt de freq̈uencies) diem que
(X,Ω) és un parell aniquilador si láunica funcío f ∈ L2(R) tal que el suport essencial def en
X i el suport essencial dêf ⊂ Ω és la funcío identicament nul·la.

Diem que(X,Ω) és un parell fortament aniquilador si existeix una constantC de manera que
per a totaf ∈ L2(R) tenim

‖f‖2
2 ≤ C

(∫
R\X

|f(x)|2 dx+
∫

R̂\Ω
|f̂(w)|2 dw.

)

Podem observar que la propietat de ser fortament aniquiladorés la propietat de ser aniquilador
d’una manera estable.

En el cas de conjunts de mesura finita tenim el següent teorema [AB77]

Teorema 1.21 (Amrein-Berthier). Si |X| < +∞ i |Ω| < +∞, aleshores el parell(X,Ω) és
fortament aniquilador.

Aquest noés un teorema simple, s’utilitza fortament la geometria dels espais de Hilbert.
Demostrarem una versió més feble deguda a Benedicks [Ben85]:
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Teorema 1.22 (Benedicks).Si |X| < +∞ i |Ω| < +∞, aleshores el parell(X,Ω) és un parell
aniquilador.

Demostracío. Ho demostrarem fins i tot en el cas en quef ∈ L1(R). Es a dir, si diemA =
{x ∈ R, f(x) 6= 0} i B = {w ∈ R̂, f̂(w) 6= 0, aleshores si|A| + |B| < ∞, es compleix
f = 0. Per demostrar-ho sempre podem suposar, sense perdua de generalitat, que|A| < 2π (sino
reemplacemf per fa(x) = f(ax) doncsf̂a = 1/af̂(w/a). Considerem la funció: χ̃B(w) =∑
n∈Z

χB(w − n). La funcío χ̃ és de periode 1. Llavors

∫ 1

0
χ̃B(w) dw =

∫
R̂

χB(w) dw = |B| <∞.

Per tantχ̃B és finita gairebe per a tot. Per tant per gairebe totw es cumpleix quêf(w + k) 6= 0
només per un ńumero finit dek ∈ Z.

Fixem unw ∈ R̂ i definim la funcío

f̃w(x) =
∑
n∈Z

e−iw(x−2πn)f(x− 2πn).

La funció f̃w té les seg̈uents propietats:

• f̃w ∈ L1(T).

• fw té coeficients de Fourier̂fw(k) = 1
2π
f̂(w + k).

• |{x ∈ T; f̃w(x) 6= 0}| < 2π.

La primera propietat́es certa perquef ∈ L1(R). La segonáes un c̀alcul elemental i la terceráes
conseq̈uència de que|A| < 2π.

La segona propietat indica quẽfw és un polinomi trigonometric per gairebe totw ∈ R̂ doncs
f̂(w + k) és zero excepte per un numero finit dek. La darrera propietat fa que el polinomi sigui
identicament0. Per tantf̂ és zero gairebe per tot. Per tantf = 0. ♣

Nota. El teorema noés cert sif és una distribució enlloc d’una funcío, doncs siµ(x) =∑
n∈Z

δn(x) aleshoreŝµ(w) =
∑
n∈Z

2πδ2πn(w). Totes dues tenen suport en conjunts de me-
sura0.

El teorema d’Amrein-Berthier no dona una caracterització dels parells fortaments aniquila-
dors noḿes una condició suficient. No es coneix una descripció complerta en el cas general. SiΩ
és un conjunt acotat (o alternativamentX) aleshores el teorema de Logvinenko-Sereda [VL74]
si dóna una caracterització. Per enunciar-ho ens cal una definició

Definició. Diem que un conjuntY ⊂ R és relativament dens si exiteix un intervalI ⊂ R prou
gran de manera que(I + x) ∩ Y 6= ∅ per a totx ∈ R.

El teorema diu el seg̈uent:
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Teorema 1.23 (Logvinenko-Sereda).Donat un conjunt acotatΩ ⊂ R̂, aleshores el parell
(X,Ω) és fortament aniquilador si, i noḿes siR \ X és relativament dens (obviament el pa-
per deΩ i X són intercanviables).

Per demostrar el teorema de Logvinenko-Sereda resulta més comode reformular l’enunciat
de la seg̈uent manera: siguiE el subspai deL2 format per les funcionsf tals que el suport
essencial dêf pertany aΩ, aleshores la desigualtat

‖f‖2
2 .

∫
Y
|f |2 dm, ∀f ∈ E (1.7)

és certa si i noḿes siY és relativament dens. Veiem que aquestes dues formulacions són
equivalents. Prenem una funció f ∈ L2 i la descomposem en duesf = f1 + f2 de manera
que ess sup f̂1 ⊂ Ω i ess sup f̂2 ⊂ R̂ \ Ω. En particularf1 és ortogonal af2. Aleshores
‖f‖2 = ‖f1‖2 + ‖f2‖2. Si (X,Ω) és un parell fortament aniquilador, llavors

‖f1‖2 + ‖f2‖2 .
∫

R̂\Ω
|f̂ |2 dw +

∫
R\X

|f |2 =
∫

R̂\Ω
|f̂2|2 dw +

∫
R\X

|f |2.

Si en particularf = f1, es a dir,ess sup f̂ ⊂ Ω tenim la reformulacío del teorema.
Suposem ara que es compleix (1.7), llavors el teoremaés cert doncs tota funció f la descom-

posem com abans enf1 + f2 i tenim

‖f‖2
2 = ‖f1‖2

2 + ‖f2‖2
2 .

∫
R̂\Ω

|f̂2|2 dw +
∫

R\X
|f1|2 dx .

.
∫

R̂\Ω
|f̂ |2 dw +

∫
R\X

|f |2 + |f2|2 dx .
∫

R̂\Ω
|f̂ |2 dw +

∫
R\X

|f |2 dx.

Ja tenim reformulat el teorema. Per demostrar-ho, ens cal una estimació de la transformada
de Poisson. Es el que es coneix com a teorema de les dues constants. Definim la mesura de
probabilitatσx comσx(A) = 1

π

∫
A

dt
1+(t−x)2 . Aquesta mesura té la propietat que per a qualsevol

funció f , P [f ](x+ i) =
∫
R
f(t) dσx(t).

Lema 1.24. SiguiX ⊂ R i σx(X) ≥ γ per a totx ∈ R. Aleshores sif ∈ H2(R), llavors∫
R

|P [f ](x+ i)|2 dx ≤ 2
(∫

X
|f(t)|2 dt

)γ (∫
R

|f(t)|2 dt
)(1−γ)

.

Demostracío. Per demostrar-ho ens cal la desigualtat de Jensen. Recordem que sif ∈ H2(D),
aleshoreslog |

∫
T
f ∗| = log |f(0)| ≤

∫
T

log |f |. De la mateixa manera sif ∈ H2(C+), llavors

log

∣∣∣∣∣ 1π
∫

R

f(t)

1 + t2
dt

∣∣∣∣∣ ≤ 1

π

∫
R

log |f(t)|
1 + t2

dt.

Aquesta desigualtat es coneix també com a desigualtat de Jensen a la recta. Six ∈ R i f ∈ H2,
aleshores la funció g(t) = f(t − x) tamb́e pertany aH2, per tant tenim que per a qualsevol
f ∈ H2 i x ∈ R,

log |P [f ](x+ i)| ≤ P [log |f |](x+ i).



1.4. ESPECTRE DE MESURA FINITA 19

Fixemx ∈ R i diemk = σx(X). Definim dues mesures de probabilitatµ(A) = 1
k
σx(A∪X)

i µ′(A) = 1
1−kσx(A \X). Llavors tenim

2 log |P [f ](x+ i)| ≤ k
∫
X

log |f |2dµ+ (1− k)
∫

R\X
log |f |2dµ′ ≤

≤ k log
∫
X
|f |2 dµ+ (1− k) log

∫
R\X

|f |2dµ′ =

= k log
1

k
+ (1− k)

1

1− k
+ k log

∫
X
|f |2dσx + (1− k) log

∫
R\X

|f |2dσx ≤

≤ log 2 + γ log
∫
X
|f |2dσx + (k − γ) log

∫
X
|f |2dσx + (1− k) log

∫
R\X

|f |2dσx.

Finalment els dos ultims sumands els acotem per(k − γ + (1 − k)) log
∫
R
|f |2dσx (doncs per

hipotesiγ < k. Hem vist doncs,

|P [f ](x+ i)|2 ≤ 2
(∫

X
|f |2dσx

)γ (∫
R

|f |2dσx
)1−γ

.

Si apliquem la desigualtat de Hölder (amb exponents1/γ i 1/(1− γ)) tenim el lema. ♣

Procedim ara a demostrar el teorema de Logvinenko-Sereda

Demostracío. Observem en primer que si tenim la desigualtat (1.7) aleshoresY = R \X és un
conjunt relativament dens. En efecte,E és un espai invariant per translacions, doncsf̂(x− a) =
eiawf̂(w). Veiem que per a tot subspai no buit deL2 invariant per tranlacions, una desigualtat
del tipus (1.7) implica queY és relativament dens. Raonem per reducció a l’absurd. Sino ho
fos, existirien intervalsIn arbitrariament grans de manera que|In ∩ Y | ≤ εn amb εn → 0
quann → ∞. Prenem una funció f 6= 0 del nostre subspai tal que‖f‖ = 1. Si l’interval
In és de la forma(xn − rn, xn + rn) i considerem les funcionsfn = f(x − xn), veiem que∫
In
|fn|2 =

∫+rn
−rn |f |

2 → 1 si n→∞. Per un altre part si apliquem la desigualtat (1.7)

1 =
∫

R

|fn|2 dt .
∫
Y
|fn|2 dt ≤

∫
Y ∩In

|fn|2 dt+
∫

R\In
|fn|2 dt→ 0.

Veiem a continuació l’altre implicacío. Es a dir, suposem queY és relativament dens. Aixó vol
dir que existeix un intervalI i un γ > 0 de forma que|(I + x) ∩ Y | ≥ γ. Per tant,σx(Y ) ≥ γ
per a totax ∈ R (de fet śon conceptes equivalents).

Ja sabem que per a qualsevolf ∈ L2(R) es compleix
∫
R
|P [f ](x + i)|2 . ‖f‖2. Si a

mésess sup f̂ ∈ (−l, l) tenim la estimacío inversa quées falsa en general. En efecte si diem
Q[f ](x) = P [f ](x+ i), aleshoresQ̂[f ](w) = e−|w|f̂(w). Per tant

|f̂(w)| = e|w||Q̂[f ](w)| ≤ el|Q̂[f ](w)|,
i per tant‖f‖2 ≤ el‖Q[f ]‖2. Si ara combinem aquest resultat amb el teorema de les dues
constants tenim el que voliem. Siess sup f̂ ∈ (−l, l), prenemg(t) = e−iltf(t) i ess sup ĝ ∈
(0, 2l). Es a dirg té espectre acotat i a mésg ∈ H2. Per tant

‖f‖2 = ‖g‖2 . ‖Q[g]‖2 .
(∫

Y
|g|2

)γ
‖g‖2(1−γ) =

(∫
Y
|f |2

)γ
‖f‖2(1−γ).

♣
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Finalitzem amb aquest tema donant un resultat en sentit contrari. Construirem funcions que tenen
forats en el temps i en el espectre arbitrariament grans. El resultatés el seg̈uent:

Teorema 1.25 (Melenk-Zimmermann). Per a qualsevols constantsT,Ω > 0 existeix una fun-
ció f ∈ L1 ∩ C∞(R) tal quef(t) = 0 si t ∈ [−T, T ] i f̂(w) = 0 siw ∈ [−Ω,Ω].

Demostracío. La demostracío que farem es troba en [MZ96], encara que aquest resultat ja era
conegut, la seva construcció és molt simple.

De fet demostrarem que existeix una funció g que s’anul·la en [−N,N ] i tal que ĝ = 0 en
l’interval fixat [−1/4, 1/4]. Si despres composem amb una dilació obtenim el resultat desitjat.
Per començar necessitem una versió discreta del mateix tipus de resultat.

Lema 1.26. Donat un nombre naturalN qualsevol, existeix una successió an, n ∈ Z ∈ l1 tal
queaj = 0 si−N ≤ j ≤ N − 1 i la serie de FourierS(x) =

∑
n∈Z

ane
inx compleixS(x) = 0 si

x ∈ [−1/4, 1/4].

Demostracío. Sigui ε = 1/8N i definim la funcíoB0 enT de la manera següent:

B0(x) =


−1 for x ∈ (−ε, 0)

+1 for x ∈ (0,+ε)

0 a la resta

Est̀a clar queB̂0(0) = 0 (de fetB̂0(j) = 0 si j ≡ 0 mod 8N ). DefinimBn(x) = e−2πinxB0(x)
i llavors B̂n(n)=0 ambsuppBn = [−ε, ε] ⊂ T. Finalment si prenemB = B−N ? · · · ? BN−1

satisf̀asuppB ⊂ [−2Nε, 2Nε] = [−1/4, 1/4] i a mésB̂(n) = 0 sin ∈ [−N,N−1]. Finalment,
siguiA(x) = B(x + 1/2), llavorsA ∈ L1(T) i la successío an = Â(n) satisf̀a l’enunciat del
lema. ♣

Per transportar el resultat deT a R prenem una funció φ ∈ C∞K amb suport en[0, 1]. Llavors
prenemg(x) =

∑
n∈Z

anφ(x − n). És immediat queg ∈ L1 ∩ C∞(R) i que g(x) = 0 si
x ∈ [−N,N ]. Per un altre part

ĝ(w) =
∫

R

e−2πixw
∑
n

anφ(x− n) dx =
∑
n

ane
2πin

∫ 1

0
φ(x)e−2πxw dx = S[a](w)φ̂(w).

Per tant̂g(w) = 0 siw ∈ [−1/4, 1/4]. ♣
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Variants quantitatives i qualitatives

Veurem a continuació algunes variants quantitatives i qualitatives dels resultats que hem demos-
trat fins ara. Començarem per l’estudi del principi d’incertessa al voltant de l’infinit. Una forma
de localitzar una funció és mesurar com s’anul·la per valors molt grans de la variable. El principi
d’incertesa exclou la posibilitat de que una funció i la seva transformada de Fourier siguin totes
dues molt petites en un entorn de l’infinit. El ser “petit entorn de l’infinit” es pot mesurar de
moltes maneres. La forma més obviaés utilitzar estimacions puntuals i aixó motiva la seg̈uent
definició:

Definició. Un parell de funcions(a(x), α(w)) es diu que es un parell de majorants suficient si
la única funcío f ∈ L1(R) que compleix|f(x)| ≤ a(x) i |f(w)| ≤ α(w) per|x| i |w| gransés la
funció identicament nul·la.

En aquesta definició cal pensar quea i α són funcions positives i que decreixen cap a0 quan
x i w van cap a infinit. La condició f ∈ L1 és accessoria, noḿes la necessitem per poder parlar
de transformada de Fourier, es pot substituir per d’altres condicions.

En molts dels resultats que es coneixen entorn de la descripció de majorants suficientsés b̀asic
tenir una condicío de tamany i una condició de “regularitat” de la majorant (de fet si treballem
amb majorants decreixents ja imposem d’entrada una regularitat).

Començarem per donar alguns exemples no trivials.

Teorema 2.1 (Hardy). Si |f(x)| . Ce−x
2/2 i |f̂(w)| . e−w

2/2, aleshoresf = Ce−x
2/2.

Demostracío. Aquest resultat́es una aplicació del principi de Phragmen-Lindelöf. Necessitem
el seg̈uent lema de funcions enteres.

Lema 2.2. SiF és una funcío entera tal que per a totz ∈ C |F (z)| . ea|z| i a més|F (x)| . e−ax

si x > 0, aleshoresF (z) = Ce−az.

Demostracío. DiemGε a la funcío auxiliarGε(z) = F (z)e(a+ia tan ε/2)z. Apliquem el principi de
Phragmen-Lindelöf a la funcíoGε en el conCε = {z ∈ C; z = |z|eiθ, θ ∈ (0, π − ε). L’ordre
deGε és com a m̀axim 1 i l’amplada del con es ḿes petita queπ. Per tant el m̀axim de la funcío

21
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en el con s’assoleix a la frontera del con. Per un altre part

|Gε(x) = |F (x)|eax ≤ C, si x ∈ R.

|Gε(xe
i(π−ε))| ≤ Ceax(cosε+tan ε

2
sin ε) = C.

Es a dir|Gε(z)| ≤ C en tot el con. Si fem tendirε→ 0, aleshores el con tendeix aC
+ i al mateix

tempsGε(z) → Feaz. Per tant|F (z)eaz| ≤ C en el semipl̀a superior. En el semiplà inferior fem
el mateix tipus d’acotació. Pel teorema de LiouvilleF (z)eaz = C. ♣

Acabem ara la prova del teorema de Hardy. Sif decau tan r̀apid com indica la hip̀otesi, aleshores
la transformada de Fourier defineix una funció entera.

Descomposem la funció f enp+s onp(x) és una funcío parell is(x) és una funcío senar.És
immediat comprovar que tantp coms compleixen tamb́e les hipotesis del lema. Anem a tractar
cada cas per separat.

Si p és parell aleshoreŝp tamb́e i p̂(z) = F (z2). Per descomptatF és de tipus exponencial
1/2 doncs per totw ∈ C,

|f̂(w)| ≤
∫

R

|f(x)||eixw| dx .
∫

R

e−
x2

2
+x Imw dx . e

(Im w)2

2 .

Podem aplicar, doncs el lema i tenim quep̂(z) = Ce−z
2/2. Hem de demostrar ques = 0. En

efecte, considerem la funció enterag(z) = ŝ(z)/z. Trivialment |g(x)| . e
−x2

2 si x ∈ R. Al
mateix tempsg = Ĝ onG(x) = c

∫ x
−∞ s(y) dy. Per tantĜ és parell i|G(x)| . e−x

2/2 si x > 0.

Per tant aplicant el lema aG resulta queg = C ′e
−x2

2 , es a dirs(x) = C ′xg(x). Aixó noḿesés
possible siC ′ = 0 doncs|s(x)| . e−x

2/2. ♣

Un altre exemple d’aplicació del principi de Phragmen-Lindelöf és el seg̈uent teorema de Morgan
[Mor34] queés una variant del teorema de Hardy:

Teorema 2.3 (Morgan). Siguip > 2 i q l’exponent conjugat. Diem

A(x) =
(px)1−q

q sin(π
2
(q − 1))

Aleshores per a qualsevolsC > 0 i ε > 0 tenim que el parell(e−C|x|
p
, e−(A(C)+ε)|w|q) és suficient.

A més la constantA(C) és inmillorable.

Demostracío. Per demostrar-ho necessitem una variant més fina del teorema de Phragmen-Lin-
delöf.

Lema 2.4. Suposem queρ ∈ (1, 2), α = π
2
(ρ− 1) i σ > 0, ambA = σ/ sinα. Si l’ordre de una

funció enteraf no excedeixρ i tenim que per algunB > A(ρ, σ) es compleix

|f(ix)| . eσ|x|
ρ

si x ∈ R,

|f(x)| . e−B|x|
ρ

si x ∈ R,

aleshoresf = 0.
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Figura 2.1: Les regions on fem l’acotació

Demostracío. Veurem que la funció f és acotada i aplicarem el teorema de Liouville. Si prenem
θ∗ = π/2ρ podem aplicar el teorem de Phragmen-Lindelof en els angles+∞0C+, C+0C− i
−∞0C−. En l’eix real est̀a acotada per hipotesis. Només cal veure que està acotada en les
semirectes0C+ i 0C− per concloure que està acotada en el semiplà superior. En el semiplà
inferior es veu igualment. Veiem el cas de0C+.

Per fer-ho, definim la funció auxiliarg(z) = f(z)e(B+iB∗)zρ
en el primer quadrant, onB∗ =

σ+B cos ρπ
2

sin ρπ
2

. De la definicío es segueix queg és d’ordre com a m̀aximρ i la hem triada de manera
queg sigui acotada en l’eix real positiu i en l’eix imaginari positiu. Apliquem el principi de
Phragmen-Lindelöf clàssic i tenim queg és acotada en tot el primer quadrant. En particular
sobre la semirecta0C+. Per tant sobre la semirecta tenim|f(z)| . eB

∗|z|ρ. Per̀o per hipotesis
B > σ/ sin π

2
(ρ− 1), es a dirB∗ < 0. Per tant|f | est̀a acotada en la semirecta0C+ com voliem

veure. ♣

Ara podem fer la demostració del teorema de Morgan. Per qualsevol constantC ′ < C tenim que∫
R

|f(x)||e−ixw| dx ≤
∫

R

|f(x)|ex Imw dx ≤ eσ(C′)| Imw|q
∫

R

|f(x)|eC′|x|p dx,

perqueσ(C) = 1/(q(pC)q−1) est̀a triada de forma que per a qualsevolx, y, C > 0, es compleix
xy ≤ C|x|p + σ(C)|y|q. Per tant la funcío F (w) =

∫
R
f(x)e−ixw dx és entera d’ordreq com a

màxim i satisf̀a les hipotesis del lema (siC ′ est̀a prou a prop deC). Per tantF = 0, es a dir
f = 0. ♣

Finalment donem un exemple de majorants suficients en normaL1 enlloc de normaL∞. Tamb́e
és una aplicació adequada del principi de Phragmen-Lindelöf. Es tracta d’un teorema no publicat
de Beurling reproduit per Ḧormander en [Ḧor91]:

Teorema 2.5 (Beurling). Siguif ∈ L1(R) i suposem que∫∫
R

2
|f(x)f̂(w)|e|xw| dx dw <∞.
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Aleshores,f = 0.

Recordem que dues funcions convexes realsφ, ψ definides en[0 +∞) es diuen duals (en el
sentit de Young) siab ≤ φ(a) + ψ(b).

Corol·lari 2.6. Siφ i ψ son funcions convexes conjugades aleshores∫
R

|f(x)|eφ(x) dx < +∞,
∫

R

|f(w)|eψ(w) dw < +∞ =⇒ f = 0.

Demostracío. Definim

M̃(w) =
∫

R

|f(x)|e|xw| dx, M(x) =
∫

R

|f̂(w)|e|wx| dw.

Totes dues funcions són funcions creixents i a ḿes per hipotesi∫
R

|f̂(w)|M̃(w) dw =
∫
R
|f(x)|M(x) dx <∞. (2.1)

No potser quef o f̂ tinguin suport compacte. Sif fos a suport compacte, llavors̃M creixeria de
forma exponencial. En aquest cas degut a (2.1) tenim quef seria holomorf en una banda entorn
de l’eix real, per tantf = 0. De forma analoga amb̂f . Si ni f ni f̂ tenen suport compacte,
aleshoresM i M̃ han de creixer ḿes r̀apidament que qualsevol exponencial i per tantf i f̂ són
funcions enteres i de la definició deM i M̃ tenim

|f(z)| ≤M(Im z) ≤M(|z|), |f̂(w)| ≤ M̃(Imw) ≤M(|w|); z, w ∈ C (2.2)

Definim la funcío enteraF (z) =
∫ z
0 f(z)f(iz) dz. Aquesta funcío est̀a acotada en l’eix real i

l’eix imaginari doncs ∫
R

|f(x)|f(±ix)| dx ≤
∫

R

|f(x)|M(x) dx <∞.

De forma trivial estimem|F (z)| ≤ |z|M2(|z|). Si a ḿeslim inf |x|→∞M(x)e−cx
2/2 = 0 per a tot

c > 0, aleshores per una variant del teorema de Phragmén-Lindel̈of (veieu el lema de Cartwright
a continuacío) tenim queF és acotada i per tant constant, de manera queF ′(z) = f(z)f(iz) = 0,
es a dirf = 0. Si f és no nul·la, existeix unac (i una c̃) tal que

M(x) > ecx
2/2, M̃(w) > ec̃w

2/2, si x,w són grans.

Com que

f(z) =
1

2π

∫
R

f̂(w)M̃(w)eizw/M̃(w) dw

tenim que|f(z)| ≤ K supw e
|w||Imz|−c̃w2/2 = Ke| Im z|2/2c̃. Per tantf és d’ordre2 (o identicament

0). Anem a demostrar que ∫ ∞

0
|f(±re±iπ/4)|2 dr ≤ K ′. (2.3)
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En efecte, per a qualsevol0 < α < π/2, sabem gracies a (2.1) i (2.2)∫ ∞

0
|f(r)f(reiα)| dr ≤

∫ ∞

0
|f(r)|M(r) dr = K ′ <∞.

Si prenem una funció φ continua a suport compacte definida enR
+ amb |φ| ≤ 1, aleshores el

valor absolut de la funció holomorfa

z → z
∫ +∞

0
f(tz)f(eiαtz̄)φ(t) dt

est̀a acotat en la vora del con0 < arg z < α perK i com queés una funcío d’ordre2, aleshores
est̀a acotada en l’interior perK. Quantz = eiα/2 tenim la desigualtat∫ ∞

0
|f(reiα/2)|2 dr ≤ K ′, 0 < α < π/2.

Si fem tendirα → π/2 demostrem (2.3) (en el cas en que prenem els signes+, les altres desi-
gualtats śon del mateix estil). Per tant,|F (±re±iπ/4)| est̀a acotat i ara el teorema de Phragmén-
Lindelöf dona queF és constant, es a dirf(z) = 0. ♣

Queda per demostrar la variant del teorema de Phragmén-Lindel̈of. Es tracta justament de estu-
diar el que passa en el cas en que l’angle i l’ordre són justament iguals. En el nostre cas tenim
funcions d’ordre 2 (essencialment) i l’angleés deπ/2. Podem reduirnos al cas de funcions d’or-
dre 1 i angleπ canviant de variables (z = w2). El seg̈uent teorema que podem trobar en [Ahl73]
ens soluciona el problema.

Teorema 2.7. Siguif holomorfa en el semiplàS de part imagiǹaria positiva i continua fins a la
frontera. Denotem perM(r) = sup|z|=r, z∈S |f(z)|. Si

lim inf
r→∞

M(r)e−ar = 0 ∀a > 0

aleshoressupz∈S |f(z)| = supz∈∂S |f(z)|.

Demostracío. Donem una indicació de la prova. Si veiessim quef és de tipus exponenciala,
aleshores ja hem demostrat que|f(z)| ≤ supx∈R

ea| Im z|. Si aixó és veritat per a tota > 0 ja
tenim el que voliem. Hem de comprovar, doncs que

lim sup
r→∞

M(r)e−ar = 0 ∀a > 0.

Ho sabem per a lı́mits inferiors. Es a dir sabem que per a qualsevola > 0 existeix una successió
de reals positiusrn → ∞ tal quelogM(rn) ≤ arn +K. Volem veure una desigualtat d’aquest
tipus per a qualsevolr. Per a fer-ho hem de tornar a utilitzar quef és acotada enR. Suposarem
sense perdua de generalitat que|f | est̀a acotada per1 enR. Prenem unz en el semipl̀a superior.
Volem acotarlog |f(z)|. Prenem un semidiscΩ molt gran que sigui la intersecció d’un disc
de centre0 i radi rn i el semipl̀a superior. Prenemn molt gran de manera quez pertanyi al
semidisc. Com quelog |f(z)| és una funcío subharḿonica, aleshores pel principi del màxim
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Figura 2.2:

per a funcions subharḿoniques,log |f(z)| ≤ u(z), onu(z) és una funcío harḿonica qualsevol
que tingui valors frontera en el semidisc més grans quelog |f(z)|. Prenem com a funció u la
funció harḿonica que t́e valors frontera0 en el tros de frontera que pertany aR i logM(rn) en
la circumfeŕencia.És f̀acil comprovar que aquesta funció ésu(z) = logM(rn)2θ(z)/π on θ(z)
és l’angle definit a la figura 2. Per un altre part, fixatz θ(z)rn → 2 Im z quanrn → ∞. Per
tant log |f(z)| ≤ limn 2M(rn)θ(z)/π ≤ 4a/π Im z. Aixó és veritat per a tota > 0. Per tant
|f(z)| ≤ 1 com voliem veure. ♣

Estudiem a continuació quina mena de restriccions imposa el decreixement d’una funció en
una semirecta. Ja sabem que sif ∈ L1(R) i f(x) = 0 quanx > 0, aleshores pel teorema dels
germans Riesz no pot ser quêf(y) = 0 en un conjunt de mesura positiva. De fet el mateix
resultat́es cert si considerem mesures complexesµ enlloc de funcions. El que farem es substituir
les condicions de anul·lació sobre una semirecta per un decaiment prou ràpid. La velocitat de
decaiment d’una mesuraµ al llarg deR

+ ve donada en termes de la mesura de les cuesρµ(x) =
|µ|([x,+∞)). Els resultats ḿes importants en aquest sentit són deguts a Beurling, Volberg i
Borichev. Veiem en detall el teorema de Beurling.

Teorema 2.8 (Beurling). Siµ ∈M(R) satisf̀a

∫ +∞ log ρµ(x)

x2
dx = −∞,

i el conjuntE = {w ∈ R; µ̂(w) = 0} té mesura positiva, aleshoresµ = 0.

Nota. Hi ha un punt no satisfactori del tot en aquest resultat. En el cas del teorema de F. i M.
Riesz no calia una condició tan forta com que|E| > 0, de fet noḿes era necessari que la integral
logaŕıtmica deµ̂ fos divergent per assegurar queµ = 0. El resultat de Volberg afina en aquest
sentit el teorema de Beurling. El preu que ha de pagarés que ha de afegir una condició de
regularitat per a laµ a la condicío purament de tamany que apareix en el teorema de Beurling.

Demostracío. SiguiE = {w ∈ R; µ̂(w) = 0}. Per hip̀otesi,|E| > 0. Té per tant un punt de
densitat que podem suposar sense perdua de generalitat queés el0. Per tant, podem suposar que
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limδ→0 |E ∩ (−δ, δ)|/2δ = 1. Aixó implica queinf0<η≤2 P [χE](iη) > 0. En efecte, si|t| ≤ η,
aleshores2η2 ≥ (t2 + η2) i per tant

P [χE](iη) =
1

π

∫
E

ηdt

t2 + η2
≥ 1

π

∫
E∩(−η,η)

ηdt

t2 + η2
≥ |E ∩ (−η, η)|

2πη
.

Perη prop de0 aquesta expressió est̀a acotada per la hipòtesi de densitat deE entorn de l’origen.
Lluny de l’origen est̀a acotada trivialment. Hem vist doncsinf0<η≤2 P [χE](iη) > 0. La prova
consistir̀a en demostrar que sota les hipótesis sobreµ es compleixC[µ](z) = 0 per a totz ∈ C i
per tantµ = 0. Recordem que siz pertany al semiplà superior

C[µ](z) =
∫

R

dµ(t)

t− z
=
∫ ∞

0
µ̂(t)eitz dt.

Per fer la demostració necessitem el lema de les dues constants (la versióL∞ del lema 1.24) que
diu el seg̈uent:

Lema 2.9. SiguiE ⊂ R un conjunt mesurable iε > 0. Suposem quef ∈ H∞(C+) i |f(t)| ≤ ε
per a qualsevolt ∈ E. Aleshores,

|P [f ](z)| ≤ εσz(E)‖f‖1−σz(E)
∞ z ∈ C,

onσz és una mesura de probabilitat definida com en el lema 1.24:σz(A) = 1
π

∫
A

Im zdt
|t−z|2 .

Demostracío. Com quelog |f | és subharḿonica i|f | és acotada,

log |f(z)| ≤ P [log |f |](z).

Per un altre part,

P [log |f |](z) =
∫
E

log |f(t)| dσz(t) +
∫

R\E
log |f(t)| dσz(t) ≤

≤ log εσz(E) + (log ‖f‖∞)(1− σz(E)).

Finalment prenent exponencials a la desigualtat obtenim el resultat desitjat. ♣

Demostrarem a continuació queC[µ](z) = 0 si z pertany al semiplà superior (en el semiplà in-
ferior procediriem analogament). La funcióC[µ] és una funcío holomorfa en el semiplà superior
que a ḿes cumpleix quées acotada en qualsevol semiplà de la formaIm z > a. En efecte,

|C[µ](z)| ≤
∫

R

d|µ|(t)
|t− z|

≤ |µ|(R)

a
.

Com que tenim una funció holomorfa i acotada, per veure queés identicament0 només cal veure
que ∫ +∞ log |C[µ](x+ i)|

x2
dx = −∞.

Hem de demostrar doncs queC[µ](x+ i) decau molt r̀apidament quanx→ +∞. El nucli de la
demostracío est̀a en el seg̈uent lema:
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Figura 2.3: El caḿı on integremg

Lema 2.10. Siguih una funcío anaĺıtica en el semipl̀a superior i cont́ınua fins a la frontera. Per
a z en el semipl̀a superior, definim

H(z) =
∫ +∞

0
h(t)eitz dt.

Si |h(z)| ≤ eA Im z per algunaA > 0 i E és un conjunt amb densitat positiva entorn de l’origen
tal que|h(t)| ≤ ε si t ∈ E, aleshores

|H(x+ i)| ≤ e2(A−x) + εα
1− e2(A−x)

x− A
, si x > 0,

on0 < α < 1 noḿes deṕen deE.

Demostracío. En efecte, fixatz en el semipl̀a superior, diemg(w) = h(w)eiwz. Aleshores
la integral que defineixH es pot fer al llarg del caḿı γ ∩ Γ de la figura 2.3. En efecte, si
0 ≤ Imw ≤ 2 i Rew = σ, llavors|g(w)| ≤ e−σ+2(A−Re z) i per tantlimσ→+∞

∫
γσ
g(w)dw = 0.

Tenim doncs que

|H(x+ i)| ≤
∣∣∣∣∫

Γ
g(w) dw

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
γ
g(w) dw

∣∣∣∣ .
Acotem cadascuna de les integrals. Per la primera utilitzarem el creixement de tipus exponencial
del funcío h i resulta ∣∣∣∣∫

Γ
g(w) dw

∣∣∣∣ ≤ e2A
∫ ∞

0
|ei(t+2i)(x+i)| dt = e2(A−x).

Acotem la segona integral. Sabem que

inf
0<η≤2

P [χE](iη) > 0

o equivalentmentα = inf0<t<2 σit(E) > 0. Per una altre banda, la funció φ(w) = h(w)eiAw és
una funcío holormofa i acotada per1 en el semipl̀a superior que compleix|φ(x)| = |h(x)| = ε
si x ∈ E. Per tant gracies al lema de les dues constants

|φ(it)| ≤ εσit(E) ≤ εα si 0 < t < 2,
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es a dir|h(it)| ≤ eAtεα si 0 < t < 2. Finalment,

∣∣∣∣∫
γ
g(w) dw

∣∣∣∣ ≤ εα
∫ 2

0
eAt|e−t(x+i)| dt = εα

1− e2(A−x)

x− A
.

♣

Recordem que el que volem demostrarés∫ +∞ log |C[µ](x+ i)|
x2

dx = −∞.

Per fer-ho, prenem unA > 0 i trenquemµ = µA + cA onµA és la restriccío deµ a la semirecta
(−∞, A). El tros de la transformada de Cauchy de la cuacA és el ḿes f̀acil d’acotar doncs

|C[cA](x+ i)| ≤
∫ ∞

A

d|cA|(t)
|t− (x+ i)|

≤ ρµ(A).

Per acotar l’altre part, utilitzem el lema. Volem prendre com a funcióh = µ̂A. Hem de comprovar
que es compleixen les hipòtesis del lema. Veiem queh és una funcío holomorfa en el semiplà
amb el creixement adient:

|h(x+ iy)| = |µ̂A(x+ iy)| ≤
∫ A

−∞
eytd|µ|(t) ≤ eAy.

Si x ∈ E (recordem queE és el conjunt on̂µ = 0), aleshores|µ̂A(x)| = |ĉA(x)| i per tant

|µ̂A(x)| ≤
∣∣∣∣∫ +∞

A
e−ixtdµ(t)

∣∣∣∣ ≤ ρµ(A).

Per tanth = ρ̂µ(A) compleix les hip̀otesis prenent com aε = ρµ(A). Per una altre partH(x +
i) = C[µA](x+ i) i resulta doncs,

|C[µA](x+ i)| ≤ e2(A−x) + ρµ(A)α
1− e2(A−x)

x− A
.

Finalment com que tenim la tria deA a la nostra disposició prenemA = x/2 i obtenim

|C[µ](x+ i)| ≤ ρµ(x/2) + e−x + (ρµ(x/2))α, x > 0.

En qualsevol cas per ax > 0 grans|C[µ](x+ i)| ≤ 3 max(e−x, ρµ(x/2))α i per tant

log |C[µ](x+ i)| ≤ log 3 + αmax(−x, log ρµ(x/2)).

Volem demostrar que

∫ +∞ min(x, log 1
ρµ(x)

)

x2
dx = +∞.
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La funció q(x) = min(x, log 1
ρµ(x)

) és una funcío creixent. Si la integral fos finita aleshores

q(x)

x
≤ C

∫ 2x

x

q(t)

t2
→ 0 si x→∞.

Aixó voldria dir queq(x) = log 1
ρµ(x)

per ax grans, per̀o per hip̀otesi,

∫ +∞ log 1
ρµ(x)

x2
dx = +∞.

Hem arribat a contradicció. ♣

2.0.1 Corol·laris i variants

Anem a explotar el resultat que hem vist. Veiem en primer lloc com es transporta el teorema de
la recta real a la circumferència.

Proposició 2.11. Siguif una funcio continua enT tal que
∑ |f̂(n)| < +∞. Si

+∞∑
n=1

log ρn
n2

= −∞,

onρn =
∑
k≤−n |f̂(k)|, aleshores{x; f(x) = 0} té mesura positiva noḿes sif = 0.

Demostracío. Definim la mesuraµ en R de la manera següent: µ(x) =
∑
f̂(n)δn(x). Per

hipótesi|µ|(R) < +∞, a ḿesµ̂(t) = f(e−it) i podem aplicar el teorema de Beurling, que diu
que en aquestes circumstanciesµ = 0 es a dirf = 0. ♣

Aquesta proposició té com a corol·lari un teorema cl̀assic anterior, el teorema de Cartwright-
Levinson quées un resultat en la circumferència en el mateix esperit que el teorema de Beurling.

Teorema 2.12 (Cartwright-Levinson). Si θ : [1,+∞) → R
+ és una funcío creixent tal que∑+∞

n=1
θ(n)
n2 = +∞ i µ és una mesura en la circumferència que compleixµ(I) = 0 en un interval

I i µ̂(n) . e−θ(|n|) si n→ −∞, aleshoresµ = 0.

Demostracío. Sigui α ∈ C∞(T) amb suport contingut en un petit entorn de1 i de manera que
α̂(0) 6= 0. Definimf = µ ? α, aleshoresf ∈ L1(T) i ρn =

∑
k≤−n |µ̂(k)||α̂(k)| ≤ Ce−θ(n). A

mésf sánul·la en tot un interval doncs el suport deα el triem molt petit. Aix́o vol dir quef = 0,
en particular̂µ(0) = 0. Aquest argument el podem repetir amb la mesuraσ = z−jµ que tamb́e
satisf̀a les hipotesis i per tant0 = σ̂(0) = µ̂(j). Finalmentµ = 0. ♣

Veiem ara una versió d’aquest resultat en la recta real!

Corol·lari 2.13. Siguiµ una mesura enR tal que el diametre del seu suport sigui més petit que
b. Si µ̂(nπ/b) . e−θ(|n|) quann → −∞ on θ és una funcío com en el teorema de Cartwright-
Levinson aleshoresµ = 0.
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Figura 2.4: El pesw

Demostracío. Abans de fer la demostració, observem quêµ(w) = 1/2π
∫
e−ixwdµ(x) (les cons-

tants śon importants). Veiem que la cadencia dels puntsés inmillorable doncs sidµ(x) =
χ[−1,1]dx, aleshoreŝµ(w) = sinw/w i µ̂(πnw) = 0.

Per fer la demostració diema al diametre del suport deµ. Sabem quea < b. Transportem
µ a una mesura enT. Prenem la funcío φ : T → [−b, b] ⊂ R de la manera següentφ(ζ) = x si
ζ = e−πix/b. Llavors definimσ com el “pullback” deµ perφ i apliquem el teorema de Levinson-
Cartwright aσ. Tenim finalment queσ = 0 i per tantµ = 0. ♣

Com a aplicacío d’aquest corol·lari veurem que es necessaria alguna condició de regularitat en
el estudi de majorants admissibles. En efecte, considerem el següent problema: Volem descriure
les funcionsw(x) > 0 de manera que existeixi una funció f ∈ L1(R) tal quesupp f̂ sigui
acotat i al mateix temps|f(x)| ≤ w(x) per |x| grans. Aquests pesosw(x) se’n diuen els pesos
de Beurling-Malliavin. Pel teorema dels germans Riesz ja sabem que siw és un pes de BM
aleshores ∫

R

log 1/w(x)

1 + x2
dx < +∞.

Veurem que si afegim alguna condició de regularitat (per exemplew parell iw decreixent enR+)
aleshores la convergència de la integral logarı́tmica és una condició tamb́e suficient per tal que
w sigui un pes de Beurling-Malliavin. Hi ha condicions de regularitat més fines que permeten
afirmar quew ∈ BM , per̀o en qualsevol cas hem dimposar alguna condició de regularitat com
mostra el seg̈uent exemple. Hem de pensar que el pesw decau en els puntsxn =

√
n molt

rapidament, de manera que si diemw(x) = e−θ(x) llavors podem triarθ de manera que
∫ θ(u)

u2 =
+∞. Per un altre part, si prenem la successió d’intervalshi que convergeixin molt ràpidament
cap a0, podem aconseguir que

∫
R

log 1/w(x)
1+x2 dx < +∞. D’aquesta manera sif es tal que|f(x)| ≤

w(x) i el suport def̂ és compacte aleshores com la cadencia dels punts va augmentant pern
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grans, aix́o vol dir que el suport dêf no pot estar coningut en[−b, b] per a capb > 0, es a dir
f = 0. En sentit positiu demostrarem el següent:

Proposició 2.14. Siguiw un pes parell i decreixent en[0,∞). Si

∫
R

log 1/w(x)

1 + x2
dx < +∞,

aleshoresw és un pes de Beurling-Malliavin. De fet es pot demostrar que per a tota > 0,
existeix una funció g amb support de diametre més petit quea i tal que|ĝ(ζ)| ≤ w(ζ).

Demostracío. Siguih(t) = cw(2t) exp(−
√

2t). És immediat que la integral logarı́tmica deh és
finita. Per tant, existeix una funció enH1(R) de manera que|f | = h (la funció externa). Podem
suposar que hi ha nombresa > 0 arbitrariament petits tals quêf(a) 6= 0. Si noés aix́ı canviem
f pereiτxf(x), ambτ él ḿınim del suport dêf . Com queh decreix molt r̀apid, aix́o vol dir que
f̂ és infinitament derivable. Prenemg(ζ) = f̂(a − ζ)f̂(a + ζ), on a est̀a triada de manera que
g(0) 6= 0. És f̀acil veure quesupp g ⊂ (−a, a) i a mésg = k̂/(2π) on

k(x) = e−ixa
∫

R

f(x− t)f(−t)e−2ita dt.

Per un altre part comg és senar tenim quêg = k/(2π)2 i per tant per a totx > 0 tenim

(2π)2|ĝ(x)| ≤
∫

R

|f(x− t)||f(t)| dt =
∫

R

h(x− t)h(t) dt =∫ x/2

−∞
+
∫ ∞

x/2
≤ h(x/2)

∫ x/2

−∞
h(t) dt+ h(x/2)

∫ +∞

x/2
h(x− t) dt ≤ 2h(x)‖h‖1 ≤ w(x),

si la constantc de la definicío deh és prou petita. Per ax < 0 tenim la mateixa desigualtat i ja
tenim la funcío g que voliem. ♣

2.0.2 Funcions amb zeros profunds

Veiem una variant ḿes del principi d’incertessa. Hem vist que una funció i la seva transformada
no poden decaure molt ràpidament i simultaneament a prop de l’infinit. Veurem a continuació
com la condicío de decaure molt en l’infinit es pot substituir per el fet que una funció s’anul·li
“molt” en un punt. Ḿes concretament ens plantejem la següent q̈uestío. Suposem quef satisf̀a
la condicío seg̈uent:|f̂(w)| ≤ H(|w|) si |w| és gran per una funcióH que decau molt a l’infinit.
És possible sota aquestes circumstancies que una funció f no idénticament nul·la tingui un zero
d’ordre infinit en l’origen, es a dir per a totn > 0, f(t) = O(tn) quant→ 0?.

Si aixó no és possible diem queH és una majorant determinant. La descripció de les ma-
jorants determinants nóes completa. Com en molts dels problemes que hem tractat, en la des-
cripció de les majorants determinants hi ha dos elements: Una condició de creixement que ve
donada per la convergència o no de la integral logarı́tmica i una condicío de regularitat. El
teorema que veureḿes el seg̈uent:
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Teorema 2.15.SiguiH una majorant determinant. Aleshores∫ +∞ log |H(ζ)|
1 + |ζ|2

dζ = −∞.

Per un altre part siH té integral logaŕıtmica divergent i si a ḿesH(ζ) compleix per a totζ ≥ c:

log
1

H(ζ)
= A+

∫ ζ

c

w(u)

u
du, lim

u→∞
w(u) = +∞,

per una funcíow creixent i positiva, llavorsH és una majorant determinant.

Demostracío. Veiem com la diverǵencia de la integral logarı́tmica és una condició necessaria.
En efecte, siguiH una funcío positiva i acotada enR+. Suposem que la integral logarı́tmica
convergeix. Extenem la funció a tot R de forma parell. Definimh(t) = H(t) exp(−

√
|t|).

Est̀a clar queh ∈ L1(R). Per tant ja sabem que existeix una funció externag ∈ H1 tal que
|g| = h. Aleshoresf̂ = g i f(x) = 0 si x ∈ (−∞, 0). Per un altre part, com queg decau molt
ràpidament en l’infinit, aleshoresf és una funcío C∞ i la condicío de zero profund es tradueix en
quef (n)(0) = 0. Això es cumpleix doncs s’anulla en tota una semirecta.

Abans de demostrar la suficiéncia, veiem com construir alguns exemples: La funció w que
controla la condicío de regularitat tamb́e controla el creixement. En efecte la integral logarítmica
és divergent si i noḿes si ∫ ∞

w(u)/u2 = +∞.

Aixó es pot aconseguir prenentw(u) = ku, ambk > 0. Per̀o aquest cas nóes molt interesant,
doncs el decaiement tan gros def̂ en l’infinit fa quef sigui holomorfa en un entorn de l’eix real
i per tant no pugui tenir zeros profunds. Un cas més interessant́es quanw és de la forma

w(u) =
u

log u · log log u · · · log log · · · log u
.

En aquest cas hi ha funcionsf que no admeten extensió holomorfa i tals que|f̂(ζ)| ≤ H(ζ). Si
diemp(ζ) = − logH(ζ), de la condicío de regularitat es dedueix quep(ζ) ≥ w(

√
ζ) log ζ)/2

perζ gran. Per tant l’ordre de decreixement deH(ζ) és infinit quanζ → ∞. En conseq̈uéncia
f ∈ C∞ i existeixen tots els moments de tot ordre def̂ . És ara un bon moment de recordar que
són els moments d’una mesura.

Definició. Siguiµ una mesuraR tal que|x|n ∈ L1(dµ). Aleshores es diu que existeix el moment
d’ordren ∈ N deµ i val

mn(µ) =
∫

R

xn dµ(x).

En el nostre cas comf és infinitament derivable, aleshoresmn(f̂) existeix i valfn(0) = 0
per hip̀otesi. Per tant tenim que tots els moments def̂ són0. Apliquem el seg̈uent lema:
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Lema 2.16. Si una mesuraµ te tots els moments d’ordren nuls, aleshores la seva transformada
de CauchyC[µ] compleixznC[µ] = C[znµ] per a qualsevoln ∈ N.

Demostracío. Si tots els moments són 0, aleshoresµ és ortogonal a tots els polinomis, pero el
quocientq(z) = (p(z)− p(ζ))/(z − ζ) és un polinomi per a qualsevolζ ∈ C. Per tant

0 =
∫

R

p(x)− p(ζ)

x− ζ
dµ(x) = C[pµ](ζ)− p(ζ)C[µ](ζ).

♣

Hem vist doncs que en el nostre cas

C[f̂ ] = z−nC[znf̂ ] ∀n ∈ N.

La demostracío que faremés en la mateixa direcció que la del teorema de Beurling. Es a dir,
volem demostrar que sota les hipótesis sobreH, es cumpleix

∫
R

log |C[f̂ ](ζ ± i)|
1 + ζ2

dζ = −∞,

i com que ja sabem queC[f̂ ] és una funcío holomorfa acotada en qualsevol semiplà estrictament
superior i en tot semiplà estrictament inferior, aix̀o implica queC[f̂ ] és identicament nul·la. Per
demostrar el nostre resultat només hem de veure que

C[f̂ ](ζ ± i) ≤ CK(ζ)ζk ζ → +∞,

per algunk > 0. En efecte, com que la transformada de Cauchy def̂ commuta amb els monomis
sabem que per a qualsevoln ∈ N:

2π|C[f̂ ](ζ ± i)| ≤ |ζ ± i|−n
∫

R

|f̂(u)||u|n

(u− ζ)± i|
du ≤ mn(H)|ζ|−n, (2.4)

onmn(H) = 2
∫∞
0 H(u)un du. El teorema quedarà demostrat, doncs, si veiem el següent lema:

Lema 2.17. Per a qualsevolζ prou granζ > c de manera quew(ζ) ≥ 3, existeix un natural
n(ζ) tal que

mn(H) ≤ Kζn(ζ)+3H(ζ)

onK no depen deζ.

Demostracío. Prenemn(ζ) = [w(ζ)] − 2. Trenquem la integral que defineixmn(H) en dos
trossos

mn(H)/2 =
∫ c

0
H(u)un du+

∫ ∞

c
H(u)un du = I1 + I2.
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Farem acotacions diferents perI1 i per I2. Si diemM = sup[0,c]H, aleshores

I1 ≤
Mcn+1

n+ 1
≤Mc(

c

ζ
)nζn.

Com quew és creixent, llavors∫ ζ

0
w(u)/u du ≤ w(ζ) log(ζ/c) ≤ (n+ 3) log(ζ/c),

per tant,

n log(c/ζ) ≤ 3 log(ζ/c)−
∫ ζ

0
(w(u)/u) du

i (c/ζ)n ≤ c−3H(ζ)ζ3eA. Es a dir,

I1 ≤Mc−2 expAH(ζ)ζn+3,

que jaés una expressió com la que volem arribar a veure. Queda per estimar la integralI2. Per
fer-ho necessitem comprovar que per qualsevolζ > c,

max
u≥c

H(u)uw(ζ) = H(ζ)ζw(ζ).

Això és una consequéncia de la condició de regularitat, doncs

log(H(u)uw(ζ)) = −A−
∫ u

c

w(v)− w(ζ)

v
dv + w(ζ) log c,

i el màxim d’aquestáultima funcío s’assoleix enu = ζ. Per tant la acotació deI2 queda aix́ı:

I2 ≤
∫ ∞

c
H(u)uw(ζ)u−2 du ≤ max

u≥c
H(u)uw(ζ) = H(ζ)ζw(ζ) ≤ H(ζ)ζn+3.

La acotacío deI2 tamb́e és del tipus desitjat i amb aixó es demostra el lema. ♣

Per finalitzar la demostració del teorema noḿes cal agafar en (2.4) la tria den = n(ζ) que ens
dona el lema. ♣

2.1 Desigualtats d’incertesa logaŕıtmiques

Veurem en aquesta secció una manera alternativa per mesurar la localització d’una funcío i els
corresponents principis d’incertesa.

Definició. Siguiρ una densitat de probabilitat enR. Es defineix laentropiadeρ com

E(ρ) = −
∫

R

ρ(x) log ρ(x) dx.
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Pot prendre tant el valor+∞ com−∞ o no estar definida. Siρ te un picE(ρ) tendeix a ser
molt negativa. En canvi si les cues en l’infinit decauen molt poc a poc la entropia tendeix a ser
positiva. Es a dirE(ρ) mesura quan localitzada está (quan ḿes localitzadáes la densitat, ḿes
petitaésρ). La entropia d’una mesura està relacionada amb la variança segons indica la següent
proposicío:

Proposició 2.18 (Shannon).Siρ és una funcío de densitat amb variança finita, aleshoresE(ρ)
est̀a ben definida i

E(ρ) ≤ 1

2
log(2πeV (ρ)).

Demostracío. Si composemρ amb una traslació cap de les quantitats ni a la dreta ni a l’esquerra
de la desigualtat canvia. Per tant, podem suposar que la esperança deρ és 0. A ḿes si canviem
ρ(x) perkρ(kx) les dues magnituds disminueixen enlog k, aix́ı que podem soposar queV (ρ) =
1. Definim

φ(x) = 2πe|x|
2/2ρ(x), dγ(x) =

1

2π
e−|x|

2/2dx

de manera que
∫
φdγ = 1. Com queγ és una mesura de probabilitat i la funció t log t és convexa,

podem aplicar la desigualtat de Jensen per a funcions convexes i tenim

0 =
∫
φ dγ log

∫ φ dγ

 ≤
∫
φ log φ dγ =

=
∫
ρ(x)

(
1

2
log 2π +

1

2
|x|2 + log ρ(x)

)
dx =

=
1

2
log 2π +

1

2
V (ρ)− E(ρ) =

1

2
log 2π +

1

2
− E(ρ).

♣

Teorema 2.19 (Beckner-Hirschman).Sif ∈ L2(R) i ‖f‖ = 1, aleshores

E(|f |2) + E(|f̂ |2) ≥ 1− log 2.

Demostracío. La desigualtat original de Hirschman era

E(|f |2) + E(|f̂ |2) ≥ 0,

i és la que veurem a continuació. Sabem que‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1 i que ‖f̂‖2 ≤ ‖f‖2. Llavors
per interpolacío tenim la desigualtat de Haussdorff-Young‖f̂‖q ≤ ‖f‖p amb 1 ≤ p ≤ 2 i
1/p+ 1/q = 1. Aquesta desigualtat la podem reescriure com∫

|f̂ |q ≤
( ∫

|f |q/(q−1)
)q−1

q ≥ 2. (2.5)

Utilitzem el seg̈uent lema trivial
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Lema 2.20. Suposem quef(t) ≤ g(t) per aa ≤ t ≤ b i f(a) = g(a). Aleshores sif i g són
derivables ena, llavorsf ′(a) ≤ g′(a).

Com deiem apliquem aquest lema a la desigualtat (2.5) entenent queés una funcío deq i
avaluant en el punta = 2 i obtenim el resultat desitjat. Per ser completament rigurosos cal que
f̂ ∈ Lq per un petit intervalq ≥ 2. Peŕo noés dificil eliminar aquesta restricció amb un argument
de pas al ĺımit.

El enunciat ḿes precis del teorema s’obté amb el mateix argument peró enlloc de la desigual-
tat de Hausdorff-Young, cal utilitzar la desigualtat (molt delicada) de Beckner:

‖f̂‖q ≤ p1/(2p)q−1/(2q)‖f‖p 1 ≤ p ≤ 2,
1

p
+

1

q
= 1.

Una demostració d’aquesta desigualtat es troba en [Bec75]. ♣

Si combinem els dos teoremes obtenim com a corol.lari la desigualtat de Heissemberg:

Corol·lari 2.21. Sif ∈ L2(Rn) i ‖f‖2 = 1, aleshores

V (|f |2)V (|f̂ |2) ≥ 1

16π2
.

La prova de la desigualtat de Heienberg era elemental. En canvi la de la desigualtat de en-
tropia depen de resultats profunds com la desigualtat de Becker-Haussdorff-Young. Aquesta
desigualtat d’entropiáes una desigualtat coniderablement més poderosa,́es una millora substan-
cial sobre el teorema de Heisenberg. Per exemple es pot deduir la desigualtat logarı́timica de
Gross-Sobolev a partir d’ella [Bec95]:∫

|g|2 log |g|dµ ≤
∫
|∇g|2dµ,

on µ és la mesura de probabilitat:dµ = (2π)−1/2e−|x|
2/2dx. Anem a demostrar aquestaúltima

desigualtat. Definim la isometriaT : L2(µ) → L2(dx) com

Tg = (x) = 21/4e−π|x|
2

g(2
√
πx)

i sigui g̃ = T−1FTg. De forma trivial‖g‖2 = ‖g̃‖2. Per un altre part si diemf = Tg aleshores
f̂ = T g̃. Ens cal el seg̈uent lemma:

Lema 2.22. Siguig ∈ L2(dµ) amb‖g‖2 = 1, aleshores∫
R

|x|2|g(x)|2 dµ+
∫

R

|ζ|2|g̃(ζ)|2 dµ = 2 + 2
∫

R

|g′|2 dµ.

Demostracío. Recordem quêf = T g̃ i per tant∫
|ζ|2|g̃(ζ)|2 dmu(ζ) = 4

√
2π
∫
|η|2|g̃(2

√
πη)|2e−2π|η|2 dη =

= 4π
∫
|η|2|f̂(η)|2 dη =

1

π

∫
|f ′(x)|2 dx.
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Per una altre part un càlcul directe ens dona

|f ′(x)|2 = 4
√

2π
(
|g′(2

√
πx)|2 + πx2|g(2

√
πx)|2 − 2

√
πRe g′(2

√
πx)g(2

√
πx)x

)
e−2πx2

.

Integrem per parts i resulta que∫
|f ′(x)|2 dx = 2π

∫
|g′(x)|2 dµ+ 2π

∫
x2|g(x)|2dµ+ 2π

∫
|g(x)|2(−x2 + 1)dµ.

♣

Un cop tenim el lema, ara apliquem la desigualtat d’entropia a la funció f = Tg i tenim

E(|Tg|2) + E(|T̂ g|2) ≥ log
e

2
.

Apliquem la definicío d’entropia i apliquem el lema i resulta∫
|g|2 log |g| dµ+

∫
|g̃|2 log |g̃| dµ ≤

∫
|g′|2 dµ.

Ara com que per la desigualtat de Jensen

2
∫
|g̃|2 log |g̃| dγ ≥

∫ |g̃|2 dγ

 log
∫
|g̃|2dγ = 0,

conseguim la desigualtat de Sobolev. Veiem unaúltima desigualtat logarı́mica de incertesa que
tamb́e apareix a [Bec95]:

Teorema 2.23 (Beckner).Donadaf ∈ L2(R) es compleix∫
|f(x)|2 log |x− a| dx+

∫
|f̂(ζ)|2 log |ζ − b| dζ ≥ (ψ(

n

4
)− log π)

∫
|f(x)|2 dx,

sempre que la part de la esquerra estigui definida i onψ és la derivada logaŕıtmica de la funcío
Γ (ψ(t) = d

dt
[ln Γ(t)]).

Aquest resultat́es conseq̈uencia del que s’anomena desigualtat de Pitt (que no demostrarem).

Teorema 2.24.Sigui0 ≤ α < n, aleshores∫
R

n
|ζ|−α|f̂(ζ)|2 dζ ≤ Cα

∫
R

n
|x|α|f(x)|2 dx,

on

Cα = πα
[
Γ(
n− α

4
)/Γ(

n+ α

4
)
]2
.
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La demostracío de la desigualtat logarı́tmica a partir de la desigualtat de Pitt es fa com en el
cas de la entropia. Sabem que la desigualtat de Pitt en el casα = 0 és una igualtat i per tant si
derivem respecte al parametreα i avaluem enα = 0 tenim el que voliem.

Observem com de la desigualtat logarı́tmica podem deduir la desigualtat de Heisenberg. En
efecte si‖f‖2 = 1, per la desigualtat de Jensen tenim

ln
[∫

R
n
|x|2|f(x)|2 dx

∫
R

n
|ζ|2|f̂(ζ)|2 dζ

]1/2
≥ ψ(n/4)− ln π.

En el casn = 1, aquesta desigualtat sembla pitjor doncsln(1/4) > ψ(1/4) i la desigualtat de
Heisenberǵes: ∫

R

|x|2|f(x)|2 dx
∫

R

|ζ|2|f̂(ζ)|2| dζ ≥ 1

16π2
.

Hi ha una sorpresa amagada, si utilitzem la desigualtat en totes les dimensions, es recupera la
desigualtat de Heisenberg en dimensió 1! En efecte, prenem com a funció den variables la
funció

∏
i f(xi) amb‖f‖2 = 1. En aquest cas el mateix càlcul que hem fet abans dona

ln
[
16π2

∫
R

|x|2|f(x)|2 dx
∫

R

|ζ|2|f̂(ζ)|2 dζ
]1/2

≥ ψ(n/4)− ln(n/4).

Si utilitzem la expressió integral de Gauss perψ tenim

ψ(z)− ln z =
∫ ∞

0
e−tz

[
1

t
− 1

1− e−t

]
dt ≤ 0.

Si prenem el limit quann→∞, aleshores obtenim la desigualtat de Heisenberg.
A diferència del principi de Heisenberg, la desigualtat (queés inmillorable) no s’assoleix per

cap funcío. Les gaussianes (que serien el candidat natural a extrem) assoleixen el valor crı́tic
assimpt̀oticament. Es a dir, per a gaussianes, tenim∫

R
n
ln |x||f(x)|2 dx+

∫
R

n
ln |ζ||f(ζ)|2 dζ = (ψ(n/4)− ln π + β(n/2)),

on

β(x) =
∫ 1

0

tx−1

t+ 1
dt,

i per tantβ(x) → 0 si x→∞.

2.2 Miscel.lania

2.2.1 Funcions d’ambig̈uitat del radar

Un radar emet un senyal electromagnetic que rebota en la diana i torna a l’aparell. El senyal es pot
model.lar com una funcío a valors complexosf(t) = u(t) + iv(t) (on a ḿesv és la transformada
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de Hilbert deu). La energia del senyalés‖f‖2
2. Suposem que la freqüència def est̀a concentrada

entorn dew (i quew és molt gran). Aleshores podem escriuref(t) = f0(t)e
2πiwt on f0 oscil.lla

poc respectee2πiwt. Sigui r la dist̀ancia de la diana al radar iv la velocitat radial de aquesta
v = dr/dt. Suposarem quef est̀a concentrada en∆t que ser̀a gran respectew−1 per̀o prou petit
de manera que podem suposar quer i v són constants al llarg de∆t.

Un cop el senyal arriba a la diana, es reflectit i torna al radar on es mesurada. El temps de
tornadáesτ = 2r/c onc és la velocitat de propagació del senyal. A ḿes degut a l’efecte Doppler
les freq̈uències es dilaten per un factor1 − 2v/c. Podem doncs suposar que es trasladen en una
−φ = −2wv/c. Per tant el senyal que arriba de tornadaés finalment de la forma

fτφ(t) = f(t− τ)e−2πiφt.

Si tenim dos objectes diferents que donen una senyal de tornadafτ1,φ1 i fτ2,φ2 respectivament que
siguin molt similars, no permetra distingirlos. La diferènciaés∫

|fτ1,φ1 − fτ2,φ2|2 dt = 2
∫
|f |2 dt− 2 Re〈fτ1,φ1 , fτ2,φ2〉.

Només la segona part depen de les dianes. Volem que la part real del producte escalar sigui
petita. Recordem quef(t) = f0(t)e

2πiwt i per tant

〈fτ1,φ1 , fτ2,φ2〉 = e2πiw(τ2−τ1)
∫
f0(t− τ1)f0(t− τ2)e

2πi(φ2−φ1)t dt.

Veiem que el que hi ha dins de la integral canvia poc enfront de petites perturbacions deτ1 i
τ2. En canvi el factor que porta devant fa que oscilli molt enfront de petites perturbacions. Com
volem queRe〈fτ1,φ1 , fτ2,φ2〉 sigui petit de manera estable llavors cal que|Re〈fτ1,φ1 , fτ2,φ2〉| sigui
petit. Per tant si diemτ = τ1 − τ2 i φ = φ1 − φ2, aleshores

Re〈fτ1,φ1 , fτ2,φ2〉 = e−2πiφτ1

∫
f(t)f(t+ τ)e−2πiφt dt.

Aixó justifica que a la funció

A(τ, φ) =
∫
f(t)f(t+ τ)e−2πiφt dt,

se la coneix com a funció d’ambig̈uitat del radar. Si aquesta funció és gran en un punt(τ, φ) ales-
hores no podem distingir dos objectes de manera que les seves diferències de posició i velocitat
corresponen a(τ, φ). És immediat comprovar que∫

|A(τ, φ)|2 dτdφ = ‖f‖4
2.

Per tant fixada un senyalf amb una energia donada, hi ha una quantitat fixa d’ambigüitat que no
es pot eliminar.

2.2.2 D’altres aplicacions
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Figura 2.5: Aplicacions del principi d’incertesa
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