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Prefaci

Aquestes śon unes notes d’Aǹalisi Complexa que van servir com a base de un curs quadrimestral
a la Facultat de Mateḿatiques i Estad́ıstica de la UPC l’any 1996. Śon una transcripció més o
menys fidel del que van ser les lliçons al llarg del curs. No poden substituir, per tant, a cap dels
llibres recomanats en la bibliografia, on es podran ampliar degudament els continguts. No hi ha
en aquestes notes cap demostració original ni presentació novedosa.

En la presentació triada de la asignatura es fa unèmfasi en la representació integral de les
funcions holomorfes com una eina fonamental en l’estudi de les seves propietats. Aquest matı́s
reflecteix les noves tendències en l’estudi de la teoria de funcions de variable complexa, pero
sobretot els interessos i gustos de l’autor.

Finalment noḿes em resta agraı̈r a l’Albert Compta i als estudiants del curs la detecció d’er-
rades que em van assenyalar. Totes les que resten són, obviament, imputables a mi.

Barcelona, Març de 1997.
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Caṕıtol 1

Funcions holomorfes

En aquest capı́tol veurem la definció de funció holomorfa i algunes de les possibles
interpretacions geométriques de la definició. També veirm la relació que hi ha amb les
equacions de Cauchy-Riemann i amb les séries de potencies.

1.1 Definicions. Equacions de Cauchy-Riemann

Sigui Ω un obert deC. Volem estudiar les propietats de les funcions definides de forma natural
enΩ. Una primera classe de funcions que podem considerarés la de les funcions diferenciables
en Ω. Això té la pega de que no utilitzem l’estructura de cos deC, ens limitem a considerar
Ω com a obert deR2. Una altra possibilitat́es intentar redefinir la condició de diferenciabilitat
d’una funcío tenint en compte que estem aC. Això és el que fem a continuació.

Definició. Diem que una funció f : Ω → C ésC-diferenciableen un punta de Ω si el ĺımit
seg̈uent existeix

lim
ζ→a

f(ζ)− f(a)

ζ − a
.

En aquest cas, al lı́mit el denotem perf ′(a).

Amb aquesta noció ja estem en condicions de definir les funcions holomorfes, també anome-
nades analı́tiques.

Definició. Diem que una funció f : Ω → C és holomorfaen un obertΩ ⊂ C si f ésC-
diferenciable en tot punta ∈ Ω. En aquest cas diem quef ∈ H(Ω).

Nota. Si K ⊂ C és compacte if : K → C diem quef és holomorfa enK (f ∈ H(K)) si
existeix un obertΩ que cont́eK tal quef exten a una funció holomorfa enΩ.

Notem que sif ésC-diferenciable en un punta, llavors la funcío és continua ena i existei-
xen derivades parcials. De fet aquesta condició és molt ḿes estricta que l’existència de derivades
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2 CAṔITOL 1. FUNCIONS HOLOMORFES

parcials; el ĺımit es pren quanζ s’atansa cap aa en totes les direccions possibles i a més en la
definició hi ha impĺıcita una certa relació entre les derivades parcials de la part real i la part ima-
ginaria que estudiarem amb més detall. De fet, com veurem més endavant, laC-diferenciabilitat
en un obert implicar̀a en particular quef ésC∞! A partir de la definicío és immediat comprovar
que la suma i el producte de funcions holomorfesés holomorf.

Exemple.Les funcions holomorfes ‘per excel·lència’ śon els polinomis,p(z) =
∑

k=1,n akz
k.

Veiem com la condicío deC-diferenciabilitat lliga les derivades direccionals.

Proposició 1.1. Siguif : Ω→ C holomorfa i siguiu = Re f(x + iy), v(x, y) = Im f(x + iy),
ambx+ iy ∈ Ω. Aleshores se satisfan lesequacions de Cauchy-Riemann

∂u

∂x
=
∂v

∂y
i

∂u

∂y
= −∂v

∂x

Demostracío. Avaluem el ĺımit

f ′(z) = lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h

de dues formes diferents. Primer, fent queh→ 0 per valors reals deh. En aquest cas tenim

f(z + h)− f(z)

h
=
f(x+ h+ iy)− f(x+ iy)

h
=

=
u(x+ h, y)− u(x, y)

h
+ i

v(x+ h, y)− v(x, y)
h

.

Si ara femh→ 0, ens dona

f ′(z) =
∂u

∂x
(x, y) + i

∂v

∂x
(x, y). (1.1)

Ara, fem el mateix, per̀o prenent el ĺımit al llarg de l’eix imaginari pur. Es a dir perh real,

f(z + ih)− f(z)

ih
=
f(x+ ih+ iy)− f(x+ iy)

ih
=

= −iu(x, y + h)− u(x, y)
h

+
v(x, y + h)− v(x, y)

h
.

De forma que

f ′(z) = −i∂u
∂y

(x, y) +
∂v

∂y
(x, y). (1.2)

Si igualem la part real i la part imaginària de (1.1) i (1.2), tenim les equacions de C-R. ♣

Nota. Si fem el canvi de coordenadesz = x+ iy i z̄ = x− iy, aleshores

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
− i∂f

∂y

)
,

∂f

∂z̄
=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
.

Per tant, les equacions de Cauchy-Riemann es tradueixen en

f ′(a) =
∂f

∂z
(a) i

∂f

∂z̄
(a) = 0.
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De fet, les seg̈uents equacions són dos a dos equivalents:

Exercici 1. Sigui f : Ω → C, i escrivimf = u + iv, onu, v : Ω → R. Veieu que les equacions
seg̈uents śon equivalents (a qualsevol d’aquestes se les anomena equacions de Cauchy-Riemann).

• ∂f
∂x

= −i∂f
∂y

• ∂f
∂z̄

= 0

• ∂u
∂x

=
∂v

∂y
,

∂v

∂x
= −∂u

∂y

• ∂f
∂x

=
∂f

∂z
.

Suposem ara quef és holomorfa enΩ i a més f ∈ C2(Ω) (aquesta darrera hipòtesi és
sup̀erflua doncs veurem que tota funció holomorfaésC∞).

Corol·lari 1.2. Si diem com sempreu(x, y) = Re f(z) i v(x, y) = Im f(z), aleshoresu i v són
funcions harm̀oniques, es a dir,∆u = ∆v = 0.

Demostracío. En efecte, si calculem

∂2u

∂2x
=

∂

∂x

∂v

∂y
=

∂

∂y

∂v

∂x
= −∂

2u

∂2y
.

Anàlogament es fa ambv. ♣

Les equacions de Cauchy-Riemann són importants, perqùe de fet caracteritzen les funcions ho-
lomorfes, com indica la següent proposicío:

Proposició 1.3. Siguif ∈ C1(Ω) una funcío a valors complexos. Suposem que es satisfan les
equacions de Cauchy-Riemann enΩ, i.e.:

∂f

∂x
= −i∂f

∂y

aleshoresf és holomorfa enΩ.

Demostracío. Sigui ζ − a = ξ + iη, ambξ, η ∈ R, llavors pel teorema de Taylor, com queu és
C1:

u(ζ)− u(a) =
∂u

∂x
(a) · ξ +

∂u

∂y
(a) · η + o(|ζ − a|).

Per una altra part, podem fer el mateix càlcul ambv i obtenim

v(ζ)− v(a) =
∂v

∂x
(a) · ξ +

∂v

∂y
(a) · η + o(|ζ − a|).
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Multipliquem la segona peri i sumem les dues i resulta

f(ζ)− f(a) =
∂f

∂x
(a) · ξ +

∂f

∂y
(a) · η + o(|ζ − a|).

Apliquem ara la hip̀otesi i resulta

f(ζ)− f(a) =
∂f

∂x
(a) · (ξ + iη) + o(|ζ − a|).

Per tant,

lim
ζ→a

f(ζ)− f(a)

ζ − a
=
∂f

∂x
(a).

♣

Veiem ara una interpretació geom̀etrica de la condició d’holomorfia. Sif és una aplicació
holomorfa deΩ aC, anem a veure com distorsiona les figures que tinguem aΩ. Si prenem un arc
γ amb equacío z = z(t), ambt ∈ [0, 1] contingut enΩ. L’equacíow = w(t) = f(z(t)) defineix
un arcγ′ contingut enf(Ω) queés la imatge deγ perf .

Si z′(t) existeix aleshoresw′(t) tamb́e existeix i est̀a donat perw′(t) = f ′(w(t))z′(t). Fixem-
nos en que vol dir aix̀o en un puntt0 en quez′(t0) 6= 0 i f ′(z(t0)) 6= 0. Diem z0 = z(t0)
i w0 = f(z0). En el puntw0, l’arc γ′ té tangent, doncsw′(t0) 6= 0 i a més la direccío est̀a
determinada per

argw′(t0) = arg f ′(z0) + arg z′(t0).

Es a dir l’angle de la tangent s’incrementa enarg f ′(z0), independentment de la corbaγ original.
Per tant si tenim dues corbes que es tallen enz0 amb un angle donat, les seves imatges es tallen
amb en el puntw0 amb el mateix angle (i preservant l’orientació). A les aplicacions aix́ı, se les
anomenaaplicacions conformes. Anem a veure que a l’inrevés tamb́e és veritat.

Proposició 1.4. Siguif ∈ C1(Ω) una aplicacío conforme, aleshoresf és holomorfa.

Demostracío. La derivada dew(t) = f(z(t)) es pot escriure com

w′(t0) =
∂f

∂x
(z0)x

′(t0) +
∂f

∂y
(z0)y

′(t0).

En termes dez′(t0), tenim

w′(t0) =
1

2

(
∂f

∂x
(z0)− i

∂f

∂y
(z0)

)
z′(t0) +

1

2

(
∂f

∂x
(z0) + i

∂f

∂y
(z0)

)
z′(t0) =

=
∂f

∂z
(z0)z

′(t0) +
∂f

∂z̄
(z0)z′(t0).
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Per una altra part, si els angles es preserven, llavorsarg(w′(t0)/z
′(t0)) ha de ser independent de

arg z′(t0), es a dir

arg

(
∂f

∂z
(z0) +

∂f

∂z̄
(z0)

z′(t0)

z′t0)

)

ha de ser independent dearg z′(t0). Això nomes passa quan∂f
∂z̄

= 0 (les equacions de Cauchy-
Riemann) que com hem vist a la proposició 1.3, śon equivalents a l’holomorfia. ♣

Veiem a continuació una altre interpretació geom̀etrica que t́e l’avantatge de permetre gene-
ralitzacions a varietats diferenciables complexes. IdentifiquemC ambR2 de la seg̈uent forma
µ(z) = µ(x + iy) = (x, y). Si f = u + iv definim l’aplicacío R-lineal d(u, v) : R2 → R

2

seg̈uent:

d(u, v)(ζ, η) =

(
∂u

∂x
(a) · ζ +

∂u

∂y
(a) · η, ∂v

∂x
(a) · ζ +

∂v

∂y
(a) · η

)
.

Aquesta aplicació és l’aplicacío diferencial tangent en el punta de l’aplicacío (u, v). Podem
definir l’aplicacío df , R-lineal deC → C de la forma seg̈uent:df = µ−1 ◦ d(u, v) ◦ µ. És a dir,
la definim de forma que el següent diagrama commuta:

C
df−−−→ C

µ

y yµ

R
2 d(u,v)−−−→ R

2

Llavors tenim la seg̈uent proposicío,

Proposició 1.5. L’aplicació df : C → C ésC-lineal (es a dir,df(λζ) = λdf(ζ) per a totaλ i ζ
complexes) si i noḿes si(∂f/∂z̄)(a) = 0. En aquest cas, tenim

df(ζ) =
∂f

∂z
(a) · ζ, ∀ζ ∈ C.

Demostracío. L’aplicació diferenciald(u, v)(a) ve donada per una matriu2× 2:

L =

(
A B
C D

)

Veiem que cal perqùe aquesta aplicació L siguiC-complexa. De fet nomes cal comprovar que
L(iz) = iL(z). Es a dir per a tota(ζ, η), cal(

A B
C D

)(
−η
ζ

)
=

(
−Cζ −Dη
Aζ +Bη

)
.
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Per tant la condició és equivalent a

A = D B = −C

que en el cas de l’aplicació linealL = d(u, v) són exactament les equacions de Cauchy-Riemann.
A més en aquest cas l’aplicació és de la forma

L(ζ + iη) = (A+ iB)(ζ + iη).

Si les equacions de C-R es satisfan(A+ iB) correspon exactament af ′(a). ♣

Aquesta caracterització a ḿes permet veure que la composició de funcions holomorfeśes holo-
morfa, doncs l’aplicacío diferencial de la composició és la composició de les aplicacions dife-
rencials i la composició d’aplicacionsC-linealsés trivialmentC-lineal. A més se satisfà la regla
de la cadena(f(g(z)))′ = f ′(g(z))g′(z).

1.2 S̀eries de pot̀encies

Anem a estudiar la relació que hi ha entre sèries de pot̀encies i funcions holomorfes. Les funcions
holomorfes ḿes elementals són els polinomis. Veiem a continuació que les s̀eries de pot̀encies
(que podem pensar com el cas lı́mit dels polinomis quan augmentem el grau) també.

Teorema 1.6 (1 d’Abel). Sigui f(z) =
∑∞

n=0 an(z − a)n amb radi de converg̀enciaR > 0.
Aleshores,

• Per a cadak ≥ 1 la sèrie
∞∑

n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)an(z − a)n−k (1.3)

convergeix a la bolaB(a,R).

• La funcío f és infinites vegadesC-diferenciable enB(a,R) i a mésf (k)(z) és la s̀erie (1.3)
per a totak ≥ 1.

• Pern ≥ 0, an = f (n)(a)/n!.

Demostracío. En primer lloc fem notar que el teorema només cal provar-ho en el cask = 1. Els
casosk = 2, 3, . . . es poden obtenir aplicant el teorema perk = 1 repetides vegades. També
podem suposar sense perdre generalitat que el punta = 0.

Per demostrar el primer apartat, si tenim queR−1 = lim supn
n

√
|an| és el radi de con-

verg̀encia de la s̀erie cal demostrar queR−1 = lim supn
n−1

√
n|an|. Com que1 = limn

n−1
√
n,

aleshores noḿes hem de veure queR = R′ onR′−1 = lim supn
n−1

√
|an|. Considerem la s̀erie

auxiliar
∞∑

n=1

anz
n−1 =

∞∑
n=0

an+1z
n.
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Aquesta s̀erie t́e radi de converg̀enciaR′. Al mateix temps resulta que

a0 + z
∞∑

n=0

an+1z
n =

∞∑
n=0

anz
n. (1.4)

Aquestaúltima t́e radi de converg̀enciaR. Per̀o de la igualtat (1.4) es veu que els radis de
converg̀encia śon iguals, es a dirR = R′.

Demostrem a continuació el seg̈uent apartat. Com hem comentat només cal demostrar que si
g(z) =

∑∞
n=1 nanz

n−1, aleshoresf ′(z) existeix i valg(z). Diemsn(z) =
∑n

k=0 akz
k i Rn(z) =∑∞

k=n+1 akz
k. Fixem un puntw ∈ B(0, R) i fixem unr amb|w| < r < R. Sigui δ molt petita

(ja precisarem quant ḿes endavant) però de forma queB(w, δ) ⊂ B(0, r). Agafemz ∈ B(w, δ).
Volem veure quef ′(w) = g(w),

f(z)− f(w)

z − w
− g(w) =

[
sn(z)− sn(w)

z − w
− s′n(w)

]
+ [s′n(w)− g(w)]

+

[
Rn(z)−Rn(w)

z − w

]
.

En primer lloc,

Rn(z)−Rn(w)

z − w
=

1

z − w

∞∑
k=n+1

ak(z
k − wk) =

∞∑
k=n+1

ak

(
zk − wk

z − w

)
.

A més, ∣∣∣∣∣zk − wk

z − w

∣∣∣∣∣ = |zk−1 + zk−2w + · · · zwk−2 + wk−1| ≤ krk−1.

Per tant, ∣∣∣∣∣Rn(z)−Rn(w)

z − w

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=n+1

|ak|krk−1.

Com quer < R, la s̀erie
∑∞

k=1 |ak|krk−1 convergeix i per tant pern prou gran∣∣∣∣∣Rn(z)−Rn(w)

z − w

∣∣∣∣∣ ≤ ε

3
.

A més, com ques′n(w) → g(w), prenem unn encara ḿes gran de forma que|s′n(w) − g(w)| <
ε/3. Finalment un cop fixatn, llavors com quesn és un polinomi,és holomorf i per tant si
agafem unδ prou petit ∣∣∣∣∣sn(z)− sn(w)

z − w
− s′n(w)

∣∣∣∣∣ < ε/3.

Sumant els tres termes ja tenim el segon apartat. Finalment,f(0) = a0, senzillament avaluant la
sèrie al 0. A ḿes com que ja tenim quef (k) be donada per (1.3), llavorsf (k)(0) = k!ak. ♣
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Figura 1.1: La regío d’Stolz

Hem vist com es comporten les sèries de pot̀encies a l’interior del disc de convergència. A
l’exterior la s̀erie no convergeix. Veiem com es comporta en els punts de la frontera. Suposem
que en un punt de la frontera del disc de convergènciareiθ la s̀erie convergeix. La preguntáes
aleshores que passa amb la funció f a l’interior. Convergeix la funcío cap al valor frontera quan
z s’atansa cap areiθ? El seg̈uent resultat d’Abel respon a aquesta pregunta. Suposarem sense
que aix̀o resulti en cap cas pèrdua de generalitat, que el radi de convergènciaés1 i el punt on la
sèrie convergeix́es el 1. El cas generalés aǹaleg.

Teorema 1.7 (2 d’Abel). Si
∑∞

n=0 an convergeix, aleshores

f(z) =
∞∑

n=0

anz
n

tendeix cap af(1) si z s’atansa cap a1 dins d’una regío de Stolz (es a dir de forma que|1−z| <
M(1− |z|) (veieu la figura 1.1).

Demostracío. Podem suposar quef(1) =
∑∞

n=0 an = 0, en cas contrari consideremg(z) =
f(z)− f(1). Si diemsn = a0 + · · ·+ an llavors

tn(z) = a0 + a1z + · · ·+ anz
n = s0 + (s1 − s0)z + · · ·+ (sn − sn−1)z

n =

= s0(1− z) + s1(z − z2) + · · ·+ sn−1(z
n−1 − zn) + snz

n =

= (1− z)(s0 + s1z + · · ·+ sn−1z
n−1) + snz

n.

Com quesn → 0 quann→∞, aleshores

f(z) = (1− z)
∞∑

n=0

snz
n.

Volem veure quef(z) → 0 quanz → 1 dins de la regío |1 − z| ≤ M(1 − |z|). Podem escollir
unm molt gran de forma que|sn| < ε si n ≥ m. Les cues de la sèrie

∑
snz

n pern ≥ m estan
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dominades per la de la sèrie geom̀etrica seg̈uent:∣∣∣∣∣
∞∑

n=m

snz
n

∣∣∣∣∣ ≤ ε
∞∑

n=m

|z|n = ε
|z|m

1− |z|
<

ε

1− |z|
.

Per tant podem acotarf(z) en la regío |1− z| ≤M(1− |z|), aix́ı

|f(z)| ≤ |1− z|
∣∣∣∣∣
m−1∑
n=0

snz
n

∣∣∣∣∣+Mε.

Si ε és molt petit el terme de la dretaés petit. A ḿes siz → 1 el terme de l’esquerra també va
cap a0. Per tant,f(z)→ 0 si z → 1 dins la regío d’Stolz. ♣

Aquest resultat́es òptim en el sentit de que hi ha sèries de pot̀encies que no convergeixen de
forma tangencial als seus valors frontera. Aquest resultat es pot intuir si observem la funció
f(z) = e1/(z−1). Es veu f̀acilment quef(x) → 0 si x → 1− i x ∈ R. Per̀o si ens atansem per la
rectaRe z = 1, ja noés tan clar. De fet la seva sèrie de pot̀encies no convergeix tangencialment
cap a0 quanz → 1 lliurement.

1.3 Exemples

Amb l’ajut de les s̀eries de pot̀encies, anem a introduir les funcions transcendents elementals, es
a dir, l’exponencial i les funcions trigonom̀etriques.

Considerem la funció solucío de la seg̈uent equacío diferencial enC:

f ′(z) = f(z) i f(0) = 1.

Si resolem aquesta equació mitjançant s̀eries de pot̀encies, diem a la solució ez = a0 + a1z +
· · ·+ anz

n + · · · i de l’equacío resulta quenan−1 = an i a0 = 1. De tot aix̀o es conclou que

ez = 1 + z +
z2

2!
+ · · ·+ zn

n!
+ · · · .

Aquesta s̀erie t́e radi de converg̀encia totC, doncs n
√
n! → ∞. Les funcions holomorfes a

tot C se les anomenafuncions enteresAnem a veure alguna de les propietats elementals que
satisf̀a la funcío exponencial. Per a totaa, b ∈ C es compleixea+b = eaeb doncs(ez · ec−z)′ =
ezec−z + ez(−ec−z) = 0. Per tantezec−z = ct. Si avaluem az = 0, veiem queezec−z = ec, per a
totaz, c ∈ C. En particular si prenemz = a i c = a+b, llavors tenim la propietat que desitjàvem.
En el decurs de la prova hem utilitzat que si una funció holomorfa t́e derivada 0, aleshores la
funció és constant. Aix̀o és degut a quef ′(z) = ∂f/∂x i per tant∂u/∂x = ∂v/∂x = 0. A més
per les equacions de C-R,∂u/∂y = ∂v/∂y = 0, i en conseq̈uència tantu comv són constants.

Per una altra part, com queeze−z = 1, resulta queez mai noés0. A més, com que la s̀erie
de pot̀encies t́e coeficients reals, llavorsez = ez̄ i per tant|eiy|2 = eiye−iy = 1 pery ∈ R. De
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resultes d’aix̀o |ez| = eRe z. A partir de la funcío exponencial podem definir el sinus i el cosinus
com

cos z =
1

2
(eiz + e−iz), sin z =

1

2i
(eiz − e−iz).

Amb aquesta definició les funcionssin i cos tenen el desenvolupament en sèrie de pot̀encies
esperat. A ḿes per a totaz ∈ C, cos2 z + sin2 z = 1 i a méseiz = cos z + i sin z. En particular
si diemr = |z| i θ a l’argument dez, llavorsz = reiθ.

Una funcío f es diuperiòdicadepeŕıodec si f(z + c) = f(z) per a totaz ∈ C. Si c és un
peŕıode deez, llavorsez = ez+c = ezec. Per tantec = 1. Com que1 = |ec| = eRe c, aleshores
c = ix per algunx ∈ R. A més1 = cos x + i sin x, per tantc és un ḿultiple enter de2πi. Es a
dir la funció exponenciaĺes perìodica de peŕıode2πi.

Volem considerar la funció inversa de l’aplicació exponencial, però com hem vistez és una
funció perìodica i per tant nóes injectiva. Aix̀o és una font de problemes i fa que la definició del
logaritme sigui delicada.

En qualsevol cas volem definirlogw de forma quew = ez si z = logw. Com queez 6= 0
per a totaz, llavors no es pot definirlog 0. Si suposem doncs quew 6= 0, mirem el conjunt de les
solucions deez = w. Si diemz = x+ iy, aleshores totes les solucions deez = w són:

log |w|+ i(argw + 2πk), k qualsevol enter,

on log |w| és el logaritme real de|w|. Ara ja podem introduir una definició

Definició. Si Ω és un domini (un obert connex deC) i f : Ω → C és una funcío cont́ınua de
forma quez = exp f(z) per a totaz ∈ Ω aleshoresf és unabranca del logaritme.

Observem que, degut a la periodicitat de l’aplicació exponencial, sif és una branca del
logaritmeg = f + 2πki ambk enterés una altra branca del logaritme. De forma recı́proca si
tenim dues branques del logaritmef i g, aleshores en cada puntz, g(z) = f(z) + 2πki. En
principi l’enterk podria canviar en cada puntz deΩ, per̀o la seg̈uent proposicío ens assegura que
això no passa.

Proposició 1.8. Si f i g són dos branques del logaritme en un dominiΩ, aleshores existeix un
enterk de forma que

f(z) = g(z) + 2πki per a totaz ∈ Ω

Demostracío. La demostracío és elemental. Diem

h(z) =
1

2πi
(f(z)− g(z)),

aleshores,h és una funcío cont́ınua que pren valors en els enters. Això força a queh sigui
constant en cada component connexa del domini de definició. Com queΩ era connex,h és
constant. ♣
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Fins ara noḿes hem vist que en un dominiΩ si hi ha una branca del logaritme, totes les altre
s’obtenen afegint constants del tipusk2πi. Per̀o encara no hem vist cap branca del logaritme.
Constrüım una. SiguiΩ = C \ {z ∈ R : z ≤ 0}, es a dir, el pla complex menys la semirecta
dels reals negatius. ClaramentΩ és connex i a ḿes tot puntz ∈ Ω es pot escriure de la forma
z = |z|eiθ ambθ ∈ (−π, π). Definim la branca del logaritme en aquest obertΩ com log z =
log |z| + iθ (on log |z| és el logaritme real). Aquesta branca del logaritme en aquest obert es
coneix habitualment com abranca principal del logaritme.

A més pel fet de ser l’inversa de la funció exponencial qualsevol branca del logaritmeés
holomorfa, com evidencia la següent proposicío.

Proposició 1.9. SiguiG i Ω oberts deC. Suposem quef : G → C i g : Ω → C són cont́ınues
i f(G) ⊂ Ω ambg(f(z)) = z per totz ∈ G. Si g és holomorfa ig′(f(z)) 6= 0, aleshoresf és
holomorfa if ′(z) = 1/g′(f(z)).

Demostracío. Fixat a ∈ G, prenemh ∈ C ambh 6= 0 prou petit de forma quea + h ∈ G. Per
hipòtesia = g(f(a)) i a+h = g(f(a+h)). En particular, aix̀o diu quef(a) 6= f(a+h). A més

1 =
g(f(a+ h))− g(f(a))

h
=
g(f(a+ h))− g(f(a))

f(a+ h)− f(a)

f(a+ h)− f(a)

h
. (1.5)

Com quef és cont́ınua,f(a+ h)− f(a)→ 0 quanh→ 0 i per tant prenent lı́mits quanh→ 0
en la igualtat (1.5) tenim el resultat desitjat. ♣

Com a corol·lari d’aquest resultat tenim que una branca del logaritme en un dominiés holo-
morfa i t́e derivada1/z.

Un cop vist com es pot definir un logaritme holomorf, es pot definir de forma natural la
funció pot̀encia. Es a dir, sia ∈ C, i tenim un dominiΩ amb una branca del logaritme definit
en Ω es defineixza en Ω com exp alog z. Aquesta funcío és holomorfa doncśes composicío
d’holomorfes.
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Caṕıtol 2

Teoria local de Cauchy

En aquest capı́tol estudiarem les propietats locals de les funcions holomorfes, en parti-
cular la seva regularitat. Per a fer-ho, necessitem introduir una eina que ens serà molt
útil, la integral de lı́nia. Amb l’ajut d’aquest concepte veurem la equivaléncia de totes les
possibles definicions de holomorfia. Veurem la fórmula de representació de Cauchy i
l’utilitzarem per demostrar el principi de continuació analı́tica, el principi les desigualtats
de Cauchy, el principi del màxim i el teorema de l’aplicació oberta.

2.1 Integrals de ĺınia

Començarem per la definició de integral de lı́nia. Cal fer atencío perqùe aquesta definició no
correspon a la integral d’una funció al llarg d’un arc parametritzat amb el paràmetre arc.

Definició. Si tenim una funcío f : Ω → C cont́ınua i un arcγ enΩ amb una parametrització
z(t) ambz : [a, b]→ Ω que siguiC1 a trossos, definim laintegral de ĺınia∫

γ
f(z)dz =

∫ b

a
f(z(t))ż(t)dt =

∫ b

a
u(t)dt+ i

∫ b

a
v(t)dt,

onu i v són la part real i imagiǹaria def(z(t))ż(t).

Aquesta definicío és invariant per canvis de paràmetre de l’arc. En efecte, si canviem la
parametritzacío, es a dir, donem un nou intervalα ≤ τ ≤ β i una funcío canvi de par̀ametret(τ)
de forma quet(τ) sigui una funcío C1 a trossos i creixent de forma quet(α) = a i t(β) = b,
llavors ∫ b

a
f(z(t))ż(t) dt =

∫ β

α
f(z(t(τ))z′(t(τ))t′(τ) dτ,

senzillament fent el canvit = t(τ) en la primera integral. Ara be,

z′(t(τ))t′(τ) =
d

dτ
z(t(τ))

13
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i de resultes d’aix̀o, la segona integraĺes justament la integral sobreγ aquesta vegada parame-
tritzat amb par̀ametreτ .

Si ens donen un arcγ amb una parametrització z(t) ambz : [a, b]→ C, es defineix l’arc−γ
com l’arc parametritzat perw(t) = z(−t) ambw : [−b,−a] → C. Aquest t́e la mateixa imatge
que l’arcγ per̀o recorregut en sentit invers. Es verifica que per tota funció cont́ınuaf sobre la
imatge de l’arc, ∫

γ
f(z) dz = −

∫
−γ
f(z) dz.

En efecte, ∫
−γ
f(z) dz =

∫ −a

−b
f(w(t))ẇ(t) dt = −

∫ −a

−b
f(z(−t))ż(−t) dt =

=
∫ a

b
f(z(t))ż(t) dt = −

∫
γ
f(z)dz.

La integral de ĺınia t́e bones propietats respecte les funcions holomorfes. Anem a estudiar la seva
relacío. Comencem amb la següent proposicío.

Proposició 2.1. SiF és una funcío holomorfa en un entorn de la imatge d’un arcγ parametritzat
per z : [a, b]→ C i diemf(z) = F ′(z), aleshores∫

γ
f(z) dz = F (z(b))− F (z(a)).

En particular
∫
γ f dz = 0 si γ és un arc tancat.

Demostracío. Com quef(z) = F ′(z), llavors

∫
γ
f(z) dz =

∫ b

a
F ′(z(t))z′(t) dt =

∫ b

a

d

dt
F (z(t)) dt = F (z(b))− F (z(a)).

♣

Nota. Cal anar amb compte doncs no tota funció cont́ınua t́e primitiva. Per exemple siguif(z) =
|z|2 = x2 + y2. SiF fos una primitiva def , llavorsF seria holomorfa. Per tant siF = U + iV
aleshoresx2 + y2 = F ′(x+ iy). Ara, degut a les equacions de C-R,

∂U

∂x
=
∂V

∂y
= x2 + y2 i

∂U

∂y
=
∂V

∂x
= 0.

Per̀o ∂U
∂y

= 0 implica queU(x, y) = u(x) i per tant,x2+y2 = ∂U
∂x

= u′(x). Això és contradictori.
De fet, el que passáes que noḿes les funcions holomorfes tenen localment primitiva, com veurem
més endavant (teorema de Morera).
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γ�
1

γ�
4

� γ�
2

γ�
3

a� +ci b +ci

b +d
�

ia� +d
�

i

Figura 2.1: El rectangleR

La relacío més important que satisfan les funcions holomorfes i les integrals de lı́nia és,
potser, que la integral de lı́nia al llarg d’un caḿı tancatés zero si dins el caḿı la funció és
holomorfa. El cas ḿes senzillés quan el caḿı és la frontera de un rectangle i la funció és
holomorfa en un entorn del rectangle. D’aquest teorema donarem dues proves. Una de molt
simple per la que necessitarem una hipòtesi extra: que la funció siguiC1. Aquesta hip̀otesi no
és satisfact̀oria doncs en la definició de funcío holomorfa no ho hem suposat, però la donem per
que les idees śon les que expliquen el fenomen que hi ha darrera.

Proposició 2.2. SiguiΩ un obert enC i f ∈ C1(Ω). SiguiR un rectangleR ⊂ Ω. Aleshores,∫∫
R

∂f

∂z̄
dxdy =

1

2i

∫
∂R
f(z)dz.

Demostracío. Essencialment, aquesta demostració és el teorema d’Stokes, però anem a fer-ho
d’una altre forma. Considerem un rectangle com a la figura 2.1∫∫

R

∂f

∂y
dxdy =

∫ b

a
dx
∫ d

c

∂f

∂y
dy =

=
∫ b

a
(f(x, d)− f(x, c)) dx = −

∫
γ3

f dz −
∫

γ1

fdz.

De la mateixa forma ∫∫
R

∂f

∂x
dxdy = −i

∫
γ2

f dz − i
∫

γ4

fdz.

Per tant,∫∫
R

∂f

∂z̄
dxdy =

1

2

∫∫
R

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
dxdy = − i

2

4∑
j=1

∫
γj

fdz =
1

2i

∫
∂R
fdz.

♣

Corol·lari 2.3. Sif ∈ C1(Ω) i f és holomorfa en un rectangleR ⊂ Ω, llavors∫
∂R
f = 0.
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Figura 2.2: Biseccío del rectangle

A continuacío veiem el mateix corol·lari per̀o sense la hip̀otesi de regularitat

Teorema 2.4 (Cauchy-Goursat).SiguiΩ un conjunt obert deC i sigui f una funcío holomorfa
enΩ. Llavors, per a tot rectangleR ⊂ Ω, tenim∫

∂R
fdz = 0.

Demostracío. Per demostrar aquest resultat trencarem el rectangleR en rectangles ḿes petits.
Ens es convenient, doncs, introduir la següent notacío per determinar en quin rectangle integrem.

η(R) =
∫

∂R
f(z) dz.

Si bisequem cada costat del rectangle originalR obtenim una descomposició en quatre rectangles
com en la figura 2.2 Si diem als quatre rectangles resultantsR(1), R(2), R(3), R(4), obtenim

η(R) = η(R(1)) + η(R(2)) + η(R(3)) + η(R(4)), (2.1)

doncs la integral al llarg dels costats comuns a dos d’ells es cancel·la perqùe estan recorregudes
en sentit oposat. Nosaltres volem demostrar queη(R) és0. Per̀o la hip̀otesi que teniḿes de
caire local (sabem quef és holomorfa). Hem de passar de la integral al llarg del rectangle
gran a la d’un de petit. Per a fer-ho, considerem el rectangle petitR(k) que aporta la quantitat
més gran de massa en la suma (2.1). Es a dir, hi haurà un dels rectangles petitsR(k) tal que
|η(R(k))| ≥ 1

4
|η(R)|. En aquest rectanglet ḿes “pesat” li diemR1. Si n’hi ha ḿes d’un, escollim

un qualsevol. Ara trenquem el rectangleR1 en quatre i repetim el procés. D’aquesta forma
obtenim una successió de rectangles encaixatsR ⊃ R1 ⊃ · · · ⊃ Rn ⊃ · · · de forma que
|η(Rn)| ≥ 1

4
|η(Rn−1)|; per tant|η(Rn)| ≥ 4−n|η(R)|.

Els rectanglesRn col·lapsen tots en un puntz∗ ∈ R, doncs cada cop tenen la meitat de mida.
Fixem ara unε > 0 molt petit, volem veure que|η(R)| < ε. Com quef és holomorfa enΩ,
podem escollir unδ > 0 prou petit, de forma quef sigui holomorfa en el discD(z∗, δ) i a més
per a totaz amb|z − z∗| < δ se satisf̀a∣∣∣∣∣f(z)− f(z∗)

z − z∗
− f ′(z∗)

∣∣∣∣∣ < ε

dL
,
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ond és el dìametre (o diagonal) deR i L el seu peŕımetre. Dit d’una altra forma

|f(z)− f(z∗)− f ′(z∗)(z − z∗)| < ε

dL
|z − z∗|.

Ara, un cop fixatδ escollim unn prou gran de forma queRn estigui contingut dins deD(z∗, δ).
Aix ò es pot fer doncsRn → z∗. Hi ha dos casos on el teoremaés cert trivialment:∫

∂Rn

dz = 0,
∫

∂Rn

z dz = 0.

Aquests casos són una conseq̈uència del corol·lari 2.3. Gr̀acies a aix̀o podem restar aquestes
integrals aη(Rn) i no res s’altera, es a dir,

η(Rn) =
∫

∂Rn

f(z)− f(z∗)− (z − z∗)f ′(z∗) dz.

Per tant

|η(Rn)| ≤ ε

dL

∫
∂Rn

|z − z∗| |dz|,

on |dz| és el par̀ametre arc. Comz, z∗ ∈ Rn, aleshores|z − z∗| és ḿes petit que el diàmetre de
Rn que val2−nd. La integral del par̀ametre arc al llarg de∂Rn dona el peŕımetre del rectanglet
Rn que val2−nL. Finalment tenim doncs|η(Rn)| ≤ 4−nε i per tant|η(R)| ≤ ε com voĺıem
demostrar. ♣

Per les aplicacions necessitem una versió lleugerament ḿes general d’aquest resultat.

Teorema 2.5. SiguiΩ un obert deC i R un rectangle contingut dinsΩ. Aleshores sif ∈ C(Ω) i
f ∈ H(Ω \ {a}), amba ∈ Ω llavors ∫

∂R
f(z) dz = 0.

Demostracío. Si a /∈ R és el cas que ja hem vist. Suposem ara quea ∈ ∂R. En aquest cas
prenem una successió de rectanglesRn continguts a l’interior deR de forma queRn → R quan
n→∞. Per a cadascun dels rectanglesRn tenim∫

∂Rn

f(z) dz = 0.

Com quef és una funcío cont́ınua en el rectangle tancatR, llavors pel teorema de la convergéncia
dominada. ∫

∂Rn

f(z) dz →
∫

∂R
f(z) dz.

Per tant el teorema també és cert quana ∈ ∂R.
Només queda per tractar, doncs, el cas en quea pertany a l’interior deR. Si ens trobem en

aquesta situació sempre podem trencar el rectangle en dos com en la figura 2.3. Llavors∫
∂R
f(z) dz =

∫
∂R1

f(z) dz +
∫

∂R2

f(z) dz.

Cadascuna de les dos integrals resultants es troba en la situació en quea ∈ ∂R1 ó a ∈ ∂R2 i per
tant totes dues valen0. ♣



18 CAṔITOL 2. TEORIA LOCAL DE CAUCHY
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Figura 2.3: Cas quea ∈ R
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Figura 2.4: El caḿı γz i Γz

Ara, mitjançant aquest teorema, demostrarem que tota funció anaĺıtica en un disc admet funció
primitiva. SiguiD un disc de centrea i radi r.

Teorema 2.6. Sif ∈ H(D), aleshores com hem vist,f ∈ C(D) i per a tot rectangleR ⊂ Ω,∫
∂R
f(z) dz = 0.

D’aquestes dues propietats se’n dedueix quef admet una funció primitiva F tal queF ′(z) =
f(z) per a totaz ∈ D.

Demostracío. Donadaf ∈ C(D) definimF com

F (z) =
∫

γz

f(w) dw.

onγz és el caḿı que va del centre del disca fins az segons indica la figura 2.4. Com que∫
∂R
f(w) dw = 0,

aleshores

F (z) =
∫

γz

f(w) dw =
∫
Γz

f(w) dw.

Calculem ara∂F
∂x

(z). Siguiz = x+ iy, prenemh real i molt petit de forma quez+h ∈ D, llavors

F (z + h)− F (z)

h
=

∫
Γz+h

f(w) dw −
∫
Γz
f(w) dw

h
=

1

h

∫
L
f(w) dw.
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onL és el segment
−−−−−→
z(z + h). Si parametritzemL perz(t) = x + t + iy, ambt ∈ [0, h], llavors

dientf = u+ iv:

F (z + h)− F (z)

h
=

1

h

∫ h

0
f(x+ t+ iy) dt = u(ξ1) + iv(ξ2),

on ξ1, ξ2 ∈ L. Si fem tendirh→ 0, resulta doncs∂F
∂x

= f(z). Ara fem el mateix c̀alcul per̀o per
∂F
∂y

. En aquest cas si prenem de nouh real i molt petit de forma quez + ih ∈ D, llavors

F (z + ih)− F (z)

h
=

∫
γz+ih

f(w) dw −
∫
γz
f(w) dw

h
=

1

h

∫
L′
f(w) dw.

on L′ és el segment
−−−−−→
z(z + ih). Si parametritzemL′ per z(t) = x + i(t + y), ambt ∈ [0, h],

aleshores

F (z + ih)− F (z)

h
=

1

h

∫ h

0
f(x+ i(t+ y))i dt = i(u(ξ1) + iv(ξ2)),

onξ1, ξ2 ∈ L′. Si fem tendirh→ 0, resulta doncs∂F
∂y

= if(z). En particular, com quef ∈ C(D),
hem vist que tant la derivada parcial respecte de lesx com de lesy són cont́ınues. Per tant, la
funció F és de classeC1(D). A més les derivades satisfan les equacions de Cauchy-Riemman,
doncsiFx(z) = Fy(z). AleshresF és holomorfa segons la proposició 1.3 i a ḿes com queF és
holomorfaF ′(z) = Fx(z) = f(z). ♣

Un corol·lari immediat d’aquest teoremaés el seg̈uent:

Corol·lari 2.7. Siguif ∈ H(D), aleshores per a tot arcγ tancat i contingut enD, es satisf̀a∫
γ
f(z) dz = 0.

Demostracío. En efecte, si tenim qualsevol camı́ γ tancat enD de forma que està parametritzat
perz(t), t ∈ [a, b], aleshores si la primitiva def ésF , tenim∫

γ
f(z) dz = F (z(b))− F (z(a)) = 0.

♣

2.2 Fórmula de Cauchy en un disc

Anem a provar una fórmula de representació de les funcions holomorfes en un disc que ens
permetr̀a recuperar els valors de la funció en l’interior del disc a partir dels valors en la frontera
del disc. Per a fer aix̀o necessitem prèviament el seg̈uent lema:

Lema 2.8. SiguiD un disc de centreb i radi r i sigui a un punt de l’interior del disc. Aleshores∫
∂D

dz

z − a
= 2πi.
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a�

γ� r

D

Figura 2.5: El discD i el caḿı γr

Demostracío. Parametritzem el caḿı de la forma seg̈uentz(t) = a + ρ(t)eit ambt ∈ [0, 2π],
on ρ(t) ∈ (0, 2r) de forma quez(t) ∈ ∂D. Est̀a clar queρ(t) ∈ C1([0, 2π]). En aquest cas la
integral resulta ∫

∂D

dz

z − a
=
∫ 2π

0

1

ρ(t)eit

d

dt
(ρ(t)eit) dt =

=
∫ 2π

0

ρ′(t)

ρ(t)
dt+

∫ 2π

0
i dt = log

(
ρ(2π)

ρ(0)

)
+ 2πi,

on el logaritmées el logaritme real d’un nombre positiu. Donat queρ(0) = ρ(2π), el logaritme
val 0 i el lema est̀a provat. ♣

Amb l’ajut d’aquest lema ja estem disposats per demostrar el següent teorema quées un dels
fonamentals en la teoria de variable complexa. DiemD a un disc obert enC.

Teorema 2.9 (F́ormula de Cauchy en un disc).Siguif ∈ C(D), f ∈ H(D), llavors per a tota
a ∈ D la seg̈uent f́ormula de representació és certa.

f(a) =
1

2πi

∫
∂D

f(z)

z − a
dz. (2.2)

Demostracío. Considerem la següent funcío auxiliar

g(z) =


f(z)−f(a)

z−a
si z ∈ D \ {a}

f ′(a) si z = a.

Com quef és holomorfa enD i cont́ınua enD, se segueix queg és cont́ınua enD i holomorfa en
D \ {a}. Ja hem vist que en aquest cas la integral de lı́nia deg al llarg de la frontera de qualsevol
rectangle contingut enD és 0. Per tant com en el teorema 2.6, es veu queg té primitivaG enD.
Pel corol·lari 2.7 la integral deg al llarg de qualsevol caḿı tancat ser̀a zero. Prenem com a camı́
tancat un cercle de radir lleugerament ḿes petit al del disc i de forma quea pertanyi a l’interior
del disc vorejat pel caḿı γr com a la figura 2.5. Tenim doncs que

0 =
∫

γr

g(z) dz =
∫

γr

f(z)− f(a)

z − a
dz =

∫
γr

f(z)

z − a
dz − 2πif(a).
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En aquest cas si fem tendirr → R onR és el radi del discD, llavors com quef ∈ C(D), tenim

1

2πi

∫
∂D

f(z)

z − a
dz = lim

r→R

1

2πi

∫
γr

f(z)

z − a
dz = f(a).

♣

Nota. Aquest teorema l’aplicarem habitualment a funcions holomorfes en un obertΩ i en discos
D tals queD ⊂ Ω. En aquest cas com quef ∈ H(Ω) la continuitat enD est̀a garantida
autom̀aticament.

Aquest teorema té moltes conseq̈uències. En primer lloc observem que una funció holomorfa est̀a
completament determinada pels seus valors frontera en un disc. També tenim una representació
expĺıcita de la funcío en termes dels seus valors frontera. D’aquesta manera podem comprovar
que f és regular en l’interior doncs es pot derivar sota signe integral, però de fet el seg̈uent
teorema diu molt ḿes, una funcío holomorfa admet desenvolupament en sèrie de pot̀encies:

Teorema 2.10.SiguiΩ un obert deC i f ∈ H(Ω), aleshores en tot discD contingut dinsΩ la
funció f admet una representació en s̀erie de pot̀encies.

Demostracío. SiguiD = D(a, r) un disc de centrea i radi r contingut dins deΩ. Llavors per a
totaw ∈ D tenim la f́ormula de representació de Cauchy en el disc:

f(w) =
1

2πi

∫
∂D

f(z)

z − w
dz.

Siw ∈ D(a, r), aleshores

1

z − w
=

1

z − a

(
1− w − a

z − a

)−1

=
∞∑

n=0

(w − a)n

(z − a)n+1
.

A més fixatw la converg̀encia d’aquesta sèrie és uniforme en{z, |z − a| = r}, donat que
|w − a| < r. Per tant la s̀erie i la integral commuten i tenim

f(w) =
∞∑

n=0

cn(w − a)n,

on

cn =
1

2πi

∫
∂D

f(z)

(z − a)n+1
dz. (2.3)

♣

Aquest teoremáes el que tanca el cercle doncs ja havı́em vist que tota s̀erie de pot̀enciesés
holomorfa en el seu domini de convergència. De fet el primer teorema d’Abel (teorema 1.6) i el
que acabem de provar ens donen el següent corol·lari:
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Corol·lari 2.11. Si f ∈ H(Ω) aleshoresf ∈ C∞(Ω) i de fet totes les derivades són tamb́e
holomorfes. Per a tot discD(a, r) ⊂ Ω la funció f admet la representació

f(z) =
∞∑

n=0

1

n!
f (n)(a)(z − a)n.

Si ara fem un recull global de tot el que hem vist fins ara, ens adonem que hi ha moltes
possibles definicions de les funcions holomorfes i que algunes de les propietats que tenen de fet
les caracteritzen. En resum, fins ara hem demostrat les següents equival̀encies

Proposició 2.12. SiguiΩ un obert deC i f ∈ C(Ω), aleshores śon equivalents:

• f ∈ H(Ω).

• f admet una representació en s̀erie de pot̀encies en tot discD ⊂ Ω

• f té primitivaFD en tot discD ⊂ Ω.

• f ∈ C1(Ω) i f satisf̀a les equacions de Cauchy-Riemman.

• Per a tot rectangle tancatR ⊂ Ω se satisf̀a
∫
∂R f(z) dz = 0.

• f ∈ C1(Ω) i df(a) ésC-lineal en tot punta deΩ.

• f ∈ C1(Ω) i f és una aplicacío conforme.

• Per a tot discD enΩ tenim la seg̈uent f́ormula de representació

f(w) =
1

2πi

∫
∂D

f(z)

z − w
dz ∀w ∈ D.

Ara ja estem provëıts de molts punts de vista per a abordar l’estudi de les funcions holomor-
fes. Triarem lliurement una o altre definició a l’hora de provar les seves propietats.

2.3 Propietats elementals

Començarem pel que habitualment es coneix com principi de continuació anaĺıtica. Aquest
principi ve a dir que una funció holomorfa queda determinada pels valors que pren en un obert per
petit que aquest sigui.́Es, en certa forma, un resultat de “rigidesa” de les funcions holomorfes.
Un cop prefixats els seus valors en un conjunt petit ja no es pot triar lliurement els valors en
d’altres punts, perqùe ja es troben determinats. El primer teorema en aquest sentités el seg̈uent:

Teorema 2.13.SiguiΩ un domini deC (un obert connex) i siguif ∈ H(Ω). SiU ⊂ Ω és un
obertU 6= ∅ tal quef(z) = 0, per a totaz ∈ U , aleshoresf ≡ 0 enΩ.
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Demostracío. Com quef és una funcío C∞(Ω), llavors els conjunts

En = {z ∈ Ω; f (n)(z) = 0},

són tancats enΩ i per tantE = ∩n≥0En tamb́e és un conjunt tancat. Per les hipòtesis sabem que
U ⊂ E i per tantE 6= ∅. Només cal veure queE és obert i aleshores per la connectivitat deΩ ja
sabrem quef ≡ 0 en totΩ. Per̀o si a ∈ Ω, aleshores existeix un petit discD = D(a, r) tal que
D ⊂ Ω. En aquest disc, com quef ∈ H(Ω), f té representació en s̀erie de pot̀encies:

f(z) =
∑
n≥0

f (n)(a)(z − a)n, ∀z ∈ D.

Si a ∈ E, aleshoresf (n)(a) = 0 per a totan ≥ 0 i f(z) = 0 per a totaz ∈ D. Per tantD ⊂ E i
això vol dir queE és obert. ♣

Aquest teorema encara el podem millorar; si prenem una successió {an} ⊂ Ω amb un punt
d’acumulacío a l’interior deΩ de forma quef(an) = 0, aleshoresf ≡ 0 en totΩ, com prova el
seg̈uent teorema.

Teorema 2.14.SiΩ és un domini deC i f ∈ H(Ω), ambf 6≡ 0 enΩ, aleshores el conjunt

E = {z ∈ Ω; f(z) = 0},

és un conjunt discret enΩ (i.e. cada punt́es äıllat enΩ).

Demostracío. Com quef és una funcío cont́ınua, aleshores el conjunt de zeros def , Z(f) = E
és un conjunt tancat dinsΩ. Sigui a ∈ Z(f). Aleshores, en un entornU de a contingut dins
Ω, f admet una expressió en s̀erie de pot̀encies:f(z) =

∑
n≥0 cn(z − a)n. Com quef no és

idènticament0 enU (si ho fos, llavors pel teorema anteriorf ≡ 0 enΩ), existeix uncn 6= 0.
Sigui ck el primer coeficient que no sigui0. Aleshores

f(z) = (z − a)k
∞∑

n=k

cn(z − a)n−k = (z − a)kg(z),

ambg(a) = ck 6= 0. Aleshores existeix un altre entornV ⊂ U dea de forma queg(z) 6= 0 per a
totaz ∈ V . En aquest casZf ∩ V = {a} i per tanta és un zero äıllat. ♣

Un corol·lari d’aquest resultat́es el seg̈uent:

Corol·lari 2.15. Si Ω és un domini deC i f, g són dues funcions holomorfes enΩ tals que el
conjunt{z ∈ Ω; f(z) = g(z)} té un punt d’acumulació enΩ, aleshoresf ≡ g enΩ.

Demostracío. La prova d’aquest resultat es immediata. Només cal aplicar el teorema anterior a
la funció h = f − g. Aquesta funcío té conjunt de zerosZ(h) no äıllat i per tantés id̀enticament
0 enΩ. ♣
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2.4 Desigualtats de Cauchy

Estudiem ara la relació que tenen les funcions holomorfes i les seves derivades. En general són
d’esperar resultats del tipus que una funció est̀a controlada per les seves derivades. El que es
més sorprenent́es que en el cas de funcions holomorfesés cert un resultat en sentit oposat. Si
una funcío és acotada, les seves derivades estan acotades en termes de la cota de la funció. Més
concretament tenim les següents desigualtats:

Teorema 2.16 (Desigualtats de Cauchy).Sigui f ∈ H(D(a, r)). Sigui0 < ρ < r. Si diem
M(ρ) = sup|z−a|=ρ |f(z)|, aleshores

|f (n)(a)| ≤ n!M(ρ)ρ−n, si n ∈ N.

Demostracío. Per demostrar aquest resultat, utilitzarem la fórmula de representació de Cauchy
de les funcions holomorfes en un disc. Per a tot puntw ∈ D(a, ρ) es satisf̀a

f(w) =
1

2πi

∫
|z−a|=ρ

f(z)

z − w
dz.

Com quew es troba en l’interior del disc iz en la frontera, el denominador no s’anul·la i aleshores
podem derivar sota el signe integral i resulta

f (n)(w) =
1

2πi

∫
|z−a|=ρ

n!
f(z)

(z − w)n+1
dz.

Avaluem enw = a i acotem i resulta

|f (n)(a)| ≤ n!

2π

∫
|z−a|=ρ

|f(z)|
|z − a|n+1

|dz| ≤ n!

2π

M(ρ)

ρn+1

∫
|z−a|=ρ

|dz| = n!M(ρ)

ρn
.

♣

D’aquest teorema obtenim com a conseqüència el teorema de Liouville que diu que lesúniques
funcions enteres acotades són les constants.

Teorema 2.17 (Liouville). Siguif ∈ H(C). Sif és acotada, aleshoresf és constant.

Demostracío. Com quef és holomorfa en0, en un entorn de l’origen es pot representar com a
sèrie de pot̀encies (de fet la s̀erie ser̀a convergent totC):

f(z) =
∞∑

n=0

cnz
n.

Com abans diemM(ρ) = sup|z|=ρ |f(z)|. Per hip̀otesiM(ρ) ≤ M . Si ara apliquem les desi-
gualtats de Cauchy:

|cn| =
∣∣∣∣∣f (n)(0)

n!

∣∣∣∣∣ ≤ M(ρ)

ρn
≤ M

ρn
.

Comρ el podem agafar arbitràriament gran, veiem que per a totan ≥ 1, |cn| < ε, per a totaε > 0.
Es a dir en un entorn de l’origenf(z) = c0 = f(0). La funcío constantc0 i f coincideixen en un
entorn de0 i per tant pel principi de continuació anaĺıtica coincideixen en totC. ♣
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Un coro·lari del teorema de Liouvillées el teorema fonamental de l’àlgebra.

Corol·lari 2.18 (Teorema fonamental de l’̀Algebra). Sigui

P (z) = a0 + a1z + · · ·+ anz
n

un polinomi de graun ≥ 1. AleshoresP té un zero.

Demostracío. Raonarem per reducció a l’absurd. Suposem queP no t́e zeros. Podem definir la
funció holomorfaf(z) = 1/P (z). Com que suposem queP no t́e zeros, aleshoresf ∈ H(C).
A més com queP (z) → ∞ si z → ∞, aleshoresf(z) → 0 si z → ∞. Això implica quef és
acotada. Pel teorema de Liouville,f és constant. Aix̀o és contradictori, doncsP no és constant.
En aquesta demostració l’ únic punt delicat es veure queP (z)→∞ si z →∞, per̀o això és clar
doncs quanz →∞:

P (z)

zn
=
a0

zn
+

a1

zn−1
+ · · ·+ an → an.

Per tantP (z) i zn és comporten igual quanz és molt gran. ♣

Aquest corol·lari diu que tot polinomiP pren qualsevol valora, doncs el podem aplicar al poli-
nomiQ = P − a. El mateix resultat nóes veritat per funcions enteres en lloc de polinomis. Per
exemple la funcío ez és entera i no pren el valor0 mai. És cert, per̀o no ho demostrarem, que tota
funció entera pren tots els valors excepte potser un (teorema de Picard).

2.5 Principi del màxim

A continuacío estudiarem un fenomen que presenten les funcions holomorfes (de fetés encara
més general, les funcions harmòniques tamb́e ho presenten i fins i tot les subharmòniques). Es
tracta d’estimar el valor de la funció en l’interior d’un obert en termes del que val la funció en
la frontera. Ja es veu que el teorema de representació de Cauchy pot ajudar a resoldre aquest
problema doncs expressa la funció en l’interior en termes del que val a la frontera. En aquest
moment ens interessem per un problema més “light”. Només ens interessa comparar la mida de
la funció a l’interior i a la frontera.

Teorema 2.19 (Principi del m̀axim). SiguiΩ un domini deC i f ∈ H(Ω). Siguia ∈ Ω un punt
onf pren el m̀axim, es a dir,|f(a)| = supΩ |f |. Aleshoresf és constant.

Demostracío. En primer lloc, demostrarem una igualtat que té inter̀es de per si. Es tracta de la
propietat de la mitjana per a funcions holomorfes. Siguif ∈ H(Ω) i D(a, r) ⊃ Ω. Llavors

f(a) =
1

2π

∫ 2π

0
f(a+ reit) dt.
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En efecte aix̀o és una conseqüència de la f́ormula de Cauchy per discos, doncs si parametritzem
la vora del discD(a, r) perw(t) = a+ reit, ambt ∈ [0, 2π], aleshores:

f(a) =
1

2πi

∫
∂D(a,r)

f(w)

w − a
dw =

1

2π

∫ 2π

0
f(a+ reit) dt.

Si ara en la igualtat de la mitjana prenem mòduls, resulta

|f(a)| ≤ 1

2π

∫ 2π

0
|f(a+ reit)| dt ≤ sup

Ω
|f | = |f(a)|.

Per tant totes les desigualtats són igualtats. La darrera desigualtatés una igualtat si, i noḿes si,
|f(z)| = supΩ |f |, per a totaz ∈ ∂D(a, r). Per tant si|f(a)| = supΩ |f | aleshores|f | = |f(a)|
en tot un entorn dea. Per tant el conjuntA = {x ∈ Ω/ |f | = supΩ |f |} és tancat i obert enΩ.
Com queA 6= ∅, llavorsA = Ω. Per tant|f | = ct. i aleshoresf = ct. ♣

Corol·lari 2.20. Sif ∈ C(Ω) ∩H(Ω) i Ω és compacte, llavors

sup
Ω
|f | = sup

∂Ω
|f |.

Demostracío. Com que|f | ∈ C(Ω) aleshores|f | assoleix el seu m̀axim enΩ i a méssupΩ |f | ≥
sup∂Ω |f |. Per una altra part, pel teorema 2.19, el suprem no es pot assolir en l’interior, es a dir,
s’assoleix en la frontera. Aleshores,

sup
Ω
|f | ≤ sup

Ω

|f | = sup
∂Ω
|f |.

♣

De la mateixa manera que el màxim del m̀odul d’una funcío holomorfa s’assoleix en la frontera,
el seu ḿınim tamb́e, a menys que la funció valgui0 en algun punt de l’interior, com diu el següent
teorema.

Teorema 2.21 (Principi del ḿınim). SiguiΩ un domini deC i tenimf ∈ H(Ω) tal quef(z) 6=
0 per a totaz ∈ Ω. Siguia ∈ Ω un punt onf pren el ḿınim, es a dir,|f(a)| = infΩ |f |. Aleshores
f és constant.

Demostracío. La demostracío és immediata. Noḿes cal considerarg(z) = 1/f(z). Com quef
noés mai0, llavorsg ∈ H(Ω). Sia és un ḿınim def , llavorsa és un m̀axim deg i per tant podem
aplicar el principi del m̀axim i concloure queg és constant. En aquest casf és constant ♣

Aquest principi del ḿınim té tamb́e el seu corresponent corol·lari que es demostra com l’anterior.

Corol·lari 2.22. Sif ∈ C(Ω) ∩H(Ω) ambf(z) 6= 0 per a totaz ∈ Ω i Ω és compacte, llavors

inf
Ω
|f | = inf

∂Ω
|f |.
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2.6 Teorema de l’aplicacío oberta

L’objectiu que tenim aráes provar el seg̈uent fet: una aplicació holomorfa no constant́es una
aplicacío oberta,́es a dir, envia oberts a oberts. Observem que aquest fet implica en particular el
principi del m̀axim doncs no permet que el suprem del mòdul d’una funcío holomorfa s’assoleixi
en un punt de l’interior. Si en un punta ∈ Ω es pren el m̀axim de|f | aleshores un petit disc
D(a, r) est̀a contingut dinsΩ. Si és aix́ı, pel teorema de l’aplicació oberta, que encara no hem
demostrat,f(D(a, r)) és un obert que conté f(a) i per tant hi ha tot un petit discD(f(a), r0)
entorn def(a) que est̀a contingut dins de la imatgef(Ω). Es a dir,|f(a)| no és el suprem de
|f(Ω)|.

Per demostrar aquest resultat, necessitem un parell de lemes que tenen un interès independent.

Lema 2.23 (Exist̀encia local del logaritme). SiguiD ⊂ C un disc if ∈ H(D) ambf(z) 6= 0
per a tot z ∈ D. Aleshores existeix una funció h ∈ H(D) (no única) tal queexph = f i
h′ = f ′/f . És natural dir-lih = log f .

Demostracío. La no unicitatés clara doncs si tenim una funció h amb aquestes propietats, ales-
hores per qualsevolk ∈ Z, h + 2kπi és una altre solució. Per demostrar l’existència, prenem
la funció f ′(z)/f(z). Aquesta funcío és holomorfa en el disc, perquè f no t́e zeros. Per tant
existeix una primitivag ∈ H(D) ambg′ = f ′/f . Per tant si calculem

d

dz
f exp(−g) = f ′ exp(−g) + f exp(−g)−f

′

f
= 0.

Llavors,f = C exp g. Prenemh(z) = g(z)+a, ona l’escollim de forma queea = C. En aquest
cash satisf̀a les propietats desitjades. ♣

Sota les mateixes hipòtesis, per a totα ∈ C existeix una funcío g tal quegα = f . Senzilla-
ment, prenemg = exp(h/α).

La seg̈uent proposicío és la variant holomorfa del teorema de la funció inversa.

Proposició 2.24. Suposem quef ∈ H(Ω) i f ′(a) 6= 0 per a algunaa ∈ Ω. Aleshores existeixen
entorns obertsV i W dea i f(a) respectivament, i unag ∈ H(W ), de forma quef(V ) = W , f
és injectiva enV i g(f(z)) = z per a totaz ∈ V .

Demostracío. Siguif = u+ iv. Ara, com que

0 6= |f ′(a)|2 = u2
x(a) + v2

x(a) =

∣∣∣∣∣ux uy

vx vy

∣∣∣∣∣ ,
pel teorema de la funció inversa real, existeixen conjunts obertsV,W i g ∈ C1(W ) tal que
g(f(z)) = z per a totaz ∈ V . Per la proposicío 1.9 sabem queg és holomorfa i a ḿesg′(f(z)) =
1/f ′(z). ♣

Ja estem pr̀acticament en condicions de demostrar el teorema de l’aplicació oberta. Cal, abans,
definir quinés l’ordre d’un zero d’una funció holomorfa.
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Definició. Sigui f ∈ H(Ω), ambf 6≡ 0. Si a ∈ Ω tal quef(a) = 0, llavors f admet un
desenvolupament en sèrie de pot̀encies entorn dea de la forma

f(z) =
∞∑

n=k

cn(z − a)n ambck 6= 0.

En aquest cas es diu quef té ena unzero d’ordrek.

Fixem-nos que en aquest casf es pot escriure en un entorn dea de la formaf(z) = (z −
a)kg(z), ambg(a) 6= 0, senzillament prenent com ag =

∑
n≥k cn(z − a)n−k.

Considerem inicialment el cas particular en que l’aplicació ésπm(z) = zm, ambm > 0.
Volem veure que per a tot obertΩ, πm(Ω) és obert. Si0 ∈ πm(Ω), aleshores0 és un punt interior
deπm(Ω). En efecte, en aquest cas,0 ∈ Ω i tenim {|w| < rm} ⊂ πm({|z| < r}) ⊂ πm(Ω) per
algunr > 0. Per qualsevol altrew ∈ πm(Ω) tal quew 6= 0, w és interior pel teorema holomorf
de la funcío inversa. Per unaf qualsevol, el teorema de l’aplicació oberta es segueix del següent:

Teorema 2.25.Suposem queΩ ⊂ C és un domini if ∈ H(Ω) no és constant. Siguim l’ordre
del zero de(f(z)− f(z0)) enz = z0 ∈ Ω. Aleshores existeix un entornV dez0, unaφ ∈ H(V )
i un r > 0 tal que

• f(z) = f(z0) + (φ(z))m, per a totaz ∈ V .

• φ′(z) 6= 0 en tot puntz ∈ V i φ : V → {|z| < r} és una bijeccío.

Demostracío. Prenem un discD ⊂ Ω de centrez0 i de radi prou petit de forma quef(z) 6= f(z0)
si z ∈ D \{z0} (aquest disc sempre existeix, doncs els zeros de funcions holomorfes són äıllats).
Podem escriuref(z) − f(z0) = (z − z0)

mg(z) per a totaz ∈ D i amb g(z) 6= 0 en cap punt
del disc. Gr̀acies a l’exist̀encia local del logaritme (lema 2.23), sabem que hi ha una funció
h ∈ H(D) ambhm = g.

Prenemφ(z) = (z − z0)h(z) i ja hem demostrat la primera asserció del teorema. La segona
és tamb́e certa, doncsφ′(z0) 6= 0 i φ(z0) = 0 i podem aplicar el teorema de la funció inversa. ♣

Veiem finalment el teorema que volı́em demostrar

Teorema 2.26.SiguiΩ ⊂ C un domini if ∈ H(Ω) una funcío no constant, aleshoresf(Ω) és
obert.

Demostracío. Segons el teorema que acabem de provar per a totaz0 ∈ Ω, podem escriuref −
f(z0) = πm(φ) enz ∈ V . Per tantf és una aplicacióm a1 deV \{z0} a{0 < |w−f(z0)| < rm}.
En particular,f(z0) és un punt interior def(Ω). ♣



Caṕıtol 3

Propietats Globals

En aquest capı́tol veurem propietats globals de les funcions holomorfes. Estudiarem
el vincle entre les funcions holomorfes i la topologia del domini on estan definides. La
variant global del teorema de Cauchy és el que fa de lligam entre aquests dos elements.
Veiem que per estendre el teorema de Cauchy al màxim hem de estudiar els camins
homologes que és un concepte topológic. Veurem també diverses aplicacions del teo-
rema de Cauchy, com el teorema dels residus que permet calcular amb facilitat moltes
integrals o el principi de l’argument i el teorema de Rouche que controlen els zeros
de les funcions holomorfes. També veurem com són les singularitats aillades de les
funcions holomorfes i estudiarem els desenvolupaments en série entorn d’una singula-
ritat. Per acabar el capı́tol tornem a lligar la teoria de funcions i la topologia mitjançant
diverses caracteritzacions dels dominis simplement connexos.

3.1 Índex i homologia

Hem vist que per a tota funció holomorfa en un discD, la integral al llarg de tot caḿı tancat
val 0. Volem estendre aquest resultat al màxim i donat un obertΩ identificar els camins al llarg
dels quals la integral de tota funció holomorfa enΩ val 0. Per a fer aix̀o necessitem introduir el
concepte d’́ındex d’una corba tancada respecte d’un punt. Comencem per un cas molt simple. Ja
hem vist que siΓ = ∂D orientat positivament,

1

2πi

∫
Γ

dζ

ζ − z
=

1 si z ∈ D, (fórmula de Cauchy)

0 si z /∈ D, (teorema de Cauchy).

D’aquesta forma si integrem la funció 1
2πi(ζ−z)

al llarg de la frontera del disc el resultatés el
numero de voltes que dona la corba entorn del puntz. Podem intentar estendre aquest concepte
a corbes tancades arbitraries i fins i tot a una “suma de corbes” que introduı̈m a continuacío.

Definició. Si γ1, γ2, . . . , γn són corbesC1 a trossos orientades enC, definim la suma formal
Γ = m1γ1 + . . .+mnγn, onmi ∈ Z, i li diem unacadena

29
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Dues cadenesΓ1 i Γ2 es poden sumar i el resultatés un altre cadena que té com a suma
formal de corbes la suma de les anteriors. De la mateixa forma que es pot definir la integral
de ĺınia d’una funcío al llarg d’una corba, podem definir la integral d’una funció al llarg d’una
cadenaΓ = m1γ1 + · · ·+mnγn de la seg̈uent manera∫

Γ
f(z) dz =

n∑
i=1

mi

∫
γi

f(z) dz

En el cas particular que una cadena sigui una suma formal de corbes tancades, aleshores es diu
uncicle.

Considerem un cicleΓ i un puntz /∈ Γ.

Definició. Es diu ı́ndexdel cicleΓ respecte del puntz (o numero de rotació deΓ respectez) a
la quantitat:

n(Γ, z) =
1

2πi

∫
Γ

dζ

ζ − z
.

Ja hem vist que en el cas queΓ = ∂D, aleshoresn(Γ, z) valia1 o 0 segons siΓ envoltavaz o
no. Anem a veure mitjançant uns lemes que aquesta idea intuı̈tiva del comportament de l’ı́ndex
s’est́en a cicles ḿes complicats.

Lema 3.1. Siguiγ : [0, 1]→ C una corba tancada, ambγ C1 i a ∈ C un punt que no pertany a
la imatge deγ. Aleshores

n(γ, a) =
1

2πi

∫
γ

dz

z − a
és enter.

Demostracío. Considerem la següent funcío auxiliar,

g(t) =
∫ t

0

γ′(s)

γ(s)− a
ds.

Aquesta funcío satisf̀ag(0) = 0 i g(1) = n(γ, a)2πi. Si calculem la derivada, resulta

g′(t) =
γ′(t)

γ(t)− a
, per a tota0 < t < 1.

Amb aquest c̀alcul veiem doncs que

d

dt
e−g(t)(γ(t)− a) = e−g(t)γ′(t)− g′(t)e−g(t)(γ(t)− a) =

= e−g
(
γ′ − γ′

γ − a
(γ − a)

)
= 0.

Per tante−g(t)(γ(t) − a) = c. Si avaluem ent = 0 i en t = 1, resultae−g(0)(γ(0) − a) =
e−g(1)(γ(1) − a). Com queγ és tancada, llavorsγ(0) = γ(1) i per tante−g(1) = 1, es a dir
g(1) = 2πki per algun enterk com voĺıem veure. ♣
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Nota. És un petit exercici comprovar que la demostració es pot estendre al cas de corbesC1 a
trossos. Encara ḿes interessant́es observar que enlloc de corbes tancades podem prendre cicles
i el resultat es manté cert, doncs siΓ = m1γ1 + · · ·+mnγn, llavors

n(Γ, a) = m1n(γ1, a) + · · ·+mnn(γn, a).

Si tots elśındexs sobre corbes són enters, com quemi tamb́e śon enteres, llavors l’ı́ndex d’un
cicle tamb́e és enter.

Un altre lema que explica coḿes l’́ındex d’un cicle respecte d’un puntés el seg̈uent:

Lema 3.2. Si Γ és un cicle, aleshoresn(Γ, z) és constant en les components deC \ Γ i a més
n(Γ, z) = 0 en la component no acotada.

Demostracío. SiguiΩ una de les components deC\Γ, prenemz ∈ Ω. Com quez /∈ Γ, aleshores
n(Γ, z) ∈ H(Ω). Comprovarem quen′(Γ, z) = 0. Si escrivim el que val,

n′(Γ, z) =
1

2πi

∫
γi

dζ

(ζ − z)2
.

Ara be, la funcío f(ζ) = 1/(ζ − z)2 és una funcío holomorfa en la variableζ en un entorn obert
U(Γ) del cicleΓ i té primitiva holomorfa−1/(ζ − z). Per tant la integral al llarg de tot camı́
tancat dinsU(Γ) def val zero. En particularn′(Γ, z) = 0.

Tamb́e es pot demostrar fàcilment veient quen(Γ, z) és una funcío cont́ınua quanz ∈ Ω i
que pren valors enters pel lema previ, per tantés constant.

Veiem finalment quen(Γ, z) = 0 en la component no acotada. Com queΓ és acotada,
Γ ⊂ B(0, R). Per tant si prenemz →∞,

|n(γi, z)| ≤
1

2π

∫
γi

|dζ|
|ζ − z|

≤ llarg(γi)

2π

1

|z| −R
→ 0,

on γi és qualsevol de les corbes que formaΓ. Com que l’́ındexn(γi, z) tendeix cap a0 i és
constant, vol dir quées0 en tota la component. ♣

A continuacío donem una interpretació intüıtiva del quées l’́ındex. Cal recalcar que en aquest
punt no serem rigorosos. Siguiγ una corbaC1 tancada parametritzada perγ : [0, 1] → C. En
aquest cas siz /∈ γ, calculem l’́ındexn(γ, z).

n(γ, z) =
1

2πi

∫ 1

0

γ′(t)

γ(t)− z
dt.

Aquestaúltima integral estem temptats de calcular-la mitjançant el còmput d’una primitiva i
resultaria

n(γ, z) =
1

2πi

(
log(γ(1)− z)− log(γ(0)− z)

)
=

=
1

2πi

(
log |γ(1)− z| − log |γ(0)− z|

)
+

+
1

2π

(
arg(γ(1)− z)− arg(γ(0)− z)

)
.
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Com queγ(1) = γ(0), aleshoreslog |γ(1)− z| = log |γ(0)− z| per̀o l’argument en un extrem i
en l’altre noés el mateix doncs si el camı́ fa una volta entorn del punt, l’argument s’incrementa
en2π, es a dir, que l’́ındex de fet compta el nombre de voltes que el camı́ dona entorn del puntz
tenint en compte el sentit de gir.

El nostre objectiu es estendre al màxim possible el teorema de Cauchy. Ho farem en la
seg̈uent direccío. Considerem un obertΩ del pla. Ens preguntem per quins ciclesΓ continguts
dinsΩ es satisf̀a que la integral al llarg deΓ de qualsevol funció holomorfa enΩ és0. La nocío
correcta que respon a aquesta qüestío és la seg̈uent.

Definició. Diem que un cicleΓ ⊂ Ω éshom̀olega0 dinsΩ, si per a tot puntz ∈ C \Ω es satisf̀a
n(Γ, z) = 0. En aquest cas diremΓ ∼ 0. De la mateixa forma es diu que dos ciclesΓ1 i Γ2 són
hom̀olegs(Γ1 ∼ Γ2) enΩ si Γ1 − Γ2 és hom̀oleg a 0.

Aquesta definicío s’ha de comparar amb la definició de camins hom̀otops. Recordem que
dos caminsγ1 i γ2 en Ω són hom̀otops (γ1 ≈ γ2) si existeix una funcío cont́ınuaF (t, x) :
[0, 1]× [0, 1]→ Ω de forma queF (0, x) = γ1(x) i F (1, x) = γ2(x). Nosaltres per conveniència
demanarem que per a tott els caminsF (t, x) siguin derivables en la variablex ∈ [0, 1] i Fx(t, x)
sigui cont́ınua en[0, 1]× [0, 1]. Podem enunciar el següent:

Proposició 3.3. SiguiΩ un obert deC. Siγ0 i γ1 són dos camins tancats enΩ i γ0 ≈ γ1 enΩ,
aleshoresγ0 ∼ γ1 enΩ.

Demostracío. Hem de veure queγ0 − γ1 ∼ 0 si γ0 ≈ γ1. Només cal veure quen(γ0, z) =
n(γ1, z) per a totaz /∈ Ω. Per̀o com queγ0 ≈ γ1, aleshores existeix una funció F cont́ınua en
[0, 1] × [0, 1] de forma queγ0(x) = F (0, x) i γ1(x) = F (1, x). Definim la faḿılia de caminsγt

comγt(x) = F (t, x). Tots els caminsγt estan dins deΩ, de forma que si fixem unz /∈ Ω, podem
definir l’ı́ndex

n(γt, z) =
1

2πi

∫ 1

0

Fx(t, x)

F (t, x)− z
dx

Com que aquesta funció és una funcío cont́ınua ent ∈ [0, 1] i al mateix temps pren valors enters,
aleshoreśes constant. En particularn(γ0, z) = n(γ1, z). ♣

Nota. Observem que a l’inrev́es aix̀o noés cert. Existeixen caminsγ homòlegs a0 que no śon
homòtops a0. Considerem el dominiΩ = C \ {A ∪ B} i γ com en la figura 3.1. El caḿı γ
és trivialment hom̀oleg a0 i intuı̈tivamentés clar que no es pot deformar dinsΩ fins al caḿı
constant.

3.2 Teorema de Cauchy

Amb aquesta definició ja podem establir el teorema de Cauchy global.
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A
B

�

γ�

Figura 3.1: Caḿı γ homòleg a 0

Teorema 3.4 (Cauchy).SiguiΩ un obert deC i f ∈ H(Ω). SiguiΓ un cicle enΩ hom̀oleg a0.
Aleshores ∫

Γ
f(z) dz = 0.

Abans de passar a la demostració d’aquest teorema enunciem un lema que té inter̀es per si
mateix i que utilitzarem en diverses ocasions.

Lema 3.5 (Cauchy-Pompeiu).Si f ∈ C1(D) i z ∈ D aleshores si diemdm a la mesura de
Lebesgue en el discD,

f(z) =
1

2πi

∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ − 1

π

∫
D

∂f

∂ζ̄
(ζ)

dm(ζ)

ζ − z
.

Demostracío. Fixem unz ∈ D i prenem unε > 0 prou petit de forma queD(z, ε) ⊂ D. Si
apliquem el teorema de Stokes a la formag(ζ)dζ = f(ζ)/(ζ−z)dζ en el dominiΩε = D\D(z, ε)
(un domini ong és de classeC1(C)) resulta∫

Ωε

∂g

∂ζ̄
(ζ) dζ̄ ∧ dζ =

∫
∂Ωε

g(ζ) dζ.

Com quedζ̄ ∧ dζ = 2idxdy i ∂g(ζ)
∂ζ̄

= ∂f
∂ζ̄

(ζ) 1
ζ−z

, llavors tenim∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ −

∫
|ζ−z|=ε

f(ζ)

ζ − z
dζ = 2i

∫
Ωε

∂f

∂ζ̄
(ζ)

dm(ζ)

ζ − z
.

En aquesta darrera igualtat fem tendirε→ 0. Veiem quinés el ĺımit de cada terme.∫
|ζ−z|=ε

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∫ 2π

0

f(z + εeit)

εeit
εieit dt→ 2πif(z).

Per una altra part, com que1/(ζ − z) és integrable respecte a la mesura de Lebesgue en el disc
ζ ∈ D(z, ε), llavors:

2i
∫
Ωε

∂f

∂ζ̄
(ζ)

dm(ζ)

ζ − z
→ 2i

∫
D

∂f

∂ζ̄
(ζ)

dm(ζ)

ζ − z
.
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Per tant en el lı́mit la igualtat es converteix en

∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ − 2πif(z) = 2i

∫
D

∂f

∂ζ̄
(ζ)

dm(ζ)

ζ − z
,

com voĺıem veure. ♣

Nota. Observem que si la funció f és holomorfa, aleshores la fórmula de Cauchy-Pompeiu es
redueix a la f́ormula de Cauchy en el disc, doncs∂f

∂ζ̄
(ζ) = 0.

Aquest lema t́e un corol·lari queés el que utilitzarem en la demostració del teorema de Cauchy
global.

Corol·lari 3.6. Sif és una funcío de classeC1(C) a suport compacte, aleshores

f(z) =
−1

π

∫
C

∂f

∂ζ̄
(ζ)

dm(ζ)

ζ − z
.

Demostracío. En efecte, noḿes cal aplicar la f́ormula de Cauchy-Pompeiu en un discD(0, R)
que contingui el suport def . El primer terme de la f́ormula no apareix doncs siζ ∈ ∂D, aleshores
f(ζ) = 0. ♣

Passem ara a la demostració del teorema de Cauchy global.

Demostracío. SiguiH la unió deΓ i del suport de la funció n(Γ, z). Com quen(Γ, z) = 0 en la
component no acotada deC \Γ es despr̀en queH és un compacte. A ḿes en cada component de
C \Γ que interseca el complement deΩ l’ ı́ndex val0 perqùe suposem queΓ ∼ 0 enΩ. Això vol
dir queH és un compacte dins deΩ. Siguiφ una funcío C∞ a suport compacte dins deΩ i que
a més valgui1 en un entorn obert del compacteH. Aleshores per a totaz ∈ H podem aplicar el
corol·lari anterior a la funcío φ(z)f(z). Tenim

∀z ∈ H, f(z) = φ(z)f(z) =
−1

π

∫
C

∂φ

∂ζ̄
(ζ)

f(ζ)

ζ − z
dm(ζ).

En particular, com que tot puntz ∈ Γ pertany aH, tenim

1

2πi

∫
Γ
f(z) dz =

1

2πi

∫
Γ

(
−1

π

∫
C

∂φ

∂ζ̄
(ζ)

f(ζ)

ζ − z
dm(ζ)

)
dz =

=
∫
C

−1

π

∂φ

∂ζ̄
(ζ)f(ζ)

(
1

2πi

∫
Γ

dz

ζ − z

)
dm(ζ) =

=
∫
C

1

π

∂φ

∂ζ̄
(ζ)f(ζ)n(Γ, ζ) dm(ζ).

En aquesta darrera integral siζ ∈ H, aleshores∂φ
∂ζ̄

(ζ) = 0 doncsφ és constant1 en un entorn
obert deH i si ζ /∈ H, aleshoresn(Γ, ζ) = 0 doncs el suport den(Γ, ζ) est̀a enH. Per tant la
integralés0 com voĺıem demostrar. ♣
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Aquest teorema té un parell de corol·laris que veiem a continuació

Corol·lari 3.7. SiΩ és un obert deC i Γ1 i Γ2 són dos cicles hom̀olegs enΩ, aleshores per a tota
funció holomorfaf ∈ H(Ω) se satisf̀a∫

Γ1

f(z) dz =
∫
Γ2

f(z) dz.

Demostracío. La demostracío es fa prenent el cicleΓ = Γ1 − Γ2 i aplicant en ell el teorema de
Cauchy que acabem de demostrar. ♣

Corol·lari 3.8. Si Ω és un obert deC i Γ és un cicle enΩ, ambΓ ∼ 0, aleshores per a tota
f ∈ H(Ω) i per a totaz ∈ Ω se satisf̀a la fórmula de Cauchy

n(Γ, z)f(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)

ζ − z
dζ.

Demostracío. La demostracío d’aquest corol·lari és la mateixa que la de la fórmula de Cauchy
local. Donadaf ∈ H(Ω) i z ∈ Ω definim la funcío auxiliar

g(w) =


f(w)−f(z)

w−z
siw 6= z

f ′(z) siw = z

Aquesta funcío g és cont́ınua en totΩ i holomorfa enΩ \ {z}. En aquest cas la funció és de fet
holomorfa en tot el dominiΩ com en la demostració del teorema 2.9 i per tant podem aplicar el
teorema de Cauchy,és a dir,

∫
Γ

f(w)− f(z)

w − z
dw =

∫
Γ
g(w) dw = 0

Per tant ∫
Γ

f(w)

w − z
dw = f(z)

∫
Γ

dz

w − z
= f(z)n(Γ, z).

♣

3.3 Singularitats äıllades d’una funció holomorfa

A continuacío estudiarem com es pot comportar una funció f que sigui holomorfa en un domini
Ω \ {a1, a2, . . . } onan és una successió de punts que no té punts d’acumulació enΩ. Farem un
estudi local i suposem que les singularitats són äıllades. Podem prendre per a cada singularitat
a un discD = D(a, ε) de radi prou petit de forma queD ⊂ Ω i D no contingui cap ḿes
singularitat. Per tant restringimf a aquest disc i estudiem com són les funcions holomorfes en
un disc menys el centre. El comportament que pot presentarf és el seg̈uent:
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• El lı́mit limz→a f(z) existeix i valL ∈ C. En aquest cas es diu que la singularitatés
evitable.

• El lı́mit limz→a f(z) és∞. En aquest cas es diu quef té unpol ena.

• El lı́mit limz→a f(z) no existeix. En aquestúltim cas diem quef té una singularitatessen-
cial ena.

En el primer cas, ja hem vist en el teorema 2.9 que la funció f es pot estendre a una funció holo-
morfa a tot el discD, senzillament donant el valorL a f(a). Per tant́es aquesta una singularitat
fictı́cia i que no ens farà nosa.

En el segon cas, la funcióf no s’anul·la en un entorn dea doncs el ĺımit és∞. Per tant existeix
un δ > 0 encara ḿes petit queε de forma que enD(a, δ), f no t́e zeros. Reduirem l’estudi del
comportament def a aquest disc encara més petit que, abusant de la notació, tornarem a dirD.
Considerem la funció g definida enD\{a} comg(z) = 1/f(z). Aquesta funcío és holomorfa en
tot el disc menys potser en l’origen. Però limz→a g(z) = 0. Per tantg presenta una singularitat
evitable ena. Si estenem la definició deg a tot el disc prenentg(a) = 0, aleshoresg és holomorfa
en el disc i s’anul·la en el centréunicament. Com varem veure en la demostració de la proposicío
2.24, podem escriureg comg(z) = (z − a)nh(z) per a totaz ∈ D ambh(z) 6= 0 en tot punt de
D. A n se li deia l’ordre del zero deg ena. Per tant si diemH(z) = 1/h(z), aleshores per a tota
z ∈ D \ {a} tenimf(z) = H(z)/(z − a)n, onH ∈ H(D) i H(a) 6= 0. A n se li diu l’ordre del
pol def ena. Fixem-nos que una funció holomorfa que t́e ĺımit∞ quanz → a només pot anar
cap a∞ com l’invers d’una pot̀encia entera de la distància aa. No pot cŕeixer com|z − a|−1/2

per exemple.
En l’últim cas, el comportament d’una funció holomorfa entorn del punta és molt salvatge

com posa en evid̀encia la seg̈uent proposicío:

Proposició 3.9 (Weierstrass).Una funcío holomorfa esdev́e arbitràriament pr̀oxima a qualse-
vol valor complex en tot entorn d’una singularitat essencial

L’enunciat diu que la imatge perf de tot entorn dea per petit que aquest siguiés dens enC.

Demostracío. En cas que no fos cert, existiria un numero complexB i un δ > 0 de forma que
|f(z)−B| > δ per a totaz en un entorn dea. En particular

lim
z→a

z − a
f(z)−B

= 0.

Es a dir, que la funció g(z) = z−a
f(z)−B

té una singularitat evitable ena. En un discD entorn del
punta podem doncs escriure

z − a
f(z)−B

= H(z)(z − a)n, n ≥ 1.

onH és holomorfa enD i H(a) 6= 0. Per tant,

f(z) = B +
(z − a)(1−n)

H(z)
.
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Per tant, sin > 1 f té un pol ena i si n = 1 llavors la singularitat es evitable. En qualsevol cas
no pot ser essencial. ♣

Nota. Fixem-nos en que si una funció és holomorfa en l’entorn d’un punta i és acotada en un
entorn d’aquest punt, aleshores la singularitat no pot ser un pol, però tampoc pot ser essencial
perqùe si la funcío és acotada, aleshores la imatge no pot ser densa en totC. Això ens indica que
en la definicío de singularitat evitable podı́em rebaixar la condició. Si la funcío és acotada en un
entorn dea autom̀aticament t́e ĺımit ena i es pot estendre a una funció holomorfa.

Amb la nocío de singularitat äıllada ḿes entesa, podem formular la següent definicío:

Definició. Una funcío f definida en un obertΩ ⊂ C a valors complexos (eventualment∞) es
diu queésmeromorfaenΩ si és holomorfa en totΩ tret d’una successió de singularitats aı̈llades
{an} i totes les singularitats són de tipus pol.

Un exemple t́ıpic de funcío meromorfaés el seg̈uent: prenem dues funcions holomorfes
f, g ∈ H(Ω) de forma queg 6≡ 0. En aquest cas la funció f/g té pols en els zeros deg
que no es cancel·lin amb els def . En particular śon äıllats com es demana en la definició de
funció meromorfa doncs com ja hem vist els zeros de les funcions holomorfes no s’acumulen en
l’interior deΩ.

3.4 Teorema dels residus

Passem a estudiar ara la integral de funcions holomorfes al llarg de camins que envolten alguna
singularitat def . Sigui f una funcío holomorfa en un obertΩ tret de singularitats aı̈llades.
Sigui a una d’aquestes singularitats (no evitable) def , ambD = D(a, δ) ⊂ Ω i tal queD
no contingui cap altra singularitat. Si prenemC una circumfer̀encia qualsevol centrada ena
orientada positivament i continguda enD, podem definir el perı́odeP def ena com

P =
∫

C
f(z) dz.

Fixem-nos en que gràcies al teorema de Cauchy el perı́ode est̀a ben definit, es a dir, no depèn de
quina circumfer̀enciaC dinsD triem. En efecte si prenem dos circumferènciesC1 i C2 centrades
ena dinsD, aleshoresC1 ≈ C2 enΩ \ {a} i per tant śon hom̀olegs i la integral def al llarg de
qualsevol d’elleśes la mateixa. En particular la funció 1/(z− a) té peŕıode2πi en el punta. Per
tant si prenemR = P/(2πi) aleshores la funció f − R/(z − a) té peŕıode0. A la constantR
que fa que la funció f −R/(z− a) tingui peŕıode0 se li diu elresidudef ena. Una altre forma
d’expressar el mateix́es la seg̈uent:

Definició. El residu def en una singularitat aı̈lladaa és l’únic nombre complexR que fa que

f(z)− R

z − a

tingui una funcío primitiva en l’obert0 < |z − a| < δ. Al residu def en a el denotem per
Resz=a f .
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Nota. Fixem-nos que sig(z) = f(z)−R/(z−a) té peŕıode0, aleshores la integral al llarg de tot
caḿı tancat en la corona valdrà 0, i per tant podrem definir sense problemes la funció primitiva
en la corona.

El càlcul del residu, quan la funció té un polés senzill. Per exemple sif té un pol d’ordre
m en0, aleshoresf(z) = h(z)/zm, onh és holomorfa a l’origen ih(0) 6= 0. En aquest cas, si
desenvolupemh en s̀erie de Taylor entorn de l’origen resulta

f(z) =
1

zm

∞∑
n=0

anz
n =

∞∑
n=−m

bnz
n.

Podem comprovar fàcilment quef(z)− b−1/z és una funcío amb primitiva i per tant el residu de
f en 0ésb−1. El cas de singularitats essencialsés ḿes dif́ıcil. Ara ja podem enunciar el teorema
dels residus.

Teorema 3.10.Sigui f una funcío holomorfa en un obertΩ tret de singularitats äılladesaj.
SiguiΓ un cicle tal queΓ ∼ 0 enΩ i que no passa per cap de les singularitatsaj. Aleshores

1

2πi

∫
Γ
f(z) dz =

∑
j

n(Γ, aj) Resz=aj
f(z).

Demostracío. Sabem quen(Γ, z) = 0 en la component no acotada deC\Γ, per tant el suport de
n(Γ, z) unió Γ és un compacte contingut enΩ. Només hi ha una quantitat finita de singularitats
a1, . . . , an de la funcío f que pertanyin al compacte. SiguiΩ′ = Ω \ {an+1, an+2, . . . }. La
funció f és holomorfa enΩ′ menys en les singularitatsa1, . . . , an i a mésΓ ∼ 0 enΩ′ doncs
n(Γ, ai) = 0 si i > n. Per tant podem suposar d’entrada que el numero de singularitats inicial
és finit (canviant eventualmentΩ per Ω′). En aquest cas considerem per a cada singularitatai

un petit discDi centrat enai contingut dinsΩ′ i tal que no contingui cap altra singularitat. Ara
ens fixem en el caḿı Γ′ = n(Γ, a1)∂D1 + · · · + n(Γ, an)∂Dn, on les fronteres dels discos∂Di

estan orientades positivament. Es fàcil veure queΓ ∼ Γ′ enΩ′ \ {a1, . . . , an}, doncs per a tot
puntz /∈ Ω′ es compleix quen(Γ, z) = n(Γ′, z) = 0 i per a tot punta1, . . . , an es compleix que
n(Γ′, ai) = n(Γ, ai) degut a com hem definitΓ′. Per tant com quef ∈ H(Ω′ \ {a1, . . . , an})
aleshores pel teorema de Cauchy

1

2πi

∫
Γ
f(z) dz =

1

2πi

∫
Γ′
f(z) dz =

= n(Γ, a1) Resz=a1 f + · · ·+ n(Γ, an) Resz=an f.

♣

Veiem que un cas particular del teorema dels residusés la f́ormula de Cauchy, doncs si tenim
una funcío holomorfah ∈ H(Ω) i Γ un cicle enΩ, aleshores aplicant el teorema dels residus a
f(z) = h(z)

z−a
amba ∈ Ω resulta queResz=a f = h(a) i per tant

1

2πi

∫
Γ

h(z)

z − a
= n(Γ, a) Resz=a f = n(Γ, a)h(a).

Un parell de corol·laris d’aquest resultat tenen molta importància en les aplicacions. Uńes el
principi de l’argument.
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Teorema 3.11 (Principi de l’argument). Si f és meromorfa enΩ amb zerosaj i pols bk, ales-
hores donat un cicleΓ contingut enΩ, Γ ∼ 0, i que no passa per capaj o bk,

1

2πi

∫
Γ

f ′(z)

f(z)
dz =

∑
j

n(Γ, aj)−
∑
k

n(Γ, bk).

La suma enaj i en bk estan comptades amb multiplicitat. Es a dir cada zero apareix repetit
tantes vegades com ordre tingui el zero i de forma anàloga amb els pols.

Observem que el primer terme de la igualtat té una interpretació geom̀etrica doncs

n(f(Γ), 0) =
1

2πi

∫
Γ

f ′(z)

f(z)
dz.

Per tant, una possible interpretació geom̀etrica del principi de l’argument́es que el nombre de
voltes entorn de l’origen que fa la imatge d’una corba tancada mesura el nombre de zeros menys
el nombre de pols que envolta la corba.

Demostracío. Prenem un zeroa def d’ordreh. Anem a calcular el residu def ′/f ena. Si f té
un zero d’ordreh, f es pot escriure en un entorn dea de la formaf(z) = (z − a)hg(z) on g és
holomorfa en un entorn dea i g(a) 6= 0. En aquest casf ′(z) = h(z− a)h−1g(z)+ (z− a)hg′(z).
Per tantf ′/f = h/(z−a)+g′(z)/g(z). Si calculem el residu ena, Resz=a f

′/f = h. Si en canvi
f té un pol d’ordreh ena, aleshoresf = (z−a)−hg(z) ong és com abans holomorfa en un entorn
dea i g(a) 6= 0. Per tant en aquest cas en un entorn dea, f ′(z)/f(z) = −h/(z−a)+g′(z)/g(z).
Es a dirResz=a f

′/f = −h. Per tant si apliquem el teorema del residu a la funció f ′/f i al cicle
Γ obtenim el resultat desitjat. ♣

Com a conseq̈uència del principi de l’argument, es demostra el següent corol·lari que es coneix
com a teorema de Rouche i que com veuremés molt pr̀actic a l’hora de calcular el nombre de
zeros de funcions analı́tiques.

Corol·lari 3.12 (Teorema de Rouche).Si Γ ∼ 0 en Ω i el caḿı és tal quen(Γ, z) = 0 ó
n(Γ, z) = 1 per a tot z ∈ Ω tal que z /∈ Γ, aleshores per a qualsevolf, g ∈ H(Ω) amb
|f(z) − g(z)| < |f(z)| enz ∈ Γ, es compleix quef i g tenen el mateix numero de zeros encer-
clats perΓ.

En l’enunciat del teorema de Rouche s’entén que la regío que encerclaΓ són els punts deΩ
tals quen(Γ, z) = 1.

Demostracío. De la desigualtat|f(z)−g(z)| < |f(z)| ja podem deduir que nif ni g tenen zeros
enΓ. A més|g(z)/f(z) − 1| < 1 enΓ i per tant si considerem la funció meromorfaF = g/f
resulta que la imatgeF (Γ) de Γ perF es troba continguda dins del disc de centre1 i radi 1.
Llavorsn(F (Γ), 0) = 0. Si apliquem el principi de l’argument aF , tenim queF té tants pols
com zeros encerclats perΓ. Ara be els pols deF venen dels zeros def i els zeros deF dels zeros
deg i ja tenim el que voĺıem veure. ♣
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3.5 Dominis simplement connexos

En el disc, l’aplicacío del teorema de Cauchy o del teorema dels residusés particularment simple,
doncs tot cicle contingut enD és autom̀aticament hom̀oleg a0. Veiem com śon els dominis que
tenen aquesta propietat.

Definició. Diem que un dominiΩ éssimplement connexsi C∞ \ Ω té unaúnica component
connexa.

La seg̈uent proposicío ens indica que aquests dominis tenen les mateixes propietats que tenen
els discos. De fet, ḿes endavant, amb el teorema de Riemann entendrem el perquè d’aquesta
analogia.

Proposició 3.13. SiguiΩ ⊂ C un domini. Śon equivalents:

1. Ω és simplement connex.

2. Per a totaf ∈ H(Ω), existeix una primitivaF ∈ H(Ω), ambF ′ = f .

3. Per a tot cicleΓ contingut enΩ, Γ ∼ 0.

4. Per a tota funcío holomorfaf ∈ H(Ω) i per a tot cicleΓ ⊂ Ω es satisf̀a
∫
Γ f(z) dz = 0.

5. Per a tota funcío f ∈ H(Ω) tal quef(z) 6= 0 en tot puntz ∈ Ω, existeix una altra funció
g ∈ H(Ω) de forma queeg = f .

Demostracío. Veure que les condicions 2,3,4 i 5 són equivalentśes senzill. En primer lloc si
es satisf̀a 3, aleshores pel teorema de Cauchy 4és cert, es a dir, la integral al llarg de tot camı́
tancatés zero. En aquest cas podem definir la primitiva de tota funció holomorfaf ∈ H(Ω)
de la seg̈uent manera: fixem unz0 arbitrari enΩ, aleshores per a totaz ∈ Ω, sigui γz un caḿı
contingut enΩ que uneixz0 i z. Definim F (z) =

∫
γz
f(w) dw. Com que la integral al llarg

de camins tancats val0, aleshoresF és independent del camı́ triat γz i satisf̀a F ′(z) = f(z).
Es a dir es compleix 2. Veiem ara que si tota funció holomorfa t́e primitiva, llavors existeix el
logaritme de les funcions que no s’anul·len. Siguif ∈ H(Ω), ambf(z) 6= 0 per a totaz ∈ Ω.
Definim la funcío h ∈ H(Ω) comh = f ′/f . Existirà una funcío g0 tal queg′0 = h. En aquest
cas(fe−g0)′ = f ′e−g0 − fe−g0f ′/f = 0. Es a dirf = Keg0. Triem c, de forma queec = K i
aleshores prenentg(z) = g0(z) + c tenim queeg = f . Hem vist doncs que 2 implica 5. Veiem
finalment que 5 implica 3. Hem de comprovar que donat un cicle tancatΓ ⊂ Ω i un puntz /∈ Ω,
aleshoresn(Γ, z) = 0. Per̀o, en efecte, siz /∈ Ω, aleshoresf(ζ) = ζ−z és una funcío holomorfa
enΩ que no t́e zeros enΩ. Per tant existeix una funció g ∈ H(Ω) tal queeg(ζ) = (ζ − z). En
particularg′(ζ) = 1/(ζ − z). Llavors,

n(Γ, z) =
1

2πi

∫
Γ

dζ

ζ − z
=

1

2πi

∫
Γ
g′(ζ) dζ = 0.

Hem vist que les darreres quatre condicions eren totes equivalents entre si. Resta per demos-
trar que 1és equivalent a qualsevol d’elles. Comencem per observar que trivialment 1 implica
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3 doncs per tot cicleΓ ⊂ Ω, n(Γ, z) és constant en cada component connexa deC
∞ \ Ω i a

mésés0 en la no acotada. Com queC \ Ω només t́e una component, aleshoresés la no aco-
tada in(Γ, z) = 0 per tot puntz /∈ Ω. L’altre implicacío és ḿes delicada, doncs d’una propietat
anaĺıtica volem extreure implicacions topològiques. Veiem que 2 implica 1. Suposem queC

∞\Ω
té dues components com a mı́nim i arribarem a contradicció. Podem posarC∞ \Ω = H ∪K, on
H és tancat∞ ∈ H i K és un compacte disjunt deH. En aquest cas si diemW = Ω∪K, tenim
queW és obert (W = C

∞ \ H) i K és un compacte contingut dinsW . Siguiφ una funcío C∞
amb suport contingut dinsW i tal queφ ≡ 1 en un petit entorn obert deK. Prenem una ∈ K,
apliquem la f́ormula de Cauchy-Pompeiu (el corol·lari 3.6) i resulta

1 = φ(a) =
−1

π

∫
C

∂φ(ζ)

∂ζ̄

dm(ζ)

ζ − a
=
−1

π

∫
Ω

∂φ(ζ)

∂ζ̄

dm(ζ)

ζ − a
.

Com1/(z − a) és una funcío holomorfa enΩ, per la hip̀otesi 2 existeix una funció holomorfa
f ∈ H(Ω) tal quef ′(ζ) = 1/(ζ − a). Per tant resulta que

1 =
−1

π

∫
Ω

∂φ(ζ)

∂ζ̄
f ′(ζ) dm(ζ).

Si fem dos integracions per part tenim

∫
Ω

∂φ(ζ)

∂ζ̄
f ′(ζ) dm(ζ) = −

∫
Ω

∂2φ(ζ)

∂ζ∂ζ̄
f(ζ) dm(ζ) =

=
∫
Ω

∂φ(ζ)

∂ζ

∂f(ζ)

∂ζ̄
dm(ζ) = 0.

Ja hem arribat doncs a una contradicció ♣

3.6 S̀eries de Laurent

Hem vist que tota funció holomorfa en un disc admet desenvolupament en sèrie de pot̀encies
entorn del centre del disc. Però si la funcío és holomorfa en un domini com una corona aquest
resultat ja no es v̀alid. Hem de considerar desenvolupaments més generals. Considerem una sèrie
de la forma

b0 + b1z
−1 + b2z

−2 + · · ·+ bnz
−n + · · ·

Si fem el canviz = 1/w observem que aquesta sèrie és convergent en|z| > R i a més és
uniformement convergent en|z| ≥ ρ per a totaρ > R i defineix una funcío holomorfa en
|z| > R. Si prenem s̀eries de la forma

∞∑
n=−∞

anz
n,
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aleshores la part ambn ≥ 0 és convergent en una regió de la forma|z| < R2 i la part amb
n < 0 convergeix en|z| > R1. Si es dona el cas queR1 < R2, llavors defineix una funció
holomorfa en la corona. De forma recı́proca volem veure que tota funció holomorfaf en un
anellC = {w; R1 < |w−a| < R2} admet un desenvolupament en sèrie amb potencies positives
i negatives de la forma

f(z) =
∞∑

n=−∞
(z − a)n.

Aquest desenvolupament es diu desenvolupament en sèrie de Laurent. Anem a veure com fer-ho.
Prenem una funció f ∈ H(C). La descomposem en suma de duesf1 i f2 on f1 ser̀a holomorfa
en|z − a| < R2 i f2 ho ser̀a en|z − a| > R1.

Com a funcío f1 prenem

f1(z) =
1

2πi

∫
|ζ−a|=r

f(ζ)

ζ − z
dζ,

on r és tal que|z − a| < r < R2. Degut al teorema de Cauchy la integral que defineixf1 no
dep̀en de la tria que fem der sempre que estigui sota la condició |z − a| < r < R2. A més la
integral defineix una funció holomorfa en tot el discD(a,R2), no noḿes en la corona.

Com a funcío f2 prenem

f2(z) = − 1

2πi

∫
|ζ−a|=r

f(ζ)

ζ − z
dζ,

onR1 < r < |z − a|. Com abans la integral no depèn de lar que triem en la definició i a més la
integral defineix una funció f2 holomorfa en el complementari del discD(a,R1).

Fixat z ∈ C prenem un cicleΓ = ∂D(a, r1)− ∂D(a, r2), onR1 < r1 < |z − a| < r2 < R2.
Est̀a clar quen(Γ, z) = 1 i a mésΓ ∼ 0 enC. Per tant si apliquem el teorema dels residus

f(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(w)

w − z
dw = f1(z) + f2(z).

Ara el que farem es trobar una expressió en s̀erie de pot̀encies perf1 i un altre perf2. Com quef1

és holomorfa enD(a,R2), admetr̀a un desenvolupament en sèrie pot̀encies(z − a)k ambk ≥ 0.
En canvif2 que és holomorfa enC \ D(a,R1) té un desenvolupament en sèrie de pot̀encies
(z − a)k ambk < 0. Comencem perf1:

f1 =
∞∑

n=0

An(z − a)n,

onAn = f
(n)
1 (a)/n!, es a dir,

An =
1

2πi

∫
|ζ−a|=r

f(ζ)dζ

(ζ − a)n+1
.
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Com veiem la singularitat en la integralés en el punta, per tant podem triar com ar qualsevol
valor entreR1 < r < R2 i no canvia el valor de la integral.

Per a desenvoluparf2 en s̀erie de pot̀encies farem el canviζ = a+ 1/ζ ′ i z = a+ 1/z′. Sota
aquest canvi la circumferència|ζ − a| = r es transforma en|ζ ′| = 1/r i per tant tenim

f2(a+ 1/z′) =
−1

2πi

∫
|ζ′|=1/r

z′

ζ ′
f(a+ 1/ζ ′)dζ ′

ζ ′ − z′
.

Aix ı́ expressadáes una funcío holomorfa enz′ en el disc|z′| < 1/r i amb desenvolupament en
sèrie de la forma

∑∞
n=1Bnz

′n, on

Bn =
−1

2πi

∫
|ζ′|=1/r

f(a+ 1/ζ ′)dζ ′

ζ ′n+1 =
1

2πi

∫
|ζ−a|=r

f(ζ)(ζ − a)n+1dζ.

Finalment doncs, hem vist que

f(z) =
+∞∑

n=−∞
An(z − a)n,

on elsAn tenen tots l’expressió

An =
1

2πi

∫
|ζ−a|=r

f(ζ)dζ

(ζ − a)n+1
,

que com ja hem vist no depèn de laR1 < r < R2. Observem que en aquest desenvolupament,
A−1 és exactament el residu, doncs si consideremf − A−1/(z − a), la resta t́e primitiva entorn
dea.
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Caṕıtol 4

Aproximaci ó i converg̀encia de funcions
holomorfes

Volem estudiar propietats de les funcions holomorfes lligades al procés de pas al lı́mit.
Es a dir, problemes com comprovar si el lı́mit de funcions holomorfes es holomorf i
donar condicions de compacitat, que ens assegurin que tota successió de funcions té
una parcial convergent. També veurem com es preserven els zeros i la injectivitat de
les funcions per pas al lı́mit i finalment estudiarem resultats de densitat de subspais de
funcions holomorfes.

4.1 Lı́mit de funcions holomorfes

El resultat ḿes b̀asic de totśes el que ens permet esbrinar sota quines condicions el lı́mit de
funcions holomorfeśes holomorf.És l’anomenat teorema de Weierstrass.

Teorema 4.1 (Teorema de Weierstrass).Siguifn ∈ H(Ω) una successió de funcions holomor-
fes enΩ i suposem que per a tot compacteK ⊂ Ω, fn|K → f |K uniformement enK. Aleshores
f és holomorfa enΩ i a mésf (k)

n → f (k) uniformement sobre cada compacte deΩ.

Aquest teorema ens diu que la convergència uniforme sobre tots els compactes (queés ḿes
feble que la converg̀encia uniforme enΩ per̀o més forta que la convergència puntual)́es suficient
per assegurar la convergència cap a una funció holomorfa. A ḿes aix̀o arrossega la convergència
de les derivades. Una altre observació queés útil és que la converg̀encia uniforme sobre un
compacteK es pot substituir per l’aparentment més feble converg̀encia uniforme sobre∂K pel
principi del m̀axim.

Demostracío. SiguiR un rectangle contingut enΩ. Com que∂R és compacte enΩ, aleshores
fn|∂R → f |∂R i per tant

0 =
∫

∂R
fn(z) dz →

∫
∂R
f(z) dz quann→∞.

45
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Aleshores la integral def al llarg de la frontera de qualsevol rectangle contingut enΩ val 0.
Aquesta era una de les condicions que varem provar per assegurar quef era holomorfa (el te-
orema de Morera). Queda per veure, que en aquest casf (k)

n → f (k) uniformement sobre com-
pactes. Inicialment ho veurem per discos tancatsD ⊂ Ω. En efecte siD = D(a, r) i D ⊂ Ω,
existeix unR > r de forma queD(a,R) ⊂ Ω. En aquest cas apliquem la fórmula de Cauchy a
f (k)

n − fk i obtenim que per a totaz ∈ D(a, r),

f (k)
n (z)− f (k)(z) =

k!

2πi

∫
|z−a|=R

fn(w)− f(w)

(w − z)k+1
dw.

Si és aix́ı, aleshores per a totaz ∈ D(a, r),

|f (k)
n (z)− f (k)(z)| ≤ k!MnR

(R− r)k+1
,

on Mn = sup{|fn(z) − f(z)|, |z − a| = R}. Per hip̀otesiMn → 0 i per tantf (k)
n → f (k)

uniformement enD(a, r). Finalment siK noés un disc íes un compacte arbitrari enΩ, existeixen
discos{Di}ni=1 tals queDi ⊂ Ω i tals queK ⊂ D1 ∪ · · · ∪Dn. Comf (k)

n → f (k) uniformement
en cadaDi, aleshoresf (k)

n → f (k) uniformement enK. ♣

Veiem que pel fet que les funcionsfn són anaĺıtiques el seu lı́mit f no noḿes hereta l’analiticitat
sinó d’altres propietats menys intuı̈tives. En aquest sentit podem enunciar el teorema de Hurwitz:

Teorema 4.2 (Teorema de Hurwitz).SiguiΩ un obert deC i {fn} una successió de funcions
holomorfes enΩ, tals quefn → f uniformement sobre compactes. Sif 6≡ 0 i tenim un disc
D ⊂ Ω de forma quef(z) 6= 0 si z ∈ ∂D, aleshores existeix unN gran de forma que per a tota
n ≥ N , fn i f tenen el mateix nombre de zeros enD.

Demostracío. Pel fet quefn → f uniformement sobre compactes, sabem pel teorema de Weiers-
trass quef és holomorfa enΩ. Per a comparar el nombre de zeros defn i de f enD = D(a, r)
utilitzarem el teorema de Rouche. Anem a veure que es satisfan les hipòtesis. Per a començar,
com quef(z) 6= 0 si z ∈ ∂D, resulta queδ = inf{|f(z)|; |z− a| = r} > 0. A més comfn → f
uniformement sobre compactes, llavors existeix unn prou gran de forma que per a totz ∈ ∂D
es compleix|f(z)− fn(z)| < δ/2. En aquest cas,|f(z)− fn(z)| < |f(z)| per a totz ∈ ∂D i pel
teorema de Rouchef i fn tenen el mateix nombre de zeros. ♣

Veiem un parell de corol·laris del teorema de Hurwitz:

Corol·lari 4.3. Si Ω és un domini ifn és una successió de funcions holomorfes enΩ que no
s’anul·len mai, convergents uniformement sobre compactes cap af ∈ H(Ω), aleshores o be
f ≡ 0 enΩ o f no s’anul·la mai.

Aquest corol·lari no requereix demostració. Un altre resultat que utilitzarem més endavant i
que tamb́e és una conseqüència del teorema de Hurwitzés el seg̈uent:

Corol·lari 4.4. Si Ω és un domini enC i fn ∈ H(Ω) és una successió de funcions holomorfes
que convergeixen uniformement sobre compactes cap a una funció holomorfaf i suposem que
fn són injectives, aleshores o bef és tamb́e injectiva oés constant.
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Demostracío. Agafem unz0 ∈ Ω qualsevol. Comprovarem que o bef ≡ f(z0) o bef(z) 6=
f(z0) per a tota altrez ∈ Ω, z 6= z0. Com aix̀o ser̀a cert per a totaz0 haurem demostrat el
corol·lari. En el dominiΩ \ {z0} les funcionsgn(z) = fn(z) − fn(z0) no tenen zeros. A ḿes
gn(z) → g(z) = f(z) − f(z0). Sabem pel corol·lari al teorema de Hurwitz que o beg ≡ 0, i en
aquest casf ≡ f(z0) o beg(z) 6= 0 en tot punt deΩ \ {z0} i per tant per a totaz ∈ Ω, z 6= z0 es
satisf̀af(z) 6= f(z0) com voĺıem veure. ♣

4.2 Densitat dels polinomis

Un altre tipus de resultats que tenen relació amb la converg̀encia de funcions holomorfes són els
resultats de compacitat. Ja sabem que tota successió de funcions reals equicontinues i equiaco-
tades en un compacte admet una parcial uniformement convergent en el compacte (teorema de
Azcoli). Veurem que per funcions holomorfes podem afeblir les hipòtesis i de la condició de
equiacotacío deduirem la equicontinuitat. Primer de tot donem una definició:

Definició. Un conjuntΦ ⊂ H(Ω) és una faḿılia normal si tota successió {fn} de Φ, té una
parcial convergent uniformement sobre compactes enΩ.

El resultat aǹaleg al teorema de Azcoli en variable complexaés el seg̈uent

Teorema 4.5 (Teorema de Montel).Sigui Ω un obert deC i sigui Φ una faḿılia de funcions
holomorfes enΩ (Φ ⊂ H(Ω)) amb la seg̈uent propietat: Per a tot compacteK ⊂ Ω, existeix una
constantMK > 0 de forma que per a totaf ∈ Φ, |f(z)| < MK per a totaz ∈ K. En aquest cas
Φ és una faḿılia normal.

Demostracío. Prenem{fn} una successió continguda enΦ. Hem de demostrar que existeix
una successió parcial que convergeix uniformement sobre compactes. Prenem una successió de

compactesKn de forma que· · · ⊂ Kn ⊂
◦
Kn+1 ⊂ Kn+1 ⊂ · · · i tal que la unío ∪∞n=0Kn = Ω.

Una possibilitat es prendre

Kn = {z ∈ Ω; d(z,Ωc) ≥ 1/n} ∩B(0, n).

Ara comencem perK1. En primer lloc{fn} és una successió acotada enK1. Com que tamb́efn

és acotada enK2, aleshores per les desigualtats de Cauchy tenimf ′n és acotada enK1 i per tant
fn no noḿesés equiacotada sinó que a ḿesés equicontı́nua. Veiem aix̀o amb ḿes detall. Fixem
un ε > 0 i prenem unδ > 0, de forma queB(z, 2δ) ⊂ K2 per a totaz ∈ K1. A continuacío
triem δ′ de forma queD(z, δ′) ⊂ K3 si z ∈ K2. En aquest cas per les desigualtats de Cauchy
veiem que|fn(z)| ≤ N = MK3/δ

′ per a totz ∈ K2.
Si z i w són punts deK1 tals que|z − w| < δ, aleshoresfn(z) − fn(w) =

∫ w
z f ′n(ζ) dζ.

Com tot l’interval [z, w] ⊂ K2 sabem que|f ′n(ζ)| < N i per tant |fn(z) − fn(w)| ≤ Nδ.
Agafant elδ prou petit, tenim que|fn(z) − fn(w)| ≤ ε. El δ que hem triat no dep̀en den,
es a dir,{fn} és equicontı́nua. Llavors, utilitzem el teorema d’Azcoli que assegura l’existència
d’una parcial{f 1

n} de fn tal que convergeix uniformement enK1. Prenem aquesta parcial i
repetim l’argument amb el compacte de sortidaK2 enlloc deK1. En aquest cas hi haurà una
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parcial{f 2
n} de{f 1

n} convergent uniformement sobreK2. Tornem a repetir el procés i obtenim
una successió de successions{{f 1

n}, {f 2
n}, . . . }, cadascunáes una parcial de l’anterior i{f i

n} és
convergent enKi. Prenem la successió {gj} = {f 1

1 , f
2
2 , f

3
3 , . . . }. Aquesta successió a partir de

la posicío j és una parcial def j
n i per tant convergir̀a uniformement enKj. A més veient els seus

elements, comprovem queés una successió parcial de l’original{fn}. Ara si prenem qualsevol
compacteK ⊂ Ω, existir̀a unn prou gran de forma queK ⊂ Kn i per tant{gn} ser̀a convergent
uniformement enK. Hem demostrat doncs el teorema. ♣

Aquest teoremáesútil en la construccío de funcions holomorfes com veurem en la demostració
del teorema de Riemann més endavant, però té l’inconvenient de que nóes un resultat construc-
tiu. No diu quinaés la parcial convergent i molt menys quiés el ĺımit.

Un altre tipus de resultat́es el de densitat de subspais de funcions holomorfes. Sabem que
tota funcío holomorfa en un disc es pot aproximar per polinomis (desenvolupament de Taylor) i
que tota funcío holomorfa en una corona l’aproximem per funcions racionals amb un pol en el
centre de la corona (el desenvolupament de Laurent). Una pregunta natural a fer-seés si aquest́es
un resultat general, es a dir, si tota funció holomorfa en un obertΩ es pot aproximar per funcions
racionals amb pols fora del domini. El resultat que veiem a continuació ens diu que aix̀o és aix́ı.

Teorema 4.6 (Teorema de Runge).Suposem queK és un compacte enC i {aj} és una suc-
cessío de punts enC∞ de forma que en cada component deC∞ \ K hi ha com a ḿınim un
punt de la successió. Aleshores per a tota funció holomorfa enK (això vol dir holomorfa en un
algun entorn obert del compacte), existeix una successió de funcions racionals{Rn} amb pols
noḿes algun dels{aj} i de forma queRn → f uniformement enK. Dit d’una altra forma, les
funcions racionals amb pols en{aj} són denses dins de les funcions holomorfes enK amb la
converg̀encia uniforme.

Nota. Un dels puntsaj de l’enunciat pot ser el punt de l’infinit. Una funció racional amb pols
només el punt de l’infinit s’ent́en quées un polinomi.

Com a corol·lari immediat s’obt́e

Corol·lari 4.7. SiC∞ \K és connex (recordem que això tamb́e s’expressa dient queK és sim-
plement connex), aleshores tota funció holomorfaf ∈ H(K) pot ser aproximada uniformement
enK per polinomis.

Demostracío. La demostracío del corol·lari resulta d’aplicar el teorema, prenent com a successió
només el punt de l’infinit, i.e.{aj} = {∞}. ♣

Abans de passar a la demostració del teorema fem un parell d’observacions. En primer lloc,
veiem que el teorema no es pot millorar en el sentit que si hi ha cap component deC

∞ \K que
no cont́e cap punt de la successió, aleshores podem construir una funció holomorfa enK que
no es pot aproximar per funcions racionals amb pols en{aj}. En efecte, suposem queV és una
component acotada deC∞ \K que no cont́e cap puntaj (el cas d’una component no acotada es
fa de forma similar). Prenema ∈ V i diemd = supz∈K |z − a|. La funcío f(z) = 1/(z − a) és
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holomorfa enK. Veiem que no es pot aproximar per funcions racionals amb pols en{aj}. Si es
pogúes existiria una funció racionalR amb pols en{aj} de forma que∣∣∣∣ 1

z − a
−R(z)

∣∣∣∣ < 1/d si z ∈ K.

Es a dir,|(z−a)R(z)−1| < 1 enK, en particular en∂V . Com la funcío g(z) = (z−a)R(z)−1
és holomorfa enV (R només te pols en les altres components), llavors comV és acotat podem
aplicar el principi del m̀axim i veiem que|g(z)| < 1 per a totaz ∈ V . Això és una contradicció,
doncsg(a) = 1.

Una segona observació, és que el numero de components possibles que pot tenir el comple-
ment d’un compactées numerable, doncs en cada component hi ha una petita bola i per tant hi
ha un numero de coordenades racionals dels que tant sols hi ha una quantitat numerable. El cas
d’una quantitat infinita numerable de components pot existir. Considerem per exemple el cas del
disc unitat foradat:D(0, 1) \ {∪∞n=10Dn}, onDn = {z ∈ C; |z − n/(n+ 1)| < 2−n}.

Passem, doncs a la demostració del teorema de Runge,

Demostracío. Volem veure que les racionals amb pols enaj són denses dins de l’espai de les
funcions holomorfes enK. Unes funcions particulars holomorfes enK són les de la forma
1/(z − a)m, ona /∈ K. Primer demostrarem que qualsevol d’aquesta forma la podem aproximar
per funcions racionals amb els pols prefixats i després veurem que qualsevol funció holomorfa
f ∈ H(K) s’aproxima per suma de funcions del tipus indicat (1/(z− a)m, a /∈ K). Considerem
doncs inicialment el conjuntA ⊂ C \K format pels puntsa ∈ C \K tals que les funcions

1

(z − a)k
, k = 1, 2, . . .

es poden aproximar uniformement enK per funcions racionals amb pols en{aj}. Veurem que
aquest conjuntA ⊂ C \ K és tancat i obert. Per tant serà la unío d’unes quantes components
connexes deC \ K. Com que en cada component connexa deC \ K hi ha un elementaj de
la successió i aquestaj pertany aA trivialment, aleshoresA és totC \ K. Demostrem queA
és tancat i obert. Sian ∈ A i an → a ∈ C \ K, aleshores la funció 1/(z − a)k s’aproxima
uniformement enK per funcions del tipus1/(z − an)k i aquestes a la seva vegada, com que
suposem quean ∈ A, s’aproximen per funcions racionalsR amb pols en{aj}. Es a dir la funcío
1/(z − a)k té funcions racionals arbitràriament pr̀oximes amb els pols en la successió prescrita.
Aix ò per definicío vol dir quea ∈ A. Hem vist queA és un tancat deC \K. Veiem quées un
obert. Sia ∈ A, aleshores per a tot altre puntb ∈ C \K que es trobi a prop dea (l’agafem tal
que|a− b| < d(a,K)) podem escriure

1

z − b
=

1

z − a
1

1− b−a
z−a

=
1

z − a

∞∑
k=0

(
b− a
z − a

)k

=
∞∑

k=0

(b− a)k

(z − a)k+1
, ∀z ∈ K.

Es a dir, podem aproximar1/(z− b) per una combinació lineal de funcions del tipus1/(z− a)k.
Com quea ∈ A, cadascuna d’elles es pot aproximar per funcions racionals i de resultes d’això
tamb́e podem aproximar1/(z − b) per funcions racionals amb pols en{aj}. Un cop aproximem
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G

K

H

Figura 4.1: El conjuntH

1/(z − b) les seves potències tamb́e s’aproximen i per tant hem vist queb ∈ A. Es a dir queA
és obert. Hem comprovat doncs queA = C \K, es a dir que tota funció de la forma1/(z − a)
amba ∈ C \K es pot aproximar per funcions racionals amb pols en{aj}.

Veiem ara que qualsevol funció holomorfaf ∈ H(K) es pot aproximar uniformement per
una combinacío lineal de funcions del tipus1/(z − bi) ambbi /∈ K. Siguif ∈ H(K), això vol
dir que existeix un obert (que noés el mateix per a totes lesf ) de forma queK ⊂ G i f ∈ H(G).
Siguiφ una funcío C∞ a suport compacte contingut dins deG i tal queφ ≡ 1 en un entorn obert
deK. Sabem per la f́ormula de Cauchy-Pompeiu que per a totaz ∈ K

f(z) = f(z)φ(z) =
1

2πi

∫
G

∂(φf)

∂ζ̄
(ζ)

dm(ζ)

ζ − z
=

1

2πi

∫
G
f(ζ)

∂φ

∂ζ̄
(ζ)

dm(ζ)

ζ − z
.

En aquesta darrera integral no cal integrar en totG doncs el suport de∂φ
∂ζ̄

es un conjuntH ⊂ G
que no cont́e el compacteK, de fet est̀a a dist̀ancia positiva d’ell, veieu la figura 4.1. La integral
la podem aproximar per una suma de Riemman trencant la baseH en petits quadrats. Refinant
la particío podem aconseguir una aproximació arbitr̀ariament bona.

∫
H
f(ζ)

∂φ

∂ζ̄
(ζ)

dm(ζ)

ζ − z
≈

n∑
k=0

f(ζi)
∂φ

∂ζ̄
(ζi)

A(ζi)

ζi − z
,

on tots elsζi ∈ H i A(ζi) és l’àrea del petit rectangle que contéζi de la particío. Es a dir finalment
hem vist que

f(z) ≈
n∑

k=0

ci
ζi − z

, ambζi /∈ K, z ∈ K

Com que1/(z − ζi) es pot aproximar per funcions racionals amb els pols desitjats, aleshoresf
tamb́e. ♣
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Aplicacions conformes

Ja hem vist alguns lligams entre les funcions i la topologia del domini on estan definides.
Anem a aprofondir en aquesta linia i veurem quan dos dominis són equivalents des
del punt de vista de la teoria de funcions. Estudiarem un cas particularment senzill i
interesant que es el dels dominis simplement connexos i demostrarem el teorema de
Riemann. També calcularem el grup d’automorfismes de diversos dominis.

5.1 Definicions i objectius

Ja varem veure que les funcions holomorfes amb derivada no zero es podien entendre com apli-
cacions deC enC que preservaven els angles i l’orientació. Aquestes aplicacions es diuen també
aplicacions conformes. Té un inter̀es molt especial estudiar l’existència de les aplicacions con-
formes i bijectives entre dos dominisΩ1 i Ω2 deC. Pensem que si sabem com són les funcions
holomorfes del dominiΩ1 sabem com śon les del dominiΩ2, senzillament composant amb l’a-
plicació bijectiva i holomorfa (de vegades se’n diuenbiholomorfesa les aplicacions aixı́). Es a
dir, la teoria de funcions sobreΩ2 queda redüıda a l’estudi de les funcions sobreΩ1. Dos dominis
aix́ı no es distingeixen des del punt de vista de les funcions holomorfes. Per tant se’ls hi dona un
nom.

Definició. Dos dominisΩ i Ω′ enC són conformement equivalentssi existeix una aplicació
φ ∈ H(Ω) i bijectivaφ : Ω←→ Ω′.

Observem que en aquesta cas l’aplicació inversaφ−1 és holomorfa tamb́e.
Seria molt bo si, donats dos dominis, poguéssim recoǹeixer tot d’una si śon conformement

equivalents o no, especialment si ho poguéssim esbrinar noḿes mirant caracterı́stiques de caire
geom̀etric del domini. El teorema fonamental en aquest campés el teorema de Riemann:

Teorema 5.1 (Teorema de Riemann).Si Ω  C és simplement connex aleshoresΩ és confor-
mement equivalent a un discD.

Observem que totC no pot ser equivalent al disc unitatD doncs siφ : C → D, fos holo-
morfa, aleshores pel teorema de Liouville seria constant i per tant no seria injectiva.

51
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La demostracío del teorema de Riemann noés simple. Primer de tot haurem d’estudiar els
automorfismes del disc, es a dir, les aplicacions biholomorfes del disc en si mateix.

Automorfismes del disc

Per a caracteritzar quins són tots els automorfismes del disc, necessitem el següent resultat de
“rigidesa” de les aplicacions holomorfes del disc en el disc.

Lema 5.2 (Lema de Schwarz).Siguif ∈ H(D) una aplicacío holomorfa del disc en si mateix
i que fixa l’origen (f(0) = 0). Aleshores per a totaz ∈ D, |f(z)| ≤ |z| i a més|f ′(0)| ≤ 1. Si a
més es dona la igualtat en cap de les dues desigualtats, aleshoresf(z) = λz amb|λ| = 1.

Demostracío. Considerem les funcionsfr(z) = f(rz) amb0 < r < 1. La funcío fr(z)/z ∈
H(D) ∩ C(D), pel principi del m̀axim satisf̀a∣∣∣∣∣fr(z)

z

∣∣∣∣∣ ≤ sup
|ζ|=1

|fr(ζ)|
|ζ|

≤ 1, ∀z ∈ D,

es a dir per a totaz ∈ D, es compleix|f(rz)| ≤ |z|. Si fem tendirr → 1 en aquesta desigualtat,
tenim|f(z)| ≤ |z| i per tant aplicant la definició de derivada tenim|f ′(0)| ≤ 1. Un cop vist aix̀o
veiem que podem definir la funció g ∈ H(D) comg(z) = f(z)/z si z 6= 0 i g(0) = f ′(0). Es
compleix|g(z)| ≤ 1 per a totaz ∈ D. Per tant si|g(z)| = 1 per a algun punt de l’interior,g és
constant de nou pel principi del màxim,g ≡ λ amb|λ| = 1. ♣

Ja coneixem uns quants dels automorfismes del disc, es tracta de les transformacions lineals que
preserven la circumferència unitat. Śon les transformacions del tipus

Ta(z) =
z − a
1− āz

, a ∈ D.

Veiem queTa(0) = −a i Ta(a) = 0. Per una altra part́es un automorfisme del disc trivialment
amb inversT−1

a = T−a. A part d’aquests sempre hi ha les rotacions i les composicions d’aquests
dos tipus. De fet, gr̀acies al lema de Schwarz, veurem que aquests són tots els automorfismes.

Proposició 5.3. Tot automorfismeφ del disc en si mateix́es de la formaλTa(z), amb|λ| = 1 i
a ∈ D.

Demostracío. En efecte, siφ és un automorfisme del disc i diemb = φ−1(0), aleshoresψ(z) =
φ(T−b(z)) és un automorfisme del disc tal queψ(0) = 0. Per tant, pel lema de Schwarz|ψ(z)| ≤
|z| per a totaz ∈ D. Per una altra partψ−1 tamb́e és una aplicació del disc al disc ambψ−1(0) =
0 i en conseq̈uència|ψ(z)| ≥ |z|. De les desigualtats concloem queψ(z) = λz amb|λ| = 1. Per
tantφ(w) = λTb(w). ♣
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5.2 Teorema de Riemann

Ja disposem de les eines necessàries per demostrar el teorema de Riemann.

Demostracío. Tenim un dominiΩ  C, diemF a la faḿılia de funcions holomorfesf : Ω →
D(0, 1) que śon injectives.

Dividirem la prova en tres passos. El primer consisteix en veure que la famı́lia F noés buida

• Primer pas. Anem a construir una funció deF . Siguiw un punt deC\Ω. La funcío z → z−w
no s’anul·la mai enΩ i per tant pel fet queΩ és simplement connex existeix una funcióφ ∈ H(Ω)
tal queφ2(z) = z − w. De la definicío deφ es veu que siφ(z1) = ±φ(z2) aleshoresz1 = z2

i per tantφ és injectiva i a ḿesφ(z1) 6= φ(−z2) si z1 6= z2. Com queφ(Ω) és un obert deC
pel teorema de l’aplicació oberta, aleshoreśes segur que conté un discD(a, r) amb la propietat
0 < r < |a|. En aquest cas el discD(−a, r) no interseca la imatgeφ(Ω). Per tant l’aplicacío
ψ(z) = r/(φ(z) + a) pertany aF . Ja hem vist doncs queF no és buida.

• Segon pas. A continuació fixem unα ∈ Ω. L’objectiu del segon pas es veure que sif ∈ F
no és exhaustiva (f(Ω) 6= D), aleshores existeix una funció g ∈ F amb |f ′(α)| < |g′(α)|.
En efecte, suposem quef no és exhaustiva. Prenemβ ∈ D \ f(Ω), aleshores si diemTβ a
l’automorfisme del disc que portaβ al 0, llavorsTβ ◦ f ∈ F i no s’anul·la mai, per tant existeix
unah ∈ H(Ω) tal queh2 = Tβ ◦ f . Com queh2 és injectiva, aleshoresh ho és tamb́e, aix́ı
queg = Th(α) ◦ h ∈ F . Si diemπ(z) = z2, aleshoresf = T−β ◦ π ◦ T−h(α) ◦ g, de forma
quef ′(α) = (T−β ◦ π ◦ T−h(α))

′(0)g′(α). Es a dir si veiem que|(T−β ◦ π ◦ T−h(α))
′(0)| < 1 ja

tenim demostrat el segon punt. Ara ens fixem que la funció ψ = T−β ◦ π ◦ T−h(α) és una funcío
holomorfa del disc en el disc queno és injectiva. Estem temptats d’utilitzar el lema de Schwarz,
per̀o cal abans assegurar-se que la imatge del0 és0. Per aix̀o, diemγ = ψ(0) i cal considerar
Tγ ◦ ψ. Llavors|T ′γ(γ)ψ′(0)| < 1, es a dir,|ψ′(0)| < |T ′γ(γ)|−1 = 1 − |γ|2 < 1. Això és el que
volı́em veure. Ara noḿes queda la part “soft” de l’argument.

• Tercer pas. Siguiη = supf∈F |f ′(α)| > 0. Del que hem vist es dedueix que sif ∈ F assoleix
el suprem (i.e.|f ′(α)| = η), aleshoresf és exhaustiva i de resultes de pertànyer aF tamb́e és
injectiva i holomorfa, es a dir,́es una solució del nostre problema. Per veure que podem assolir
el suprem, prenem una successió fn ∈ F tal que|f ′n(α)| → η. Com queF és una faḿılia normal
(tots els seus membresg satisfan|g| < 1), pel teorema de Montel existeix una parcial convergent
fnk
→ f uniformement sobre compactes. Pel teorema de Weierstrass,f és holomorfa enΩ

i |f ′(α)| = η. A més ja hem vist que el lı́mit de funcions holomorfes injectiveśes injectiu o
constant. Com que|f ′(α)| = η 6= 0, aleshoresf és injectiva. A ḿes, per a totan, fn(Ω) ⊂ D,
per pas al ĺımit f(Ω) ⊂ D. Per̀o per una altra part,f(Ω) és obert i es conclou quef(Ω) ⊂ D i
f ∈ F com voĺıem veure. ♣

Un últim comentari sobre el teorema de Riemann es que el seu enunciat el podem millorar trivi-
alment de la seg̈uent forma:

Teorema 5.4 (Teorema de Riemann (revisited)).Si Ω  C és simplement connex iα ∈ Ω,
aleshores existeix unáunica aplicacío f biholomorfa entreΩ i el disc unitatD tal quef(α) = 0
i f ′(α) és real i positiva.
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Demostracío. En primer lloc, comprovem la unicitat. Si existeixen dues funcionsf i g amb les
propietats desitjades, llavorsh(z) = f(g−1(z)) és una aplicació holomorfah : D → D bijectiva
i tal queh(0) = 0. Pel lema de Schwarz se satisfà h(z) = λz amb|λ| = 1. Per una altra part,
λ = h′(0) = f ′(α)/g′(α) > 0. Es a dirλ = 1 i f = g. Per veure l’exist̀encia d’una funcío
f amb les propietats enunciades pel teorema, comencem per una funció holomorfa i bijectiva
g : Ω → D. Ja hem vist que existeix una. Ara anem a modificar-la per tal que compleixi la
resta de condicions. Comencem per dirβ = g(α) i prenemh = Tβ ◦ g. Com queTβ és un
automorfisme del disch encaraés una bijeccío entreΩ i D. A mésh(α) = 0. Pot ser encara
queh′(α) no sigui real i positiva. En qualsevol cash′(α) 6= 0 doncsh és injectiva. Diem
λ = h̄′(α)/|h′(α)| i prenemf(z) = λh(z). Amb aquesta elecció f : Ω → D, f(0) = 0 i
f ′(α) = |h′(α)| > 0. ♣

5.3 Automorfismes deC

Ja hem vist com śon tots els automorfismes deD. De la mateixa maneráes immediat veure que
tot automorfisme d’un domini simplement connexΩ  C és de la formaf−1 ◦T ◦ f , onf és una
aplicacío bijectiva deΩ enD i T un automorfisme del disc. Ens queden per descriure quins són
els automorfismes deC. D’això ens ocupem ara.

Proposició 5.5. Tot automorfisme deC enC és de la formaf(z) = az + b amba 6= 0.

Demostracío. Sigui f un biholomorfisme deC enC. Aleshores la funcío g : C \ {0} → C

definida aix́ı: g(z) = f(1/z) és una funcío holomorfa i injectiva en tot el pla menys en l’origen
on presenta una singularitat aı̈llada. La singularitat en l’origen no pot ser evitable, doncs en
aquest caslimz→0 g(z) = limz→∞ f(z) = L, existeix i per tantf és acotada. Pel teorema de
Liouville f seria constant i aix̀o noés possible doncsf és injectiva. Veiem que no pot presentar
tampoc una singularitat essencial. La imatge deD(2, 1) perg és un obert doncsg és holomorfa.
Per un altra part sig presenta una singularitat essencial, aleshores la imatge de tot entorn de0
és densa en totC. En particularg(D(0, 1) \ {0}) ∩ g(D(2, 1)) 6= ∅. Això vol dir queg no és
injectiva i aix̀o no pot ser. Hem demostrat doncs queg presenta en0 un pol. Es a dir, existeix un
n > 0 tal quelimz→0 z

ng(z) = 0. Dit d’un altra formalimz→∞ f(z)/zn = 0. De les desigualtats
de Cauchy veiem quef (n+1) ≡ 0 i llavorsf és un polinomi. Elśunics polinomis injectius que hi
ha śon els de grau 1 i per tantf(z) = az + b. ♣

5.4 Principi de reflexió

Per acabar el capı́tol d’aplicacions conformes, donarem el principi de reflexió de Schwarz.
Aquest principi permet, en determinades circumstàncies, estendre el domini de definició d’una
funció holomorfa. Per enunciar aquest principi amb comoditat, precisem d’una mica de notació.
DiemΠ+ al semipl̀a superior:Π+ = {z ∈ C; Im z > 0}. Suposem que tenim un dominiΩ ⊂ C
de forma que la intersecció deΩ i la recta reaĺes un intervalJ . DiemΩ+ = Π+ ∩ Ω i Ω− a la
reflexió del dominiG+ respecte de la recta real, veieu la figura 5.1.
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Figura 5.1: Les regions sim̀etriquesΩ+ i Ω−

Teorema 5.6 (Principi de reflexío). Si f és una funcío holomorfa enΩ+ un domini com en la
figura 5.1 if est́en a una funcío cont́ınua enΩ+∪J tal quef(x) ∈ R si x ∈ J aleshoresf est́en
a una funcío holomorfa en el dominiΩ+ ∪ J ∪ Ω−.

Demostracío. Comencem per definirg de la seg̈uent manerag(z) = f(z) si z ∈ Ω+ o z ∈ J . Si
z ∈ Ω−, aleshores definimg(z) = f(z̄). No és dif́ıcil comprovar queg satisf̀a les equacions de
Cauchy-Riemann enΩ−. En efecte, si diemf(z) = u(x, y) + iv(x, y), aleshores quanz ∈ Ω−,
g(z) = f(z̄) = u(x,−y)− iv(x,−y) = ũ(x, y)+ iṽ(x, y). Hem de comprovar quẽux = ṽy i que
ũy = −ṽx. En efectẽux = ux = vy = ṽy i ũy = −uy = vx = −ṽx. Per tantg és holomorfa en
Ω+∪Ω−. Com quef és real enJ les dues definicions enganxen be ig és cont́ınua enΩ+∪Ω−∪J .
Encara no hem vist quées holomorfa en tota la unió. Per veure-ho, agafem qualsevol rectangleR
contingut enΩ+ ∪Ω− ∪ J . SiR ⊂ Ω± ja sabem que

∫
∂R g(z) dz = 0. El cas que restáes quanR

talla a l’intervalJ . En aquest cas trenquemR en dos rectanglesR+ i R−, cadascuna d’ells enΠ+

i Π− respectivament i que reposen enR. Hem de veure que
∫
∂R+ g(z) dz = 0 i

∫
∂R− g(z) dz = 0.

El que fareḿes prendre una successió de rectanglesRn continguts estrictament enΩ+ i tals que
Rn → R. Com queg és holomorfa enΩ+, aleshores

∫
∂Rn

g(z) dz = 0. A més per la continuitat
deg es veu que

∫
∂Rn

g(z) dz →
∫
∂R g(z) dz. De forma aǹaloga es tracta el cas deR−. ♣
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Caṕıtol 6

Funcions harmòniques

Algunes de les propietats que hem estudiat de les funcions holomorfes com la propi-
etat de la mitja i alguna de les seves conseqüències com el principi del màxim són
propietats que són certes en un conteste més ampli, el de les funcions harmòniques.
El concepte de funció harmònica és purament real, no necessitarem l’estructura com-
plexa, però en el cas de funcions harmòniques definides en oberts de R2 és molt útil
entendre la relació que hi ha entre les funcions harmòniques i les holomorfes, doncs
això permet demostracions més simples utilitzant els teoremes de variable complexa
que ja coneixem.

6.1 Definicions i propietats b̀asiques

Comencem per les definicions.

Definició. Donat un obertΩ ⊂ R2 diem que una funció u : Ω→ R ésharmònicasi és de classe
C2(Ω) i satisf̀a

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

Abans de seguir, convé fer un parell de precisions en aquesta definició. En primer lloc la
regularitatC2 de la funcío u no és estrictament necessària, est̀a en certa forma implı́cita en la
condicío ∆u = 0. De fet veurem que tota funció harm̀onicaésC∞. La regularitat l’afegim a la
definició pagant amb una certa redundància la comoditat a l’hora de definir l’operador∆ com ho
hem fet.

Una segona observació és que tamb́e es pot definir el quées una funcío harm̀onica a valors
complexos. Senzillament,f : Ω ⊂ R2 → C és harm̀onica sif = u+ iv i u i v són harm̀oniques.
En particular tota funció holomorfa enΩ és harm̀onica. Com quées una extensió trivial del
concepte original d’harm̀onica, ens limitarem a partir d’ara a considerar funcions harmòniques a
valors reals, per̀o els resultats s’estenen de forma immediata a funcions a valors complexos.

57
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Veiem quinaés la relacío que hi ha entre funcions holomorfes i funcions harmòniques. Do-
nada una funció harm̀onicau en un obertΩ, podem associar-li una funció holomorfaf enΩ de
la seg̈uent forma:f(x + iy) = ux(x, y) − iuy(x, y). Dit d’una altra formaf(z) = 2∂u

∂z
. Per a

comprovar quées holomorfa noḿes cal veure que∂f
∂z̄

= 0. Per̀o en efecte,

∂f

∂z̄
= 2

∂2u

∂z̄∂z
=

1

2
∆u = 0.

Aquestaés la relacío fonamental que tenen les funcions harmòniques i les holomorfes íes la
que explotarem. També es pot veure fàcilment (corol·lari 1.2) que tant la part real com la part
imagiǹaria d’una funcío holomorfa śon harm̀oniques. Una pregunta naturalés la seg̈uent: És
cert el rećıproc? Es a dir, tota funció harm̀onica reaĺes la part real d’una funció holomorfa?
Aquest problemáes equivalent a l’existència d’una funcío conjugada harm̀onica que definim a
continuacío:

Definició. Donada una funció harm̀onicau en un dominiΩ ⊂ C, si existeix una altra funció
harm̀onicav enΩ tal queux = vy i uy = −vx li direm la funció harm̀onica conjugadadeu.

De fet la conjugada harm̀onica noésúnica, doncs està determinada m̀odul una constant, es a
dir si v és la conjugada harm̀onica deu, aleshoresv +K tamb́e. És immediat comprovar que si
v és la conjugada harm̀onica deu, llavors−u és la conjugada harm̀onica dev. La relacío entre
l’existència de la conjugada harmònica d’una funcío realu i el d’una funcío holomorfaf tal que
u = Re f és directa, doncs si existeixv, llavorsf = u+ iv és holomorfa i a l’inrev́es siu = Re f
llavorsv = Im f és una conjugada harmònica.

Malauradament no sempre existeix una funció conjugada harm̀onica. Considerem el següent
exemple:u(z) = log |z| definida en el dominiΩ = {z ∈ C; 1 < |z| < 2}. Aquesta funcío
no t́e conjugada harm̀onica definida en totΩ, localmentu = Re log z i per tant localmentv =
Arg z, per̀o l’argument no està definit en tota la corona de forma contı́nua. L’obstruccío per a la
construccío d’una conjugada harm̀onica deu ha estat el fet queΩ tingués un forat. La seg̈uent
proposicío ens assegura que aquestaés l’única obstruccío.

Proposició 6.1. Siu és una funcío harm̀onica real en un domini simplement connexΩ aleshores
u = Re f per algunaf ∈ H(Ω).

Demostracío. Ja hem vist que donadau, f = ∂u
∂z

és una funcío holomorfa enΩ. Com que el
domini és simplement connex, llavorsf té una primitivag definida en totΩ. Es a dir,g′ = ∂u

∂z
.

Com queg és holomorfa∂(g+ḡ)
∂z

= ∂u
∂z

. Tantu comg + ḡ són reals i per tant si prenem conjugats
en la darrera igualtat tenim∂(g+ḡ)

∂z̄
= ∂u

∂z̄
. Per tantg+ ḡ−u = h, onh és holomorfa. Per una altra

part hauria de ser real, això vol dir queh és una constant real. Per tantu = Re(2g − h). ♣

En particular hem vist que les funcions harmòniques en qualsevol domini són C∞ doncs local-
ment sempre śon la part real d’una funció holomorfa. Per a les funcions holomorfes coneixem un
resultat del valor mig que ens assegura que tota funció holomorfaf en un entorn del discD(z, r)
satisf̀a

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0
f(z + reiθ) dθ.
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Si diemf = u + iv i prenem la part real de la igualtat de la mitja tenim que per a tota funció
harm̀onicau en un entorn del discD(z, r) se satisf̀a

u(z) =
1

2π

∫ 2π

0
u(z + reiθ) dθ.

Com en el cas de les funcions holomorfes, d’aquesta propietat es dedueix que les funcions
harm̀oniques no constants no tenen màxims locals. Amb la mateixa prova que la de funcions
holomorfes tenim el següent principi:

Teorema 6.2 (Principi del màxim). SiΩ és un domini acotat iu és una funcío real cont́ınua en
Ω i harmònica en l’interior, aleshoresu assoleix el seu m̀axim i el seu ḿınim en la frontera∂Ω.
En particular siu = 0 en∂Ω, aleshoresu ≡ 0.

Hem vist com els valors deu en la frontera del disc determinen el valor en el centre. A
continuacío veurem com obtenir els valors de qualsevol punt de l’interior a partir dels valors
frontera, en el mateix esperit amb que varem demostrar la formula de Cauchy per a funcions
holomorfes. Sabem que siu és harm̀onica en un entorn del discD(0, 1), aleshores

u(reit) = Re f(z) =
1

2

( ∞∑
n=0

anz
n +

∞∑
n=0

ānz̄
n

)
=

∞∑
n=−∞

Anr
|n|eint,

amb converg̀encia uniforme en el disc tancat.
Anem ara a donar la fórmula de representació de les funcions harm̀oniques. Donadau

harm̀onica en un entorn deD(0, 1), aleshores

u(reiθ) =
1

2π

∫ 2π

0
u(eit)

∞∑
n=−∞

r|n|ein(θ−t) dt, ∀r < 1.

En efecte si substituı̈m dins de la integral el valor deu per la seva s̀erie, tenim

1

2π

∫ 2π

0
u(eit)

∞∑
n=−∞

r|n|ein(θ−t) dt =
1

2π

∫ 2π

0

∞∑
m=−∞

Ame
imt

∞∑
n=−∞

r|n|ein(θ−t) dt =

=
1

2π

∫ 2π

0

∞∑
m=−∞

Amr
|m|eimθ dt = u(reiθ).

Hem vist doncs que

u(reiθ) =
1

2π

∫ 2π

0
u(eit)Pr(θ − t) dt, ∀r < 1,

onPr(t) =
∑∞
−∞ r|n|eint. A aquest nucli integral que reprodueix les funcions harmòniques se li

diu nucli de Poisson i també podem comprovar que satisfà les seg̈uents igualtats:

Pr(θ − t) = Re

(
eit + z

eit − z

)
=

1− r2

1− 2r cos(θ − t) + r2
=

1− |z|2

|1− ζ̄z|2
=

1− |z|2

|ζ − z|2
,

on ζ = eit i z = reiθ.
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6.2 Problema de Dirichlet al disc

Ens interessem ara en el problema següent: Donada una funció f ∈ C(∂D) existeix una funcío
u ∈ C(D) harm̀onica en l’interior i tal queu restringida a∂D siguif?

La respostáes afirmativa i la solució est̀a donada pel nucli de Poisson. Donadaf ∈ C(∂D)
definim la integral de PoissonPf com

Pf(z) =
1

2π

∫ 2π

0
f(eit)Pr(θ − t) dt, ∀r < 1.

Veiem queu = Pf és una solució del problema de Dirichlet. En primer lloc veiem que defineix
una funcío harm̀onica en l’interior. Aix̀o es pot veure observant que

Pr(θ − t) = Re

(
eit + z

eit − z

)
,

i aquesta funcío és harm̀onica perz ∈ D. Per tant si prenem∆Pf el laplacìa entra dintre de
l’integral queés zero doncs el nucliés harm̀onic. La part delicada es comprovar quePf és una
funció que est́en cont́ınuament fins a la vora i que coincideix ambf . Es a dir, hem de veure que
per a qualsevolθ ∈ [0, 2π], Pf(z) → f(eiθ) si z → eiθ. Per a demostrar-ho, veiem en primer
lloc queP1 = 1. En efecte, aix̀o es una conseqüència de la f́ormula de representació de les
funcions harm̀oniques que hem vist, doncs1 és harm̀onica a totC. Amb això ens podem reduir
al cas en quef(eiθ) = 0, doncs en cas contrari considerem la funció g(eit) = f(eit) − f(eiθ).
Aquesta funcío satisf̀a g(eiθ) = 0 i si veiem quePg(z) → 0 quanz tendeix aeiθ aleshores
Pg = Pf − f(eiθ) → 0 i ja tenim el cas general. Suposem doncs quef(eiθ) = 0. Llavors
existeix un intervalI1 de la circumfer̀encia centrat eneiθ de forma que|f(eit)| < ε/2 si t ∈ I1.
Sigui I2 l’interval complementari en la circumferència. Si diemχIi

a la funcío caracteŕıstica
de l’interval Ii, i = 1, 2 aleshoresPf(z) = P [fχI1 ](z) + P [fχI2 ](z). Veiem que cadascun
d’aquests dos sumands es més petit queε/2 quanz est̀a prou a prop deeiθ. El primerés el ḿes
senzill, doncs|fχI1(e

it)| < ε/2 per tott i per tant per a totz ∈ D tenim

|P [fχI1 ](z)| ≤
1

2π

∫ 2π

0
|fχI1(e

it)| 1− |z|
2

|eit − z|2
dt ≤ ε/2.

Per a l’altre integral sabem quef és cont́ınua en∂D i per tant el seu m̀odul t́e un m̀aximM i
podem acotar aix́ı:

|P [fχI2 ](z)| ≤
1

2π

∫
I2
|f(eit)| 1− |z|

2

|eit − z|2
dt ≤M

1

2π

∫
I2

1− |z|2

|eit − z|2
dt

Ara be, quanz est̀a molt a prop deeiθ, aleshores|eit− z| est̀a acotat inferiorment doncseit ∈ I2,
es a dir est̀a lluny deeiθ. Per un altre part el numerador tendeix cap a zero siz → eiθ, per tant
per z prou a prop tenim|P [fχI2 ](z)| ≤ ε/2. Hem resolt doncs el problema de Dirichlet en el
disc. El mateix problema es pot plantejar en un obert arbitrari enR

2 o enRn per̀o aquesta jáes
una altra historia,. . .

That’s all folks!
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