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Capitol 1

INTERPOLA CIO POLINOMIAL

1.1 Intr oduccio

Suposenquetenimn + 1 puntsdel plaambcoordenadeézy, yo), (1, Y1), Zn, Yn), ONy; €S
el valor obsenat o calculatque associena z;. El problemade la interpolacié consisteixen
construirunafuncio p(z) tal quep(z;) = y; pertotsels puntsz;. La funcio d’interpolacd p(x)
cal esperagueprenguivalors“raonables’pelsvalorsde z queno coincideixinambelsz;. Aixi,
si lesdadesde partidatenenun comportameninolt regulari suauno acceptarenguela funcio
d’interpolacd p(x) tingui fortesoscil.lacionsentreels puntsd’interpolacd (z;, v;).

Si les ordenadeg; provenende 'avaluacd d’una certafuncié prou regulari sbn exactes
llevat dels errorsd’arrodoniment,cal esperamue el problematingui unasolucb satishicria.
Aix0 mateix tamke passa si els punts (z;,y;) provenend’obsenacionsexperimentalsmolt
precises.En carvi, silesobsenacionsexperimentalseestanafectadesl’errorsgransno té gaire
sentitdemanaquela funcio p(x) prenguiexactamenelsvalorsy; enelspuntsz;. Aquestlltim
problemacorresporal'aproximacib dedades esconsiderast mésendaant.

La resolucd del problemade la interpolaco té moltesutilitats, tal com esveum en cagtols
successiudJnadelesmésimmediatessla de poderdisposadevalorsdep(z) pervalorsdez
queno estiguindinsdela nostratauladedadeq z;, y;). Vegem-neun exemple:

Hemfabricatun anticongelanambaiguai glicerinai la barrejaté un 45%, enpes,deglice-
rina. Voldriem saberquin ésel seupuntde congeladd. Disposenmde la seglienttaulade valors
guedobnael puntde congeladd, engrausCelsius,(y) dela barrejade glicerinaambaiguacom
unafuncio del percentatgenpes,ala barrejadela glicerina(x).

z|0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
y||]o -16 -48 —95 -154 -21.9 -336 -37.8 -19.1 -16 17

Tenim,doncs taluladaunacertafuncio y = f(z). Jaquenotenimtakulatel valor z = 45,
enspreguntemcom podemobtenirun valor aproximatde f(45).
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Hem dit que per resoldreaquestproblemacalcularemuna funcio p(x), dins d’'una certa
familia de funcions,tal que coincideixiamb f(z) enels punts(nodes)d’interpolacb, ésa dir,
p(z;) = f(x;), i = 0,1,...,n. Quanlesfuncions,p(z), que considerensiguin polinomis,
diremguetenimun problemad’inter polaci6é polinomial.

En plantejarseun problemad’interpolacd s’handefer les sgyiientspreguntes:

a) De quintipushadeserla funci6 p buscada?

Larespostaaquestgpreguntaestilligadaales“sospites’quetinguemrespectal compor

tamentdela funcio f. Si expressaalgunfenomenperiodic, buscarenp entrelesfuncions
periodiques.Sisabengue f té admptotesusarenunap detipusracionaletc. Aqui només
tractarema interpolaco polinomial,ésadir prendremcomfuncio p un polinomi.

Els motiusd’aquestaleccd son variats.En primerlloc ésfacil operarambellsi avaluar
los. En sggonlloc, espot demostrarque donadagualse&ol funcio confinua f(x) enun
intenal tancat,espot aproximararbitrariamentperun certpolinomip(z). Aixo faqueels
polinomissiguinbonscandidatgpercomenar a estudiarel problemadela interpolaco.

b) Un cop sabemde quin tipus ha de serla funcio p, la segonaquestd éscom calcularla.
Obviamentcaldm@ sabersi existeix la funcié que busquemi si podemtrobarmésd’una
solucb.

c) La terceraquestd éssabersi la funcio p trobadaensdénaunabonaaproximacd de la
funcié f enelspuntson ambdueso coincideben.

Els resultatsde la segientseccd donenrespostaa algunesde les preguntesque acabende
plantejar

1.2 Existencia,unicitat i error dela interpolacio

Teorema: Donatsn + 1 punts{(zo, %), (x1,%1),--- , (Tn,Yn)}, Sitotselsxy, z1, ..., z, SON
diferents,llavors perqualssgol yy, y1, . . . , y, €xisteixun unic polinomi p,(z), degraumenor
oigualan, tal que

() =y, 1=0,1,2,....n.

pn(z) repel nomdepolinomi interpolador de f enelspuntszg, 1, ... ,Ty.
Demostracb: La unicitatésinmediata,doncssi tenimdospolinomisdiferents,p, i ¢, degrau

menoro igualan queresolerel problemadelainterpolacd enelspuntsz; aleshorel polinomi
d, = ¢, — p, val 0 enelspuntszy, ... , z, i pertantespotdividir per(z — xg) - - - (z — z,,) que
ésunpolinomidegraun + 1!1.

L’existenciadel polinomiinterpoladoresdedueisiela construcad quefaremmésendaant.
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El seggiientresultat,que no demostraremgodnainformacb sobrel’error de la interpolacod

sotacondicionsde diferenciabilitatper la funcio f(z). Siguinys, ... ,yn,, m nombresreals.
Indiquemper < ¥1,..., ¥y, > €l minim interval obertde la rectareal que cont tots els punts
y17 R 7ym-

Abans,perd necessitenmtroduir el concepted’error

1.2.1 Error absoluti error relatiu

Siguiz el valor exacted’'unaquantitati = el seuvalor aproximat.Esdefineixl'err or absolutde
x com
e(r) =T — x.

Aquestadefinicid permetde mesurarla diferéenciaentreel valor exacte d’una certaquantitat
i el seuvalor aproximat. Perquantificarla importanciade I'error respectedel valor exactez
s’introdueixel conceptad’err or relatiu dex queesdefineixcom

e(r) T—zx

er(v) = r  z

Aquestadefinicidb mostraquel’error relatiuésunaquantitatadimensional sovint s’expressan
tantpercent.

Calfer notarquenormalmenno esconeixel valor exactede la quantitatz. Pertant,tampoc
esconebenni I'error absolutni I'error relatiu, perdo encarvi esposibledonarnefites.

Exemple: Siguiz = v/2 = 1.414213562... i T = 1.414. Aleshorese,(v/2) = —0.0002135..., |

—0.0002135... —0.0002135...
er(\/i) = =

~ = —0.00015099...
V2 1.414

Esdiu quee,(z) ésunafita del'err or absolutdex si
lea(2)] < €a(),
i quee,(z) ésunafita del'err or relatiu dex si
ler(2)] < € (2).
Perl’exempleanteriortenimque
€.(V2) = 0.00022, €.(v2) = 0.00017

Obserem que les fites no son Gniques(0.00016 tamke és unafita de I'error relatiu de v/2);
intentaremtreballari trobarsemprela millor fita possible gsa dir, la méspetita. Les seglients
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notacionss’utilitzen habitualmentper realcionarel valor exacte d’'una quantitat,el seuvalor
aproximati lesfitesdel’error absoluti relatiu:

T =T+ €(x),
igualtatquehemd’interpretarcom
T € [T —€(x),T+ €.(x))]
Pelquefaalesfitesdel’error relatiu,el fet que

—6(x) < R~

< & (),

S

s’escriucom
z=T(1 £ e (x)).

Teorema (formula deI'err or enla inter polacio polinomial)
Sigui f unafuncio queté les se/esn + 1 derivadescontnues(f € C"*!) enlinterval
< x, T, T1,...,T, >. Sip, éselpolinomidegrau< n quesatist

polzs) = f(zy), 1=0,1,2,...,n,

llavors b
B _ "), B _
F@) = (o) = =@ = m) @ =) o =)
oné&(x) dendex i pertary a< x,xo, Ty, ... , Ty >.
Comentaris:

a) Siavalueml’error queensdonala férmulaenelsnodesd’interpolacbd, x;, aquestal zero,
talcomhadeser

b) Sila funcio f(z) ésun polinomi de graun, comquela seva derivadad’ordren + 1 val
zero, I'error d’'interpolacb tamke val zero. D’aquestaobsenacio ésfacil deduirque si
interpolemun polinomidegraun perunaltredel mateixgrau,el resultatesel polinomide
partida.

c) Suposemque la funcié f™+1)(z) “no varia gaire”. Si prenemun punt z allunyat dels
nodesd’interpolacd xg, z1, ..., z,, (extrapolem)l’error sel, en principi, mésgranquesi
T €< g, T, ..., T, > (INterpolem).
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d) Pertal quela formulade I'error sigui d’utilitat desd’un puntde vista practic, calda que
congyuemi sapiguenfitar la derivadad’ordre (n + 1) dela funci6 f(x).

Demostracb: Fixemunvalordex verificantz # z;,i = 0,1, ..., n, i definima(z)

f@) =pu(@) _ f@) = palz)

(x—x0)(x—20)  wp(z)

a(x) =

onwy(z) = (z — xo)(z — x1)...(T — 24,).
Constriim unafunci6 auxiliar F'(z)

F(z) = f(2) = pu(2) — a(z)wn(2).

Aquestafuncibé tamke tén + 1 dervadesconinuesi esfazeroalsn + 2 punts:zg, x1,...2,, .
Siapliqguemel teoremadel valor mitjan + 1 vegadegesulta
- F'(2) tén + 1 zerosdistints¢, i = 1,2, ...,n+ 1
-F"(z)tén zerosdistintsgi(?), 1=1,2,..,n+1
- F+)(2) te un zero(comaminim) £(x).
Ara bg,
FU(z) = f04D(2) — a(e)(n + 1)),

pertant
FU(E(x)) = f™D(E(2) — alz)(n+ 1)! =0,

d’on obtenimque

frI(E(e)
(n+1)! 7

a(z) =
I, pertant
f(@) = palz) = ———7—

gueéslaigualtatquevoliem demostrar

1.3 Calcul del polinomi inter polador

Donadaunataulade valorso unacertafuncio takulada,hi ha diferentsmetodesperdeterminar
el polinomiinterpolador En aguestipartatsolsestudiarenelsdosmetodesseggiients
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1.3.1 Metodede Lagrange

Considerentomexpressd del polinomiinterpoladoda quedbnala férmula de Lagrange:

pn(z) = kiykzk(x) ,

on
(# = @0) -+ (2 = 2p1) (2 = Tp1) -~ (2 — 20)

lp(x) = (x —20)  (@r — 2 ) (@r —2p)) - @r—2) k=0,1,...,n.
Els polinomisl(x) son elspolinomisde Lagrangda compleien:
a) el graudel,(z) ésigualan,
b)
we)=au={ o 5 1 7n
Pertant, escompleixquep,(z;) = v; (i = 0,1,...,n), comdesitavem. Podemconsiderar

aguestaonstrucad comunademostrad del’existenciadel polinomiinterpolador Perprovarla

unicitat,dinsd’aquestcontecte, supossenguehemtrobatdospolinomisinterpoladordiferents,
ésadir, p,(x) i g,(x) sOn dospolinomis de graun tals quep,(z;) = y;, i = 0,1,...,n |

gn(x;) = yi, 0 = 0,1, ..., n. Si prenemel polinomidiferénciap, (z) — ¢, (x) tindragrauméspetit
oigualquen i (n + 1) zeros,z, x1,..-5, €N contradiccd, unavegadamés,ambel teorema
fonamentabel algebra.

Exemple Consideren puntsdela tauladevalorsdel’apartatanterior

z|| 30 40 50 60
y||-95 —154 -21.9 -336

i volemobtenirunaaproximacod de f(45) usant.estclar, un polinomidegrau3.
En primerlloc, calculemelspolinomisde Lagrange

(x — z1)(x — z2)(x — x3) _ 1
(.TO - $1)($0 — .TQ)(SE() — $3) 6000
(z — mo)(z — 23)(x — x3) _

(1 — xo)(x1 — ma)(x1 —x3) 2000
(x — zo)(x — z1)(x — z3) _ 1
(9 — zg) (2 — x1)(z2 — x3) 2000
(x — zo)(x — z1)(x — 22) _ 1
(x5 — x0)(r3 — 1) (x5 —x2) 6000

(z — 40)(z — 50)(z — 60)

(x — 30)(z — 50)(z — 60)

(x — 30)(z — 40)(z — 60)

(x — 30)(z — 40)(z — 50) .
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Llavors, el polinomiinterpoladores

p3(z) = l;yklk(x):

9.5 15.4
= _ — 4 — — —_ — — —
5000 (x — 40)(z — 50)(z — 60) 2000(3: 30)(z — 50)(x — 60)
21.9 33.6
by g —40)(z — 60) — ——(z — — 40)(z — 50).
+ 5000 (z — 30)(z — 40)(z — 60) 6000 (z — 30)(z — 40)(z — 50)
Un valor aproximatper f(45) ensel donaps(45) = —18.2875, pertantpodemconsideraique

f(45) ~ —18.3

1.3.2 Metodede lesdiferenciesdividides de Newton

El metodede Lagrangedona unaférmula explicita del polinomi d’interpolacb, pero té com
desaantatgequesi afegim méspuntsd’interpolacd no espot aprofitartotala feinafetapel seu
calcul, ja quetotselspolinomisi;(z) carvien. Anemaveureun segonprocedimentecalcul del
polinomid’interpolacd quesuperaaquestalificultat.

Expressenel polinomiinterpoladorenla forma:

() = co+c1(x — x0) + ol — o) (x — 1) + -+ -+ n( — 20) (T — 21) - - - (T — Tpy_1)-

Aquestmetodeenspermetcalcularelscoeficientsy, (kK = 0, 1, ... ,n) mitjangantlesdiferencies
dividides,definidesdeformarecurrenter:

fle) = v (i=0,1,...,n)
f[xi7$i-|—17--- 7‘/LIZ+]7-/LIZ+J-|—1] = f[ i+l ) Z+]+1] f[ 29 ] ’L+]]
Litj+1 — Ty

(i=0,1,...,n—j—1) (G=0,1,...,n—1)

Il-lustrempern = 2, 'esquemade construcad delesdiferenciesdividides:

zo | flzo] = yo
f[‘rOaxl] == ﬁw_wlll:_i(l:p_ol
= _ floraal-flsoi]
T f[-??l] =" f[xo,fl?l,l‘g] — J[=: z;Q_i‘Owo T1
Flay, o) = Hzzl=flz]
Ty | flzm2] = y2
Espotcomproarquec; = flxo, 1, . . . , ;] i pertantel polinomiinterpoladoespotescriure

com
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p”(x) = f[ﬂﬁo] + f[$0,a:1](a: — $0) —+
+f[.’130,.’L'1, xQ](.’L' — 330)(;12 — le) + -+

+flxo, 1, -, xp)(x — o) (X —21) - (T — Y1)

Exemple Considerenel mateixexemplequehemutilitzat abangpel metodede Lagrangegsa
dir, considerema taula

z| 30 40 50 60
y | -95 —154 —21.9 -33.6

i volemobtenirunaaproximacd de f(45) usantun polinomidegrau3.
En primerlloc, calculemla tauladelesdiferenciesdividides

Z; f[fl»'z] f[xla ‘Tj] f[xza .Tj,.’lik] f[~77i,~77j7 xka'xl]
30| 9.5

—154-(-95) _ (59
0 -4l 0652059 — —0.003

_21.590_7(2015.4) — 065 —0.022(;5500.003) — _0.00076
50 | —21.9 —LITC065) — 0,026

—33.6—(-21.9

60—(50 =117

60 | —33.6

El polinomiinterpoladomps(x) és

ps(z) = —9.5—0.59(x — 30) — 0.003(z — 30)(x — 40)
—0.00076.. ... (z — 30)(z — 40)(z — 50) .

Tenimdoncsquep;(45) = —18.2875, pertantpodemconsideraque f(45) ~ —18.3

Nota: Generalmentes diferenciesdivididesd’ordressuccessiugsvan fent petites. Si les di-
ferenciesd’ordren sbn molt petitespodeminterpolarusantsolsn dadesVegem—neainexemple:

Perla distancia(enunitatsastrommiques~ 150 - 10°km) de Marsala Terradelsdies5 al 9
deNovembredel 1992ales0” de TempsUniversal podemconstruirla seglienttaula
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Dia  f[z;] flzi,zi]  flzozgze]  flwi, o, 2, 31
5 0.898013
—0.006904
6 0.891109 0.0000105
—0.006883 0.00000033
7 0.884226 0.0000115
—0.006860 0.00000033
8 0.877366 0.0000125
—0.006835
9 0.870531

Comquelesdiferenciesd’ordre 3 son zeropodeminterpolarambsols 3 dades.En aquesta
situacb triem el valor centralz, el més proxim possibleal valor de = pel qual volem fer la
interpolacd. Aixi si volem calcularla distanciaentreels 2 planetesel 7 de Novembrea les
22"14™ triaremelsvalorstatulatspelsdies7,8i 9.

Comentari: Quanaproximemunafuncio f perun polinomi,l'error enels puntsd’interpolacb
észero(recordeuquedemaneny, (z;) = f(x;)). Podemcaureenla temptacd de pensarmque
I'aproximaci de f millorara cadacop mésquanfem créixer el nombrede puntsd’interpolacb.
Aix 0 generalmento éscert. Un contragempleclassicel vaconstruirC. Runge(1901).Consis-
teix enaproximara funciod

1
J@) = 55
enl’interval [-1, 1] usantpolinomisp, (z) degrau< n, interpolantf enelspuntsequiespaiats
x; =—14 % i=0,1,...,n. Quanel graun delpolinomiinterpoladortendeixainfinit, p, (z)

divergeixenlinterval 0.726 ... < |z| < 1, ésadir:

Jim (max [f(z) = pale)]) = o0
Aix 0 esconeixcom a fenomende Runge A la Figural.ls'il-lustrenresultatsper diferents
valorsden.

Obsenemaquel’error propdel’origen éspetit, perd, propdelspunts—1i 1, I'error augmenta
ambn. Caldoncsanarmolt encompteal fer interpolacionsambpolinomisde grauelevat.
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15 T T T T

T T T T

funci6 ——

grau-4 —+-

grau-8 -8--
grau-12 %

.15 1 1 1 1 1 1 1 1

Figural.1l: El fenomende Runge.A lafigurahi harepresentatka funcio f(z) = 1/(1 + 25x?)
i elsseuspolinomisd’interpolacd degraus4, 8i 12.
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1.4 Problemes

1. a) Ladensitat(p enkg/m?) delsodienfuncio delatemperaturgd7 en°C) s’exposaenla
seguenttaula:

T | pi
941 929
205 902
371 | 860

N = O .

Calculeuel polinomi queinterpolap(7T) en aquestdres puntsusantla formulade La-
grange.

b) Busqueuda densitaperal = 251°C utilitzantel polinomiinterpoladotrobatenl’apartat
anterior

Respostaa) so23- (T — 205) (T — 371) — auzs (T — 94) (T — 371) + £ (T — 94) (T — 205)
b) 890.566°C.

2. Trobeuel polinomidegrautresqueinterpolaelsvalorsdela sgyiienttaula:

z |01 2 4
fz) |1 5 10 24

Useula formulade Lagrangei el metodede les diferenciesdividides de Newton. Resposta:
23/24 + 32% /8 + 43z /12 + 1.

3. Unatauladelafuncio f(z) = log,,(x) és:

0 1 0
1 2 0.30103
2
3

3 047712
4 0.60206

Suposenguelafuncibd s’aproximaperun polinomiinterpoladomqueutilitza totesaquestedades.
Estimeuelserrorsenelspuntsz = 1.5, 2.5, 3.5. Resposta0.10179,0.06107,0.10179.

4. Considereta funcio f(z) = 1/x.
a) Trobeuelspolinomisde Taylor al voltantdez, = 1 degraus2, 3i 4.

b) Calculeuel polinomiinterpoladoma f(z) enelsnodesty, = 2, z; = 2.5, 25 = 4.
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c) Avalueula funcib i elspolinomisobtingutsen elsapartatsanteriorsenels punts0.5, 1, 2,
2.25,2.75,3,3.5,4i1 5. Comparelelsresultats.

d) Consideretelspolinomisi elspuntsdel’apartatanterior Quinesson lesfitesteoriquesde
I'error? (Indicacb: Apliqueula férmuladel’error enlainterpolacoi larestadeLagrange
pel polinomide Taylor).

Respostaa) z? —3z+3, —x® 4+ 42% —6x+4, 2* — 523+ 1022 — 10245 b) 0.0522 — 0.4252 +1.15.

5. Sigui f(z) = 3ze® — **. Aproximeu f(1.03) mitjangcantel polinomid’interpolacb degrau
2 enelsnodeszy, = 1, z; = 1.5, z, = 1.7. Compareu’error exacteambla fita de I'error
obtingudaa partirdela formuladel'error. RespostaError=0.102322Fita= 0.256.
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1.5 Questions

6. Delafuncib y(z) enconeiemelsseusvalorsi elsdela primeraderivadaenelspuntsOi 1, i
estandonatsenla sgyiienttaula

El polinomi queinterpolaaquestesladess:
a)l +2z2—2%, b)x+1,
c)z® +2z% + 1, d)Capdelesanteriors
7. Considerena seguienttauladevalors
z|-5 1 4
flz:) | 28 4 28

Sip(x) ésel polinomi de majorgrauqueinterpolaelsvalorsdel'anterior taula,que val p(—2)?
a) —4, b)4/3, c)4, d)Capdelesanteriors
8. El polinomip(z) queinterpolala seglienttaulade valors

z| 01 02 03 04 05
y|1.302 1616 1954 2.328 2.750

a)ésdegraul, b)ésdegrau2, c)ésdegrau3, d)ésdegrau>b.

9. Volemcalcular f(n) = Y3_, k* ,Vn € N pe solsrecordemque f(n) &sun polinomi de
grau4. Enquantspuntshemde coreixer la funcio perpoderdeterminarel polinomi?

a)en5 punts, b)en4 punts, c)en3punts, d) Capdelesanteriors
10. Hemcalculatf(2.5), on f(z) = In(z), perinterpolacd cubicausantcomanodesl, 2, 3, 4.
Unafita perl’error és

a)0.140625, b)0.0032958, c)0.023437, d)Capdelesanteriors.
11. Siguip(z) el polinomiqueinterpolala seglienttauladevalors

z| 11 17 30
y|10.6 152 20.3

Quantval p(2.3)?

a)18.38 b)18.40 ¢)19.25 d)Capdelsanteriors
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12. Quinésel polinomi P(z), quecompleixP(0) = 3, P(1) =2, P'(0) =1, P'(1) = —27?

a)3z® — 322 —x+3 b)x®—3x—27
c)x® —322+2+3 d)323+32°+2+3

13. D’'unatauladediferenciesdivididesde Newtonsabenmquez, = 1,21 = 2,25 = 3, f(z2) =
8, flx1, z2] = 4, f[xo, z1, 2] = 1. Quantval el polinomiinterpolador?

)z’ +2z+1 b)z?+x -2
C)x?—2x—1 d)z?2 —x+2

14. Esdonenelspunts(7, 3), (8,1), (9,1) i (10,9) corresponenta unacertafuncio y = f(x).
Aproximeuel valor dey perz = 9.5, emprantun polinomi queinterpoli la funcio en aquests
punts.

a) —1.002, b)4.201, c)2.783, d)3.625.

15. Donatszg, 71, 22 € R puntsdiferentsdosadosi f(z) = z* + az? + bz + c amba, b,c €
R. Calculempy(z), polinomi interpoladorde grau 2 en els punts (zo, f(x0)), (x1, f(z1)),
(x9, f(z2)). L'error enlainterpolacd és:

2 3 (p
a) %(x —zo)(x — z1)(x — 22), D) ”23—,()(33 — zg)(z — x1) (T — 22),
C) (x — mo)(x — z1)(z — a), d) Capdelesanteriors.

16. Calculeu perinterpolaco, f(3) empranta taula

ze |12 4
flzr) [0 2 12

a)6, b)2, c) —5, d)o.
17. L’'aproximacb lineal al voltantdel'origen dela funcio f(z) = In(1 + z) és

a) f(z) ~ 1, b) f(x) ~ =,
O)f(r) 214z, d)f(z)~1-2z

18. Determinetel polinomiinterpoladorde f(0) = 1, f'(0) =0, f(1) = 2i f'(1) = 1:

p() =114t +a2e—1),  b)pla) =1+t —a2(a—1),
O)pz)=1+z(x—1)—=2(x—-1) d)px)=1+z(xz—-1)+z(z—1)>%

19. Siguip(z) el polinomiqueinterpolala seglienttauladevalors

z|-11 2
y| 0o 03

Quantval p(0)?
a)2, b) —1, c) —1.2, d)o.
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20. Donatsn punts, (z1,y1), (Z2,%2)s - - - » (Tn,Yn) ON 21, T, ... ,x, SON diferentsdosa dos,
llavors quantspolinomis, p,(x), de graun existeixen complintquey; = p,(x1),... ,yn =
Pn(T0)?

a)un, b)infinits, c)cap d)dos
21. Quantval el coeficientde (z — 1)(z — 1.01) del polinomi queinterpolala segtienttaulade
valors

z | 100 101 102 1.03
vz | 1.0000 1.0050 1.0100 1.0149

a)0.5, b)1, ¢)0, d) — 16.66.
22. Quin ésel polinomip(x) degraun queenz, = 0 coincideixambe?, junt amblessevesn
primeresdervades
)1+ 327 +... + gz ) b)x—f-éx?’—f-...—%mx(%“),
C)1—x+%$2—%x3+...+%x”, d)1+z+ 322+ ;2% + ...+ L™
23. Sabermgues(n) = Y7_, k* ésunpolinomidegrau3. Quantval 3°3° , k% ?
a) 255240, b) 247065, c) 238965, d) 263340

24. Interpolemunafuncio f(z) auninterval [a, b] enabscissegsquidistantsnitjangantun poli-
nomidegraum, P,,(z). Sifemtendirm ainfinit, aleshores:

a) P, (z) sempreendeixa f(z),

b) P..(z) maitendeixa f (z),

c) Lacornvemgenciao no,depennomésdela funcio f(x),

d) Lacorvergénciao no,de@ndelafuncio f(z) i delvalordez.

25. Quantval P(3) si P(z) ésel polinomi,degraucomamaxim3,talqueP(1) =1, P'(1) = 2,
P"(1) =4, P(2) = 5:

a)0, b)112, c)13, d) Capdelsanteriors.

26. Aproximem sinz perz. Finsaquinadistanciadel'origen I'error ésméspetitque(1/2) -
10~* utilitzant aquestaproximacd ?

a)0.014, b)0.0001, c)0.067, d) Capdelsanteriors.
27. Siguip(x) el polinomiqueinterpolala segiienttauladevalors:

z|-5 01 4
y| 13 -1 2 -3

Quantval p(5) ?

a)%a b)_%a C)_726_70a d)%
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Capitol 2

DERIVACIO | INTEGRACIO
NUM ERICA

2.1 Derivacio numerica

Hi hamoltesmaneresi’obtenirformulesqueaproximinel valor dela derivadad’'unafuncio en
un punt. La queaqu utilitzaremesbasaen |’ Us de la formulade Taylor. Aixi, si f(z) ésuna
funcidé n + 1 vegadesderivableen un entornobertal voltantd’un puntxg, perz dinsd’aquest
entornesté
x — x)? T—z
F@) = fa) + @ - m) ) + S ey 4 T )y

2

T — xo)n+1

(iﬁ—xo) n (
T ACOR (n+1)!

Suposentongutselsvalorsde f(x) enelspuntsz i z;. Si h = 21 — xo, podemescriure

meNﬂﬁna(m§@)€<$Jm>

Fln) = o+ h) = f(ao) + hf'(z0) + SH"(6), € € (w0, ),
d’on podemobtenirla segiientaproximacd per f’(xzq)

(o) ~ f(z1) — f(z0) _ f(@o +h) — f(z0) ‘
h h
En aquestaexpressd estemnegligint (1/2)k?f"(€), amb¢ € (zg,z;). Sih éspetit, en
comparad ambelsvalorsdelesderivadesde f(x) enunentorndel puntz,, podemobteniruna
aproximacd millor de f'(z,) d’aquestaltramaneraSiguiz_; = x¢ — h, aleshores

Flo1) = Flao +h) = Fa0) + B (w0) + 3H2F" (o) + SHLE), € € (so,2),

1

flos) = Flao = ) = flzs) = hf'(wo) + 512" (ao) = HFO ), 0 € (o1,0)

21
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d’'on
g = F@) =S @) _ f@o+h) = flzo—h)
2h 2h
essent'error d’aquestaproximacd “proporcional”a h?.
No sempreels puntsz; on coneixem elsvalorsde la funcio f(z) hand’estarequiespaiats.
Si suposentongutsels valorsd’aquestauncio enelspuntszg, x1, z2, 3, | anomenenh; =

1 — T, ho = 29 — xg, h3 = 13 — X9, desemolupantper Taylor al voltantdel puntz, obtenim

f(x1) = fzo+ hy) = flmo) + haf'(wo) + %hff"(mo) + éhi‘fﬁii)(xo) +...

f(x2) = f(zo 4+ ha) = o) + hof'(x0) + %hg "(20) + éh% FED (o) + ...

f(s) = flan +hs) = Flzo) + hof(z0) + SRS (zo0) + LS a0) + ...

D’aquestedresequaciongsfacil arribara
1 1
f(@9) = f(21) = (ha — h1) f'(20) + E(hg — h3) " (o) + g(hg — B3 fO ) (o) + ...

F(as) = (22) = (hs = ha) o) + 5 (4 = )" (o) + = (8 — 1) £ ) + ...

Simultipliquemla primeraequach per (k% — h3), la segonaper (h3 — h?), restemi aillem f’(z,),
enresulta
2(E0 — ($2 + SE3)
(z1 — z2) (21 — 73)
2330 — (iCl + 332)

(x3 — 1) (73 — T2)

2$0 — (iUl + .Tg)

(z2 — 21) (22 — 73)

fl(wo) = f(z1) + f(z2) +

f(x3) + C(R*) f4 (o) + ...

D’aquestaexpressbd voldriemfer notarduescossesEn primerlloc ambC(h?) volemindicar
un terme, que es pot calcularamb una mica de pacencia, on sols apareien productesh; *
h; (¢, = 1,2,3). Enseagonlloc, ésfacil adonafrse que unaaltra manerad’arribar a aquesta
mateixaigualtatconsistiriaenderivarel polinomid’interpolacb quepassaelspunts(zy, f(x1)),
(xa, f(z2)), (xs, f(z3)), | avaluarel polinomideriatenel puntz,. Aixd donaunmétodegeneral
perl'avaluacd delesderivadesd’unafuncio.

Procedintd’'una manerasemblantal que hemfet per avaluaraproximacionsie la derivada
primera,espodenobteniraproximaciongerlesdervadesd’ordre superior Perexemple

flz_1) = 2f(x0) + [f(21)

f’l(xo)’: 12 Onx_lzxo—hixl :.’L'0+h
Enaquestasespotdemostraquel’error dela formuladederivacio val
(4)
! (g)hQ, §€(zor,m1) .
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log(error)

-10

-11

8 10 12 14
log(1/h)

Figura2.1: ComportamentleI'error perlesformulesde derivacid numericaA (lineaconfnua)
i B (lineapuntejada).Els errorsd’arrodonimentnvaliden els resultatsabansd’aconsguir un
precissb menorque10~!2 enel millor delscasogformulaB). Perla representadigraficas’han
utilitzat escaledogaritmiques.

Nota: Hom pot pensaiquelesmillors aproximacionsiunmeriquesdelesderivadess’obtenen
prenentpassoge derivacio h molt petits. L'aparicio en moltesde les formulesde diferéncies
de quantitatamolt properesambla corresponentancellacié determesfa queaixod no siguien
generakert. La Figura2.1 mostrael comportamende I'error perduesférmulesde derivacio

f(zo+h) — f(wo)
A ;

f(@o+h) — flzo—h)

A f'(wo) o

B: f(zo) =
enfuncio del pasdediscretitzadd h, per f(z) = sin2? i 2y = 0.5.

Comesveua la figura, pertotesduesformulesde derivacio hi haun pasoptim a partir del
qual,si prenemvalorsde h méspetits,els errorscomencera creixer. La determinad d’aquest
pasoptim s’hadefer cercantel valorde h queminimitzala sumadel'error detruncamenpropi
dela formulai I'error d’arrodonimentdelscalculs. Perles duesformulesutilitzades,la suma
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d’aquestsrrorsésdela forma

h 2¢ h? €
Es(h)==-M +—, FEp(h)=—M;+ —
A(h) 5 M1 + 5 B(h) g M2 + X
on M i M, sonfitesper| f"(x) | i| f"(x) | respectiamenti ¢ ésunafita perl'error d’arro-

doniment. Si dervemi igualema zeroles funcionsE4(h) i Eg(h) obtenimqueels puntson
S’atanserelsminimsson

de 1/2 3e 1/3
Al h=|— B: h={— .
v=(n) B =)

2.2 Integracid numerica

L'objectiu de la integracb numericaésel seglient: Donadaunafuncio f(z) definidasobreun
interval [a, b] volemcalcularunaaproximacd de

guanaixo té sentit.

Lesaproximacionsle () queproporciondaintegraco, o quadraturanumericason ttils en
situaciondiversesPerexemple,quanla funcio f(z) noté primitiva,i pertantno espotaplicar
la regla de Barrow; quanno coneixem I'expressd analtica de la funcié quevolem integrar; si
elsvalorsqueprenla funcié primitivade f(z) solsespodencalcularaproximadamerambun
esforcde calcul relatvamentgran,etc. Un exempleclar d’aixo Gltim és

/w dt _ 1 logx2+\/§x+1
o 1+t 4/2 T2 —\2z+1
1 x x
+m (arctan m + arctan m) .

La idea generalde la integracb numerica consisteixen aproximarla funcio f(x) perun
polinomid’interpolacbi el valordelaintegral I ( f) peldelaintegraldel polinomid’interpolacb.

2.2.1 Metodesdel rectanglei del trapezi

Dinsdelinterval [a, b] prenemn + 1 puntsquesuposarenordenatgela segientmanera

6a=21 <2y < ...<Tpy1 =0,
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i anomenarem,; = x;,1 — x; peri = 1,2,...n. Podemescriure

Deduiremenprimerlloc, Iesférmulesd’integraci(’) simpleperaproximanesintegrals;( f),
i despés,sumantobtindremlesanomenadermulescomposteguedonararunaaproximacod
del(f).

La formuladel rectanglesimpleutilitza comaproximacd de f (z) enlinterval [z;, z;11] un
polinomi de grauzero,funcio constantdefinit pel valor queprenla funcio enel puntmitja de
l'interval. D’araenendaantel puntmig de cadasubinteral, [z;, z; ], el denotarenper

Ti + Tit1

Y; = 9 y ’L=1,,’I’L
D’aquestananergpodemescriure’aproximacb delaintegral I; com
L(f) =~ hif (ys),

i d’agu obtenimla formuladel rectanglecomposta

n

R(f)=Y_hif(y)-
=1
Les formulesdel trapeziutilitzen els puntsextremsde cadasubinteral, (z;, f(z;)), (i1,
f(z;11)), percalcularel polinomi d’interpolacd de f(z) degraul (recta). Integrantaquests
polinomisresulta

L(f) ~ hif(fb"i) +2f($z'+1),
T(f) = i hif(ﬂfi) +2f($z‘+1)’

Es pot demostraquesi la funcid f(z) ésconfnua,ambduegormulescompostesbn con-
vergentscap al valor de la integral si la llargadadels subintenals decreix. Esa dir, sih =
maxi<;<n h;, aleshores

lim R(f) = 1(f),
lim T'(f) = I(f).
Persabemuinade lesduesformulesd’integracib numericacornvergeix mésrapidamentsu-
posaremgue f(x) té dervadesfins ordre5 confinuesentot [a, b], i queaquestesierivadesno
prenernvalorsgairegrans.Fentusdela férmulade Taylor podemescriure

Fa = ) () +

5@ = L") +

2
x_yz) f(zv)(yz)+

f@) = fly) + (@ —v)f (ve) +

+1(
24
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Facilmentesveuque

[ h, s p=0,

Tist 0 s p=1,
/ (@—y)Pde =1 K312 s p=2,
“ 0 si p=3,
| B2/80 si p=4.

pertant,integranttermeatermel’anterior desemolupamentresulta

[ F@)de = hif ) + gih ") + o b T ) +
zi 247 YT 1920 '

Aix 0 mostragquesi h; éspetit,I'error dela formuladelrectangleencadascumlelssubintenals
és

(1/24)13 1" (wa),

mésaltrestermesméspetits(sempre quan,comja hemdit, elsvalorsdelesderivadesde f(z)
no esfacingairegrans).

Sitornema utilitzar la formulade Taylorperz = z; i x = x;,1, obtenim

1

4 p(i) ().
384hlf (yl)—l_"'

Fl@) = £) — 3haf ) + 5h21"05) — 5hd T ) +

Flisn) = F) + ghsf (o) + GHEF () + W8 F () + oo b F (i) + .
| pertant
f@) + f@iv) 0 Yo v
B —f(yz)+8hif (yz)+384hif (yz)+"'

Sid’aquestaequach aillem f(y;) i substitim el seuvalor enel desemolupamente la inte-
gral,resulta

Tit1 i i 1 " 1 w
[ swyie = LEIELE) gy pngyy —h e+

Aix 0 mostraaraquesi h; éspetit, I'error dela formuladel trapezisimpleés —(1/12)h3 f" (y;)
mésaltrestermesméspetits(igual queabanssempre quanelsvalorsdelesderivadesde f(z)
no esfacingairegrans).

L’error total per qualseol de les duesformulesésla sumade I'error en cadasubintenal.
Aix1, si

1™ 1 & :
E=—S"Rf"y F=——S"Rm @y,
51 ;:1: 2 (i), 1990 ;:1: 2 (i),
tenim

I(f) = R(f)+E+F+...
= T(f)—2E —4F + ...
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Si f() éspetitai els h; sonprou petits,aleshores” < F i el termedominantdel'error en
lesduesformulesésFE i 2F respectrament.
Detot el queacabentdeveureenpodemtreureles seglientsconclusions

a) Permoltesfuncions f(z), I'error de la formuladel trapeziés aproximadamentuesve-

b)

d)

gadesmésgranqueel dela formuladel rectangle.Aix 6 semblacontradictoriambel que
intuitivamentpodiem pensar Recordenque perles formulesdel trapezihemaproximat
la funcio a integrarperun polinomide graul, mentreque,perlesdel rectanglegperun de
grauO.

Si prenemels nodesd’integracd x1, xs, ..., T, 1 €quiespaiatsgsadir hy = hy = ... =
h, = h, podemescriureque

_—}3 ” Il N) )
h Zf F= 1920h Zf (Yi)-

Silafuncio f)(z) ésconfnua,espotdemostragueexisteixendospuntse, i, al'interval
<Y1, Y2, ..., Yn >, talsque

n

S F) = nf"©), 3 FO ) = nf (),

=1 =1
I, pertant,sitenimencomptequenh =b —a

1

_ N _ 2 — _ = r(i) 4
B= L Qb -, F= o ()b a)h

Sianomenene, = (1/12)f"(¢)(b — a), c4 = (1/960) f@™)(n)(b — a), delesqualscal fer
notarquesodnindependentde i, enresultaque

I(f) = R(f)+Sh"+ '+
= T(f) — csh* — esh* +

Si dupliqguemel nombrede subintenals, dividint per dosel pasd’integracd h, cadascun
delstermesdominantsde I'error de les férmulesd’integracd simple disminueixen un
factor1/8, 1 com que hemmultiplicat per 2 el nombretotal de subintenals, I'error total
esredueixperun factoraproximadamengual a 1/4. Aix0 no ésdel tot exacteja quela
funcié f”(x) noésconstani ala vegadaestemnegligint elstermesd’ordre superior

La tecnicad’anardoblantel nombrede subintenalsi estimarl’error espot programarde
manerague doni unssubintenalstals queaproximinel valor de la integral ambun error
cadavegadaméspetit. Si avaluem,ambla formuladelstrapezis,el valor de la integral
d’unafuncioé f(z) ambpassos: i h/2, podemescriure

To(h) = I(f) + 02h2 + C4h4 +
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hY _ C2,9  Cizq
T0<2>—I(f)+4h+8h + ...

Si multipliguemla primeraequacd per—1/3, la segonaper4/3 i lessumem:

zum:§%<g

5~ 1To(h) =1I(f) - éc4h4 + ...

3

ambel quehemaconsguit unanova formulad’integracd queté un termedominantde
I'error del'ordre de h*. Iterantaquesprocespodemobtenirformulesde quadratural’or-

dre elevat, conggudescom formulesd’integracb Rombeg. Més concretamentpodem
construirl’esquemariangular

To(h)

To(h/2)  Ta(h)
To(h/2?) Ti(h/2) Ta(h)

h qm h 1 h
Tm <2_k> =g qlm <2k+1> T gm ot (2_k>

ambk =0,1,...im=1,2,... k.

on

2.2.2 Metodede Simpson

Combinantesexpressiongjuehemobtingutperl’error delesférmulesdelrectangle deltrapezi
podemobtenirunanova formulad’integracd en la qual hagi desapargut el termeamb F de
I'error. Aixi, si definim

1

S(f) = SRU) + 5T,

i tenimencomptelesexpressionsle R(f) i T(f), S(f) espotescriureexplicitamentcom

T + Tit1

S(f) = é;h [re+ a7 (B0 1 fan)].

Aquestaésla regla de Simpsorcomposta Aquestaformulaespot obtenird’altresmaneres,
perexempleinterpolantiocalmentla funcié f(x) perpolinomisde grau?2, fent is delsextrems
i el puntmitjade cadasubintenal d’integrac perobtenirla formulade Simpsonsimple. Com
enel casde lesformulesdel rectangle del trapezi,si despessumemper tots els subintenals,
obtenimla férmulade Simpsoncomposta.



METODESNUMERICS 29

L’error delaformulade Simpsonespotobtenirdirectameng partirdel’error delesformules
delrectangle deltrapezi:

1) =5() = 3U() = RGN+ 500 - T() =
= —§F+...:—ﬁghiﬂi”)(&)q&..

Peral metodede Simpsonpodemfer els seglientscomentaris:

a) Malgratqueel calculde S(f) esbasaenla integracb depolinomisdegrau2, I'error dela
formulainvolucraderivadesd’ordremésgrano igual que4, pertantel metodede Simpson
ésexactepertotselspolinomisde graumenoro igual que3.

b) De manerasemblantal quehemdit perlesférmulesdel rectangle del trapezi,si dupli-
guemel nombredesubintenals,dividint perdoselspassosl’integracb, enprincipil'error
total esredueixenunfactorpropera 1/16.

c) Podemcombinarduesformulesde Simpsonambdiferentspassosde maneraque perla
formularesultant’error comenciambtermesh i f(*9)(¢).

d) Al comentatespropietatgdetotselsmetodesxposatshemsuposasempreajiestionglel
tipus*“ h%f"(x) ésmésgranqueh*f(®)(y) ”. La validesad’aquesttipus d’afirmacions
dendela funcio f(z). Els métodesquetot seguit discutiremtenenen compteaquesta
menade propietats.
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2.3 Problemes

28. Tenim tabuladala funcié f(z) = sin(x) amb5 xifres arrodonides calculem f/(0.900)
substituintelsvalorstatulatsenla formulacentrada

£(0.900 4+ k) — £(0.900 — h)

2h ’
peradiferentsvalorsdel pash. La segiienttaulaensdonalesaproximacion®btingudes I'error
(f'(0.900) — cos(0.900))

£1(0.900) ~

h | £'(0.900) Error
0.001| 0.62500 | 0.00339
0.002| 0.62250 | 0.00089
0.005| 0.62200 | 0.00039
0.010| 0.62150 | —0.00011
0.020| 0.62150 | —0.00011
0.050| 0.62140 | —0.00021
0.100| 0.62055 | —0.00106

Determinetel pastedric optim perqie I'error enl’aproximacib de f(0.900) sigui minim. Com-
pareu-loambelsvalorsdelataula.Indicacio: Enlaformulacentradanteriorel pastedric optim
s'obté calculantel minim dela segiientexpresso: e(h) = ¢/h+h>M /6, one(h) ésl’error comés
enfuncio del pas,e ésunafita del'error d’arrodonimenicomésenl’avaluacd de f(x) i M és
unafita de /" (z) enl'interval ontreballem.En el nostrecase ~ 31075 i M = max|f"(z)| en
l'interval [0.800, 1.000]. Respostah = (3¢/M)'/3 ~ 0.028.

29. Calculeula dervadaprimerade la funcid f(z) = tan(z) enel punta = 1 emprantles
sgyuentsformules:

oy fla+h)=Ffla) . o fla)=fla=h) , +  fla+h)=fla=nh)
f(a’)_ h ) f(a)_ h ) f(a’)_ 2h )
iy —fla+2h)+4f(a+h)=3f(a) , ., 3f(a)—4f(a—h)+ fla—2h)
f(a')_ 2h ’f(a’)_ 2h I

i utilitzant els passosh = 0.1,0.05,0.02. Avalueul’error en cadaaproximacd, compareu-lo
ambel valor exactei determineu-nel pasoptim. Resposta.07351933.71815183.5361346,
hep ~ 6.9 - 107°; 2.9724953.1805026 3.3224727 h,, ~ 6.9 - 10 °; 3.52300723.4493272,
3.4293037h,p =~ 7.5 - 107*; 3.18681553.36278413.4170966h,, ~ 6.38 - 10~ *; 3.3061443,
3.38851033.418691,, ~ 1.64 - 1073.

30. Obtenimun cosderevolucio fentgiraral voltantdel’eix z lacorbay = 1+ % onz € [0, 2].
Calculeuel volum d’aquesiobjecteutilitzant:
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a) laregladelstrapezisambN = 2,4,8 onh = (b — a)/N. Calculeul’error peracadan\,
b) lareglade Simpsonambelsmateixosvalorsde N i tamke calculant’error.
Resp. 11.7286.

31. Doneuunaaproximacd del’ areadela regio acotadgerla corba

1

oV 2T

o—(@/0) /2

y:

i l'eix delesz al'interval [—o,0]. Useula regla compostadelstrapezisper N = 2,4,8 i 16.
Feuels mateixoscalculsusantelsintenals [—20, 20] i [—30, 30]. ( Indicacb: Previ al calcul
numericfeu el carvi devariablest = z/¢). Resposta0.683,0.954,0.997.

32. Determinewnaaproximacd delesintegralsseguients:

a)

4 dx
/ —— ambunerrormenorquee = 10 °,
4 l4+z

b)
1
/ e 1% gsinxzdr ambunerrormenorquee = 107 .
0

Respostaa) I(f) ~ 2.65178 + 1073. b) I(f) ~ 0.009878 + 107",

33. Calculeuel valor de la integral J; df ambun errorde 10~ usantel métodede Rombeg.

Resposta0.693147.
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2.4 Qduestions

34. Percalcularf’ (a), quinaformulaésmillor quanh éspetita?

a) [ethl_fah)  p) flath)—f(o)

c) W d) Totesles anteriorstenenel mateixordre

35. Perquinscoeficients, b, ¢ la formulad’integraco

1
|| fle) dz = af(©) +b£(1/2) + ef (1)
ésexactaperpolinomisde grauméspetit o igual quedos?

a)a=1/12, b=1/3, ¢c=1/6, b)a=5/12, b=2/12, ¢ =5/12,
C)a=1/2,b=0,c=1/2, dya=1/6,b=2/3, c=1/6.

1
/ dz
0o 1+=x

usanttrapezisamb4 subintenals. Quin ésel valor obtingut?

36. Calculeu

a)0.712 Db)0.699 ¢)0.697 d)0.693
37. Volemcalcularesderivadesgrimerai segonad’unafuncio dela qualenconeiemla segiient
tauladevalors

z | 19 2.0 2.1
f(z;) | 12.7032 14.7781 17.1490

Usemformulescentradesjueutilitzen elspunts(x; — h, f(z; — h)) i (z; + h, f(xz; + h)) perla
primeraderivadai (z;, f(x;)) juntamentambels puntsanteriorsperla segonaderivada. Quines
aproximacion®btenimpelsvalorsde f'(2.0) i f"(2.0)?

a)23.709i 30.77, b)20.749i 28.5, c)22.229i 29.6, d) Capdelesanteriors
38. Considerema seguentformulad’integracid numérica:

! _ (5(=v0.6) +8f(0) + 5/(/0.6))
/_1 f(z)dz = 3

Quinadelesseauentsafirmacionéscerta:

a)Es exactaperpolinomisdegrau6,

b)Es exactaperpolinomisdegrau< queb,
c)No ésexactaperpolinomisdegrau3,
d)Capdelesanteriors
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39. Quanaproximemla derivadad’unafuncio mitjangantla férmula:

_ —f(.TO + 2h) + 8f(l‘0 + h) - 8f($0 - h) + f(on - Qh)

J'(0) 125

I'error ésproporcionak:

a)ht b)h? c)h?® d)h.
40. Coneibemelsseajuentsvalorsd’'unafuncio:

X‘ 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4
y ‘ 6.050 7.389 9.025 11.023 13.464 16.445 20.086 24.533 29.964

Quantval [Py f(x)dz, sila calculempel métodede Simpsorambpash=0.4?

a)23.9301 b)23.5902 c)23.9149 d) Capdelsanteriors

1
/ z?dz,
0

utilitzantla formulade Simpsonamb20 intervals. Quin resultatobtenim?

41. Volemcalcular

a)0.3336 b)0.3325 ¢)0.3321 d)0.3333
42. Calculeuper Trapezis/? (1 + 2?)dz ambh = 0.25.
a)3.317521 b)3.333333 ¢)3.343750 d)3.324519

43. Percalcularlaintegral f;* \/zdx, ensdonenla seglientformula

0.05
—5 (1+4(1.0247 + 1.0723 + 1.1180) + 2(1.0488 + 1.0954) + 1.1401)

De quintipusdeférmulaestracta?
a) Trapezi, b) Simpson c)Rectangle d)Capdelesanteriors.

44. Calculeulaintegraldelafuncio f(z) = 3z + 5z — 1 enl'interval [0, 1] utilitzantla formula
de Simpsonamb 2 intervals. Compareuel valor obtingutamb el valor exacte. Perque hem
obtingutaqueserror?

a) La funcio éssenay b) Hemtingutsort
c) Simpsonintegraexactamenpolinomisdegrau3, d)Lafuncio ésparella

45. Quantval I'aproximacb de la integral fol 2+%Edac aplicantla féormuladels trapezisusant2
intenvals?

a)0.408333, b)0.816666, c)0.405465, d)Capdelesanteriors
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46. El resultatd’aproximar f'(4.5) a partir dels valors f(4.506) = 1.23378 i f(4.494) =
1.21227 es:
a)1.7925, b)3.585, c) — 3.585, d) — 1.7925.

47. Volemcalcular fent isdela formulade Simpsoncomposta
w/2
/ sin xdzx,
0

ambun errormenorque10~¢. Quantssubintenalscal prendrecomaminim?
an=6, byn=9, c)n=10, d)Capdelesanteriors

48. L'error detruncaco dela formula

@) = 5 (=3f(@) + 4f(a+ b) = f(a+2h)

ésd’ordre
a)h*, b)h®, c)h? d)Capdelesanteriors

49. Siaproximemel valor delaintegral, [° f(z)dz, usanta formuladel trapezisimpleT'(f, h),
quinnomrepl’error quecometenal considerarfcf flz)dz ~T(f,h)?

a) Errord’arrodonimendel métode, b) Errordecancellacié del metode,
c) Errordetruncamentelmetode, d) Errorfataldel métode.

50. Quantval [, e*dz si escalculausantia formuladelstrapezisambh = 1/2 ?
a)3.251432, b)2.210551, ¢) — 2.014540, d)2.399166.

51. Sabemue

fl(a) = %(f(a—%)—8f(a—h)+8f(a+h,)—f(a_h))+%f(5)(n)

Suposenquela dervadad’ordren dela funcio f espotfitar per10™ i el valorsde f espoden
calcularambun errord’arrodonimenfitat per5 - 10~°. El valorde h quecal pendrepertal que
la derivadade f ena presentiel minim errorpossibleés:

a)0.022,
a)10~7,
a)0.112,
d) Capdelsanteriors.
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ZEROSDE FUNCIONS NO LINEALS

3.1 Intr oduccio

Un problemaal qualanema parartot sovint ésel delcalculdelesarrels(zeroso solucions)d’'una
funcié f(x). Suposarenentot el quesegueixque f(x) ésunafuncio real,engenerao lineal,
d’'unavariable.Exemplesde funcionsno linealsson

f(z) = sinz—z+2,
f(ﬂf) = 1‘3—2,
f(x) = e"+logz—3.

Volemtrobarlessolucionsdel’'equacb f(z) = 0. Enlamajoriadelscasosaquestaquacd noes
potresoldreexplicitament.El problemagueplantegemaqu ésl’'obtencid, ambunaaproximacd
arbitraria,delessevesarrels.
Un exempled’un problemagueenscondueixal calcul del zerod’'unafuncié ésaquest:
Volem calcular!’ areade la regi6 situadaentreles corbesy = e @ i y = cosz dinsde
I'interval, perlesz, [0, Z]. Sitenimencompteel comportamentie lesduesfuncions,la solucid

ve donadgper
P s
area = / (cosx — e ")dx + /2 (e7% —cosx)dr =
0 z
= 2sinz42 *—2—¢ 2

onz ésel puntdetall delesfuncionse™* i cos x al'interval (0, 7). Esclarqueperobtenirel valor
numeric dela solucib d’aquestproblemahemde determinael valor de z quesatist'equacib

f(z) =cosz—e*=0, xE[O,g].

Els metodesque descriuremper resoldreaquesttipus de problemesno determinenles seves
solucionsde maneradirecta(ja hemdit queenla major partdelscasosaixo no éspossible).El

35
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quetrobaremse& unasucces$ devalors{z, } ,en convemgentaun valor « solucb del'equacb
plantejadaEsadir

JIim 2, =a , f(a)=0.

Aleshorespendrencomsolucb del problemaun delstermesz, dela succes$ queverifiqui
|f(zy)| < Tolerancia , obé

|zk—1 — x| < Tolerancia ,

on elsvalorsdelestoleranciescald@ queestiguinfixatsd’entrada.

Es clar que no totesles equaciongenenun (nic zeroen un cert domini. Perexemple,la
funcio f(z) = z° sin% té un nombreinfinit d’arrelsentot interval que continguil’origen. Per
tant,enqualseol procesdecalcul d’arrelsd’'unaequach nolineal haurendedistingir tresfases

a) Localitzaci6é: Hem de coreixer la zonaon estrobenles arrels. En general,aguestan-
formacib espot obtenira partir d’'un estudianaitic de la funcié o tamke a partir d’'una
representadigraficaaproximadaEn molts casos)esequaciongrovenend’un problema
tecnico cientfic, el coneixementdel qualtamke pot ajudarala localitzacb delesarrels.

b) Separacb: Alguns copstenim queduesarrelsdiferentsd’unaequacd estanmolt proxi-
mes. En aquestasosenscorvindra separales arrels,ésa dir, determinardominisque
continguinunadnicaarreldel’equacb.

c) Aproximacio Numerica: L'objectiu queensplantegemésl’obtencio d’'unasuccesg de
valorsquecorvergeixi capal’arrel buscadaAquestasuccess$i esconstruia, normalment,
demaneraterativaapartird’'unscertsvalorsinicials quesuposarersuficientmenproxims
al'arrel cercadaA partirdexg, z1, . . . , T, Obtindremz,, .1 = G(zp, . .. , o) i, deforma
mésgeneralx,1 = G(xy, - .., Tr m), demanerague

klggoa:k =a amb f(a)=0.

3.2 Alguns metodesd’apr oximacio de solucions

3.2.1 Metodede biseccd
La fonamentad tedricad’aquesimetodela donael seglientteorema:
Teoremade Bolzano

Sigui f : [a,b] — R contnuaen l'interval [a,b] i tal que f(a)f(b) < 0, llavors existeix
a € (a,b) talquef(a) = 0.
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Engenerabodiemtenirmésd’unaarrelenlinterval [a, b] pe suposarengue,si cal, hem
aplicatpreviamentun procsdelocalitzacb i separad pertal queaixo no siguiaixi. El metode
debisecco consisteixenconstruirunasucces d’intervalsencaixats,

(a,b) = (ag,bo) D (a1,b1) D ... D (ak,bx) D ...,

demaneraguesemprecontinguinl’arrel i quel’amplitud de cadainterval siguila meitatdeI'an-
terior, ésadir, by, — ay = 2(bgy1 — ax41). Quanl’amplitud del’interval sigui proupetitapodrem
consideraicom unabonaaproximacd d’aquestaqualseol puntdel’ tltim intenal calculat,en
particularel puntmitja.

La succesd d'intervalsesconstrueixaixi:
a) Partimdelinterval (ag, bo) tal que f(ao) f(by) < 0, calculemel punte; = (ag + bo) /2.
b) Sif(c1) =0, ¢; éslarrel buscada.

c) Altramentesconsiderad comintenal (ai, b1) l'interval (ag, c1) 0 €l (¢1, by) segonsque
f(ao)f(c1) <00 f(er)f(by) < 0, respectrament.

d) El procésescontinuade manerdterativa, pem a partiraradel’interval (a4, b1).

Comentari: El metodedebisecco té I'avantatgede sersempreconvergentpero la sevavelocitat
de corvergenciaéslenta. Peraquestimetodeespot donarunaestimacd del nombred’iteraci-
onsnecesariesper obtenirunaarrel o de'equacb f(z) = 0 ambunaprecisb prefixada.Es
comena el procésen l'interval (ag, by) i despésde n passoobtenimlinterval (a,,b,) que
conéc, 1, puntmitj‘a del'interval, i 'arrel o cercadaComla longituddel’interval esredueix
ala meitatencadapas,tenimque

|Cn+1 - a| S

Suposenguevolemcercarl’arrel « ambunaprecisb menorqueunacertaguantitatpetitae, és
adir, volemqueescompleixi,
lenr —af <e.

Aquestacondicb esverificam si

by —a : by —a
0 < ¢, oequivalentmeng™tt > 2%
on+1 €

i prenentogaritmesyegemaqueel nombren, d’iteracionsnecesarieshade verificar

log(%7%)
log 2
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Aix1, si volemobtenirl'arrel d’unafuncié ambunaprecisb menorquee = 10~¢ i partimd’un
intenal (ay, by) delongitud 1, obtindremla soluc cercadaal determinar;g.

Exemple Volem cercarl’ Gnicaarreldela funcio f(z) = = — e * = 0 queest enl’interval
(0.5,0.6). Aplicantel métodede biseccd obtenimla seglienttaula:

i (ai, bi) flai) | f(b) |cizi=(bi+ai)/2| f(cirr)
0| (050.6) | —0.1065 | 0.0512 0.55 —0.0270
1| (0.55,0.6) | —0.0270 | 0.0512 0.575 0.0123
2 | (0.55,0.575)| —0.0270 | 0.0123 0.5625 —0.0073

Enaquesexempletenimque|c; — a| <1071 %273 =0.01251 | f(c3)| =~ 7.3 %10 2.

3.2.2 Metodede Newton—Raphson

Suposenaraquela funcio f ésduesvegadeslerivableenunintenval (a, b) (f € C%(a, b)). Sigui
x, unaaproximacd de l'arrel o del'equacb f(z) = 0 tal que f'(z,,) # 0i h = a — z,, €S
“petit”. Considerenel desemolupamente Taylordela funcio f al voltantdel puntz,,,

F(&) = Fla) + P - o)+ LG @ a2

oné(z) €< z,x, >. Avaluantel desemolupamenenel punta = z,, + h obtenim

F(E ),

Ozf(a):f(xn"i_h):f(xn)_i_f,(xn)h"f‘ 9

Suposengue,comh éspetit, el termequeconé h? ésmeryspreablé pertant

02 fza) + f'(zn)h .
Isolanth d’aquestaequacd obtenim
f (@)
f(xn)
Aquestaformulaensdbnaunacorrecco, h,, perla nostraaproximacod, z,, del'arrel o que

anomenenx,.; = z, + h,. El metodede Newton consisteixen: donadauna aproximacb
inicial z, genelar unasuccesg devalors {z, }, definidaper

T =T i)
n

h~h,=—

=0,1....

Aquestprocés s’hau@ d’aturarquan |z, 1 — z,| < € 0 bé |f(zp11)] < 6, ONe i & sON les
toleranciesgueestemdisposatsa acceptar
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Figura4.1. Metodede Newton

Figura4.2. Metodedela secant

39

EnlaFigura4.1s'il-lustragraficamentomlesaproximacions:, del'arrel « s’obtenerusant
successiesrectesangentsala corbay = f(z) enelspunts(z,, f(z,)).

Comentari: El metodede Newton no @éssemprecorvergentper qualseol valor de z, i sempre
escorvenientescollir'aproximacb inicial =, tan properacom sigui possiblea I'arrel buscada.
Ara bé, quantenimcorvergencia,aguestaol serrapida.

Exemple Volemcercar’ Unicaarreldela funcio f(z) = =z — e~ = 0 ambzy = 0.55. Aplicant
el metodede Newton obtenimla seglienttaula:

0] 0.55 —0.026950 | 1.576950| —0.017090
1| 0.567090| —0.000084 | 1.567174| —0.000053
210567143 —5.4% 1078

Notemquez; tétresxifresigualsquel’arrel a i z, entésis.

Definicio: Direm que« ésunaarrelambmultiplicitat m del'equacb f(x) = 0 siescompleix

quef(a) = f'(a) = --- = f™D(a) = 0, perd f™ (a) # 0.

Nota: El metodede Newton presentgroblemesquanl’arrel « dela funcio f té multiplicitat
mésgranquel. Enaquesttastenimunacornvergenciaméslentaquel’esperada.Tot i aixo, el
metodepot sermodificatpertal d’adaptaflo al casd’'unaarrelmaltiple. Sila funciod f ésm + 1
vegadeslerivableambcontinttat (f € C™*) i o €sunaarreldela funcio f ambmultiplicitat m
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tal que f(™ 1) () # 0, podemescriureel segilentmeétodeiteratiu queser usatper cercararrels
demultiplicitat m.

_ f(xn)
Tpt1 = Tn — mfl(xn) 3

=0,1....

El procsiteratius’aturaa d’igual formaques’haexposaten el metodede Newton

Newton | | Newtonperarrelsmitiples |

T

f(zn)

Tn

f(zn)

0.55

0.55854492
0.56283740
0.56498866
0.56606556
0.56660432
0.56687378
0.56700853
0.56707591]

0.00726228
0.00018214
0.00004561
0.00001141
0.00000285
0.00000071
0.00000018
0.00000004
0.00000001

N P OfS

0.55
0.56708983
0.56714329

0.00726228
7.0%107°
6.5 % 10718

©Oooo~Noubh~wNEOoO S

0.5671096Q 2.8 * 10~°

Exemple Volemcercar’ Unicaarreldobledela funcio f(z) = (z — e%)? = 0 ambzy = 0.55.
En la taulaanteriorpodemcompararels valors obtingutsen aplicar el metodede Newton i el
metodede Newton modificatper la recercad’arrel maltiples, enaquesttasm = 2. Obsenem
gueel metodede Newton corvergeix capal’arrel molt lentameni encarvi el metodemodificat
ho famésrapidament.

3.2.3 Metodedela secant

Considerenel métodede Newtoni aproximema dervadaf’(z,) pelquocientdelesdiferéncies

f(zn) = fzn )

Tp — Tp-1

f(wn) ~
formadegperduesaproximacionsuccessies. Obtenimaixi I'expressd

Ty — Tp1
f@n) = f(wn1)’

Igual com en el métodede Newton, el procés s’hau@é d’aturar quan |z,,; — z,| < € 0 bé
|f(znt1)| < 0,0ne€id sOnlestoleranciesqueestemdisposats acceptar

El metodeiteratiu que s’acabade descriurees coneixamb el nom de métodede la secant
Enla Figura4.2s'’il -lustragraficamentomlesaproximacions, . ; s'obtenerusantsuccessies

rectespelspunts(z,_1, f(zn—1)) i (zn, f(z4))-

Tp+l = Tp — n:1,2,....
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Comentari: El metodede la secantno &s semprecornvergentencaraqgue prenguemels punts
inicials propersal'arrel. En particularpot passaqueperuncertn, f(x,) noestiguidefinida.

Exemple Volem cercarl’ Unicaarreldela funcio f(z) = = — e * = 0 queest enl’interval
(0.55,0.575). Aplicantel métodede la secanbbtenimla seglienttaula:

Tn f (@)
0.55 —0.026950
0.575 0.012295

0.567168| 0.000038
0.567143| —5.4 %108

W N PP O3

Enaquesexempletenimque|zs — zo| ~ 2.5 % 107° i | f(x3)| ~ 5.4 x 108,
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3.3 Teoriageneraldela iteracio simple

L'equacd f(z) = 0 espot escriureenla formaz = g(x) usantoperacionselementals,
redprocamentz = g(x) espot posarcom f(z) = 0. Llavors, si o ésunaarrel de'equacb
f(z) = 0, tenimquea = g(«), on a sS"anomengunt fix del’aplicacié + — g(z). Un metode
iteratiudela formaz, 1 = g(z,) s'"anomengrocésd’iteraci 6 simple (veureFigura4.3). Un
exempled’'un metoded’iteracid simpleésel métodede Newton z,,+1 = x, — f(z,)/f'(z,) que
podemescriurecomz,, .1 = g(z,) ong(z) =z — f(x)/f' ().

y # f(a)

y=x y=a

y = f(x)
Ty T3 T2T{Xo T3T2 I Zo

y=2 v
y =\f(z)

y = f(=)

I3 T1 g To T .‘$3 Ty To i)

Figura3.1: Representadigraficade procesd’iteracio simple.

Exemple Volemcercar’ Unicaarreldela funcio f(z) = z — e™* = 0 ambzy = 0.55. Aplicant
metodesd’iteracid simple. L'equacd anteriorespot escriurede diferentsformes,per exemple
podemposarz = e~? 0 bé prenentlogaritmese = — log z. Aquestesxpressiongionenlloc a
dosmetodesteratius,z, 11 = g(xy), Tny1 = € *" i 2,1 = — log(z,). Aplicantaquestnetodes
iteratiusobtenimla seguienttaula:
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Tpep =€ H H Tpt1 = —logz,

n | x, n| x

0 | 0.55 0] 0.55

1 | 0.57695 1| 0.597837

2 | 0.561609 2| 0.514437

3 | 0.570291 3| 0.664682

4 | 0.565361 4| 0.408447
5| 0.895394
6| 0.110492
7 2.202816
8 | —0.789737

16 | 0.567141

17| 0.567144

18 | 0.567143

Esveuqueel primerdelsmetodesconvergeix lentamentapa la solucb, despesde 18 iterats,
mentrequeel sggond’ells divergeix. Pertanthauiem de tenir alguncriteri perqte la funcio g
ensdorésunasuccesgi convergent.

Teoremadel punt fix: Siguig € C%([a,b]) tal queg(z) € [a,b], Yz € [a,b]. A més,suposem
queexisteix g’ enl’interval (a,b) amb

ld' ()| <k<1 Vze€((a,b).
Sipy ésqualseol nombredelinterval [a, b], llavorsla successi definidaper
Pn=9Pn1), n>1,
corvergeix al’ Gnic puntfix p queté g(z) enlinterval[a, b].

En I'Gltim exempleque hemvist teriem els dos metodesiteratiusz,,.; = e * i 2,41 =
—log z,,. Enel primercas,tenim

Q
—~
8
~—
Il
®
LQ\
—~
8
~—
Il

—e *, ipertant|¢'(z)| ~ 0.567 < 1, perz ~ «.

-1 1
= log(— "(x) = — . i pertant|q’ ~_—_>1. perr~a«.
g(z) =log(—z) , ¢'(x) =, ipertant|¢'(z) = —— > 1, perz = a
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Hemyvist, obsenantels anteriorsexemples,que el metodede Newton corvergeix mésrapi-
damentque no pasel métoded’iteracio simple. Pertant hauremde sabercomparara rad de
convergenciade diferentsmetodesteratius,peraixo donemla seglientdefinicio:

Definicio d’ordr e: Siguixg, z1, 2, ... UNsSuccess convelgentac, i escrvim ¢, = x, — .
Direm queaquestauccessi téordr e de corvergenciap, Sip ésel mesgrandelsnombregeals
positiustalsque

lim 1t _ o o C#£0.

n—00 ‘en‘p

C s’anomenaoeficientasimptotic de I'error. Perp = 1 (aleshores < 1)ip = 2, la
convemgénciaesdiu lineal o quadratica, respectrament.

Notes
|. Considerenfequacb x = g(z) i sigui « un puntfix.

a) Si g ésunacontraccd enunentornd’« (peraixo bastaque| ¢'(z) |< 1 enaquesentorn),
el métoded'iteracio simplez,, 1 = g(z,) (n < 0) téalmerysordrel.

b) Sig ésm vegadesderivablei ¢'(a) = --- = g™~V (a) = 0, llavors el metoded'iteracid
simplez, .1 = g(z,) (n < 0) téalmerysordrem. Si g™ (a) # 0, I'ordre ésm.

Il. Considerenaral’equacb f(z) = 0 i suposenqueel metodeempratcorvergeixal'arrel a.
a) Si f'(a) # 0, el métodede Newton té corvergenciaalmerys quadatica(p = 2).
b) Si f'(«) = 0, el métodede Newton té corvergencialineal (p = 1).
c) Si f'(a) # 0, el métodedela secanté corvergénciasuperlineal (p = ”2—\/5 > 1).

d) Independentmerdel comportamentle f espot consideraque el metodede biseccod té
corvergencialineal, ja que,encadapas,redum ala meitatl'interval d’error on estrobael
zerobuscat.
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3.4 Problemes

52. Demostrewque f(z) = e* — x — 2 té€2 zeros.Calculeuel valor del méspetit pelssegiients
metodes:a) Newton, b) Secantg) Biseccb, d) Iteracb simple.Resposta—1.84141.

53. Unabarrejaequimoleculade monoxid de carbonii oxigenarribaa I'equilibri a T= 300°K
i b atmdepressd. La reacco teoricaésCO + %OQ = CQO,, mentrequela reacco reals’escriu
com: CO+ 0, — 2CO+ (1 + )0, + (1 — z)CO,. L'equacb d’equilibri quimic quedetermina
la fraccib x del CO quequedas’escriucom:
_ (1-2)(3+2)?

K, = 2@+ )I2PIE 0<z <1,
on K, = 3.06 ésla constantd’equilibri pera CO + %Oz = CO, a300°K, i P = 5 atmeésla
pressd. Determinetel valor de z pel metodede Newton. Resposta0.192962.

54. Utilitzeu el métodede Newton percercar’arrel dobledel'equacb
2
f(z) = (sinx — g) =0 ambzx, = g ,

enl'interval [, 7] ambunaexactitudde 10~°. Resoleutamke I'equacb considerantoma punts
inicials g = 57 i g = 107. Respostal.89549

55. Considerenta funcio f(z) = e= —z. Volemcercarel zerode f (z) usantformulesd'iteracio
simple(z,.1 = g(x,)) ambdiferentsfuncionsd’iteracio:
1

o T — €z _ l—zlnz

22 +ex g3(w) =z + 1+Inx
En el casde tenir corvergéncia,comproeu que ho fan capal zerode f(x). En generalamb
qguinade les funcionsd’iteracio calenmerys iteracionsper tal d’obtenir el resultatamb una
precisb donadapartintdel mateixvalor inicial? Compro/eu-honumericament.Respostaig,,
g3, 1.76322.

g@) =e, pE)=z-2

56. a) Deduu laférmularecurrendel metoded’interpolacb inversade 3 puntsperal calcul
dezerosd’'unafuncio f.

b) Aplicacio: Calculeuelszerosdela funcio
1

f(x)==—=2lnz —0.5,
e

amberrormenorque10-°, apartir delesaproximacionsnicials seglientszy = 0.5, 71 =
1, zo = 1.5 Respostal.18683.
Indicacb: Si f ésinvertiblei la sevainversaés f~! = ¢ llavorstenimquey = f(z) es
pot escriurecomz = ¢(y). Usaremaquestfet per cercarun zerode l'equacb f(z) = 0. La
interpolaco inversaiteradade 3 puntsconsisteixa:
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e Consideratrespuntszy, z1, zo | lessevesimatgesf (o), f(x1), f(x2).

e Interpolarla funcio g, inversade f, mitjangant un polinomi de grau2, ¢,(y), que passa
pelspunts(f(zo), zo), (f(x1), 71), (f(22), T2).

e Prendrer; = ¢,(0) comunaaproximacd del zerobuscat repetirel proccsambelsvalors
X1,T2,X3.
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3.5 Questions

57. Volemresoldrel'equacb z + In(z) = 0 dela qualsabermgueté un zeroal voltantdel punt
x = 0.5, hovolemfer periteracb, quinade les segiientsexpressiongsla mésadient?

Q) Tpp1 = —In(zy,), b) x,, 1 = e,
C)Zpi1 = (xp, +e7™)/2, d)zpi1 = (67" —In(z,))/2.

58. Volem aplicarel métodede Newton pertrobarunaaproximacd de v/ N, peraixd descom-
ponemN = AB i apliguemNewtonambz, = A. Quanval z, ?

A A
a) 42, b) £2 + 575,

A+B N A+B 4N
0% tamm DTt A
59. Volemtrobarun puntfix dela funcié g(z) = z(1 — 2z). En quin delsseguentsintervals
tenimcorvergencia?

a)(—1,1/2), b)(1,2), ¢)(0,1), d)(0,1/2).

60. Usemel métodede Newton percercarunzerodel’'equacb 3z +sin(z) —exp(z) = 0. Quant
val z3 si considerenx; = 0?

a)0.33333, b)0.17111, c¢)0.36017, d)Capdelsanteriors

61. Apliguem el métodede la secantper trobarun zerode I'equacd 22 + 22 — 32z — 3 = 0.
Agafemvalorsinicialsx; = 11 x5 = 2. Quantval z3?

a)1.56142 b)1.57142 ¢)1.5733 d)2.111

62. Unaarreldel'equacd z3 + 222 + 10z — 20 = 0 ész = 1.368808.... Quinadelessegiients
afirmacionsscerta?

a) L'algorisme

20—-222_ —ad

B 10

éscornvergentja quela derivadadela funcio (20 — 222 — 2?) /10 ésméspetitaque0 enles

proximitatsdela solucb.

T

b) L’'algorisme
20

22+ 21, 1+ 10

éscornvergentja quela derivadade la funcio 20/(z? + 2z + 10) ésméspetitaquel , en
valor absolutenlesproximitatsdela solucb.

Tp =
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c) Capdelsdosalgorismesscorvergent.
d) Totsdossdn corvergentscapal’arrel donada.
63. Quantszerosté I'equacb z — cosxz = 07?
a)cap b)1ldesimple c)ldedoble d)2desimples

64. Volemcercarun delspuntsd’interseccd delescorbesy = ¢* — 2 i y = In(z + 2), peraixd
apliguemel metodede Newton. Quin ésel primer punt,z;, queensdonael metodesi o = 1?

a)l, b)1.146193, c)0, d)1.159471.

65. Volemutilitzar el métodede Newton percalcular’arrel p—enad’unacertaquantitata. Quin
algorismecreusquecal utilitzar?

p

- l ap—l) . . T,_1—a
A)an = (Tn1+$77), D)o =2 Pt}

_ l _ apfl _ T, 1—0
C) Ty = P (-Tn—l Zn—l) ; d) Tp = Tp-1+ pmf;ll

66. Usemel metodede Newton per cercarun zerode I'equacd 22 — e* = 0. Quantval z; si
considerenmx, = 07?

a) —0.70381, b) —0.70340, c) —0.70347, d)Capdelsvalorsanteriors

67. Volem utilitzar el métodede Newton per calcularl’arrel quadradal’una certaquantitata.
Quin algorismecreusquecal utilitzar?

1
a0 =5 (701 —52), D)o =an 1 - 25,
C)xn:%(xn,l—i- a ), Az, =z, 1+ -2

Tn—1 Tp—1"

68. Sabenque—1.84141... ésunaarreldel’'equacb e*—z—2 = 0. Quindelsseglientsprocessos
d’iteracid simplecorvergeix mésrapidal’arrel, si partimd’un puntz, propera—1.841417?

Q) Tpy = € — 2, b) 2,11 = In(z, + 2),
C) Tpi1 = Tp — E”Z;Li{“l‘?, d) Totscornvergeixenigual derapid

69. Usemel métodede la secanpercalcularun zerodela funcio f(z) = 3z + sinz — ¢® amb
puntsinicials zg = 0.3 i z; = 0.4. Queval z3?

a)0.360421, b)0.361262, c)0.365100, d)0.3604009.
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70. Volem calcularunaarrel positiva de I'equacb © = 2 — ¢* pel métoded’iteracid simple.
Quinadelesseaguientsafirmacionsscerta?

a) L'anteriorequacd noté solucb,

b) Sila x éspositiva,la funcio f(z) = 2 — e* téderivadamésgranqueli pertantno espot
calcular

c) Solsla podemcalcularsi | 2 — e* |< 1,

d) El podemcalcularsiiteremla funcié In(2 — x).

71. Sigui f(z) = 3z + sinxz — e*. Perresoldrel’equacb f(x) = 0 apliquemels métodesde
Newtonambz, = 0 i delasecaneambzy, = 0, z; = 1. Quantval percadametodez; ?

a) Newton = 0.3604217, secant= 0.372277 b) Newton = 0.3722770, secant= 0.360421
c) Newton = 0.3604127, secant= 0.470990 d) Newton = 0.3333333, secant= 0.470990

72. Volem utilitzar el metodede Newton per calculary/a + a perunacertaguantitata. Quina

' %+ n— 7227
formulacalemprar? @) 2,11 = 5= b) Ty = 5% + 5050 €) Tpgy = 2, d) Ty =

Tnta a
2 + 2xn—2a
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Capitol 4

ALGEBRA LINEAL NUMERICA

4.1 Resolucd de sistemedineals

4.1.1 Intr oduccid

Un sistemaden equaciondinealsambn incognitesespot escriurecom

a1121 + @192 + - - - + ATy = bl
U211 + A22%9 + * + + + QopnTy = b2
Qp1T1 + QpaZo + - - - + OGpu Ty = bn

o bé enformamatricialcom Ax = b, on A ésla matriude coeficientsb el vectortermeinde-
pendent x el vectord’incognites:

apiy Qi -+ Qip x by

a1 Q22 - Q2 T2 by
A=| . s X=1 .1, b=

ap1 Qp2 <+ QGpp Tn bn

A partird’arasuposarenguela matriuA ésno singular ésadir,
unicitatdela solucb estingarantides.

Hi hadiversosmetodesper a resoldresistemedineals. Enslimitarem aqu als métodesdi-
rectes que donenla solucib del sistemaen un nombrefinit de passos. Els métodesiteratius
permeterobteniraproximacionsuccessiesdela solucb del sistema.

Al # 0. Llavors,l'existenciai

51
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4.1.2 SistemesTlriangulars

Esdiu queunamatriu U éstriangularsuperiorquanté tots els elementger sotade la diagonal
igualsazero.Aix 0 esrepresenta:

U1 U2 -+ Uip
U -~ Ugp

U=
unn

Esdiu queun sistemaJx = b éstriangularsuperiorsi la matriude coeficientsU éstriangular
superior Un sistematriangularsuperiores pot resoldrefacilment. Es comena per I Gltima
equaco:

Trobadar,,, espotsubstituirel seuvalorenlaequacd n — 1, i trobarz,,_+, i aixi successiament.
La férmulageneraks:
n
bi— D uim;
j=i+1

Usgg

De manerasemblantes pot definir una matriu triangularinferior L com unamatriu amb els
elementpersobredela diagonaligualsa zero.Els sistemegriangularanferiorsesresolengual
que els triangularssuperiors ped comenant per z;. Es facil comprovar que el nombretotal
d’operacionsiecesariesperaresoldreun sistemariangulard’n equaciongsn?.

4.1.3 Eliminacio Gaussiana

Esel mésimportantdelsmétodedirectes El procesd’eliminaci6 gaussianaonsisteixentrans-
formar un sistemalineal en un altre equialenttriangularsuperior la soluco del qual estroba
directament.
Escrivim el sistemdineal departidacomA®x = b i aniremindicantelspassosuccessius
ambel supefndex. Suposemugll) # 0. El primerpasconsistei>enpassaaunsistemeambag) =
.= affl) = 0, sumantia primeraequacd, multiplicadaper un factoradequata cadascunae
lesaltresn — 1 equacionsAix 0 ensportaa un sistema:

eyt o+ ol = o

a%)xg + -4+ a%)xn = p?

agazg +-+a@z, = b
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Suposerraraa%) # 0. El segon pasconsisteixen passara un sistemaambag?;) =...=
afg) = 0, sumantia segonaequacd, multiplicadaper un factoradequata les de sota. Arribem
aixi a:

agll)xl + a%)xg + a%)xg + -+ a&)xn = bgl)
Ay + ayTs + -+ asiw, = b
Dot = 1

a%)xg + - ag‘?xn = bg)

Continuanti’aquestananerasi pelcani noenstrobemambalguna,g’ﬁe) = 0, arribemaunsistema

triangularsuperior Es potdemostraque,sin >> 1, el nombred’operacionsecesariespera
arribara un sistemariangularésaproximadament:

m3  n?

3 2

Nota Quanel procgsd’eliminacio esfaambpaperi llapis, éspractic representael sistema
perla matriuampliada:

a1 a2 - Qi by
~ (21 G2 -+ Qo by
A= . . R
p1 Ap2 *** Gpp bn

i operarambles sevesfiles comho feiem mésamuntambles equacionsfins obtenirun triangle
dezerosenla partinferior esquerraEn'exemplequesegueixesveur aixo.

Exemple Volemtrobarla solucib del sistemad’equacions:

2.%‘1+4.’1?2+$3 =1
8$1—$2+3$3 =

2I1+5.’172 = 0.

Escomproafacilmentque|A| = 36 # 0, i pertantel sistematé soluci Unica. Considerenia
matriuampliada:
2 4 11
A=|8 -1 3 0,
2 5 00

(1

i partintd’A = A ), apliguemel procesd’eliminacié gaussiana.
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Primerpas: sumanta la segonafila la primeramultiplicadaper —4, i ala tercerala primera
multiplicadaper—1, obtenim:

e 1
AP — o —17 -1 —4].
0 1 -1 -1

Segonpas:sumantala tercerdfila la sggonamultiplicadaper1/17 obtenim:
2 4 1 1

0 —-17 -1 —4
0 0 —18/17 —21/17

A(3) _

bl

guedbnaun sistemdriangularsuperior:

2$1+4£E2+$3 =1

—17372—.’173 = —4

18 21
—— I3 = —7=

17 17

La solucb és:

—21/17 7

—-18/17 6’

—1

To = 1—7(—4+I3):
1 )

ry = 5(1—.’63—4.%2):—5.

I

| =

4.1.4 Pivotatge

Notemque,enel pask—e del procesd’eliminacié gaussianahemdedividir perl’elementdela
diagonalagz), ques’anomengivot. Corvé fer algunesobsenacions:

e Espotdemostragrexceptecarvis designedegutsala permutacd defiles o columnesgue
Al =afy ag) ---afy),

guedonaun procedimenperacalculardeterminants.

e Si a,(je) =0, podemcercaruntermeag,'j) # 0 (i > k) (Queexisteix sempregenser|A| # 0)
i permutai’equacb k—enaambla i—ena,i apartird’agu continuarel proces.
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e Si a,(jc) # 0 pem éspetit, el metodede Gaussencarague puguiaplicarse, pot ser molt
inestablenumericament. Aixi doncs,corvindra modificarel metodede Gausstamte en
aguestcas. L'estrabgiaméssenzillaper fer aixo ésel pivotatgemaximal per columnes
en el que al pask—e esprencom a pivot a,(c'jc) el coeficientde valor absolutmés gran
entreelsa;;® (i = k, ... ,n). Aixd comportaintercawiar equaciongo files dela matriu
ampliada).En el pivotatgecomplet el nou pivot passaa serel coeficientde valor absolut
mésgranentreeISaZ(-f) (¢, = k,...,n). Aix0o ensobligaa intercawiar filesi columnes
dela matriuampliada.

Exemple Considerenel sistema:
—-107° 1] [=] _[1
2 1 i) N 0 ’

~ —0.4999975, o

gueté soluci:
— _1 —
~2.00001 ~2.00001

Suposenqueestemreballantambquatredigits, i apliguemlesférmulesdel’eliminacié gaussi-
anaperobtenirla solucb. El factorpel quehemde multiplicar la primerafila és:

T

=~ (0.999995.

0.2 x 10!

W =0.2 x 106,

i aixi:
a$? = 0.1 x 10" + (0.2 x 10%)(0.1 x 10") = 0.1 x 10* + 0.2 x 10° = 0.2 x 10°.

La sumaexactaés 0.200001 x 10%, perd com treballemamb 4 digits, aguestnombrequeda
representatom0.2000 x 10°. Calculemarael termeindependent:

b = (0.2 x 10%)(0.1 x 10%) = 0.2 x 10°.

—10°° 1 1| 1
0 02x10% 25| [0.2x 108"

Resolentaquessistemaobtenim:

Hemobtingut:

0.2 x10°

~0.1x10'—0.1x 10
T 0.2 x 108

=0.1 x 10" =
v XL 01 x 10

=0.

Apliquemarael m‘etodedelpivotatgemaximalpercolumnes.Com|a§11)| > \aﬁ)|, intercarviem
lesduesequacions obtenimel sistema:

o ) [l 1)
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El factorperaeliminar—10~° és:

0.1 x 10~*
S —05x107°
02 x10n 00X 10
i aixi:

af) = 0.1 x 10" + (0.5 x 107%)(0.1 x 10") = 0.1 x 10",

b = 0.1 x 10" + (0.5 x 107%) x 0 = 0.1 x 10",

La solucb ésara:
_01x10t
T 0.1x 10t

gueésacceptable.

—(0.1 x 10! x 0.1 x 10Y)
0.2 x 10!

T .0, T = = —05,

4.1.5 Descomposid LU

Suposenqueéspossibledescompondria matriuA comaproducteA = LU, onL éstriangular
inferior i U triangularsuperior Llavors,la resoluco del sistemaAx = b ésequivalentala dels
dossistemedriangulars:

Ly =D, Ux =y,

gueespotfer directament.

Unatal descomposié s’anomenalescomposic LU. Es potdemostraque,quanla matriu
A éstal queespotaplicarel procgsd’eliminacid gaussianaensentercawiar ni filesni columnes,
llavors existeix unadescomposid@ LU. Unaformaperobtenirla descomposié LU ésaplicar
si espossible gl metoded’eliminacio gaussiana.

La descomposi€iLU noéslnica,ja queA tén? coeficientsj entreL i U entenenn?+n. En
el métodede Doolittle s'imposaqueelstermesdela diagonald’L siguinigualsal. Enel métode
de Crout queelstermesdela diagonald’U siguinigualsa 1. Ambdos metodesson equialents,
ja queal traspondréa descomposici de Doolittle d'A obtenimla descomposiéide Croutd’ A’
(veurel’exemplequeseagueix).

Exemple Suposenguevolemfactoritzada matriu:

6 2 —1
2 4 1
A= 0
1 1 —1
-1 0 -1 3
utilitzant el metodede Doolittle. Aleshoregenim:
1 U1 U2 U1z Uig 6 2 -1
l21 1 U929 U2z U24 . 2 4 1 0
l31 l32 1 U3z U4 B 1 1 —1
l41 142 l43 1 U44 -1 0 -1 3
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Multiplicant lesfilesd’L perla primeracolumnad’U tenim:
uy =6, loyuiy = 2, ls1u =1, lpu = —1.
Repetint’operacb ambla segonacolumnad’U:
Uz = 2, lp1u19 + Uy = 4, l31u12 + l30uge = 1, lyguio + lyouge = 0.

Repetint’operacb ambla terceracolumnad’ U:

U3 = 1, lyyurs + ugs = 1,
31013 + l3u9s + us3 = 4, lnurs + lagugs + laguss = —1.
Amb la quarta:
Uy = —1, lo1tya + ugs = 0,
l31U14 + l3ou94 + Uz = —1, lartig + lyguos + ly3uzs + Ugg = 3.

Resolentaquessistemaobtenim:

1 6 2 1 ~1
1/3 1 10/3 2/3 1/3
L = , U=
1/6 1/5 1 37/10 —9/10
~1/6 1/10 —9/37 1 191/74

Pertrasposiad tenimla descomposiéideCroutd’A’, perd comA éssimetrica,A = A', i resulta:

6 1 1/3 1/6 —1/6
2 10/3 1 1/5 1/10

A = .
1 2/3 37/10 1 —9/37
—1 1/3 —9/10 191/74 1

Nota Els algorismeger fer la descomposié LU no sempredonenla descomposici dela
matriu original A, encaraqueexisteixi, sind quedonenla descomposid de la matriu resultant
depermutardesfilesd’A. Tanmateixde caraaresoldreun sistemad’equacionspermutafesés
irrelevant.

4.2 Norma i nombredecondicio d’'una matriu

4.2.1 Norma d’'una matriu

Enunespaivectorial,unanormavectorialesunaaplicacb queassignacadavectorx unnombre
real||x|| > 0, complintlespropietats:



58 Curs2001. Semestrale primavera

e ||x|| = 0siinoméssix = 0.

o [lax| = |e [|x]

, peratot vectorx i tot escalar.

e Desigualtatriangular:||x +y|| < ||x|| + ||y|| peratot parelldevectorsx, y.

En I'espai dels vectorsde dimensb n, X = (x1,Zs,...,2,)’, les normesvectorialsmés
comunsson:

||X||1 = E?:l |x’L|7

IX|l. = (X, 22)'*  (normaeuclidiana,

IX[|oo = maxi<icy, |7;]  (normadel maxim).

En I'espai de les matriusn x n amb coeficientsreals,unanormamatricial €s unanorma
vectorialquea méscompleix:
|a8| < 1Al 1Bl

peratot parellde matriusA i B.
Donadaunanormavectorial| - ||, seli potassociaunanormamatricial,definint:

Al = mas {|Ax] = |x] = 1}.

Espotveurequeaquestalefinicib compleixtoteslespropietatsle normamatriciali la propietat
suplemerdria:
Jax] < Al ]

PerunamatriuA = (a;;), espodencalcularles normesmatricialsassociadea les normes
vectorialsdefinidesabansmitjangant:

n
Il = pua, (o).

IALz = (p(A'A))”* (normaeuciidiany,

i<i<n

Allo = max (Z |ai]-|) (normadel maxim),
j=1

on p(M) designeel radi espectrglmaxim delsvalorsabsolutgdelsautovalorsd’M.

4.2.2 Nombre de condicio

Considerenel sistemaAx = b, enel quepertorbemel termeindependenb en unaquantitat
Ab. La nova solucb del sistematindra un error Ax = A 'Ab. Volem estimarl’error relatiu
||AX||/]|x]|. De lespropietatsdela normamatriciali delesidentitatsanteriorsresulta:

|ax| < A abl, bl < A ]
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Pertant:
| Ab]|

ol
Aquestaformulamostraquel’error relatiuenx ésméspetit o igual queel productedel factor:

A _
b < Ialla]

w(a) = [af a7

perlerror relatiuenb. x(A) s'anomenanombrede condicb dela matriuA. Semprex(A) > 1,
jaque
()= [an =i =

Exemple Volemtrobarla solucib del sistemaAx = b amb

S TR A

peid hemcalculat:

- [0.583
b= [0.45] '

Llavors,tenimun errorrelatiu:

Ab|l 1073 4
||||b|||| N 2/1;3 == x 107 = 0.0571%.

CalculemA—!:

Al 48  —60
=60 80 |°

Aleshoresel nombrede condicb d’A ésk.(A) ~ 81.7. El sistemaAx = b té solucb exacta
x = (1,1)". La solucb del sistemapertorbatAx = b ésx = (0.984, 1.020)’, i I'error relatiués:

X—X
I% = Xlloo _ p0;
X

D’altra banda,ambla formulaque hemobtingutabansunafita peral'error relatiués81.7 x
0.0571% = 4.669%.
Unasituacb unamicaéscomplicadaésaquellaesdonaquanhi hatamke errorenla matriu
decoeficientsA. Aleshores:
(A + AA) (x + Ax) =Db,

d’on esdedueix:
|24 [2A]

Terad] ="M Tar
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Esdir, si k(A) esgran,un error (relatvament)petit en la matriu de coeficientsdonaun error
(relatvament)grandela soluci, i esdiu queel problemaest mal condicionat.

En el casgeneralon pertorbemsimultaniamentia matriu de coeficients el termeindepen-
dent:

(A+AA)(X+AX) = b+ Ab,

podemarribara:
[[AX]] [Ab[| [JAA]] [Ix 4+ Ax]]

|
X SK(A)( ENE )

gueésunageneralitzad delesformulesanteriors guemostraqueel nombrede condicb actua
defactord’amplificac entreelserrorsrelatiusdelesdades el del resultat.

4.3 Sistemessobredeterminats

Considerenmaraun sistemasobredeterminagsdir un sistemdineal Ax = b, on A ésunamatriu
n x p, derangp (columnedinealmentindependentsambp < n. Aquestsistemanoté solucb,

i esdiu queésincompatible Tanmateixscarviem el problemaenel sentitde queno esdemani
gueAx sigui“exactament’igualab sino el mésaproppossibletenimun problemagueté sentit,
i quepodemformularambprecisb dela forma segglient: trobarx tal queel vectore = b — Ax

tingui normaminima.

Aquestproblemaé diversessariants sggonsla normaqueutilitzem. La méshabitualesbasa
enla normaeuclidiang|| - ||.. Peraaquestanormala solucib espotobtenirperun métodedirecte
anomenatnétodedels minims quadrats En aquestestractaa detrobarz, . .. , z, talsquela
sumade quadrats:

n
6? = Z (bz — QL1 — *** — aipxp)z

1 =1

n
i=
sigui minima. El meétodees pot presentade diversesmanerespeio formulat en llenguatge
geonetric esredueixa unaformulamatricialbastansenzilla.
Obsernemqueel vectorAx espot escriurecomunacombinacod lineal delsvectorscolumna
d'A:
a1 Q1p
AX=ux | P |+ Fxp| 1,
An1 Unp

i pertantel problemaespot reformularde la manerasegiient: estractade trobarla combinacd
lineal delsvectorscolumnamésproximaab. Pe perala normaeuclidianala distanciamés
curtasemprda donala perpendiculan pertantla solucb seila projeccd ortogonaldeb sobre
el subespagienerapelsvectorscolumnad’A. Aix 0 ésequivalentaqueb — Ax siguiortogonala
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totselsvectorscolumna.Quedosvectorssiguinortogonalequial aqueel seuproducteescalar
siguizero,i podemajuntartotsaquestgroductesnun productematriciali arribema:

A'(b - Ax) =0,
gueésunsistemalep equacionambp incognites.La solucb espottrobatdediversesnaneres,

algunegdelesqualshanestatcomentadesnaquestagtol. Unamaneraelegantd’expressaila
ésla formulamatricial:

-1
x=(A’A) " A'b.
Exemple Resoldrenperminimsquadratel sistemasobredeterminat:

3(131 +2.’132 =0

2.’,U1+IL'2 =1
r1 — Xy = —1.
Enaquestas:
3
S PR S e
1 -1 -1
Aleshores:
14 7 1 1 6 -7
A'A = A'A = — }
F R COREE M
Doncs:

X_i6—7321 ?_L—8
T35 =7 14|12 1 —1 _1_35 21 |

Aquestasolucb ésoptimaenel sentitqueel vector:

18
1
AX = % 5
—-29

ésel mésproxim possibleab. Aix0, enel nostrecasvol dir:

He” - Hb - AXH = 1.0141.
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4.4 Regresso lineal

4.4.1 Plantejamentgeneral

Ensocuparenarad’un casparticulardel problemaanterior Volemexpressaunavariabley com
acombinacd lineal dep variablesry, zo, ... , z,:

y=brxi+--+byxp.

y S'anomenavariablerespostgétamte variabledependent),lesz, variablesdecontrol predictors
o factors(tamle variablesindependents| queésunadenominad engaryosa,ja quepot haber
depenénciaentreelles). La formulaquedbnay entermesdelesz; ésel modellineal i elsb;
son els pamametregdel model Les dadesexpe-rimentalgjue espuguinobtenirde lesvariables
implicadesen el modelno el satishn exactamentj el maxim queespot fer éstrobarelsvalors
dels paametresper als qualsla diferenciaentrela variableresposta la prediccd que esfa
utilitzant el model (la combinacd lineal de les z;) sigui minima. Els metodesper trobar els
palametres peracompararentreels modelsalternatiuss’anomenemerericamentnétodesde
regresso lineal
Peraprecisameés,s’acostuman designaipery la prediccd queesfaambel model:

g=brz1+ -+ by xp,

i pere I'error dela prediccd: e = y — g. Aleshores.el quefa el metodede regresso lineal
esdonarels valors dels paametresque fan minim I'error e. Es veu facilmentque, per a fer
aixo a partir d’'un conjuntde dadesexperimentalon hi hagimésdadesgjueparametreshaurem
de resoldreun sistemasobredeterminat.Tanmateix,la notacb ha carviat, perqe les b; son
les incognites,els valorsd’y donaranel vectortermeindependent els de les z; la matriu de
coeficients.

4.4.2 Ajust per minims quadrats

Veuremaracom es pot obtenirun modellineal que doni y entermesde les z;, a partir d’un
conjuntde dadesexperimentals.Suposenque s’hanrealitzatn proves,i encadascuna’elles

s’han obtingutels valors de la variablesrespostay i de les variablesde control zy, ..., z,.
Designempery; el valor d’y obtinguten la provai-ena,i perz;; el d’z;. Unaoperacd perla
qualobtenimvalorsb, ... , b, demanerajueelsresidus:

e =Y —bixin — - —bpxy

siguinpetits,s’anomenaerericamentjustdel modely = b, z1 + - - - + b, x, alesdadesQual-
se/ol metoded’ajustd’'un modellineal implica resoldre(en el sentitd’obtenir residusminims)
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el sistemdinealy = Xb + e, ony ésel vectord’obsenacionsd’y, X la matriud’obsenacions
delesz;, b el vectorde paametresij e el deresidus:

n 11 0 Tip by €1
y=1:1|, X=|: S, b=|i],  e=

Yn Tn1t **° Tpp bp €En

En la practical’ajust nomésté sentitsin > p, i aleshoregquval a la resolucd d'un sistema
lineal sobredeterminatEn I ajust per minims quadratsestrobab de maneraque ||e||, sigui
minima. Fentun carvi denotacb enla formuladela secco anteriortenimla solucb:

b= (X'X) ' Xy.

Exemple Reescriureniexempledela secco anterior pertal deveurequela regressd no és
defet nomésun casparticulardela resoluco de sistemesobredeterminatsjnd queun sistema
sobredeterminags pot plantejarcom un problemad’ajust. Ajustem per minims quadratsun
modely = bz, + by, alesdadesdela Taula5.1 (enun espaidedimensb tres,aixo representa
ajustarun plaquepassgerl’origen atrespunts).

TAULA 5.1
Yy | T1]| T2
03] 2
1 2 1
-171 -1
Tenimara:
3 2
y = ]_ y X - 2 ]. 3
-1 1 -1

i I'ajust perminimsquadratensdbnael model:

-5 2
= —X — Xo.
Y= 35 1T 3572

4.4.3 Rectaderegresso

El casmésclassia mésconagyutderegresso lineal ésaquellenel queesté unavariableresposta
(dependenty i unavariablede control (independent). i esvol ajustara un conjuntde dadego

a un conjuntde punts)un modeldel tipusy = a + bz, &€sadir, I'equacb d’'unarecta. Aquest
models’anomenaectaderegressd d'y sobrer. Estipic utilitzar la lletraa peral termeconstant
i b peral pendentle la recta. Quals&ol calculadorecientfica disposade rutinesper calcular
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aguestgoeficients.Perdiferenciaraquestasdel cason hi hamésvariablesde control esparla
deregresso lineal simple encontraposiad ala regresso lineal maltiple.
Larectaderegressd ésun casparticulardel quehemvist abanspnla matriude dade<s:

Tanmateix,en aquesicasespot donarformulessenzillespera calculara i b, senseutilitzar les
formulesmatricials: B B
(@i —2) (v —9) o
b= — , a=1y— bz,
>(wi — )
on z, y designeries respectres mitjanes. Es interessantemarcarque aquestailtima formula
mostraquela rectaderegressd passger (7, ). Equivalentmentguela mitjanadelsresidusés
zero.Aix 0 éscert,engeneral pera quals@ol modellinealambtermeconstantgsdir, si unade

lesvariablesde controlésla constantl.

Exemple Lesdadeslela Taula5.2s’hantretdeJ.C.Miller & J.N.Miller (1993),Statisticsn
Analytical Chemistry Ellis Horwood. Corresponeia unainvestigacd sobreun testcolorimetric
perala concentrad deglucosagenla queesvarenobtenirabsorlanciegperasisconcentracions
pati® deglucosa.

En els experimentsde calibratgede I'analisi instrumentaksprensemprecomavariablede
controlz la concentra@ (defet, al serunaconcentrad patid, el seuvalor no ésexperimental,
sind prefixatperl'usuari). La variablerespostay ésenaquestcas,l’absorkancia. Ajustemper
minimsquadratsin modely = a + bx.

TAULA 5.2
Concentrad (mM) 0 2 4 6 8 10
Absorkancia 0.002 0.150 0.294 0.434 0.570 0.704

Lesmitjanessonz = 5, y = 0.359. Els paametres: i b podencalcularseamblesformules
demésamunt(o ambunacalculadoraientfica), o ambla formulamatricial :

_[6 30
130 220(°

O S = Gy S gy
o O NN O

—_
=)
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0.006 |
0.004 |
0.002 |
0.000 :
2 4 6 8 10
-0.002]
-0.004|
-0.006 |
-0.008]
Figura4.1
[0.002]
1 0.150
a] [6 30] [T 1111 1]|0.294| [0.00828
bl [30 220 0 2 4 6 8 10| [0.434|  |0.07014|"
0.570
10.704

Elsresiduss’obtenera partirdela férmulae = y — Xb:

[0.002]

1 0 [—0.00628]

0.150| |1 2 0.00143
o (0294 |1 4 l0.00828] _ | 0.00514
0.434| |1 6 [0.07014 0.00486
0.570| |1 8 0.00057
0.704] |1 10] | —0.00571

Podemanalitzarel residusd’un ajustper a comprovar si el model ha estatben triat. Es il
representaglsresidusenun graficbidimensionalcontraz (veureFigura5.1). Enaquestas,els
puntssemblerdescriureunacorba,fet quesuggereiquela relacb entrey i = no éslineal.
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4.4.4 Rectaderegressb senseéerme constant

Hi haunavariantdela regresso lineal, enla ques’ajustaun modeldel tipusy = bx (esdir, una
rectaperl’'origen). Enaquestastenim:

X
T2
X =

Tn

Com en el casde la rectaamb terme independentgs pot donaruna férmula directaper al
parametreb:
- 2 Ti Y ‘
>z
Té sentitconsiderata rectasensdermeconstantomun modelalternatiuquanal aplicarles
formulesdel’'apartatanteriors’obté un valor del pametrex molt propera zero.Calfer algunes
obsenacionssobrela regressb sensdermeconstant:

e En general,els pendentgvalorsde b) obtingutsper ambds procedimentsie regresso
lineal simpleno sbniguals (ambdadesrealsno ho seranmai). Dit d’'unaaltraforma, el
modely = bx nos’obtefenta = 0 enelmodely = a + bz.

e Larectaderegressdb y = bx no passgel punt(z, ), 0, equivalentmentja mitjanadels
residusno észero.

Exemple Enl'exempleanteriorhemobtinguta = 0.00828. D’altra banda,l’absortancia
ambconcentrad@ zeroésmolt petita,i pot serinteressanttilitzar un modely = bz. Aplicant
la formulade mésamunt,obtenimb = 0.071273, queésun valor lleugeramentliferental dela
rectaambtermeconstant.
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4.4.5 Regresso polinomica

Fent:

podemobtenirels pamametresi’'un modelquadatric:
y = by + by T+ by 2°.

El procediments’extén sensedificultat qualseol polinomi, d’'una o diversesvariables,ambo
sensdermeconstant.

Exemple Tornantal'’exempled’abans ajustemper minims quadrataun polinomi de segon
grau.Ara:

10 0
1111111?1146 6 30 220
XX=102 4 6 8 10|\ o ..|=]|30 220 1800,
0 416 36 64 100} |\ o . 220 1800 15664
1 10 100,
0.002]
_ 1
6 30 220] 111 1 1 1 g 222 0.00221
b=130 220 1800| [0 2 4 6 8 10| [, |=|00749% |,
220 1800 1564 |0 4 16 36 64 100] | —0.00046
0.570
0.704)
0.002] [1 0 0] [—0.00021]
0.150| |1 2 4 —0.00021
o [0294) |1 4 16 g'ggigé _ | 0.00029
[0434) |16 36| | o0 el | 0:00000
0570/ |1 8 64 ' —0.00064
0.704] {1 10 100] | 0.00036 |

4.4.6 Transformacions

En certesocasiongspossibletransformatesvariablesr i y enaltresvariablesdeformaquela
relacd entrelesvariablesransformadessdeingui lineal. Vegemalgunsexemples:
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e El modelexponencial:

y=ae
ésequvalental modellineal:
Iny=Ina+bz.
e El modelpotencial:
Yy = az’

ésequialental modellineal:
Iny=Ina+bInz.

Enaquestesituacionsgspottrobarelspamametresiel modeltransformatj transformarlos
si cal perobtenirestimacionglelsparametresiel modeloriginal.
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4.5 Problemes

73. Useuel metodede Gaussperresoldreel sistema:

Ty —To+203—x4 = —8
201 — 2294+ 323 — 34, = —20
T1+x9+2x3 = —2

1 — To +4x3+ 324 = 4

Respostar, = —7,29 = 3,23 = 2,14 = 2.
74. Utilitzeu el métodede Gauss el metodede Gaussambpivotatgeperresoldreel sistema:

0.003000x; + 59.14z, = 39.17
5.291z; — 6.130z, = 46.78 |

RespostalUsantGaussr; = —10.00, z; = 1.001. UsantGaussambpivotatger; = 10.00, z, =
1.000.

75. Resolewsantel metodede Doolittle i el metodede Gaus<l sistema:

1+ 229+ 323 = 14
221 + dxo + 223 18
31171 + 29 + 5.T3 = 20

Respostar, = 1,29 = 2,23 = 3.

76. Calculeula inversadela matriu

-1
A= 21 0
-1 1 2

Indicacio: SianomenenX = (z;;) alamatriuA~", perobtenirX = A~' calresoldreAX = I
on I ésla matriuidentitat. Esadir, resoldrenelstressistemesl’equaciongionatsper

—1 11 T12 T13 1 00
0 To1 X992 To3 = 01 0
-1 1 2 T31 X322 T33 0 01
Resposta:
1 -2 5 -1
Alt==] 4 -1 2
9
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77. Apligueuel metoded’eliminacio gaussianger calcularel determinantiela matriu:

1 1 0 3

A= 2 1 -1 1
-1 2 3 -1

3 -1 -1 2

Respostadet A = —39.
78. Determinetel valor delesnormesmatricials|| A||w, || 4|1, ||A||2 dela matriu

110
A= 1 21
-1 1 2

Respostai, 4, 3.106.
79. Ajusteuunarectade minimsquadratsala segiienttaulade dades:

x[1 3468911 14
y|1 244578 9

Respostay = 0.545 + 0.636X

80. Sabemque els pesosatomics de I'oxigen i del nitrogenson aproximadamen) = 16 i
N = 14; utilitzeu els pesosmolecularsdels sis 0xids de nitrogendonatsa continuacd per tal
d’ajustarlos perminimsquadratdineals

Compost | NO N0  NOy NyO3 NoOs  NoOs
Pesmolecular‘ 30.006 44.013 46.006 76.012 108.010 92.011

81. Els processosermodiramicsadialaticsde sistemedisicscaracteritzatperla pressd P, el
volum V' i latemperaturd’ (elsgasosperexemple)segueixenunallei deltipus PV = C, on
C ésconstantl llarg delproaes. AjusteuperminimsquadratslsvalorsdeC' i dey enunproes
adiakatic segonsla taulade mesuregxperimentalsegient:

P(atm) [1.62 1.00 0.75 0.62 0.52 0.46
V(litres)| 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Respostar’ = 0.998, v = 0.703

82. Hom suposaque el cometaTentax,descoberel 1968,esun objectedel SistemaSolar En
un certsistemade coordenadepolars(r, ¢), centratenel Sol, s’hanmesuraexperimentalment
lesseguientsposicionsdel cometa,

r[2.70 2.00 1.61 1.20 1.02
p|48° 670 83° 108> 126°
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Leslleis deKeplergaranteiengueel cometaesmoura enunaorbitael-liptica, paralolica o hi-
pertolica (si esmeryspreerespertorbacionslelsplanetes)queenlesditescoordenadepolars

tindra perequacd
p
=

l—ecosp’
on p ésun parmetre e I'excentricitat. Ajusteuper minims quadratslsvalorsdep i e, a partir
delesmesuredetes.Respostap = 1.454, e = 0.694

83. Empreuunatecnicade minimsquadratperajustara taulade dades:

z|0.25 050 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75
y 040 050 0.90 1.28 1.60 1.66 2.02

afuncionsdelstipussegiients:
)y =a+bz, i) y=a+bxr+cz?,ii) y= Az ,iv) y = Bel~.
Quind’aquestgipussemblael mésadequat?
Resposta:i) a = 0.068, b = 1.126, i) ¢ = —5.71073, b = 1.324, ¢ = —9.9010"2, iii)
a=0.896, A =1.199,iv) 5 =1.119, B = 0.337

84. Lesdadeglelataulahanestatobtingude€nunexperimentdelaboratoriadre@tainvestigar
el carvi enelrendimen{%) d’un colorantal carviar latemperaturaereaccod. L’'experimentador
creiaqueel rendimentassoliriaun maximdinsd’aquestinterval detemperatures,quelarelacb
entrela temperatura el rendimentpodriaseraproximadagerunafuncio quadaticadel tipus:

y:b0+b1x+b2$2+e,

onz =(temperatura60) i y ésel rendiment.

Temperatura | x Y
56 —4145.9
60 0 |79.8
61 1 1789
63 3 |77.1
65 5 |62.6

Estimarelscoeficients, b; | by perminimsquadrats.

Font: G.E.PBox & N.R. Draper(1986),Empirical Model Building andResponsé&urfaces
Wiley.

Respostab, = 78.615, by = 3.106 1 b, = —1.263.

85. Esrealitzaunainvestigacd pertal d’explorarles condicionsde reacco enles qualss’obté
un polimerambelasticitatmaxima.Lesvariablesambinfluenciarellevantsobrel’elasticitathan
estatredudesatresenunafaseanteriodela investigacd: lesconcentracion§) C; i C, dedos
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componentsi, la temperaturg®°C) dereaccd 7. En un experimentper avan@r mésenaquesta
investigacd s’hanobtingutlesdadeslela taula.

Ci| Cy| T | Elasticitat
1512.3|135 25.74
21 123|135 48.94
15 3.1|135 42.78
21 13.1]135 35.94
1512.3 | 155 41.50
21 | 2.3 |155 50.10
15 (3.1 155 46.06
21 | 3.1]155 27.70

Obtenirun modellineal deltipus

y=b0+b101+b202+b3T,

ony ésl’elasticitat,perminimsquadrats.
Font: G.E.RPBox & N.R. Draper(1986), Empirical Model Building andResponsé&urfaces
Wiley.
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4.6 Questions

86. Treballantamb aritmeticade 4 digits i tallant, utilitzant el métoded’eliminacié gaussiana
senseivotatge el sistema
A < 1.0001 1.5 ‘ 0 )

2 3 |1

té persolucb

a)zr = —0.4994 x 10% i y = 0.3333 x 103, b)z = —500.0i y = 333.6,
c)r = —333.31 y = 500.0, d) Capdelesanteriors.

87. Volemcalcular usantel métoded’eliminaci6 gaussianambpivotatge el determinantlela
matriu

1 4 0
A=1]5 -3 2
5 3 =2

Quantewvegadescal fer pivotatgecomplet?
a)l, b)2, c)lo?2,depenentdequinsiguiel primerpivot, d)Capdelesanteriors
88. FixadesduesmatriusA i U, éscertaalgunadeles seglientsafirmacions:
a) [|AT]l2 = [|Al5 = lATII3
b) SiUT =U~! aleshoredUT AU||; = || A||2
c) Elsapartatsa)i b) sbncerts.
d) Capdelsanteriorsapartatescert.

89. Quinaésla matriuU quanfem descomposic@ LU ala matriu:

1 10
A=1]2 0 2
0 3 3
11 0 11 0
alU=|02 -2 |, bU=]10 0 1 ,
00 1 0 0 5/3
1 10
cU=|0 -2 2 |, d)Capdelesanteriors
0 06
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90. Donadda matriu:

1 -1 1 -1
-1 1 -1 1
A=
1 0 1
1 0 1

Quantval || A]|,?
a)4, b)3, c)2, d)1.

91. Despesdefereliminacb gaussiand’'unamatriu6x6 obtenimunamatriutriangularsuperior
guetela sgyuentdiagonal-1,1,2,-2,3,-3) Durantel proceshemhagutd’intercarviar files 3 cops.
Quin ésel determinantiela matriu?

a) —12, b) —36, c)36, d)Capdelesanteriors
92. Si0 < € < 1, quantval el nombrede condicib dela matriu A utilitzantla norma)|. ||

e 1 0
A=] - 1 0
0 1

=)

a)e, b)l/e, c)(1+¢€)/e, d)(1+¢)

(%)

a)6, b)4, c)7, d)10.

93. Considerenia matriu

Quantval || 4|« ?

94. Volemcalcularmitjangantel metoded’eliminacié gaussian&| determinantie

1 1 1
A= 2 2 -1
-3 =2 0

Quantewvegadescal fer pivotatgecomplet(no pivotatgemaximalpercolumnes)?
a)0, b)1, c¢)3, d)2.

95. En resoldreun sistemad’equacions,Ax = b, es prefereixun nUimerode condicd per la
matriu A:

a)ni granni petit, b) negatiu ) petit, d) gran
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96. Considerenia matriu

A=

O = W
— N =
—_ N

Quantvalenles||A||« i ||A]|1, respectrament?

a)b5i4, b)2i2, c¢)3il, d)Capdelsvalorsanteriors

97. Es defineixla matriu de Hilbert A = (a;;) mitjang@anta;; = Sabemquesi la

i+j—1
matriués4 x 4 aleshoreg{A~'||,, ~ 13620. Que podemdir en aquestjasdela matriuA ?
a) Koo (A) eésgrani la matriu A esmal condicionada.
b) ko (A) ésgrani la matriu A no esmal condicionada.
c) La matriu A té moltszeros.

d) A noésregular.

98. Percalcularmitjancantel metoded’eliminacio gaussian&l determinante

2 -1 3
A=|4 =2 7|,
6 —6 8

guantesregadessnecessarier pivotatgemaximalpercolumnes?
a)3, b)1, c)o, d)2.

99. Quantval L enla descomposi@ LU dela matriu

1 3 2
A= 2 7 3
3 27
1 0 0 1 0 O
AL=|-3 1 0| b)L=|2 1 0
2 =71 3 =7 1
1 00
ooL=|510 d) Capdelsanteriors.
4 3 1
100. Quantvalen,respectiament)|A||o i || A1 Si
-1 2 0
A=| -4 —2 21
0 1 3

a) —7i —5, b)4i2, ¢)5i7, d)7i5.
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101. La rectade minimsquadratgjueajustala segienttaulade dadess

x|3 56 8 9 11
y|[2 3 465 8

a)y=3+32z, byr=1+12y, c)y==z, d)Capdelesanteriors.
102. Al ajustarperminimsquadratdentservircomafuncionsbase(1, 1/z) la seguienttaulade
valors

z|1.00 1.50 2.00 3.00 4.00 5.00
y|1.60 1.70 2.00 2.30 240 250

obtenimla funcio:
a)12.5+3/z, b)1+5.6/x, c)1+23/z, d)2.67—1.19/z

103. Trobarla rectaqueaproximaen el sentitdel minims quadrats|a funcio e* sobrela xarxa
depunts(—1,—-0.5,0,0.5,1)

a)y =325+ 741z b)y=1.26828 + 1.1486%
C)y =1.376+ 15762 d)y = 1.126 + 2.576x

104. Quinaésla pambolaquemillor ajustaper minims quadratda seglienttaulade dades?

z|0 1 2 3
y|[13 -33 43 1

a)y=1+x+ 22 b)y = —6 — 6z + 622,
C)y=6+6x —622, dyy=—-1—2—2%

105. Volemajustamunaformuladeltipus f (z) = AeB® alesseglientsdadesperminimsquadrats

e |1 2 3 4
fl) |7 11 17 27

Quantvalenaproximadamentl i B. Nota: Caltenirencomptelessegiientsdadedog (7) = 1.95,
log (11)=2.40,log (17)=2.83,log (27) = 3.30.

a)A =045 B=4.40, b)A=0.45B=1.5,
C)A=4.48 B=045 d)A=15B=0.45

106. Quinaésla rectade minimsquadratgeraquestdaula

x| 1 2 3 4 5 6
y[11 2 29 38 52 6




METODESNUMERICS 77

a)y=0.01+12z, b)y=2z, c)y=0.3+1.02z, d)Capdelesanteriors

107. Quinaéslarectaquemillor aproxima.enel sentitdelsminimsquadratsla familia de punts
(1,3)i (5,2)?

a) La mediatriudel sgmentquedeterminerelsdospunts.

b) No hi hacaprectaqueajustiperminimsquadratsaquestsiospunts.

C)y= —ix + %

d) Hi hainfinitesrectesgqueajustenperminimsquadratsaquestgslospunts.

108. Quinaésl’aproximacb perminimsquadratglelataula

z|1 2 3 4
y|7 11 17 27

mitjangant unafuncio de la formay = a - €** ? (Nota: treballeuamb duesxifres decimals
arrodonides)

a)y = 4.48¢%%% b))y = 10.48e2845% ¢)y = 0.14€%7'*, d) Capdelsanteriors.
109. Donadaa taula

z| -1 0 1 2
y|-19 -1 03 11

ajustewy(z) = a + bz pel métodedelsminims quadratsEs correctesuposaquez, y segueixen
unarelacb lineal comla trobada?

a)Si, b)No, c)Mai, d)Sempre.
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Capitol 5

EQUACIONS DIFERENCIALS

5.1 Intr oduccio

Sigui f : [a,b] x R — R iunpuntny € R. El problemade Cauchyconsisteixen trobaruna
solucb y(t) derivableen|a, b] dela equacd: z'(t) = f(t, z(t)) ambla condicbinicial z(a) = 7.
El seglientresultatjueno demostrengésel queensassgurala existenciai unicitatdela solucio:

Teorema. Si f ésunafuncid continuaenles duesvariablesi derivableenla segonavariable
ambderivadaacotadaentotala bandaa, b] x R aleshoesel problemade Caudyté unasolucb
Unica.

Nota: La condicb dedervabilitatno ésla millor possible peid hemdeimposaralgunacondici
de regularitat(apartde la continditat) per assgurarnosque el problemade Cauchyté solucb
Unicacom mostrael sggientexemple: z'(t) = 24/x, (0) = 0 té duessolucionsen l'interval
[0,1]: z(t) = t?i z(t) = 0.

5.2 Metodesnumerics

Engeneralno éspossiblerobarunasoluc explicitaal problemade Cauchy El nostreobjectiu
ser trobarsolucionsaproximadesle formanumerica. Un primermétodemolt intuitiu (pero no
molt eficag, és:

5.2.1 Metoded’Euler

Femunaparticid de l'interval [a, b] en N intervalsde llargariah = (b — a)/N mitjangantels
puntst; = a + ith, i = 0,... ,N. Partintdel puntt, = a coneidemel valor dexz enaquespunt
zo = z(tp) = n i tamke la dervadaenaquesipunt: z'(ty) = f(to, o). La ideadel metodeés

79
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queenel petitinterval [ty, to + k], la funcib z(¢) no pot estarmolt allunyadade la rectatangent
ax(t) enel puntty i quepertantunabonaaproximacd az; = z(t;) észy = xo + hf(to, zo).
Estimemaleshoresgjuez’(t;) noésmoltdiferentde f (¢;, z;) i enl'interval [z, z5] substitim
la corbaper la seva tangenten el puntz; i aixd ensdonal’aproximacb seguientper a z(t»):
xo = 1+ hf(t1,x1). Procedimgualmentambelspuntsposteriors Aix d donalloc al algorisme
sgyuent:
Siguih = (b—a)/N,ty = ai xy = n. Definim

tipm=ti+h
J?H_l:.ﬂfz-i-hf(tz,l‘z) ZZO,,N—l

El segiientteoremaensassegurala viabilitat de aquesmetode.

Teorema. Suposenguela funcio f € C!([a,b] xR). Aleshoessidieme,, = z,, —xz(t,) al'error
del'algorismeenel puntt,, escompleixje,,| < Ch.

5.2.2 Metodede Taylor

Definici6. Un métodenungric que donavalors aproximatsz,, de z(t,) de manea que |z, —
z(t,)| < Kh? esdiu un métoded’ordre p.

Hemvist queel metoded’Euler @&sun metoded’ordre 1. Ensinteressabtenirmetodesmés
rapids.

Unaprimeraalternatva esmillorar el metodeque hemdonataproximantia solucib enl’in-
terval [t;, t;11], No pasperla rectatangentsind perunaparabola.La derivadasegonaész” (t) =
(f: + ff)(t,z(t)). Pertantpodemimplementael segiientmétodequeesconeixcomameétode
deTaylord’ordre2: Siguih = (b —a)/N,ty = a i zo = n. Definim

ti_|_1 = tz + h
h2
Tipr = o + hf(t, 25) + E(ft + [ fo)(tis i) 1=0,...,N-1L
El sggientteoremaensassguraqueagueshoumetodeésd’ordre 2.

Teorema. Suposenguela funcio f € C?([a, b] x R). Aleshoessidieme,, = z,, —xz(t,) al'error
del'algorismeenel puntt, escompleixe,| < Ch?.

5.2.3 Metodesde Runge-Kutta

De la mateixamaneraespodenconstruirmetodesd’ordre méselevat, utilitzant el desemolupa-
mentde Taylor. Aix0 éspoc practic,doncshemd’avaluarles derivadesde la funcio f quede
vegadesesmolt costosade calcul. Aix 0 espot obviar si fem mésd’unaavaluacd de la funcio.
Aquesteaésla basedelsmetodesie Runge-Kutta. Totsells s’engloberdins del seglientresultat:
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Definici6. Un metodegenerl d’un pasésun metodedefinit per I'algorisme: Siguih = (b —
a)/N,ty =aizy=mn. Definim

t»H_l :tz‘i‘h
$Z+1:l‘z+h¢(tz,$z,h) ZZO,,N—l

Els metodede Runge-Kiuttad’ordre 2 (RK2) ésel queve definit per
B(t,x, h) = 1/2f(t,z) + 1/2f (t + b,z + hf(t,z)).

En RK2 avaluemla funcio f endospuntsi obtenimun metoded’ordre 2. En la practicaun
metodemolt usates el RK4 en que s’avaluala funcio en 4 puntsi s’aconsgueix un metode
d’ordre 4. Ve donatperla segiientfuncio6:

1
¢(t,.’1),h) = é(ko + k'l + ]€2 + k‘g),
on
h h
k():f(t,x), klzf(t+§,$+§l€0),
h h

k2:f(t+ §7~/E+§k1)a k3:f(t+h,f1)+hk2)
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5.3 Problemes

110. Esvol fer unatauladevalorsdela funcio

—u2
x(t) :/ ¢ du,
0

u—+t

perdiversosvalorsdet. Procedimde la seglientmanera:z(t) escalculapert = 1 usant,per
exemple,algunmétoded’integracd numérica.S’obt z(1) = 0.6051.
Demostrewquez satishl'equacb diferencial:

Resolent’'equacb diferencialnuméricamentmbel valorinicial (1) = 0.6051 s’obtenereltres
valorsperla taula.Determineur(1.2) i z(1.4) ambel métodeTaylord’ordre 2.

111. Useuel métodede Runge-Kutta 2 per calcularunaaproximacd a la solucb z(t) del'e-
quacb diferencialz’ = = + ¢t enel puntt = 0.2 ambcondicb inicial z(0) = 1. Feuelscalculs
amb6 decimals usant2 passogliferents:h = 0.2 A = 0.1.

112. Consideretel segientproblemade valorsinicials:

¥ =x-1°, y(0) = 0.

Suposeugueutilitzem el métoded’Euler ambpash per computarvalorsaproximats)(;, h) de
z(t;) ambt; = jh.

Trobeuunaférmulaexplicita pern(t;, j) i pere(t;, h) = n(t;, h) — z(t;). Demostreuque
e(t, h), pert fixat tendeixa zeroquanh = t/n — 0.

113. Demostrewgueel metoded’'un pasdonatper:

o = Yo
Nit1 = N(tiv1, h) = mi + ho(ti, mi, h)
o(t,z, h) = (ki + ko + k3)
ki = f(t,z)
ko= f(t+ 2 2+ 2k)
ks = f(t+ h,x 4+ h(—k1 + 2k3))

ésd’ordretres.

114. Consideretel seguentproblemadevalorsinicials:
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a) Resoleu-leexactament.
b) Trobeuunasolucb explicita perzx,, ambel metoded’Euler ambpash.
c) Calculeu

. x(t,h) —e™®
e R
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