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3.2.3 Mètodedela secant. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.3 Teoriageneraldela iteracío simple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.4 Problemes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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Caṕıtol 1

INTERPOLA CIÓ POLINOMIAL

1.1 Intr oducció

Suposemquetenim ����� puntsdel pla ambcoordenades���	��

����� , ������

����� ,...,������
������ , on ��� és
el valor observat o calculatqueassociema ��� . El problema de la interpolació consisteixen
construirunafunció ����� � tal que ���������"!#��� per totselspunts ��� . La funció d’interpolacío ����� �
calesperarqueprenguivalors“raonables”pelsvalorsde � quenocoincideixinambels ��� . Aix ı́,
si lesdadesdepartidatenenun comportamentmolt regular i suauno acceptaremquela funció
d’interpolacío ����� � tingui fortesoscil.lacionsentreelspuntsd’interpolacío ( ��� , ��� ).

Si les ordenades��� provenende l’avaluacío d’una certafunció prou regular i són exactes
llevat delserrorsd’arrodoniment,cal esperarqueel problematingui unasolucío satisfact̀oria.
Aix ò mateix tamb́e passar̀a si els punts �����$

����� provenend’observacionsexperimentalsmolt
precises.En canvi, si lesobservacionsexperimentalsestanafectadesd’errorsgransno té gaire
sentitdemanarquela funció ����� � prenguiexactamentelsvalors ��� enelspunts��� . Aquestúltim
problemacorrespona l’aproximacío dedadesi esconsiderar̀amésendavant.

La resolucío del problemadela interpolacío té moltesutilitats, tal comesveur̀a encaṕıtols
successius.Unadelesmésimmediateśesla depoderdisposardevalorsde ����� � pervalorsde �
quenoestiguindinsdela nostratauladedades�����%

����� . Vegem-neun exemple:

Hemfabricatun anticongelantambaiguai glicerinai la barrejaté un &�'�( , enpes,deglice-
rina. Voldŕıemsaberquin ésel seupuntdecongelacío. Disposemdela següenttauladevalors
quedónael puntdecongelacío, engrausCelsius,( � ) de la barrejadeglicerinaambaiguacom
unafunció del percentatgeenpes,a la barreja,dela glicerina( � ).

� 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100� 0 –1.6 –4.8 –9.5 –15.4 –21.9 –33.6 –37.8 –19.1 –1.6 17

Tenim,doncs,tabuladaunacertafunció �)!+*,��� � . Jaqueno tenimtabulat el valor �-!#&.' ,
enspreguntemcompodemobtenirunvalor aproximatde *,�/&.'�� .

5
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Hem dit que per resoldreaquestproblemacalcularemuna funció �0��� � , dins d’una certa
faḿılia de funcions,tal quecoincideixi amb *,��� � en els punts(nodes)d’interpolacío, ésa dir,�������/�)!1*,������� , 23!546
 � 
879797:
 � . Quanles funcions, ����� � , queconsideremsiguin polinomis,
diremquetenimun problemad’inter polació polinomial.

En plantejar-seunproblemad’interpolacío s’handefer lessegüentspreguntes:

a) Dequin tipushadeserla funció � buscada?

Larespostaaaquestapreguntaest̀alligadaales“sospites”quetinguemrespecteal compor-
tamentdela funció * . Si expressaalgunfenomenperiòdic,buscarem� entrelesfuncions
periòdiques.Si sabemque * téaśımptotes,usaremuna� detipusracionaletc.Aquı́ només
tractaremla interpolacío polinomial,ésadir prendremcomfunció � un polinomi.

Els motiusd’aquestaeleccío són variats.En primerlloc ésfàcil operarambells i avaluar-
los. En segon lloc, espot demostrarquedonadaqualsevol funció cont́ınua *,��� � en un
interval tancat,espotaproximararbitr̀ariamentperun certpolinomi ����� � . Aix ò fa queels
polinomissiguinbonscandidatspercomenc¸ara estudiarel problemadela interpolacío.

b) Un cop sabemde quin tipus ha de ser la funció � , la segonaqüestío éscom calcular-la.
Òbviamentcaldr̀a sabersi existeix la funció quebusquemi si podemtrobarmésd’una
solucío.

c) La terceraqüestío éssabersi la funció � trobadaensdónaunabonaaproximacío de la
funció * enelspuntson ambduesnocoincideixen.

Els resultatsde la següentseccío donenrespostaa algunesde lespreguntesqueacabemde
plantejar.

1.2 Existència,unicitat i error de la interpolació

Teorema: Donats �;�#� punts <����	�9

������
=������

�>�?��
978797@
=������

�����BA , si tots els �	��
�����
979787�
C��� són
diferents,llavorsperqualssevol ���9

�>�B
979797@

��� existeixun únic polinomi �C�C��� � , degraumenor
o iguala � , tal que �C�C�������D!E���0
F2G!H46
 � 
�I>
979797 
 � 7
�C�C��� � repel nomdepolinomi interpolador de * enelspunts�	��
�����
979797:
���� .
Demostracío: La unicitat ésinmediata,doncssi tenimdospolinomisdiferents,�6� i J�� degrau

menoro iguala � queresolenel problemadela interpolacío enelspunts��� aleshoresel polinomiK �L!EJ��NM;�C� val 4 enelspunts�	��
979797�
���� i pertantespotdividir per ���OMP�	���:Q�Q�Q����RMS����� que
ésunpolinomi degrau �R�T� !!.

L’existènciadel polinomi interpoladoresdedueisdela construccío quefaremmésendavant.
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El següent resultat,queno demostrarem,dóna informacío sobrel’error de la interpolacío
sotacondicionsde diferenciabilitatper la funció *,��� � . Siguin ����
979797:

��U , V nombresreals.
Indiquemper WX�>��
978797@

��UZY el mı́nim interval obertde la rectareal quecont́e tots els punts�>�B
979797�
���U .

Abans,peŕo necessitemintroduirel concepted’error

1.2.1 Err or absolut i error relatiu

Sigui � el valorexacted’unaquantitati � el seuvaloraproximat.Esdefineixl’err or absolutde� com [9\ ��� �D! �]M^�07
Aquestadefinició permetde mesurarla diferènciaentreel valor exacted’una certaquantitat
i el seuvalor aproximat. Perquantificarla importànciade l’error respectedel valor exacte �
s’introdueixel concepted’err or relatiu de � queesdefineixcom[8_ ��� �D!

[9\ ��� �� ! �]MP�� 7
Aquestadefinició mostraquel’error relatiuésunaquantitatadimensionali sovint s’expressaen
tantpercent.

Cal fer notarquenormalmentnoesconeixel valorexactedela quantitat� . Pertant,tampoc
esconeixenni l’error absolutni l’error relatiu,per̀o encanvi esposibledonar-nefites.

Exemple: Sigui �)!a` Ib! � 7c& � &�I ��d 'fe.I>7g7h7 i �)! � 7c& � & . Aleshores
[9\ �$` I��D!iMj467k4�4�4�I ��d '�7h7h7 , i[8_ � ` I��D! Ml467k4�4�4.I ��d '�7h7g7` I m Mj467k4�4�4�I ��d '�7h7h7� 7c& � & !#Ml467k4�4�4 � '�4�n�n67h7g7

Esdiu que o \ ��� � ésunafita de l’err or absolutde � sip [9\ ��� � p>q o \ ��� ��

i que o _ ��� � ésunafita de l’err or relatiu de � sip [8_ ��� � p>q o _ ��� ��7

Perl’exempleanteriortenimque

o \ � ` If�r!H467k4�4�4.I�I>
Fo _ � ` I��s!t467k4�4�4 �=u
Observem que les fites no són úniques( 467k4�4�4 � e tamb́e és una fita de l’error relatiu de ` I );
intentaremtreballari trobarsemprela millor fita possible,́esa dir, la méspetita. Lessegüents
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notacionss’utilitzen habitualmentper realcionarel valor exacted’una quantitat,el seuvalor
aproximati lesfitesdel’error absoluti relatiu:

�)! �wvxo \ ��� ��

igualtatquehemd’interpretarcom

�;y{z �]M|o \ ��� ��
 � � o \ ��� �?}~7
Pelquefà a lesfitesdel’error relatiu,el fet que

Mjo _ ��� � q �]M �� q o _ ��� ��

s’escriucom �)! �G� � vxo _ ��� ����7
Teorema(fórmula de l’err or en la interpolació polinomial)

Sigui * una funció que té les seves �P��� derivadescont́ınues( *�y�� �9� � ) en l’intervalW��0
��	��
�����
979797@
�����Y . Si �C� ésel polinomidegrau
q � quesatisf̀a

�C�C�������r!E*,��������
F2G!E4�
 � 
�I�
879797�
 � 

llavors *,��� ��M��C�C��� �D! *0� �9� �~� ���	��� ���� �R�T� ��� ���]M^�	�B�8���3M^�����:Q�Q�Q����3M^������

on �	��� � dep̀ende � i pertany a W��0
��	��
�����
979787@
�����Y .

Comentaris:

a) Si avalueml’error queensdónala fórmulaenelsnodesd’interpolacío, ��� , aquestval zero,
tal comhadeser.

b) Si la funció *���� � ésun polinomi de grau � , com quela seva derivadad’ordre ���#� val
zero, l’error d’interpolacío tamb́e val zero. D’aquestaobservacío és fàcil deduirquesi
interpolemunpolinomidegrau � perunaltredelmateixgrau,el resultat́esel polinomide
partida.

c) Suposemque la funció *0� ��� �~� ��� � “no varia gaire”. Si prenemun punt � allunyat dels
nodesd’interpolacío �	��
�����
87g7h7g
���� (extrapolem)l’error ser̀a, en principi, mésgranquesi�;yrW��	��
�����
979787@
�����Y (interpolem).
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d) Pertal quela fórmulade l’error sigui d’utilitat desd’un puntdevistapràctic,caldr̀a que
coneguemi sapiguemfitar la derivadad’ordre � �3�T� � dela funció *���� � .

Demostracío: Fixemunvalorde � verificant �{�!���� , 2�!t46
 � 
97h7g7h
 � , i definim ����� �
����� �D! *,��� ��M��6����� ����]M^�	����7g7h7����]M^����� ! *,��� ��M��C�C��� �� �6��� � 


on � �6��� �D!����3M^�	�������OM^������7h7g7����OM^���.� .
Constrüım unafunció auxiliar �O�~�.�

�O�~�.�D!�*,�/�.��M��C�C�~�.��M{����� � � �C�~�.��7
Aquestafunció tamb́e té �]�t� derivadescont́ınuesi esfa zeroals �3� I punts: �	� , ��� ,...,��� , � .
Si apliquemel teoremadel valormitjà �R�H� vegadesresulta

- �����/�.� té �R�H� zerosdistints � � �~�� , 2G! � 
�I�
97h7g7h
 ���T�
- � � � �/�.� té � zerosdistints � ��� �� , 2�! � 
�I�
97h7g7h
 ���T�
- �w� �9� �~� �/�.� té unzero(comamı́nim) ����� � .
Ara bé, � � ��� �~� �~���r!E* � ��� �~� �~�.�,M|����� ��� �O�H� ���h


pertant � � ��� �~� ������� ���s!E* � ��� �~� ���	��� ����M|����� �8� �O�T� ���>!H46

d’on obtenimque

����� �r! *@� �9� �~� ���	��� ���� �R�T� ��� 

i, pertant

*,��� ��M��C�C��� �D! *0� �9� �~� ���	��� ���� �R�T� ��� � �6��� ��

queésla igualtatquevoliem demostrar.

1.3 Càlcul del polinomi interpolador

Donadaunatauladevalorso unacertafunció tabulada,hi hadiferentsmètodesperdeterminar
el polinomi interpolador. Enaquestapartatsolsestudiaremelsdosmètodessegüents
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1.3.1 MètodedeLagrange

Consideremcomexpressío delpolinomi interpoladorla quedónala fórmula deLagrange:

�C����� �D! �� B¡ � �  8¢�  ��� ��

on ¢�  ��� �r! ���3M^�	���:Q�Q�Q����3M^�  �£ �¤�8���3MS�   � ���:Q�Q�Q8���OM^���.����   M^�	���:Q�Q�Q8���   M^�  �£ �¤�8���   M^�   � ���:Q�Q�Q����   MS����� 
{¥R!t46
 � 
979797 
 � 7
Elspolinomis ¢�  ��� � sónelspolinomisdeLagrangei compleixen:

a) el graude ¢�  ��� � ésigual a � ,

b) ¢g  �������D!E¦��   ! § � si 2G!�¥4 si 2¨�!�¥
Per tant, escompleixque �C�6�����/�3!©��� ( 2�!©46
 � 
978797�
 � ), com desitj̀avem. Podemconsiderar
aquestaconstruccío comunademostracío del’existènciadelpolinomi interpolador. Perprovarla
unicitat,dinsd’aquestcontexte,supossemquehemtrobatdospolinomisinterpoladorsdiferents,
és a dir, �C����� � i J��C��� � són dos polinomis de grau � tals que �6�������/�S! ��� , 2ª! 46
 � 
97h7g7h
 � iJ��C�������s!E��� , 2G!t46
 � 
97g7h7h
 � . Si prenemel polinomidiferència�6����� �@M;J��C��� � tindràgrauméspetit
o igual que � i � �;�+� � zeros, �	� , ��� ,...,��� , en contradiccío, unavegadamés,ambel teorema
fonamentaldel’ àlgebra.

Exemple: Considerem4 puntsdela tauladevalorsdel’apartatanterior

� 30 40 50 60� Mjn�7«' M � '�7c& MjI � 7kn M d�d 7ke
i volemobtenirunaaproximacío de *,�/&�'f� usant,est̀aclar, unpolinomi degrau3.

En primerlloc, calculemelspolinomisdeLagrange

¢ ����� �¬! ���3MS�����8���3M^� � �����OM^�	­�����	�rMS�����8���	�®M^� � �����	�rMS�	­�� ! M �e�4f4�4 ���]M^&.4��8���OM¯'f4.�����OM{e�4.�
¢ �8��� �¬! ���3MS�	���8���3M^� � �����OM^�	­��������MS�	���8�����,M^� � ��������MS�	­�� ! �If4f4�4 ���]M d 4��8���OM¯'f4.�����OM{e�4.�
¢ � ��� �¬! ���3MS�	���8���3M^���������OM^�	­����� � MS�	���8��� � M^��������� � MS�	­�� ! M �If4f4�4 ���]M d 4��8���OM|&.4.�����OM{e�4.�
¢ ­���� �¬! ���3MS�	���8���3M^���������OM^� � ����	­rMS�	���8���	­®M^���������	­rMS� � � !

�e�4f4�4 ���]M d 4��8���OM|&.4.�����OM¯'f4.��7
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Llavors,el polinomi interpoladoŕes

��­���� �¬! ­� B¡ � �  9¢�  ��� �D!
! n67�'e�4f4�4 ���]M^&.4��8���OM¯'f4.�����OM|e�4.��M � '>7k&I�4�4�4 ���3M d 4.�8���3M{'�4.�8���3M{e�4��

� I � 7knIf4�4f4 ���OM d 4.�����OM|&.4.�����OM|e�4.��M d�d 7�ee�4f4�4 ���3M d 4��8���OM^&.4��8���OM¯'f4.��7
Un valor aproximatper *,�/&�'f� ensel dóna ��­���&�'���!�M ��° 7�I °.u ' , per tantpodemconsiderarque*,��&�'�� m M ��° 7 d
1.3.2 Mètodede lesdifer ènciesdividides deNewton

El mètodede Lagrangedóna una fórmula explı́cita del polinomi d’interpolacío, per̀o té com
desavantatgequesi afegim méspuntsd’interpolacío no espot aprofitartotala feinafetapel seu
càlcul, ja quetotselspolinomis ¢ �¤��� � canvien. Anemaveureunsegonprocedimentdecàlculdel
polinomi d’interpolacío quesuperaaquestadificultat.

Expressemel polinomi interpoladorenla forma:

�C����� �D!t±�� � ±��8���3M^�	��� � ± � ���]MS�	�������3MS����� � Q�Q�Q � ±��C���OM^�	���8���3M^�����:Q�Q�Q8���OM^��� £ ����7
Aquestmètodeenspermetcalcularelscoeficients±   ( ¥O!H46
 � 
879797�
 � ) mitjançantlesdiferències
dividides,definidesdeformarecurrentper:

*,z²����}�! ��� ��2G!E46
 � 
979797�
 � �
*,z ���%
����³� ��
979797@
����´�.µ�
����´�.µ�� �$}�! *,z ���´� ��
979787@
����´�.µ�� �$}�M¯*,z ���$
979787�
����´�.µB}���´�.µ�� �GM^����/2G!t46
 � 
979797 
 � M-¶·M � � �h¶w!t4�
 � 
979787:
 � M � �

Il Q lustremper � !tI , l’esquemadeconstruccío delesdiferènciesdividides:

�	� *,z²�	�
}	!E�f� *�z²�	�9
����?} !�¸9¹ º9»½¼ £ ¸9¹ º�¾~¼º9» £ º�¾��� *,z²���?}	!E�>� *,z �	��
�����
�� � } ! ¸9¹ º9»$¿ º�À/¼ £ ¸9¹ º�¾�¿ º9»½¼º�À £ º�¾*�z²����
�� � } ! ¸9¹ º�À/¼ £ ¸9¹ º9»½¼º�À £ º9»� � *,z²� � }	!E� �
Espotcomprovarque±�µ�!�*,z �	��
�����
979787@
��>µ
} i pertantelpolinomiinterpoladorespotescriure

com
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�C�C��� �¬! *,z �	�
} � *,z²�	��
����?}%���3M^�	��� �� *,z �	��
�����
�� � }$���3MS�	���8���]MS����� � Q�Q�Q �� *,z �	��
�����
978797@
�����}%���]MS�	�������]MP�����:Q�Q�Q9���]M^��� £ �¤�"


Exemple: Consideremel mateixexemplequehemutilitzat abanspel mètodedeLagrange,́esa
dir, consideremla taula

� 30 40 50 60� Mjn�7«' M � '�7c& MjI � 7kn M d�d 7ke
i volemobtenirunaaproximacío de *,�/&�'f� usantunpolinomi degrau3.

En primerlloc, calculemla tauladelesdiferènciesdividides

Á � Â@Ã Á �´Ä Â@Ã Á �~Å Á µ
Ä Â@Ã Á �~Å Á µ�Å Á   Ä Â@Ã Á �~Å Á µ�Å Á   Å Á�Æ Ä
30 Ç®ÈfÉcÊ £ �/Ë�Ì Í £ � £>Î Ì Ë?�Í?� £ ­%� Ï ÇDÐ�ÉcÊ�ÈÑ Ð Ç¨Ò�ÊfÉ Ñ £ ��Ì Ó%Ë £ � £ ��Ì Ë Î �Ë%� £ ­%� Ï ÇDÐ�ÉÔÐ�Ð=Õ£ � �%Ì Î�£ � £ �/Ë�Ì Í¤�Ë%� £ Í?� Ï ÇDÐ�ÉcÖ�Ê £ ��Ì � � Ó £ � £ ��Ì �%�%­?�Ó%� £ ­%� Ï ÇDÐ�ÉÔÐ�Ð�Ð�×9ÖÊ9Ð Ç®Ø�Ò9ÉcÈ £ �%Ì²�~Ù £ � £ ��Ì Ó%Ë?�Ó%� £ Í?� Ï ÇDÐ�ÉÔÐ=Ø�Ö£ ­%­�Ì Ó £ � £ � �%Ì Î �Ó%� £ Ë%� Ï ÇÚÒ9É´Ò�×Ö9Ð Ç®Õ�ÕfÉcÖ

El polinomi interpolador��­���� � és

��­���� �Û! Mjn67�'NM{467�'fn����OM d 4���M|467k4�4 d ���3M d 4��8���OM^&.4��Mj467k4�4�4 u e"797978���OM d 4.�8���3MS&.4.�8���3M¯'�4.��7
Tenimdoncsque��­���&�'��s!+M ��° 7�I °.u ' , pertantpodemconsiderarque *,�/&�'f� m M ��° 7 d

Nota: Generalmentles diferènciesdivididesd’ordressuccessiusesvan fent petites. Si les di-
ferènciesd’ordre � sónmolt petitespodeminterpolarusantsols � dades.Vegem–neunexemple:

Perla distància(enunitatsastroǹomiquesm � 'f4�Q � 4 Ó km) deMarsa la Terradelsdies5 al 9
deNovembredel 1992a les 4fÜ deTempsUniversal,podemconstruirla següenttaula
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Dia Â@Ã Á �hÄ Â@Ã Á �/Å Á µ
Ä Â@Ã Á �~Å Á µ�Å Á   Ä Â@Ã Á �~Å Á µ=Å Á   Å Á�Æ Ä
5 0.898013 ÇDÐ�ÉÔÐ�Ð=Ö�È9Ð Ñ
6 0.891109 Ð�ÉÔÐ�Ð�Ð�Ð.ÒBÐ=ÊÇDÐ�ÉÔÐ�Ð=Ö�Ý�Ý�Õ Ð�ÉÔÐ�Ð�Ð�Ð�Ð�Ð=Õ�Õ
7 0.884226 Ð�ÉÔÐ�Ð�Ð�Ð.Ò�Ò�ÊÇDÐ�ÉÔÐ�Ð=Ö�Ý�Ö9Ð 0.00000033
8 0.877366 Ð�ÉÔÐ�Ð�Ð�Ð.Ò�Ø�ÊÇDÐ�ÉÔÐ�Ð=Ö�Ý�Õ�Ê
9 0.870531

Comquelesdiferènciesd’ordre3 són zeropodeminterpolarambsols3 dades.En aquesta
situacío triem el valor central � � el més pròxim possibleal valor de � pel qual volem fer la
interpolacío. Aix ı́ si volem calcularla distànciaentreels 2 planetesel 7 de Novembrea lesI�I Ü � & U triaremelsvalorstabulatspelsdies7,8 i 9.

Comentari: Quanaproximemunafunció * perun polinomi, l’error enelspuntsd’interpolacío
észero(recordeuquedemanem�6���������L!Þ*,�����/� ). Podemcaureen la temptacío de pensarque
l’aproximacío de * millorarà cadacopmésquanfem créixer el nombredepuntsd’interpolacío.
Aix ò generalmentno éscert.Un contraexempleclàssicel vaconstruirC. Runge(1901).Consis-
teix enaproximarla funció *,��� �D! ���� I�'�� �
enl’interval z³M � 
 � } usantpolinomis �C�C��� � degrau

q � , interpolant* enelspuntsequiespaiats����!ßM �®� � �� , 2�!�46
 � 
979797 
 � . Quanel grau � del polinomi interpoladortendeixa infinit, �6����� �
divergeixenl’interval 467 u Ife"79797 q�p � p W � , ésadir:àgá�â�9ã¨ä � âOå�æ£ �%ç º ç�� p *,��� ��M��C����� � p �r!Eè
Aix ò esconeixcom a fenomende Runge. A la Figura1.1 s’il Q lustrenresultatsper diferents
valorsde � .

Observemquel’error propdel’origen éspetit,per̀o, propdelspunts M � i 1, l’error augmenta
amb � . Cal doncsanarmolt encompteal fer interpolacionsambpolinomisdegrauelevat.
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Figura1.1: El fenomendeRunge.A la figurahi harepresentatsla funció *,��� �®! ��é � ��� I�'��	�B�
i elsseuspolinomisd’interpolacío degraus4, 8 i 12.
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1.4 Problemes

1. a) La densitat( ê en ¥�ë é V ­ ) del sodienfunció dela temperatura( ì en íBî ) s’exposaenla
següenttaula:

2 ì�� ê��
0 94 929
1 205 902
2 371 860

Calculeuel polinomi que interpola ê���ìj� en aqueststres puntsusantla fórmula de La-
grange.

b) Busqueula densitatpera ì�!�I�' � í�î utilitzantel polinomi interpoladortrobatenl’apartat
anterior.

Resposta:a)
Î � Î­%�?ÙïÍ¤Ù ��ì|MðIf4�'��8��ì|M d.u�� ��M Î � ��/ñ$Í � Ó ��ì|Mðnf&.�8��ìSM d.u�� � � ñ%Ó%�Í?Ë Î ñ � ��ì^MPn�&��8��ì^MPIf4.'��

b) 890.566í
î .

2. Trobeuel polinomidegrautresqueinterpolaelsvalorsdela següenttaula:

� 0 1 2 4*,��� � 1 5 10 24

Useula fórmula de Lagrangei el mètodede les diferènciesdividides de Newton. Resposta:� ­ é I�& �¯d �	� éf°¨� & d � é�� I �T� .
3. Unatauladela funció *,��� �D! à�òfó �/� ��� � és:

2 ��� *��������
0 1 0
1 2 0.30103
2 3 0.47712
3 4 0.60206

Suposemquela funció s’aproximaperunpolinomiinterpoladorqueutilitza totesaquestesdades.
Estimeuelserrorsenelspunts�)! � 7�' , I�7�' , d 7�' . Resposta:0.10179,0.06107,0.10179.

4. Considereula funció *,��� �s! �=é � .

a) TrobeuelspolinomisdeTaylor al voltantde �	��! � degraus2, 3 i 4.

b) Calculeuel polinomi interpoladora *,��� � enelsnodes�	�"!tI , ���r!tI>7«' , � � !E& .
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c) Avalueula funció i elspolinomisobtingutsenelsapartatsanteriorsenelspunts0.5,1, 2,
2.25,2.75,3, 3.5,4 i 5. Compareuelsresultats.

d) Considereuelspolinomisi elspuntsdel’apartatanterior. Quinessón lesfitesteòriquesde
l’error? (Indicacío: Apliqueula fórmuladel’error enla interpolacío i la restadeLagrange
pel polinomideTaylor).

Resposta:a) � � M d � �Od , M¨� ­ � &�� � M�e�� � & , � Í M�'�� ­ ��� 4�� � M � 4�� � ' b) 467k4.'�� � M�4�7k&�If'�� �)� 7 � ' .
5. Sigui *,��� ��! d � [ º M [ � º . Aproximeu *,� � 7k4 d � mitjançantel polinomi d’interpolacío degrau
2 en els nodes�	�;! � , ���)! � 7�' , � � ! � 7 u . Compareul’error exacteamb la fita de l’error
obtingudaa partir dela fórmuladel’error. Resposta:Error = 0.102322,Fita = 0.256.
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1.5 Qüestions

6. De la funció ����� � enconeixemelsseusvalorsi elsdela primeraderivadaenelspunts 4 i � , i
estandonatsenla següenttaula �   �   � � 

0 1 0
1 2 1

El polinomi queinterpolaaquestesdadeśes:

a) ��� I��	�rM^� ­ 
 b) � �H� 

c) � ­ � I�� � �T� 
 d) Capdelesanteriors7

7. Consideremla següenttauladevalors��� Mj' 1 4*,������� 28 4 28

Si �0��� � ésel polinomi demajorgrauqueinterpolaelsvalorsdel’anterior taula,què val ���¤MjI�� ?
a) M|&C
 b) & éfd 
 c) &C
 d) Capdelesanteriors7

8. El polinomi �0��� � queinterpolala següenttauladevalors

� 467 � 467�I 467 d 467c& 467�'� � 7 d 4.I � 7ke � e � 7kn.'�& I�7 d I ° I�7 u 'f4
a) ésdegrau1, b) ésdegrau2, c) ésdegrau3, d) ésdegrau5.

9. Volem calcular *,� � �ô!öõ � B¡ � ¥ ­ 
¤÷ � yHø per̀o solsrecordemque *,� � � ésun polinomi de
grau4. Enquantspuntshemdecoǹeixer la funció perpoderdeterminarel polinomi?

a) en5 punts, b) en4 punts, c) en3 punts, d) Capdelesanteriors7
10. Hemcalculat *,�~I�7�'�� , on *���� �r! à�ù ��� � , perinterpolacío cúbicausantcoma nodes1, 2, 3, 4.
Unafita perl’error és

a) 467 � &.4�e.If'�
 b) 467�4f4 d Ifn.' ° 
 c) 467�4�I d & d.u 
 d) Capdelesanteriors.

11. Sigui ����� � el polinomiqueinterpolala següenttauladevalors

� � 7 � � 7 u d 7k4� � 4�7�e � '�7�I If467 d
Quantval �0�ïI�7 d � ?

a) ��° 7 d�° b) ��° 7c&.4 c) � n�7«I�' d) Capdelsanteriors7
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12. Quin ésel polinomi úO��� � , quecompleix úO�~4.�s! d 
BúO� � �s!EI�
Bú � �/4.�D! � 
Bú � � � �D!#MjI ?
a) d � ­ M d �	�rMS� �¯d b) � Ë M d �]M{I u
c) � ­ M d �	� � � �¯d d) d � ­ ��d �	� � � ��d

13. D’una tauladediferènciesdivididesdeNewtonsabemque �	�"! � 
����s!�I�
�� � ! d 
�*���� � �s!° 
�*�z²����
�� � } !H&C
�*�z²�	�9
�����
�� � } ! � . Quantval el polinomi interpolador?

a) � � � I�� �T� b) � � � �3M¯I
c) �	�®M¯I��OM � d) �	�rM^� � I

14. Esdonenelspunts � u 
 d � , � ° 
 � � , �~n6
 � � i � � 4�
Bn.� corresponentsa unacertafunció �)!�*,��� � .
Aproximeuel valor de � per �x!ön67�' , emprantun polinomi queinterpoli la funció en aquests
punts.

a) M � 7�4f4.I�
 b) &67«If4 � 
 c) I�7 u�°�d 
 d) d 7�e�I�'�7
15. Donats�	��
�����
�� � y|û puntsdiferentsdosa dosi *,��� �¨!#� ­ � ���	� ��ü � � ± amb ��
 ü 
B±�yû . Calculem � � ��� � , polinomi interpoladorde grau 2 en els punts ���	��
B*,���	����� , ������
�*���������� ,��� � 
B*,��� � ��� . L’error enla interpolacío és:

a) ¸9ý À�þ � º ���ÿ ���3MS�	���8���]MS���������3MS� � ��
 b) � ý � þÀ � º �­ ÿ ���OM^�	���8���3M^���������OM^� � ��

c) ���OM^�	���8���OM^�����8���3M^� � ��
 d) Capdelesanteriors.

16. Calculeu,perinterpolacío, *,� d � emprantla taula

�   � I &*,���   � 4 I � I
a) e6
 b) I�
 c) M|'�
 d) 467

17. L’aproximacío linealal voltantdel’origen dela funció *,��� �D! ¢ � � �®� � � és

a) *,��� � m � 
 b) *,��� � m �0

c) *,��� � m �®� �0
 d) *,��� � m � MS�

18. Determineuel polinomi interpoladorde *,�~4.�s! � , *����~4.�D!E4 , *,� � �s!EI i *	��� � �s! � :
a) ����� �D! ��� �	� � �	�����3M � ��
 b) ����� �r! �®� �	�rM^�	�����OM � ��

c) ����� �D! ��� �G���3M � ��MS�G���3M � �¤�8
 d) ����� �r! �®� �G���3M � � � �G���]M � �¤�97

19. Sigui ����� � el polinomiqueinterpolala següenttauladevalors

� M � � I� 4 4 d
Quantval �0�~4.� ?

a) I�
 b) M � 
 c) M � 7�I�
 d) 4�7
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20. Donats � punts, ������

�>�?��
=��� � 

� � ��
979787�
=������

����� on ����
�� � 
979797@
���� són diferentsdos a dos,
llavors quantspolinomis, �C�C��� � , de grau � existeixen complint que ���-!F�C�C��������
979797:

���E!�C�C������� ?

a)un
 b) infinits 
 c) cap
 d) dos7
21. Quantval el coeficientde ����M � �8���)M � 7�4 � � del polinomi queinterpolala següenttaulade
valors � 1.00 1.01 1.02 1.03` � 1.0000 1.0050 1.0100 1.0149

a) 4�7«'�
 b) � 
 c) 46
 d) M � e67ke�e67
22. Quin ésel polinomi ����� � degrau � queen �	��!#4 coincideixamb

[ º , junt amblesseves �
primeresderivades

a) �r� �� �	� � 79797 � ��«� �9� ÿ �	� � 
 b) � � �Ó � ­ � 79787 � ���� ��� �~� ÿ ���«� �9� �~� 

c) � M^� � �� � � M �Ó � ­ � 79797 � � £ �~���� ÿ � � 
 d) �®� � � �� � � � �Ó � ­ � 78797 � �� ÿ � � 7

23. Sabemque ��� � �D! õ �  
¡ � ¥ � ésunpolinomi degrau3. Quantval õ Î � B¡ � ¥ � ?

a)255240, b) 247065, c) 238965, d) 2633407
24. Interpolemunafunció *,��� � a un interval zc��
 ü } enabscissesequidistantsmitjançantun poli-
nomi degrau V , ú�Uj��� � . Si fem tendir V a infinit, aleshores:

a) ú0Uj��� � sempretendeixa *���� � ,
b) ú0U���� � mai tendeixa *,��� � ,
c) La convergènciao no,dep̀ennomésdela funció *,��� � ,
d) La convergènciao no,dep̀endela funció *,��� � i del valorde � .

25. Quantval úO� d � si úO��� � ésel polinomi,degraucomamàxim3, tal que úO� � �s! � , ú � � � �r!EI ,ú � � � � �s!E& , úO�ïIf�s!�' :
a) 4�
 b) ��� I>
 c) ��d 
 d) Capdelsanteriors.

26. Aproximem � á�ù � per � . Finsa quinadistànciadel’origen l’error ésméspetit que � �=é If��Q� 4 £ Í utilitzantaquestaaproximacío ?

a) 467�4 � &C
 b) 467�4f4�4 � 
 c) 467k4�e u 
 d) Capdelsanteriors.

27. Sigui ����� � el polinomiqueinterpolala següenttauladevalors:� Mj' 4 � &� ��d M � I M d
Quantval �0�ï'�� ?

a) ­%ñ%�� Ù 
 b) M ­%ñ%�� Ù 
 c) M Ù$Ó%�� Ù 
 d) ­%ñ%�� Î 7
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Caṕıtol 2

DERIVACIÓ I INTEGRA CIÓ
NUMÈRICA

2.1 Derivació numèrica

Hi hamoltesmaneresd’obtenir fórmulesqueaproximinel valor dela derivadad’unafunció en
un punt. La queaqúı utilitzaremesbasaen l’ ús de la fórmulade Taylor. Aix ı́, si *,��� � ésuna
funció �)�a� vegadesderivableen un entornobertal voltantd’un punt �	� , per � dinsd’aquest
entornesté

*,��� �¬! *,���	��� � ���OM^�	����* � ���	��� � ���OM^�	���¤�I * � � ���	��� � ���3MS�	��� ­e * � �«���´� ���	��� � Q�Q�Q �
� ���]MP�	��� �� � * � �9� ���	��� � ���3M^�	��� ��� �� �R�T� ��� * � ��� �~� ���	��� ���:
 on ����� ��y3W��0
��	�jY

Suposemconegutselsvalorsde *,��� � enelspunts�	� i ��� . Si
� !T����M^�	� , podemescriure

*,�������s!�*����	� � � �D!�*,���	��� � � * � ���	��� � �I � � * � � ������
E��y{���	��
�������

d’on podemobtenirla següentaproximacío per * � ���	���

* � ���	��� m *���������M¯*,���	���� ! *,���	� � � ��M¯*����	���� 7
En aquestaexpressío estemnegligint � �=é If� � ��* � � ���.� , amb �iy¬���	��
������ . Si

�
és petit, en

comparacío ambelsvalorsdelesderivadesde *,��� � enunentorndelpunt �	� , podemobteniruna
aproximacío millor de * � ���	��� d’aquestaaltramanera.Sigui � £ �D!T�	�®M �

, aleshores

*,�������D!t*,���	� � � �r!E*,���	��� � � * � ���	��� � �I � � * � � ���	��� � �e � ­ * � �«�«�´� ���.��
 ��y{���	��
�������

*,��� £ ���D!�*����	�DM � �r!E*,���	����M � * � ���	��� � �I � � * � � ���	����M �e � ­ * � �«�«�³� ���C��
 ��y|��� £ ��
��	����
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d’on * � ���	��� m *,��������M{*���� £ ���I � ! *,���	� � � �,M{*,���	�rM � �I � 

essentl’error d’aquestaaproximacío “proporcional”a

� � .
No sempreels punts ��� on coneixem els valorsde la funció *,��� � hand’estarequiespaiats.

Si suposemconegutselsvalorsd’aquestafunció enelspunts �	� , ��� , � � , �	­ , i anomenem
� �N!����M^�	� , � � !T� � M^�	� , � ­"!��	­®M^�	� , desenvolupantperTaylor al voltantdel punt �	� obtenim

*,�������D!t*,���	� � � ���s!�*,���	�B� � � ��* � ���	��� � �I � � � * � � ���	��� � �e � ­ � * � �«�«�´� ���	��� � 79797
*,��� � �D!t*,���	� � � � �s!�*,���	�B� � � � * � ���	��� � �I � �� * � � ���	��� � �e � ­� * � �«�«�´� ���	��� � 79797
*,���	­��D!t*,���	� � � ­��s!�*,���	�B� � � ­�* � ���	��� � �I � �­ * � � ���	��� � �e � ­­ * � �«�«�´� ���	��� � 79797

D’aquestestresequacionśesfàcil arribara

*,��� � ��M|*,�������D!ß� � � M � ����* � ���	��� � �I � � �� M � � � ��* � � ���	��� � �e � � ­� M � ­ � ��* � ���«�´� ���	��� � 78797
*,���	­���M|*,��� � �D!ß� � ­®M � � ��* � ���	��� � �I � � �­ M � �� ��* � � ���	��� � �e � � ­­ M � ­� ��* � ���«�´� ���	��� � 78797

Si multipliquemla primeraequacío per � � �­ M � �� � , la segonaper � � �� M � � � � , restemi äıllem * � ���	��� ,
enresulta

* � ���	���¬! I��	�®MH��� � � �	­�������GM^� � �8�����,MP�	­�� *,������� � I��	�DMH����� � �	­����� � MS��������� � M^�	­�� *,��� � � �I��	�®MH����� � � � ����	­DM^�����8���	­®MP� � � *,���	­�� � îO� � � ��* � �«���´� ���	��� � 79787
D’aquestaexpressío voldŕıemfer notarduescosses.Enprimerlloc amb îO� � � � volemindicar

un terme,que es pot calcularamb una mica de pacìencia,on sols apareixen productes
� �
	� µ ( 2�
$¶�! � 
BI�
 d ). En segon lloc, és fàcil adonar-sequeunaaltra manerad’arribar a aquesta

mateixaigualtatconsistiriaenderivarelpolinomid’interpolacíoquepassapelspunts ������
�*���������� ,��� � 
B*,��� � ��� , ���	­9
B*,���	­���� , i avaluarel polinomiderivatenel punt �	� . Aix ò dónaunmètodegeneral
perl’avaluacío delesderivadesd’unafunció.

Procedintd’una manerasemblantal quehemfet per avaluaraproximacionsde la derivada
primera,espodenobteniraproximacionsperlesderivadesd’ordresuperior. Perexemple

* � � ���	��� m *,��� £ ����M¯If*,���	��� � *,�������� � on � £ �s!H�	�®M �
i ���r!��	� � � 7

En aquestcasespotdemostrarquel’error dela fórmuladederivacío val

M * � Í¤� ���.�� I � � 
©�Ry{��� £ ��
������"7
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Figura2.1: Comportamentde l’error per lesfórmulesdederivacío numèricaA (lı́neacont́ınua)
i B (lı́neapuntejada).Els errorsd’arrodonimentinvalidenels resultatsabansd’aconseguir un
precissío menorque � 4 £ � � enel millor delscasos(fórmulaB). Perla representació gràficas’han
utilitzat escaleslogaŕıtmiques.

Nota: Hompotpensarquelesmillors aproximacionsnumèriquesdelesderivadess’obtenen
prenentpassosde derivacío

�
molt petits. L’aparicío en moltesde les fórmulesde diferències

dequantitatsmolt properes,ambla corresponentcancelQ lació determes,fa queaixò no sigui en
generalcert.La Figura2.1mostrael comportamentdel’error perduesfórmulesdederivacío

A: * � ���	��� m *,���	� � � ��M¯*,���	���� 
 B: * � ���	��� m *,���	� � � ��M¯*,���	�DM � �I � 7
enfunció del pasdediscretitzacío

�
, per *,��� �D!�� á�ù �	� i �	��!E467«' .

Comesveua la figura,per totesduesfórmulesdederivacío hi haun pasóptim a partir del
qual,si prenemvalorsde

�
méspetits,elserrorscomencena creixer. La determinacío d’aquest

pasóptims’hadefer cercantel valorde
�

queminimitzala sumadel’error detruncamentpropi
de la fórmula i l’error d’arrodonimentdelscàlculs. Per les duesfórmulesutilitzades,la suma
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d’aquestserrorsésdela forma��� � � �D! �
I � � � I�o� 
 ��� � � �r! � �e � � � o� 


on
� � i

� � són fites per
p * � � ��� � p i p * � � � ��� � p respectivamenti o ésunafita per l’error d’arro-

doniment. Si derivem i igualema zeroles funcions
��� � � � i

��� � � � obtenimqueels puntson
s’atansenelsmı́nimssón

A:
� ! � &.o� ��� � � � 
 B:

� ! � d o� � � � �$­ 7
2.2 Integració numèrica

L’objectiu de la integracío numèricaésel següent: Donadaunafunció *,��� � definidasobreun
interval zc��
 ü } volemcalcularunaaproximacío de! �ï*��s!#"%$\ *,��� � K �0

quanaixò té sentit.

Lesaproximacionsde
! �ï*:� queproporcionala integracío,o quadratura,numèricasónútils en

situacionsdiverses.Perexemple,quanla funció *,��� � no té primitiva,i pertantno espot aplicar
la regla de Barrow; quanno coneixem l’expressío anaĺıtica de la funció quevolem integrar; si
elsvalorsqueprenla funció primitiva de *,��� � solsespodencalcularaproximadamentambun
esforçdecàlcul relativamentgran,etc.Un exempleclard’això últim és" º�

K'&��� & Í ! �
&�` I àgò�ó � �

� ` I=� �H�
� � M�` I�� �T� �

� �
I.` I)( å+*-,/.Båfù �` I � � � å+*-,/.Båfù �` INM^�
0 7

La idea generalde la integracío numèrica consisteixen aproximarla funció *,��� � per un
polinomid’interpolacío i el valordela integral

! �ï*�� peldela integraldelpolinomid’interpolacío.

2.2.1 Mètodesdel rectanglei del trapezi

Dinsdel’interval zÔ�	
 ü } prenem�R�T� puntsquesuposaremordenatsdela següentmanera

��!H����W�� � W�79797CW¯����� �D! ü 
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i anomenarem
� �:!H���³� �,MS��� per 2G! � 
�I�
979787 � . Podemescriure! �ï*:�s! �� � ¡ � ! �?�~*��D! ��� ¡ � " º2143 »º21 *���� � K �07

Deduirem,enprimerlloc, lesfórmulesd’integració simpleperaproximarlesintegrals
! �¤�ï*�� ,

i despŕes,sumant,obtindremlesanomenadesfórmulescompostesquedonaranunaaproximacío
de

! �ï*:� .
La fórmuladel rectanglesimpleutilitza comaproximacío de *,��� � enl’interval z²���%
����´� �%} un

polinomi de grauzero,funció constant,definit pel valor queprenla funció enel punt mitjà de
l’interval. D’araenendavantel puntmig decadasubinterval, z ���%
����´� �?} , el denotaremper

���:! ��� � ���´� �I 
 2G! � 
8797978
 � 7
D’aquestamanerapodemescriurel’aproximacío dela integral

! � com! �¤�~*�� m � ��*,��������

i d’aqúı obtenimla fórmuladel rectanglecomposta:5 �~*��s! ��� ¡ � � �/*,�����½��7

Les fórmulesdel trapeziutilitzen els puntsextremsde cadasubinterval, �����$
�*,��������� , �����´� ��
*,�����´� ����� , per calcularel polinomi d’interpolacío de *,��� � de grau1 (recta). Integrantaquests
polinomisresulta ! �?�ï*:� m � � *,������� � *,�����´� ���I 


ìw�~*��s! ��� ¡ � � � *,�����/� � *������´� ���I 

Es pot demostrarquesi la funció *���� � éscont́ınua,ambduesfórmulescompostessón con-

vergentscap al valor de la integral si la llargadadels subintervals decreix. És a dir, si
� !âOå�æ �%ç���ç�� � � , aleshores à�ágâÜ ã"� 5 �ï*��D! ! �~*���
à�á�âÜ ãÚ� ìô�ï*��s! ! �ï*���7

Persaberquinadelesduesfórmulesd’integracío numèricaconvergeix mésràpidament,su-
posaremque *,��� � té derivadesfins ordre ' cont́ınuesen tot zÔ�	
 ü } , i queaquestesderivadesno
prenenvalorsgairegrans.Fentúsdela fórmuladeTaylorpodemescriure

*,��� �¬! *��/���½� � ���]M^������* � ������� � �I ���]M|���½� � * � � ������� � �e ���]M|���½� ­ * � �«���´� �/����� �
� �I�& ���3M^����� Í * � �
6�� ������� � 79797
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Fàcilmentesveuque

" º2173 »º21 ���]M^����� � K ��! 89999999: 9999999;
� � s2X�]!t46
4 s2X�]! � 
� ­� é�� I s2X�]!�I�
4 s2X�]! d 
� Ë� éf° 4 s2X�]!E&C7

pertant,integranttermea termel’anteriordesenvolupament,resulta" º2173 »º21 *,��� � K �)! � �/*��/���½� � �I�& � ­� * � � �/����� � �� n�If4 � Ë� * � �
6�� ������� � 79797
Aix òmostraquesi

� � éspetit,l’error dela fórmuladelrectangleencadascundelssubintervals
és � �=é I�&�� � ­� * � � �/������

mésaltrestermesméspetits(semprei quan,comja hemdit, elsvalorsdelesderivadesde *,��� �
no esfacingairegrans).

Si tornema utilitzar la fórmuladeTaylorper �)!H��� i ��!H���´� � , obtenim

Â=< Á �?> Ï Â=<A@��B> Ç ÒØDC �½Â � <A@���>DE ÒÝFC �� Â � � <A@��?> Ç ÒÑ ÝDC ­� Â � ���«�´� <A@���>DE ÒÕ�Ý Ñ C Í� Â � �
6�� <A@��?>DE ÉBÉBÉ
Â=< Á �³� �G> Ï Â=<A@��B>DE ÒØ C ��Â � <A@���>DE ÒÝ C �� Â � � <A@��?>FE ÒÑ Ý C ­� Â � ���«�´� <A@���>DE ÒÕ�Ý Ñ C Í� Â � �
6�� <A@��?>DE ÉBÉBÉ

i pertant *�������� � *,�����³� ���I !�*,�/����� � �° � �� * � � �/����� � �d�° & � Í� * � �
6�� ������� � 79797
Si d’aquestaequacío äıllem *,�����½� i substitüım el seuvalor enel desenvolupamentdela inte-

gral, resulta" º2173 »º21 *,��� � K �)! � � *,������� � *,�����´� ���I M �� I � ­� * � � �/�����,M �& ° 4 � Ë� * � �
6�� �����½� � 79797
Aix ò mostraaraquesi

� � éspetit, l’error de la fórmuladel trapezisimpleés Mô� ��é�� I�� � ­� * � � �������
mésaltrestermesméspetits(igual queabans,semprei quanelsvalorsdelesderivadesde *,��� �
no esfacingairegrans).

L’error total per qualsevol de les duesfórmulesés la sumade l’error en cadasubinterval.
Aix ı́, si � ! �I�&

��� ¡ � � ­� * � � �/������
 �i! �� n.If4
�� � ¡ � � Ë� * � �76�� �/������


tenim ! �ï*��©! 5 �~*�� � � � � � 78797! ìô�~*���M{I � M|&.� � 79797
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Si *0� �76�� éspetitai els
� � sonproupetits,aleshores�IH �

i el termedominantdel’error en
lesduesfórmulesés

�
i I � respectivament.

De tot el queacabemdeveureenpodemtreurelessegüentsconclusions

a) Permoltesfuncions *,��� � , l’error de la fórmuladel trapeziésaproximadamentduesve-
gadesmésgranqueel de la fórmuladel rectangle.Aix ò semblacontradictoriambel que
intuı̈tivamentpodŕıempensar. Recordemqueper les fórmulesdel trapezihemaproximat
la funció a integrarperun polinomi degrau1, mentreque,per lesdel rectangleperun de
grau0.

b) Si prenemels nodesd’integracío ����
�� � 
97h7h7g
����9� � equiespaiats,́esa dir
� �w! � � !©7g7h7D!� �·! �

, podemescriureque� ! �I�& � ­ ��� ¡ � * � � ��������
 �i! �� n.I�4 � Ë ��� ¡ � * � �
6�� �����½��7
Si la funció *@� �
6�� ��� � éscont́ınua,espotdemostrarqueexisteixendospunts� , � , a l’intervalW��>��

� � 
97h7g7h

����Y , talsque�� � ¡ � * � � �����½�D! � * �²� ���.��
 ��� ¡ � * � �
6�� �/�����D! � * � �
6�� ���C��

i, pertant,si tenimencompteque � � ! ü M{�� ! �I�& * � � �����8� ü M{�>� � � 
 �i! �� n.If4 * � �
6�� �J�6�8� ü M|�>� � Í 7
Si anomenem± � ! � �=é�� I���* � � ���.�8� ü M¯�>� , ±�Íj! � �=é n�e�4.��*0� �76�� �J�6�8� ü M�����
 delesqualscal fer
notarquesón independentsde

�
, enresultaque! �~*��¬! 5 �ï*�� � ± �I � � � ±�Í& � Í � 79797
! ìô�ï*��GM{± � � � M|±�Í � Í � 79787

c) Si dupliquemel nombredesubintervals,dividint perdosel pasd’integracío
�
, cadascun

dels termesdominantsde l’error de les fórmulesd’integracío simple disminueixen un
factor1/8, i com quehemmultiplicat per 2 el nombretotal de subintervals, l’error total
esredueixperun factoraproximadamentigual a 1/4. Aix ò no ésdel tot exacteja quela
funció * � � ��� � no ésconstanti a la vegadaestemnegligint elstermesd’ordresuperior.

d) La tècnicad’anardoblantel nombredesubintervalsi estimarl’error espot programarde
maneraquedoni unssubintervals tals queaproximinel valor de la integral ambun error
cadavegadaméspetit. Si avaluem,ambla fórmuladels trapezis,el valor de la integral
d’unafunció *,��� � ambpassos

�
i
� é I , podemescriure

ì ��� � �D! ! �ï*�� � ± � � � � ±BÍ � Í � 7h7g7h7
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ì � ( �
I 0 ! ! �ï*�� � ± �& � � � ±BÍ° � Í � 7g7h7h7

Si multipliquemla primeraequacío per M �=é�d , la segonaper & éfd i lessumem:

ì���� � �D! &d ì:� ( �
I 0 M �d ì �=� � �D! ! �ï*:�GM �e ±BÍ � Í � 7g7h7

ambel quehemaconseguit unanova fórmulad’integracío queté un termedominantde
l’error del’ordre de

� Í . Iterantaquestproc̀espodemobtenirfórmulesdequadraturad’or-
dre elevat, conegudescom fórmulesd’integracío Romberg. Més concretament,podem
construirl’esquematriangular

ì:��� � �ì:��� � é I�� ì0��� � �ì:��� � é I���� ì0��� � é I�� ì � � � �...
...

...

on ì U ( �
I   0 ! & U& U M � ì U £ � ( �

I   � � 0 M �& U M � ì�U £ � ( �
I   0

amb ¥R!t46
 � 
879797 i V�! � 
�I�
879797:
B¥ .

2.2.2 MètodedeSimpson

Combinantlesexpressionsquehemobtingutperl’error delesfórmulesdelrectanglei del trapezi
podemobtenirunanova fórmulad’integracío en la qual hagi desaparegut el termeamb

�
de

l’error. Aix ı́, si definim K �~*��s! Id 5 �ï*�� � �d ìô�ï*���

i tenimencomptelesexpressionsde

5 �~*�� i ìw�~*�� , K �~*�� espotescriureexplı́citamentcomK �ï*:�s! �e
�� � ¡ � � �ML´*,�����/� � &�* � ��� � ���´� �I � � *,�����´� ���ON®7

Aquestaésla regla deSimpsoncomposta. Aquestafórmulaespot obtenird’altresmaneres,
perexempleinterpolantlocalmentla funció *,��� � perpolinomisdegrau2, fent úsdelsextrems
i el puntmitjà decadasubinterval d’integracío perobtenirla fórmuladeSimpsonsimple.Com
enel casde les fórmulesdel rectanglei del trapezi,si despŕessumemper totselssubintervals,
obtenimla fórmuladeSimpsoncomposta.



MÈTODESNUMÈRICS 29

L’error dela fórmuladeSimpsonespotobtenirdirectamentapartirdel’error delesfórmules
del rectanglei del trapezi:! �ï*:��M K �~*��©! Id � ! �ï*��GM 5 �~*���� � �d � ! �~*���MSìô�ï*:���s!

! M Id � � 7g7h7>!#M �I °�° 4
��� ¡ � � Ë� * � �
6�� ���8��� � 79797

Peral mètodedeSimpsonpodemfer elssegüentscomentaris:

a) Malgratqueel càlculde

K �~*�� esbasaenla integracío depolinomisdegrau2, l’error dela
fórmulainvolucraderivadesd’ordremésgrano igualque4, pertantel mètodedeSimpson
ésexactepertotselspolinomisdegraumenoro igualque3.

b) De manerasemblantal quehemdit per les fórmulesdel rectanglei del trapezi,si dupli-
quemel nombredesubintervals,dividint perdoselspassosd’integracío,enprincipi l’error
total esredueixenun factorpropera1/16.

c) Podemcombinarduesfórmulesde Simpsonambdiferentspassos,de maneraqueper la
fórmularesultantl’error comenciambtermes

� Ù� i *0� 6?�´� ����� .
d) Al comentarlespropietatsdetotselsmètodesexposats,hemsuposatsempreqüestionsdel

tipus “
� � * � � ��� � ésmésgranque

� Í * � �
6�� ���C� ”. La validesad’aquesttipus d’afirmacions
dep̀ende la funció *���� � . Els mètodesquetot seguit discutiremtenenen compteaquesta
menadepropietats.
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2.3 Problemes

28. Tenim tabuladala funció *,��� �P! � á�ù ��� � amb 5 xifres arrodonidesi calculem *����~467kn�4�4.�
substituintelsvalorstabulatsenla fórmulacentrada

* � �~467kn�4�4�� m *,�~467kn�4�4 � � ��M¯*,�~467kn�4�4NM � �I � 

peradiferentsvalorsdelpas

�
. La següenttaulaensdónalesaproximacionsobtingudesi l’error

( * � �~4�7�n�4f4.�GM ,8ò �=�~467kn�4�4�� ) � * � �/467kn�4�4.� Error
0.001 0.62500 0.00339
0.002 0.62250 0.00089
0.005 0.62200 0.00039
0.010 0.62150 Mj4�7�4�4f4 ���
0.020 0.62150 Mj4�7�4�4f4 ���
0.050 0.62140 Mj4�7�4�4f4.I �
0.100 0.62055 Mj4�7�4�4 � 4�e

Determineuel pasteòric òptim perqùe l’error enl’aproximacío de * � �~4�7�n�4f4.� sigui mı́nim. Com-
pareu-loambelsvalorsdela taula.Indicació: Enla fórmulacentradaanteriorel pasteòric òptim
s’obt́ecalculantel mı́nim dela següentexpressío:

[ � � �D!Eo é � � � � � é e , on
[ � � � ésl’error comés

en funció del pas, o ésunafita de l’error d’arrodonimentcomésen l’avaluacío de *���� � i
�

és
unafita de * � � � ��� � enl’interval on treballem.En el nostrecas o m �� � 4 £ Ë i

� ! âOå�æ p * � � � ��� � p en
l’interval zÔ467 ° 4�46
 � 7�4f4�4�} . Resposta:

� !+� d o é � � � �$­ m 467k4.I ° .
29. Calculeula derivadaprimerade la funció *,��� ��! .
åfù ��� � en el punt �T! � emprantles
següentsfórmules:

* � �~�>� m *,�~� � � ��M¯*,�/���� 
�* � �~�>� m *,�~�>��M¯*,�/�·M � �� 
�* � �/��� m *,�/� � � ��M¯*��~�·M � �I � 

* � �~�>� m MN*,�/� � I � � � &�*,�/� � � �,M d *,�~�>�I � 
�* � �/��� m

d *��~�>�GM|&�*,�/�·M � � � *��~�·M|I � �I � 

i utilitzant els passos

� !¬467 � 
B467k4.'�
B467k4.I . Avalueul’error en cadaaproximacío, compareu-lo
ambel valor exactei determineu-neel pasòptim. Resposta:4.0735193,3.7181518,3.5361346,�QP � m e�7�n�Q � 4 £ Ë ; 2.972495,3.1805026,3.3224727,

�QP � m e�7�n�Q � 4 £ Ë ; 3.5230072,3.4493272,
3.4293037,

�QP � m u 7«'�Q � 4 £ Í ; 3.1868155,3.3627841,3.4170966,
�QP � m e67 df° Q � 4 £ Í ; 3.3061443,

3.3885103,3.41869,
�FP � m � 7kef&�Q � 4 £ ­ .

30. Obtenimuncosderevolució fentgiraral voltantdel’eix � la corba�w! �@� º ÀÍ on �ªy{zÔ46
�I�} .
Calculeuel volumd’aquestobjecteutilitzant:



MÈTODESNUMÈRICS 31

a) la regladelstrapezisamb R !�I�

&6
 ° on
� !ß� ü M|�>� é R . Calculeul’error peracadaR ,

b) la regladeSimpsonambelsmateixosvalorsde R i tamb́ecalculantl’error.

Resp.: 11.7286.

31. Doneuunaaproximacío del’ àreadela regió acotadaperla corba

��! �S ` IUT [ £ � º �WV�� À � �
i l’eix de les � a l’interval z´M S 
 S } . Useula regla compostadelstrapezisper R !ÞI>

&C
 ° i � e .
Feuels mateixoscalculsusantels intervals z´MjI S 
BI S } i z´M d S 
 d S } . ( Indicacío: Previ al càlcul
numèric feu el canvi devariables

& !H� é S ). Resposta: 0.683,0.954,0.997.

32. Determineuunaaproximacío delesintegralssegüents:

a) " Í£ Í
K ��®� � � ambunerrormenorque o®! � 4 £ ­ 


b) " ��
[ £ �/� º � á�ù � K � ambunerrormenorque o®! � 4 £ Ù 7

Resposta: a)
! �ï*�� m I�7ke.' ��uf° v � 4 £ ­ . b)

! �ï*�� m 467k4�4�n °.uf° v � 4 £ Ù .
33. Calculeuel valor de la integral X ��ZY ºº ambun error de � 4 £ Ó usantel mètodede Romberg.
Resposta:0.693147.
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2.4 Qüestions

34. Percalcular *\[%�/�>� , quinafórmulaésmillor quanh éspetita?

a) ¸ �
\ � Ü � £ ¸ �

\ £ Ü �� Ü b) ¸ �
\ � Ü � £ ¸ �

\ �Ü
c) ¸ �

\ � £ ¸ �
\ £ Ü �Ü d) Toteslesanteriorstenenel mateixordre

35. Perquinscoeficients��
 ü 
B± la fórmulad’integracío" �� *,��� � K ��!t�>*,�/4.� �¯ü *�� �=é If� � ±�*,� � �
ésexactaperpolinomisdegrauméspetit o igual quedos?

a) �ô! �=é�� I>
 ü ! �=éfd 
®±�! �=é e6
 b) ��!�' é�� I�
 ü !tI é�� I�
D±Ú!t' é�� I�

c) �ô! �=é I�
 ü !H46
r±Ú! �=é I>
 d) ��! ��é e6
 ü !tI éfd 
r±Ú! �=é e67

36. Calculeu " �� ���� � K �
usanttrapezisamb4 subintervals.Quin ésel valorobtingut?

a) 467 u�� I b) 467ke�n�n c) 467ke�n u d) 467ke�n d
37. Volemcalcularlesderivadesprimerai segonad’unafunció dela qualenconeixemla següent
tauladevalors ��� 1.9 2.0 2.1*������/� 12.7032 14.7781 17.1490

Usemfórmulescentradesqueutilitzen elspunts ������M � 
�*,������M � ��� i ����� � � 
�*,����� � � ��� perla
primeraderivadai �����%
�*���������� juntamentambelspuntsanteriorsper la segonaderivada.Quines
aproximacionsobtenimpelsvalorsde * � �ïI>7�4.� i * � � �~I�7�4�� ?

a)23.709i 30.77, b) 20.749i 28.5, c) 22.229i 29.6, d) Capdelesanteriors7
38. Consideremla següentfórmulad’integracío numèrica:" �£ � *���� � K ��! �ï'�*��¤M�` 4�7ke.� �¯° *,�~4�� � '�*,�$` 4�7�e.���n
Quinadelessegüentsafirmacionéscerta:

a)Ésexactaperpolinomisdegrau6 

b)Ésexactaperpolinomisdegrau

q
que5 


c)No ésexactaperpolinomisdegrau3 

d)Capdelesanteriors7
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39. Quanaproximemla derivadad’unafunció mitjançantla fórmula:

* � ���	���D! Mj*,���	� � I � � �¯° *,���	� � � ��M ° *,���	�rM � � � *,���	�DM¯I � �� I �
l’error ésproporcionala:

a)
� Í b)

� � c)
� ­ d)

� 7
40. Coneixemelssegüentsvalorsd’unafunció:

x 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4
y 6.050 7.389 9.025 11.023 13.464 16.445 20.086 24.533 29.964

Quantval X ­�Ì Í�%Ì ñ *,��� � K �0
 si la calculempelmètodedeSimpsonambpash=0.4?

a) I d 7kn d 4 � b) I d 7�'fn�4.I c) I d 7kn � &.n d) Capdelsanteriors

41. Volemcalcular " �� � � K �0

utilitzant la fórmuladeSimpsonamb20 intervals.Quin resultatobtenim?

a) 4�7 d�dfd e b) 467 d�d I�' c) 467 d�d I � d) 4�7 d�dfd�d
42. CalculeuperTrapezisX �� � �®� �	��� K � amb

� !E467�I�' .
a) 3.317521
 b) 3.333333
 c) 3.343750
 d) 3.3245197

43. Percalcularla integral X �%Ì ­� ` � K � , ensdonenla següentfórmula467�4�'d � �®� &	� � 7k4.I�& u"�T� 7�4 u I dÚ�H� 7 ���9° 4.� � IC� � 7k4f& °f°Ú�H� 7k4�n.'�&.� �H� 7 � &.4 � �
Dequin tipusdefórmulaestracta?

a)Trapezi 
 b) Simpson
 c) Rectangle
 d) Capdelesanteriors.

44. Calculeula integraldela funció *,��� �s! d � ­ � '=�bM � enl’interval zÔ46
 � } utilitzant la fórmula
de Simpsonamb 2 intervals. Compareuel valor obtingut ambel valor exacte. Per què hem
obtingutaquesterror?

a)La funció éssenar
 b) Hemtingutsort

c) Simpsonintegraexactamentpolinomisdegrau3 
 d) La funció ésparella7

45. Quantval l’aproximacío de la integral X �� �� � º K � aplicantla fórmuladels trapezisusant2
intervals?

a) 467c&.4 °fd�d�d 
 b) 467 °6� e�efe�e6
 c) 467c&.4.'�&.e�'�
 d) Capdelesanteriors7
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46. El resultatd’aproximar * � �/&C7�'�� a partir dels valors *,��&C7«'�4�e.��! � 7�I d�d.uf° i *,��&C7k&�nf&��x!� 7�I � I�I u és:
a) � 7 u n.I�'�
 b) d 7�' ° '�
 c) M d 7�' ° '�
 d) M � 7 u n�I�'�7

47. Volemcalcular, fent úsdela fórmuladeSimpsoncomposta"^] � �� � á�ù � K �0

ambun errormenorque � 4 £ Ó . Quantssubintervalscalprendrecomamı́nim?

a) � !Ee6
 b) � !tn6
 c) � ! � 46
 d) Capdelesanteriors7
48. L’error detruncacío dela fórmula

* � �~�>�`_ �I � �?M d *,�~�>� � &�*��~� � � �,M{*,�~� � I � ���
ésd’ordre

a)
� Í 
 b)

� ­ 
 c)
� �9
 d) Capdelesanteriors7

49. Si aproximemel valordela integral, X $\ *,��� � K � , usantla fórmuladel trapezisimple ìô�ï*	
 � � ,
quinnomrepl’error quecometemal considerarX $\ *,��� � K � m ìô�ï*�
 � � ?

a) Errord’arrodonimentdel mètode, b) ErrordecancelQ lació del mètode,
c) Errordetruncamentdel mètode, d) Error fataldelmètode.

50. Quantval X �£ � [ º K � si escalculausantla fórmuladelstrapezisamb
� ! �=é I ?

a) d 7«I�' � & d I�
 b) I�7�I � 4�'�' � 
 c) M|I�7�4 � &�'�&.4�
 d) I�7 d n�n � e�e67
51. Sabemque

* � �~�>�s! �� I � �~*,�~�LM¯I � ��M ° *,�/�·M � � ��° *��~� � � ��M¯*,�~�LM � ��� � � Íd 4 * � Ë?� ���C�
Suposemquela derivadad’ordre � de la funció * espot fitar per � 4 � i el valorsde * espoden
calcularambun errord’arrodonimentfitat per '�Q � 4 £ Ë . El valor de

�
quecal pendrepertal que

la derivadade * en � presentiel mı́nim errorpossiblées:

a) 467k4.I�I>

a) � 4 £ Ù 

a) 467 ��� I>

d) Capdelsanteriors.



Caṕıtol 3

ZEROSDE FUNCIONS NO LINEALS

3.1 Intr oducció

Un problemaal qualanemaparartot sovint ésel delcàlculdelesarrels(zeroso solucions)d’una
funció *,��� � . Suposarementot el quesegueixque *,��� � ésunafunció real,engeneralno lineal,
d’unavariable.Exemplesdefuncionsno linealssón

*,��� �Û! � á�ù �OM^� � I�
*,��� �Û! � ­ M¯Iw
*,��� �Û! [ º � à�ò�ó �3M d 7
Volemtrobarlessolucionsdel’equacío *,��� �s!E4 . Enla majoriadelscasosaquestaequacío noes
pot resoldreexplı́citament.El problemaqueplantegemaqúı ésl’obtenció, ambunaaproximacío
arbitr̀aria,delessevesarrels.

Un exempled’un problemaqueenscondueixal càlculdel zerod’unafunció ésaquest:
Volem calcular l’ àreade la regió situadaentre les corbes �+! [ £ º i �#! ,�ò �C� dins de

l’interval, perles � , zÔ46
 ] � } . Si tenimencompteel comportamentdelesduesfuncions,la solucío
vedonadaper

àrea ! "^a� � ,8ò �C�3M [ £ º � K � � "cb Àa � [ £ º M ,8ò �C� � K �Z!
! IM� ágù � � I [ £ a M¯INM [ £ b À

on � ésel puntdetall delesfuncions
[ £ º i

,8ò ��� al’interval �/46
 ] � ��7 Ésclarqueperobtenirel valor
numèricdela solucío d’aquestproblemahemdedeterminarel valorde � quesatisf̀a l’equacío

*,��� �s! ,8ò �C�3M [ £ º !H4R
P��y{zÔ46
 T I }�7
Els mètodesque descriuremper resoldreaquesttipus de problemesno determinenles seves
solucionsdemaneradirecta(ja hemdit queenla majorpartdelscasosaixò no éspossible).El

35
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quetrobaremser̀aunasuccessío devalors <����>A��edgf convergentaunvalor h solucío del’equacío
plantejada.́Esadir à�ágâ��ãÚä ���·!ihF
|*,� h��s!t4�7
Aleshores,pendremcomsolucío del problemaundelstermes�   dela successío queverifiquip *����   � p W Toler̀ancia��
 o bép �  �£ �GM^�   p W Toler̀ancia� 

on elsvalorsdelestolerànciescaldr̀aqueestiguinfixatsd’entrada.

És clar queno totesles equacionstenenun únic zeroen un cert domini. Perexemple,la
funció *,��� ��! � Ó � á�ù �º té un nombreinfinit d’arrelsen tot interval quecontinguil’origen. Per
tant,enqualsevol proćesdecàlculd’arrelsd’unaequacío no linealhauremdedistingir tresfases

a) Localització: Hem de coǹeixer la zonaon estrobenles arrels. En general,aquestain-
formacío espot obtenira partir d’un estudianaĺıtic de la funció o tamb́e a partir d’una
representació gràficaaproximada.En moltscasos,lesequacionsprovenend’un problema
tècnico cient́ıfic, el coneixementdelqualtamb́epotajudara la localitzacío delesarrels.

b) Separacío: Algunscopstenimqueduesarrelsdiferentsd’unaequacío estanmolt pròxi-
mes. En aquestscasosensconvindrà separarlesarrels,ésa dir, determinardominisque
continguinunaúnicaarreldel’equacío.

c) Aproximació Numèrica: L’objectiu queensplantegemésl’obtenció d’unasuccessío de
valorsqueconvergeixi capal’arrel buscada.Aquestasuccessío esconstruir̀a,normalment,
demaneraiterativaapartird’unscertsvalorsinicialsquesuposaremsuficientmentpròxims
al’arrel cercada.A partirde �	�8
�����
979797:
���Uj
 obtindrem��U�� �r!#j3����Uj
978797�
��	��� i, deforma
mésgeneral,�   � �D!#j3���   
979787�
��  �£ U�� , demaneraqueàgá�â  ãÚä �   !#h amb *,� h��s!E4�7

3.2 Alguns mètodesd’apr oximació desolucions

3.2.1 Mètodedebiseccío

La fonamentacío teòricad’aquestmètodela dónael següentteorema:

TeoremadeBolzano
Sigui *Ik�zc��
 ü }ml n cont́ınuaen l’interval zÔ��
 ü } i tal que *,�~�>��*,� ü �;W 4�
 llavors existeixh^y{�/�	
 ü � tal que *,�Jh,�s!E4�7
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En generalpodŕıemtenir mésd’unaarrelenl’interval zc��
 ü } per̀o suposaremque,si cal,hem
aplicatprèviamentun proćesdelocalitzacío i separacío pertal queaixò no siguiaix́ı. El mètode
debiseccío consisteixenconstruirunasuccessío d’intervalsencaixats,

�~��
 ü �s!��/����
 ü �B�po#�/�6��
 ü ���qoa79797Qo#�/�   
 ü   �qoa79797:

demaneraquesemprecontinguinl’arrel i quel’amplitud decadainterval sigui la meitatdel’an-
terior, ésadir, ü   Mð�   !tIC� ü   � �@M-�   � ��� . Quanl’amplitud del’interval siguiproupetitapodrem
considerarcomunabonaaproximacío d’aquestaqualsevol puntde l’ últim interval calculat,en
particularel puntmitjà.

La successío d’intervalsesconstrueixaix́ı:

a) Partimdel’interval �~�.�9
 ü ��� tal que *,�/�.����*,� ü ����W�4 , calculemel punt ±9�s!��~�.� ��ü ��� é I .
b) Si *,�~±9���D!E4 , ±9� ésl’arrel buscada.

c) Altramentesconsiderar̀a com interval �~�6��
 ü ��� l’interval �~�.��
B±9��� o el �/±��B
 ü ��� segonsque*,�/�.����*,�/±��¤�"W�4 o *,�/±�����*,� ü ����W�4 , respectivament.

d) El proćesescontinuademaneraiterativa,per̀o a partir aradel’interval �~�6��
 ü ��� .
Comentari: El mètodedebiseccío té l’avantatgedesersempreconvergentper̀o la sevavelocitat
de convergènciaéslenta. Peraquestmètodeespot donarunaestimacío del nombred’iteraci-
onsnecess̀ariesper obtenirunaarrel h de l’equacío *,��� �L!�4 ambunaprecisío prefixada.Es
comenc¸a el proćes en l’interval �~�.��
 ü ��� i despŕesde � passosobteniml’interval �/���6
 ü �.� que
cont́e ±��9� � , puntmitj‘a del’interval, i l’arrel h cercada.Comla longituddel’interval esredueix
a la meitatencadapas,tenimque

p ±��9� �GMrh p�q ü �rM{���I ��� � 7
Suposemquevolemcercarl’arrel h ambunaprecisío menorqueunacertaquantitatpetita o , és
adir, volemqueescompleixi, p ±B��� ��Msh p�q o¨7
Aquestacondicío esverificar̀a siü �rM|�.�I ��� � q oÚ
 o equivalentmentI �9� �qt ü �rM{�.�o 

i prenentlogaritmes,vegemqueel nombre,� , d’iteracionsnecess̀arieshadeverificar

� t àgò�ó � $ ¾ £ \ ¾u �à�òfó I M � 7
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Aix ı́, si volemobtenirl’arrel d’unafunció ambunaprecisío menorque oj! � 4 £ Ó i partimd’un
interval �~�.�9
 ü ��� delongitud1, obtindremla solucío cercadaal determinar±9� Î .
Exemple: Volem cercarl’ únicaarrel de la funció *,��� �w!Þ��M [ £ º !ö4 queest̀a en l’interval�~4�7«'�

467�e�� . Aplicantel mètodedebiseccío obtenimla següenttaula:

2 �/���%
 ü ��� *,�/����� *,� ü ��� ±B�´� �s!ß� ü � � ���/� é I *,�~±B�´� ���
0 (0.5,0.6) Mj467 � 4�e�' 0.0512 0.55 Ml467�4�I u 4
1 (0.55,0.6) Mj467k4.I u 4 0.0512 0.575 467k4 � I d
2 (0.55,0.575) Mj467k4.I u 4 0.0123 0.5625 Ml467�4f4 ufd

En aquestexempletenimque
p ±�­DMsh p�q � 4 £ � 	"I £ ­ !E467k4 � If' i

p *,�~±�­�� p m u 7 d 	 � 4 £ ­ .
3.2.2 MètodedeNewton–Raphson

Suposemaraquela funció * ésduesvegadesderivableenun interval �~��
 ü � ( *ªy �@���/�	
 ü � ). Sigui��� unaaproximacío de l’arrel h de l’equacío *,��� �R! 4 tal que * � �������-�! 4 i
� !vh|M���� és

“petit”. Consideremel desenvolupamentdeTaylordela funció * al voltantdelpunt ��� ,
*���� �s!�*,�����.� � * � �����.�����3MS����� � * � � ���	��� ���I ���3M^����� � 


on �	��� ��yDW��0
�����Y . Avaluantel desenvolupamentenel punt h-!T��� � �
obtenim

4L!�*�� h,�s!E*,����� � � �D!�*,������� � * � ������� � � *�� ���������������I � � 7
Suposemque,com

�
éspetit,el termequecont́e

� � ésmenyspreablei pertant

4 m *,�����.� � * � ������� � 7
Isolant

�
d’aquestaequacío obtenim � m � �L!+M *,�������* � ������� 7

Aquestafórmulaensdónaunacorreccío,
� � , per la nostraaproximacío, ��� , de l’arrel h que

anomenem���9� �)!¬��� � � � . El mètodede Newton consisteixen: donadauna aproximacío
inicial �	� generar unasuccessío devalors <����>A , definidaper

���9� �D!H���NM *,�����.�* � �����.� 
 � !E4�
 � 79797�7
Aquestproćes s’haur̀a d’aturar quan

p ����� �lMt��� p W o o bé
p *�������� �?� p W ¦ , on o i ¦ són les

tolerànciesqueestemdisposatsaacceptar.



MÈTODESNUMÈRICS 39

P
S

fragreplacem
ents

�	� ���� ��	­
P

S
fragreplacem

ents

�	� ���� � �	­

Figura4.1.MètodedeNewton Figura4.2. Mètodedela secant

Enla Figura4.1s’il Q lustragràficamentcomlesaproximacions��� del’arrel h s’obtenenusant
successivesrectestangentsa la corba��!�*,��� � enelspunts �����6
�*���������� .
Comentari: El mètodedeNewton no éssempreconvergentperqualsevol valor de �	� i sempre
ésconvenientescollir l’aproximacío inicial �	� tanproperacomsigui possiblea l’arrel buscada.
Ara bé,quantenimconvergència,aquestasol serràpida.

Exemple: Volemcercarl’ únicaarreldela funció *,��� �D!T�OM [ £ º !E4 amb �	��!t4�7«'�' . Aplicant
el mètodedeNewtonobtenimla següenttaula:

� ��� *,�����.� * � ������� *,������� é * � �������
0 0.55 Ml467�4�Ife�n.'f4 1.576950 Ml467�4 �=u 4�n�4
1 0.567090 Ml467�4f4�4�4 ° & 1.567174 Ml467�4f4�4�4.' d
2 0.567143 Mj'�7k&w	 � 4 £ ñ

Notemque ��� té tresxifres igualsquel’arrel h i � � enté sis.

Definició: Direm que h ésunaarrelambmultiplicitat V del’equacío *,��� �¨!�4 si escompleix
que *,�Jh,�s!E* � �Jh,�s!+Q�Q�Q�!E*0� U £ �~� � h,�s!E4 , per̀o *0� U�� � h,���!H4 .
Nota: El mètodede Newton presentaproblemesquanl’arrel h de la funció * té multiplicitat
mésgranque1. En aquestcastenimunaconvergènciaméslentaquel’esperada.Tot i això, el
mètodepotsermodificatpertal d’adaptar-lo al casd’unaarrelmúltiple. Si la funció * és V �T�
vegadesderivableambcontinüıtat ( *�y � U,� � ) i h ésunaarreldela funció * ambmultiplicitat V
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tal que *0� U,� �~� � h,�b�!i4 , podemescriureel següentmètodeiteratiuqueser̀a usatpercercararrels
demultiplicitat V . ����� �D!T���bM^V *,�������* � ������� 
 � !t46
 � 79797:7
El proćesiteratius’aturar̀ad’igual formaques’haexposatenel mètodedeNewton

Newton Newtonperarrelsmúltiples� ��� *�������� � ��� *,�����.�
0 0.55 0.00726228 0 0.55 0.00726228
1 0.55854492 0.00018214 1 0.56708983 u 7k4x	 � 4 £>Î
2 0.56283740 0.00004561 2 0.56714329 e67�'�	 � 4 £ �/ñ
3 0.56498866 0.00001141
4 0.56606556 0.00000285
5 0.56660432 0.00000071
6 0.56687378 0.00000018
7 0.56700853 0.00000004
8 0.56707591 0.00000001
9 0.56710960 I>7 ° 	 � 4 £>Î

Exemple: Volemcercarl’ únicaarreldobledela funció *,��� �®!����]M [ £ º �?�"!t4 amb �	��!�467«'f' .
En la taulaanteriorpodemcompararels valorsobtingutsen aplicarel mètodede Newton i el
mètodedeNewton modificatper la recercad’arrel múltiples,enaquestcas V5!�I . Observem
queel mètodedeNewtonconvergeixcapa l’arrel molt lentamenti encanvi el mètodemodificat
ho famésràpidament.

3.2.3 Mètodede la secant

Consideremel mètodedeNewtoni aproximemla derivada*���������� pelquocientdelesdiferències

* � �����.� m *,��������M¯*,����� £ �������M^��� £ �
formadesperduesaproximacionssuccessives.Obtenimaix́ı l’expressío

���9� �D!H���NM¯*,������� ����M^��� £ �*,�����.��M¯*������ £ �¤� 
 � ! � 
�I�
879797�7
Igual com en el mètodede Newton, el proćes s’haur̀a d’aturar quan

p ����� �jMa��� p W o o bép *�������� �¤� p W�¦ , on o i ¦ són lestolerànciesqueestemdisposatsa acceptar.
El mètodeiteratiu ques’acabade descriureesconeixambel nom de mètodede la secant.

En la Figura4.2s’il Q lustragràficamentcomlesaproximacions����� � s’obtenenusantsuccessives
rectespelspunts ����� £ ��
�*������ £ �¤��� i �����6
�*,��������� .
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Comentari: El mètodede la secantno éssempreconvergentencaraqueprenguemels punts
inicials propersa l’arrel. Enparticularpotpassarqueperun cert � , *,������� noestiguidefinida.

Exemple: Volem cercarl’ únicaarrel de la funció *,��� �w!Þ��M [ £ º !ö4 queest̀a en l’interval�~4�7«'�'>
B467�' u '�� . Aplicantel mètodedela secantobtenimla següenttaula:

� ��� *,�����.�
0 0.55 Ml467k4.Ife�n.'�4
1 0.575 467�4 � I�Ifn.'
2 0.567168 467�4f4�4�4 d�°
3 0.567143 Mj'�7c&y	 � 4 £ ñ

En aquestexempletenimque
p �	­rM^� � p m I�7�'x	 � 4 £ Ë i

p *,���	­�� p m '�7k&w	 � 4 £ ñ .
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3.3 Teoria generalde la iteració simple

L’equacío *,��� �x! 4 es pot escriureen la forma � ! ë���� � usantoperacionselementalsi,
rećıprocament,��!öë:��� � espot posarcom *���� ��!�4 . Llavors, si h ésunaarrel de l’equacío*,��� �¨!+4 , tenimque h{!#ë:� h�� , on h s’anomenapunt fix del’aplicació �zl ë:��� � . Un mètode
iteratiude la forma ����� �j!ßë:�����f� s’anomenaprocésd’iteraci ó simple (veureFigura4.3). Un
exempled’un mètoded’iteració simpleésel mètodedeNewton ����� �s!H���bM{*,�����.� é * � �����.� que
podemescriurecom ���9� �D!Të������f� on ë:��� �s!��]M¯*,��� � é * � ��� � .

P
S

fragreplacem
ents ��!t*,��� ��w!H�

�	����� ��	­��Í

P
S

fragreplacem
ents

��!t*,��� �

��!H�

�	����� ��	­
P

S
fragreplacem

ents

��!E*,��� �

��!T�

�	���� � ��	­

P
S

fragreplacem
ents

��!t*,��� �

�w!H�

�	���� � ��	­ ��Í
Figura3.1: Representació gràficadeproćesd’iteració simple.

Exemple: Volemcercarl’ únicaarreldela funció *,��� �D!T�OM [ £ º !E4 amb �	��!t4�7«'�' . Aplicant
mètodesd’iteració simple. L’equacío anteriorespot escriuredediferentsformes,perexemple
podemposar�P! [ £ º o bé prenentlogaritmes�ð! M àgò�ó � . Aquestesexpressionsdonenlloc a
dosmètodesiteratius,����� �D!Të:������� , ����� �s! [ £ º � i ����� �D!#M àgò�ó �����.� . Aplicantaquestmètodes
iteratiusobtenimla següenttaula:
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����� �s! [ £ º � ���9� �D!+M à�ò�ó ���� ��� � ���
0 0.55 0 467�'�'
1 0.57695 1 467�'fn uf°fd.u
2 0.561609 2 467�' � &�& d.u
3 0.570291 3 467ke�ef&.e ° I
4 0.565361 4 467c&.4 ° &f& u
. . 5 467 ° n.' d nf&
. . 6 467 ��� 4f&�n.I
. . 7 I�7�If4.I °�� e
. . 8 Mj467 uf° n ufd.u
. .
. .

16 0.567141
17 0.567144
18 0.567143

Esveuqueel primerdelsmètodesconvergeix lentamentcapa la solucío, despŕesde18 iterats,
mentrequeel segond’ells divergeix. Pertanthauŕıem de tenir alguncriteri perqùe la funció ë
ensdońesunasuccessío convergent.

Teoremadel punt fix: Sigui ëðy|� � ��zÔ��
 ü }�� tal que ë:��� �·yazÔ��
 ü } , ÷��¯yazÔ��
 ü } . A més,suposem
queexisteix ë � enl’interval �~��
 ü � ambp ë � ��� � p>q ¥]W � ÷��;y{�~��
 ü ��7
Si �C� ésqualsevol nombredel’interval zc��
 ü } , llavorsla successío definidaper

�C�·!Të:�´�6� £ ����
 � t � 

convergeixa l’ únic puntfix � queté ë:��� � enl’interval zc��
 ü } .

En l’ últim exemplequehemvist teńıem els dosmètodesiteratius ����� �3! [ £ º � i ����� �O!M àgò�ó ��� . Enel primercas,tenim

ë:��� �s! [ £ º 
¬ë � ��� �s!+M [ £ º 
 i pertant
p ë � ��� � p m 4�7«'fe u W � 
 per � m h^7

Mentreenel segoncas,tenim

ë:��� �s! à�ò�ó �¤MÚ� �"
¬ë � ��� �r! M �� 
 i pertant
p ë � ��� � p m

�467�'fe u Y � 
 per � m h^7
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Hemvist, observantelsanteriorsexemples,queel mètodedeNewton convergeix mésràpi-
damentqueno pasel mètoded’iteració simple. Per tant hauremde sabercompararla raó de
convergènciadediferentsmètodesiteratius,peraixò donemla següentdefinició:

Definició d’ordr e: Sigui �	��
�����
�� � 
879797 un successío convergenta h , i escrivim o��ª! ����M{h .
Diremqueaquestasuccessío téordre deconvergència � , si � ésel mesgrandelsnombresreals
positiustalsque à�ágâ��ãÚä p o��9� � pp o�� p � !Eî�Wxè î �!t4�7
î s’anomenacoeficient asimptòtic de l’err or. Per ��! � (aleshoresî W � ) i �X! I , la
convergènciaesdiu lineal o quadràtica, respectivament.

Notes:

I. Considereml’equacío �)!Të���� � i sigui h un puntfix.

a) Si ë ésunacontraccío enunentornd’ h (peraixò bastaque
p ë � ��� � p W � enaquestentorn),

el mètoded’iteració simple ����� �s!Hë:������� ( � q 4 ) téalmenysordre1.

b) Si ë és V vegadesderivablei ë � � h��l! Q�Q�Q !ßë�� U £ �~� �Jh,�¨!�4 , llavorsel mètoded’iteració
simple ���9� �r!Të:�����.� ( � q 4 ) té almenysordre V . Si ë�� U,� � h��N�!t4 , l’ordre és V .

II. Consideremaral’equacío *,��� �s!t4 i suposemqueel mètodeempratconvergeixa l’arrel h .

a) Si * � �Jh,�N�!t4 , el mètodedeNewton té convergènciaalmenysquadr̀atica(�]!tI ).
b) Si *����Jh,�s!t4 , el mètodedeNewton té convergèncialineal (�]! � ).
c) Si * � �Jh,�N�!t4 , el mètodedela secantté convergènciasuper–lineal(�]! �~�F| Ë� Y � ).
d) Independentmentdel comportamentde * espot considerarqueel mètodede biseccío té

convergèncialineal, ja que,encadapas,redüım a la meitatl’interval d’erroronestrobael
zerobuscat.
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3.4 Problemes

52. Demostreuque *,��� �r! [ º M|�3M¯I té I zeros.Calculeuel valor del méspetit pelssegüents
mètodes:a)Newton,b) Secant,c) Biseccío, d) Iteracío simple.Resposta:M � 7 ° & � & � .
53. Unabarrejaequimoleculardemonòxid decarbonii oxigenarribaa l’equilibri a T ! d 4�4 í K
i ' atmdepressío. La reaccío teòricaésCO � �� O��} CO� 
 mentrequela reaccío reals’escriu
com:CO � O� l5� CO � �� � �@� � � O� � � � M�� � CO� 7 L’equacío d’equilibri qúımic quedetermina
la fraccío � delCO quequeda,s’escriucom:~ � ! � � MS� ��� dl� � � � � ��G��� �H� � � � � ú � � � 
|4�W��;W � 

on

~ � ! d 7�4fe és la constantd’equilibri per a CO � �� O� ! CO� a d 4�4�í K, i ú ! ' atm ésla
pressío. Determineuel valorde � pelmètodedeNewton. Resposta:4�7 � n�Ifn�e.I .
54. Utilitzeu el mètodedeNewtonpercercarl’arrel dobledel’equacío

*���� �D! � � ágù �]M � I�� � !H4 amb �	�"! T I 

enl’interval z ] � 
GT�} ambunaexactitudde � 4 £ Ë . Resoleutamb́el’equacío considerantcomapunts
inicials �	��!�'UT i �	��! � 4eT . Resposta:� 7 ° n.'�&.n
55. Consideremla funció *,��� �s! [ »� M�� . Volemcercarel zerode *,��� � usantfórmulesd’iteració
simple( ���9� �D!Hë:������� ) ambdiferentsfuncionsd’iteració:

ë>����� �D! [ »� 
Pë � ��� �D!T�]MP� � �]M
[ »�� � � [ »� 
Së�­=��� �r!T� � � M^� à�ù ��®� àgù � 7

En el casde tenir convergència,comproveu queho fan capal zerode *,��� � . En general,amb
quina de les funcionsd’iteració calenmenys iteracionsper tal d’obtenir el resultatamb una
precisío donada,partintdel mateixvalor inicial? Comproveu-honumèricament.Resposta:ë � ,ë�­ , � 7 u e d I�I .
56. a) Dedüıu la fórmularecurrentdelmètoded’interpolacío inversade3 puntsperal càlcul

dezerosd’unafunció * .

b) Aplicació: Calculeuelszerosdela funció

*,��� �r! �� M¯I à�ù �]M|467�'w

amberrormenorque � 4 £ Ó , a partir delesaproximacionsinicials següents�	�¨!a467�' , ����!� , � � ! � 7�' Resposta:1.18683.

Indicacío: Si * és invertible i la seva inversaés * £ � !¬ë llavors tenim que ��!Û*,��� � es
pot escriurecom ��!Þë:�/�6� . Usaremaquestfet per cercarun zerode l’equacío *,��� �w! 4 . La
interpolacío inversaiteradade3 puntsconsisteixa:
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�����
�� � i lessevesimatges*,���	����
�*,�����¤��
�*,��� � � .� Interpolarla funció ë , inversade * , mitjançant un polinomi de grau2, J � �/�6� , quepassa
pelspunts �ï*����	����
��	����
=�~*,�����¤��
�������
=�ï*,��� � ��
�� � � .� Prendre�	­�!EJ � �~4.� comunaaproximacío delzerobuscati repetirel proćesambelsvalors����
�� � 
��	­ .
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3.5 Qüestions

57. Volemresoldrel’equacío � � à�ù ��� ��!a4 dela qualsabemqueté un zeroal voltantdel punt�)!E467«' , ho volemfer periteracío, quinadelessegüentsexpressionśesla mésadient?

a) ����� �D!#M àgù ��������
 b) ����� �s! [ £ º � 

c) ����� �D!ß����� � [ £ º � � é I>
 d) ����� �s!�� [ £ º � M à�ù ��������� é I�7

58. Volemaplicarel mètodedeNewton per trobarunaaproximacío de ` R , peraixò descom-
ponemR !#�w� i apliquemNewtonamb �	��!�� . Quanval � � ?

a)
� � �
� 
 b)

� � �Í � �� � � 

c)

� � �
� � �� � � 
 d)

� � �Í � Í �� � � 7
59. Volem trobarun punt fix de la funció ë:��� �w!��G� � MHI�� � . En quin delssegüentsintervals
tenimconvergència?

a) �¤M � 
 ��é I���
 b) � � 
BI���
 c) �~4�
 � ��
 d) �~4�
 �=é I���7
60. Usemel mètodedeNewtonpercercarunzerodel’equacío d � � � á�ù ��� ��M^� æ�� ��� �D!E4 . Quant
val �	­ si considerem���D!t4 ?

a) 467 dfd�d�d�d 
 b) 467 �=u��f��� 
 c) 467 d e�4 �=u 
 d) Capdelsanteriors7
61. Apliquem el mètodede la secantper trobarun zerode l’equacío � ­ � �	�ÚM d � M d !�4 .
Agafemvalorsinicials ���s! � i � � !EI . Quantval �	­ ?

a) � 7�'fe � &�I b) � 7�' u�� &�I c) � 7�' ufdfd d) I�7 �����
62. Unaarreldel’equacío � ­ � I�� � �E� 4��3M¯If4ô!�4 és � ! � 7 d e °�° 4 ° 7g7h7 . Quinadelessegüents
afirmacionśescerta?

a) L’algorisme ���·! If4NM¯I=� �� £ � MS� ­� £ �� 4
ésconvergentja quela derivadadela funció �~If4�M-I��	��M;� ­ � é>� 4 ésméspetitaque 4 enles
proximitatsdela solucío.

b) L’algorisme ���·! If4� �� £ � � I=��� £ � �H� 4
ésconvergentja quela derivadade la funció If4 é ���	� � I�� �i� 4.� ésméspetitaque � , en
valorabsolut,enlesproximitatsdela solucío.
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c) Capdelsdosalgorismeśesconvergent.

d) Totsdossón convergentscapa l’arrel donada.

63. Quantszerosté l’equacío �3M ,8ò �C�)!E4 ?
a)cap
 b) 1 desimple
 c) 1 dedoble
 d) 2 desimples7

64. Volemcercarun delspuntsd’interseccío delescorbes�R! [ º M¯I i ��! àgù ��� � I�� , peraixò
apliquemel mètodedeNewton. Quin ésel primerpunt, ��� , queensdónael mètodesi �	��! � ?

a) � 
 b) � 7 � &.e � n d 
 c) 46
 d) � 7 � '�nf& u�� 7
65. Volemutilitzar el mètodedeNewtonpercalcularl’arrel ��M ènad’unacertaquantitat� . Quin
algorismecreusquecalutilitzar?

a) ���w! ���� ��� £ � � \W�-� »º � � »/� 
 b) ���·!T��� £ ��M º
� � � » £ \� º �G� »� � » 


c) ���w! �� � ��� £ �GM \O�G� »º � � » � 
 d) ���·!T��� £ � � º
� � � » £ \� º �G� »� � »

66. Usemel mètodedeNewton per cercarun zerode l’equacío � � M [ º ! 4 . Quantval �	­ si
considerem�	��!E4 ?

a) M{4�7 u 4 d�°6� 
 b) M^467 u 4 d &.46
 c) M|467 u 4 d & u 
 d) Capdelsvalorsanteriors7
67. Volem utilitzar el mètodede Newton per calcularl’arrel quadradad’una certaquantitat � .
Quinalgorismecreusquecalutilitzar?

a) ���·! �� � ��� £ �,M \
º � � »/� 
 b) ���·!T��� £ �GM

\
º � � » 


c) ���·! �� � ��� £ � � \
º � � » � 
 d) ���·!T��� £ � �

\
º � � » 7

68. Sabemque M � 7 ° & � & � 7g7h7 ésunaarreldel’equacío
[ º M¨�GMNI·!H4 . Quindelssegüentsprocessos

d’iteració simpleconvergeix mésràpida l’arrel, si partimd’un punt �	� propera M � 7 ° & � & � ?
a) ���9� �D! [ º � M{I�
 b) ����� �D! à�ù ����� � I���

c) ���9� �D!H���NM�� � � £ º � £ �� � � £ � 
 d) Totsconvergeixenigualderàpid7

69. Usemel métodedela secantpercalcularun zerodela funció *,��� ��! d � � � á�ù �]M [ º amb
puntsinicials �	��!t467 d i ���D!t4�7k& . Quèval �	­ ?

a) 467 d e�4�&�I � 
 b) 467 d e � I�e.I�
 c) 467 d e.' � 4f46
 d) 4�7 d ef4f&.4�n67
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70. Volem calcularunaarrel positiva de l’equacío �a!FIRM [ º pel mètoded’iteració simple.
Quinadelessegüentsafirmacionśescerta?

a) L’anteriorequacío no té solucío,
b) Si la � éspositiva,la funció *,��� �D!�INM [ º té derivadamésgranque1 i pertantno espot

calcular,
c) Solsla podemcalcularsi

p INM [ º p W � ,
d) El podemcalcularsi iteremla funció

àgù �ïINM^� � .
71. Sigui *,��� �w! d � � � ágù ��M [ º 7 Perresoldrel’equacío *���� �w!Þ4 apliquemels mètodesde
Newtonamb �	��!E4 i dela secantamb �	��!t46
����D! � . Quantval percadamètode�	­ ?

a)Newton !E4�7 d ef4f&�I �=u 
 secant!t467 d.u I�I u�u b) Newton !E4�7 d.u I�I u�u 4�
 secant!E467 d e�4�&�I �
c) Newton !E4�7 d ef4f& � I u 
 secant!t467c& u 4�nfn�4 d) Newton !E4�7 d�dfd�d�d�d�d 
 secant!E467c& u 4fn�n�4

72. Volemutilitzar el mètodedeNewton percalcular ` � � � perunacertaquantitat� . Quina
fórmulacal emprar? a) ����� �L! º À� � \� º � £ \ b) ����� �b! º � £ \� � \

� º � £ � \ c) ���9� �L! º À� £ \� º � � \ d) ���9� �L!º � � \� � \
� º � £ � \
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Caṕıtol 4

ÀLGEBRA LINEAL NUMÈRICA

4.1 Resolucío de sistemeslineals

4.1.1 Intr oduccío

Un sistemade � equacionslinealsamb � incògnitesespotescriurecom

�6�%�?��� � �6� � � � � Q�Q�Q � �6������� ! ü �
� � �?��� � � �%� � � � Q�Q�Q � � � ����� ! ü �

Q�Q�Q Q�Q�Q Q�Q�Q
�����%��� � ��� � � � � Q�Q�Q � ��������� ! ü �

o bé en formamatricial comAx ! b, on A ésla matriudecoeficients,b el vectortermeinde-
pendenti x el vectord’incògnites:

A !��������
�C�%� �6� � Q�Q�Q1�6���� � � � �%� Q�Q�Q1� � �...

...
...�����©��� � Q�Q�QÛ�.���

�������� 
 x ! �������
���� �...���

�������� 
 b ! �������
ü �ü �...ü �

�������� 7

A partir d’arasuposaremquela matriuA ésnosingular, ésa dir,
p
A
p �!t4 . Llavors,l’existènciai

unicitatdela solucío est̀angarantides.

Hi hadiversosmètodesper a resoldresistemeslineals. Enslimitarem aqúı als mètodesdi-
rectes, quedonenla solucío del sistemaen un nombrefinit de passos.Els mètodesiteratius
permetenobteniraproximacionssuccessivesdela solucío del sistema.

51
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4.1.2 SistemesTriangulars

Esdiu queunamatriuU éstriangularsuperiorquanté totselselementspersotade la diagonal
igualsazero.Aix ò esrepresenta:

U ! �������
� �%� � � � Q�Q�Q � ���� �%� Q�Q�Q � � �

. . .
...� �8�

� ������ 7
Esdiu queun sistemaUx ! b éstriangularsuperiorsi la matriudecoeficientsU éstriangular
superior. Un sistematriangularsuperiores pot resoldrefàcilment. Es comenc¸a per l’ última
equacío: ���·! ü �� �8� 7
Trobada��� , espotsubstituirel seuvalorenla equacío � M � , i trobar ��� £ � , i aix́ı successivament.
La fórmulageneraĺes:

����!
ü ��M ��µ ¡ �´� � � �Ôµ
�>µ� ��� � q 2DW � 7

De manerasemblantes pot definir una matriu triangular inferior L com una matriu amb els
elementspersobredela diagonaligualsazero.Elssistemestriangularsinferiorsesresolenigual
queels triangularssuperiors,per̀o comenc¸ant per ��� . És fàcil comprovar queel nombretotal
d’operacionsnecess̀ariespera resoldreunsistematriangulard’ � equacionśes � � .
4.1.3 Eliminaci ó Gaussiana

Ésel mésimportantdelsmètodesdirectes.El proćesd’eliminació gaussianaconsisteixentrans-
formar un sistemalineal en un altre equivalenttriangularsuperior, la solucío del qual estroba
directament.

Escrivim el sistemalinealdepartidacomA � �~� x ! b � �~� , i aniremindicantelspassossuccessius
ambel supeŕındex. Suposem� � �~��%� �!E4 . El primerpasconsisteixenpassaraunsistemaamb � �«� �� � !79797:!Z� ��� ���� !X4 , sumantla primeraequacío, multiplicadaperun factoradequat,a cadascunade
lesaltres� M � equacions.Aix ò ensportaaunsistema:

� � �~��%� ��� � � � �~�� � � � � Q�Q�Q � � � �~���� ��� ! ü � �~��� �«� ��%� � � � Q�Q�Q � � ��� �� � ��� ! ü ��� ��Q�Q�Q Q�Q�Q� �«� �� � � � � Q�Q�Q � � ��� ���� ��� ! ü ��� ��
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Suposemara � �«� ��%� �! 4 . El segon pasconsisteixen passara un sistemaamb � � ­?�­ � !F79797r!� � ­?�� � ! 4 , sumantla segonaequacío, multiplicadaperun factoradequat,a lesdesota.Arribem
aix́ı a:

� � �~��%� ��� � � � �~�� � � � � � � �~��/­ �	­ � Q�Q�Q � � � �~���� ��� ! ü � �~��� �«� ��%� � � � � ��� �� ­ �	­ � Q�Q�Q � � ��� �� � ��� ! ü ��� ��� � ­?�­%­ �	­ � Q�Q�Q � � � ­?�­$� ��� ! ü � ­?�­Q�Q�Q Q�Q�Q� � ­?��8­ �	­ � Q�Q�Q � � � ­?��8� ��� ! ü � ­?��
Continuantd’aquestamanera,sipelcaḿı noenstrobemambalgun � �   � �  !E4 , arribemaunsistema
triangularsuperior. Espot demostrarque,si � YbY � , el nombred’operacionsnecess̀ariespera
arribara unsistematriangularésaproximadament:

I � ­d � � �I 7
Nota. Quanel proćesd’eliminació esfa ambpaperi llapis, éspràcticrepresentarel sistema

perla matriuampliada: �
A !��������

�6�%� �C� � Q�Q�Q1�6��� ü �� � � � �%� Q�Q�Q1� � � ü �...
...

...
...�.���©��� � Q�Q�Q¬���8� ü �

�������� 

i operaramblessevesfiles comho feiemmésamuntamblesequacions,fins obtenirun triangle
dezerosenla partinferior esquerra.En l’exemplequesegueixesveur̀aaixò.

Exemple. Volemtrobarla solucío del sistemad’equacions:

I=��� � &f� � � �	­1! �° ���GM^� � �¯d �	­1! 4I=��� � '�� � ! 4�7
Escomprova fàcilmentque

p
A
p ! d e-�!ß4 , i per tantel sistematé solucío única. Consideremla

matriuampliada:
�
A ! ���� I & � �° M � d 4I ' 4 4

� ��� 

i partintd’

�
A !

�
A � �~� , apliquemel proćesd’eliminació gaussiana.
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Primerpas:sumanta la segonafila la primeramultiplicadaper M¨& , i a la tercerala primera
multiplicadaper M � , obtenim: �

A �«� � ! ���� I & � �4 M �=u M � Ml&4 � M � M �
� ��� 7

Segonpas:sumanta la tercerafila la segonamultiplicadaper �=é>�=u obtenim:�
A � ­?� ! ���� I & � �4 M �=u M � M¨&4 4 M �9°.é��=u MNI �=é��=u

����� 

quedónaun sistematriangularsuperior:

I=��� � &f� � � �	­1! �
M �=u � � MS�	­1! Ml&M ��°�=u �	­1! M I ��=u

La solucío és:

�	­5! MjI �=é��=uM ��°.é��=u ! ue 

� � ! M ��=u �?Ml& � �	­��r! �e 
���¬! �I � � M^�	­rM^&f� � �D!#M '� I 7

4.1.4 Pivotatge

Notemque,enel pas ¥ M è del proćesd’eliminació gaussiana,hemdedividir perl’elementdela
diagonal� �   � 
  , ques’anomenapivot. Convé fer algunesobservacions:� Espot demostrar, exceptecanvis designedegutsa la permutacío defileso columnes,quep

A
p !E� � �~��%� � ��� ��%� Q�Q�Q�� � �9��8� 


quedónaun procedimentperacalculardeterminants.� Si � �   � �  !�4 , podemcercarun terme � �   ��   �!t4 ( 2®YT¥ ) (queexisteix sempre,enser
p
A
p �!�4 )

i permutarl’equacío ¥ M ènaambla 2�M èna,i apartir d’aqúı continuarel proćes.
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  �!Þ4 per̀o éspetit, el mètodede Gauss,encaraquepugui aplicar-se,pot sermolt
inestablenumèricament.Aix ı́ doncs,convindrà modificarel mètodede Gausstamb́e en
aquestcas. L’estrat̀egiaméssenzillaper fer això ésel pivotatgemaximalper columnes,
en el que al pas ¥ M è es pren com a pivot � �   � 
  el coeficientde valor absolutmés gran
entreels �.�   �   � ( 2D!#¥ 
979797:
 � ). Aix ò comportaintercanviar equacions(o files dela matriu
ampliada).En el pivotatgecomplet, el noupivot passaa serel coeficientdevalor absolut
mésgranentreels � �   ��Ôµ ( 2�
%¶ ! ¥ 
879797�
 � ). Aix ò ensobligaa intercanviar files i columnes
dela matriuampliada.

Exemple. Consideremel sistema:�
M � 4 £ Ë �I �/� �

���� � � !
� �4 � 


queté solucío:

���r! M �I>7�4�4f4�4 � m Mj4�7k&.nfn�n�n u '>
 � � ! II�7k4�4�4�4 � m 467�nfn�n�n�n.'>7
Suposemqueestemtreballantambquatred́ıgits, i apliquemlesfórmulesdel’eliminació gaussi-
anaperobtenirla solucío. El factorpelquehemdemultiplicar la primerafila és:467�I�� � 4 �4�7 � � � 4 £ Í !E467«I�� � 4 Ó 

i aix́ı:

� ��� ��%� !t467 � � � 4 � � �/467�I^� � 4 Ó �8�/467 � � � 4 � �D!E4�7 � � � 4 � � 467«I�� � 4 Ó !H467�I^� � 4 Ó 7
La sumaexactaés 467«I�4�4�4�4 � � � 4 Ó , per̀o com treballemamb 4 d́ıgits, aquestnombrequeda
representatcom 4�7«If4f4�4^� � 4 Ó . Calculemarael termeindependent:ü ��� �� !��~467�I�� � 4 Ó �8�~4�7 � � � 4 � �D!t467�I�� � 4 Ó 7
Hemobtingut:

�
M � 4 £ Ë �4 467�I�� � 4 Ó � �

���� � � !
� �467�I�� � 4 Ó � 7

Resolentaquestsistemaobtenim:

� � ! 467�I�� � 4 Ó467�I�� � 4 Ó !t467 � � � 4 � 
 ���r! 467 � � � 4 � M|467 � � � 4 �Ml467 � � � 4 Í !t467
Apliquemarael mètodedel pivotatgemaximalpercolumnes.Com

p � � �~�� � p Y p � � �~��%� p , intercanviem
lesduesequacionsi obtenimel sistema:�

I �M � 4 £ Ë �/� �
���� � � !

�
4 �/� 7
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El factorperaeliminar M � 4 £ Ë és: 467 � � � 4 £ Í4�7«I�� � 4 � !t467�'�� � 4 £ Ë 

i aix́ı: � �«� ��%� !E467 � � � 4 � � �~4�7«'�� � 4 £ Ë �8�/467 � � � 4 � �s!t467 � � � 4 � 
ü ��� �� !t467 � � � 4 � � �~4�7«'�� � 4 £ Ë �q��4·!E467 � � � 4 � 7
La solucío ésara:

� � ! 467 � � � 4 �467 � � � 4 � ! � 7k46
 ���r! Mô�~4�7 � � � 4 � �ª467 � � � 4 � �4�7«I�� � 4 � !#Mj467�'�

queésacceptable.

4.1.5 Descomposicío LU

Suposemqueéspossibledescompondrela matriuA comaproducteA ! LU , onL éstriangular
inferior i U triangularsuperior. Llavors,la resolucío del sistemaAx ! b ésequivalenta la dels
dossistemestriangulars:

Ly ! b 
 Ux ! y 

queespot fer directament.

Unatal descomposicío s’anomenadescomposicío LU. Espot demostrarque,quanla matriu
A éstal queespotaplicarelproćesd’eliminaciógaussianasenseintercanviar ni filesni columnes,
llavorsexisteix unadescomposicío LU. Unaformaperobtenirla descomposicío LU ésaplicar,
si espossible,el mètoded’eliminació gaussiana.

La descomposicío LU noésúnica,ja queA té � � coeficients,i entreL i U entenen� � �R� . En
el mètodedeDoolittle s’imposaqueelstermesdela diagonald’L siguinigualsa1. Enel mètode
deCrout, queelstermesdela diagonald’U siguinigualsa1. Ambdósmètodessónequivalents,
ja queal traspondrela descomposicío deDoolittle d’A obtenimla descomposicío deCroutd’A �
(veurel’exemplequesegueix).

Exemple. Suposemquevolemfactoritzarla matriu:

A ! ������
e I � M �I & � 4� � & M �M � 4 M � d

� �����
utilitzantel mètodedeDoolittle. Aleshorestenim:

������
�¢ � � �¢ ­�� ¢ ­ � �¢ Í
� ¢ Í � ¢ Í?­ �

� ����� ������
� �%� � � � � �/­ � ��Í� �%� � � ­ � � Í� ­%­ � ­$Í� Í%Í

� ����� ! ������
e I � M �I & � 4� � & M �M � 4 M � d

� ����� 7
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Multiplicant lesfilesd’L perla primeracolumnad’U tenim:� �%�D!He6
 ¢ � � � �%�s!tI>
 ¢ ­�� � �%�,! � 
 ¢ Í
� � �%�s!#M � 7
Repetintl’operacío ambla segonacolumnad’U:� � � !tI�
 ¢ � � � � � �s� �%� !E&6
 ¢ ­�� � � � � ¢ ­ � � �%� ! � 
 ¢ Í
� � � � � ¢ Í � � �%� !E467
Repetintl’operacío ambla terceracolumnad’U:� �/­�! � 
 ¢ � � � �/­ ��� � ­®! � 


¢ ­�� � �/­ � ¢ ­ � � � ­ �s� ­%­�!H&6
 ¢ Í
� � �/­ � ¢ Í � � � ­ � ¢ Í?­ � ­%­�!#M � 7
Amb la quarta: � ��Í"!+M � 
 ¢ � � � ��Í �s� � Í"!t4�
¢ ­�� � ��Í � ¢ ­ � � � Í �s� ­$Í"!+M � 
 ¢ Í
� � ��Í � ¢ Í � � � Í � ¢ Í?­ � ­$Í ��� Í%Í"! d 7
Resolentaquestsistemaobtenim:

L ! ������
��=éfd ��=é e �=é ' �M �=é e �=é�� 4 Mln éfd�u �

� ����� 
 U ! ������
e I � M �� 4 éfd I éfd �=éfdd.u�é�� 4 Mln é�� 4� n �=é�u &

� ����� 7
Pertrasposicío tenimla descomposicíodeCroutd’A � , per̀o comA éssimètrica,A ! A � , i resulta:

A ! ������
e I � 4 éfd� I éfd d.u�é�� 4M � ��éfd Mjn é>� 4 � n �=é�u &

� ����� ������
� �=é�d ��é e M �=é e� ��é ' �=é�� 4� Mln éfd�u�

� ����� 7
Nota. Els algorismesper fer la descomposicío LU no sempredonenla descomposicío de la

matriuoriginal A, encaraqueexisteixi, sinó quedonenla descomposicío de la matriu resultant
depermutarlesfilesd’A. Tanmateix,decaraa resoldreun sistemad’equacions,permutar-lesés
irrelevant.

4.2 Norma i nombredecondició d’una matriu

4.2.1 Norma d’una matriu

Enunespaivectorial,unanormavectorialésunaaplicacío queassignaacadavectorx unnombre
real � x � t 4 , complintlespropietats:



58 Curs2001.Semestredeprimavera� � x ��!t4 si i noméssi x ! 0.� �/h x �Ú! p h p � x � , pera tot vectorx i tot escalarh .� Desigualtattriangular: � x � y � q � x � � � y � pera tot parelldevectorsx, y.

En l’espai dels vectorsde dimensío � , x ! ������
�� � 
979797�
����.� � , les normesvectorialsmés
comunssón: � x �9�D!tõ �� ¡ � p ��� p 
� x � � !ß� õ �� ¡ � � �� � � � � (normaeuclidiana) 
� x ��äE! â3å=æ �%ç���ç�� p ��� p (normadel màxim) 7

En l’espai de les matrius � � � amb coeficientsreals,unanormamatricial ésunanorma
vectorialqueaméscompleix:     AB

    q � A �¡� B �=

pera tot parelldematriusA i B.

Donadaunanormavectorial ��QQ� , seli potassociarunanormamatricial,definint:� A ��! â3å=æ£¢     Ax
    k     x     ! �¥¤ 7

Espotveurequeaquestadefinició compleixtoteslespropietatsdenormamatriciali la propietat
suplement̀aria:     Ax

    q     A         x     7
Perunamatriu A ! �/�.�²µ�� , espodencalcularlesnormesmatricialsassociadesa lesnormes

vectorialsdefinidesabans,mitjançant:� A �9�D! â3å�æ�%ç�µBç�� ( �� � ¡ � p ���Ôµ p 0 
� A � � ! � ê � A � A �'� � � � (normaeuclidiana) 
� A ��ä�! âOå�æ�%ç��gç��%¦§ ��µ ¡ � p ���Ôµ p ¨© (normadelmàxim) 

on ê�� M � designael radi espectral, màximdelsvalorsabsolutsdelsautovalorsd’M .

4.2.2 Nombredecondició

Consideremel sistemaAx ! b, en el quepertorbemel termeindependentb en unaquantitatª
b. La nova solucío del sistematindrà un error

ª
x ! A

£ � ª
b. Volem estimarl’error relatiu� ª x � é � x � . De lespropietatsdela normamatricial i delesidentitatsanteriorsresulta:    ª x

    q � A £ � �¡� ª b �=
 � b � q � A �¡� x �=7
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Pertant: � ª x �� x � q     A         A £ �     � ª b �� b � 7
Aquestafórmulamostraquel’error relatiuenx ésméspetit o igualqueel productedel factor:« � A �D!     A         A £ �    
perl’error relatiuenb. « � A � s’anomenanombredecondicío dela matriuA. Sempre« � A � t � ,
ja que « � A � t     AA

£ �     !     I     ! � 7
Exemple. Volemtrobarla solucío del sistemaAx ! b amb

A !
� �=éfd �=é &�=é & �=é ' � 
 b !

� u�é>� I467c&�' � 

per̀o hemcalculat: ¬

b !
�
4�7«' °fd467k&.' � 7

Llavors,tenimun errorrelatiu:� ª b ��ä� b ��ä ! � 4 £ ­ éfdu�é>� I ! & u � � 4 £ ­ !t467k4.' u�� (]7
CalculemA

£ �
:

A
£ � !

�
& ° Mjef4Mle�4 ° 4 � 7

Aleshoresel nombrede condicío d’A és « ä�� A � m °6� 7 u . El sistemaAx ! b té solucío exacta
x !�� � 
 � � � . La solucío del sistemapertorbatAx !

¬
b és

¬
x !+�~467kn ° &C
 � 7�4�If4.� � , i l’error relatiués:� ¬x M x ��ä� x ��ä !EI�(]7

D’altra banda,ambla fórmulaquehemobtingutabans,unafita per a l’error relatiu és °6� 7 u �467k4.' u�� (ß!H&67�e�efn.( .

Unasituacío unamicaéscomplicadáesaquellaesdónaquanhi hatamb́eerrorenla matriu
decoeficientsA. Aleshores: � A � ª

A � � x � ª
x � ! b 


d’on esdedueix:     ª x
       x � ª
x
    q « � A � � ª A �� A � 7
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És dir, si « � A � esgran,un error (relativament)petit en la matriu de coeficientsdónaun error
(relativament)grandela solucío, i esdiu queel problemaest̀amalcondicionat.

En el casgeneralon pertorbemsimultàniamentla matriudecoeficientsi el termeindepen-
dent: � A � ª

A � � x � ª
x � ! b � ª

b 

podemarribara: � ª x �� x � q « � A � ( � ª b �� b � � � ª A �� A � � x � ª

x �� x � 0 

queésunageneralitzacío delesfórmulesanteriors,quemostraqueel nombredecondicío actua
defactord’amplificacío entreelserrorsrelatiusdelesdadesi el del resultat.

4.3 Sistemessobredeterminats

Consideremaraunsistemasobredeterminat,esdir unsistemalinealAx ! b, onA ésunamatriu� �3� , derang� (columneslinealmentindependents),amb� W � . Aquestsistemano té solucío,
i esdiu queésincompatible. Tanmateixsicanviem el problemaenel sentitdequeno esdemani
queAx sigui“exactament”igualab sinò el mésaproppossible,tenimunproblemaquetésentit,
i quepodemformularambprecisío de la formasegüent: trobarx tal queel vectore ! b M Ax
tingui normamı́nima.

Aquestproblematédiversesvariants,segonsla normaqueutilitzem. La méshabitualesbasa
enla normaeuclidiana�0Qe� � . Peraaquestanormala solucío espotobtenirperunmètodedirecte
anomenatmètodedelsmı́nimsquadrats. En aquestestractar̀a de trobar ��� , 79797 , � � tals quela
sumadequadrats: �� � ¡ �

[ �� ! �� � ¡ � � ü ��M{�����?����MxQ�Q�Q�M|��� � � � � �
sigui mı́nima. El mètodees pot presentarde diversesmaneres,per̀o formulat en llenguatge
geom̀etricesredueixaunafórmulamatricialbastantsenzilla.

Observemqueel vectorAx espot escriurecomunacombinacío lineal delsvectorscolumna
d’A:

Ax !H��� ���� �6�%�...�����
����� � Q�Q�Q � � � ���� �6� �...�.� �

����� 

i per tantel problemaespot reformulardela manerasegüent:estractadetrobarla combinacío
lineal delsvectorscolumnaméspròxima a b. Peŕo per a la normaeuclidianala distànciamés
curtasemprela dónala perpendicular, i pertantla solucío ser̀a la projeccío ortogonaldeb sobre
el subespaigeneratpelsvectorscolumnad’A. Aix ò ésequivalentaqueb M Ax siguiortogonala
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totselsvectorscolumna.Quedosvectorssiguinortogonalsequival aqueel seuproducteescalar
sigui zero,i podemajuntartotsaquestsproductesenun productematriciali arribema:

A � � b M Ax � ! 0 

queésunsistemade � equacionsamb� incògnites.La solucío espot trobatdediversesmaneres,
algunesdelesqualshanestatcomentadesenaquestcaṕıtol. Unamaneraelegantd’expressar-la
ésla fórmulamatricial:

x ! � A � A � £ � A � b 7
Exemple. Resoldrempermı́nimsquadratsel sistemasobredeterminat:

d ��� � I�� � ! 4I���� � � � ! �
���,M^� � ! M � 7

En aquestcas:

A ! ���� d II �� M �
� ��� 
 A � !

� d I �I � M �/� 
 b ! ���� 4 �M � � ��� 7
Aleshores:

A � A !
� � & uu e � 
 � A � A � £ � ! �d '

�
e M uM u � & � 7

Doncs:

x ! �d '
�
e M uM u � & � � d I �I � M �g� ���� 4 �M � ����� ! �d '

�
M °I �D� 7

Aquestasolucío ésòptimaenel sentitqueel vector:

Ax ! �d ' ���� ��°'MNIfn � ���
ésel méspròxim possibleab. Aix ò, enel nostrecasvol dir:    e     !     b M Ax

    ! � 7�4 � & � 7
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4.4 Regressío lineal

4.4.1 Plantejamentgeneral

Ensocuparemarad’un casparticulardelproblemaanterior. Volemexpressarunavariable� com
acombinacío linealde � variables��� , � � , 79787 , � � :

��! ü ����� � Q�Q�Q ��ü � � � 7� s’anomenavariableresposta(tamb́evariabledependent),i les � , variablesdecontrol, predictors
o factors(tamb́evariablesindependents,el queésunadenominacío enganyosa,ja quepot haber
depend̀enciaentreelles). La fórmulaquedóna � entermesdeles �>µ ésel modellineal, i els ü µ
són elspar̀ametresdel model. Lesdadesexpe-rimentalsqueespuguinobtenirde lesvariables
implicadesenel modelno el satisfanexactament,i el màxim queespot fer éstrobarelsvalors
dels par̀ametresper als quals la diferènciaentre la variablerespostai la prediccío que es fa
utilitzant el model (la combinacío lineal de les �>µ ) sigui mı́nima. Els mètodesper trobarels
par̀ametresi pera compararentreelsmodelsalternatiuss’anomenengeǹericamentmètodesde
regressío lineal.

Peraprecisarmés,s’acostumaadesignarper ­� la prediccío queesfaambel model:­��! ü ����� � Q�Q�Q ��ü � � � 

i per

[
l’error de la prediccío:

[ ! ��M®­� . Aleshores,el quefa el mètodede regressío lineal
esdonarels valorsdels par̀ametresque fan mı́nim l’error

[
. Es veu fàcilmentque,per a fer

això a partir d’un conjuntdedadesexperimentalson hi hagimésdadesquepar̀ametres,haurem
de resoldreun sistemasobredeterminat.Tanmateix,la notacío ha canviat, perqùe les ü µ són
les incògnites,els valorsd’ � donaranel vector termeindependenti els de les �>µ la matriu de
coeficients.

4.4.2 Ajust per mı́nims quadrats

Veuremaracom espot obtenirun model lineal quedoni � en termesde les �>µ , a partir d’un
conjuntde dadesexperimentals.Suposemques’hanrealitzat � proves,i en cadascunad’elles
s’han obtingut els valors de la variablesresposta� i de les variablesde control ��� , 79797 , � � .
Designemper ��� el valor d’ � obtinguten la prova 2 -èna,i per ���Ôµ el d’ �>µ . Una operacío per la
qualobtenimvalors ü � , 79797 , ü � demaneraqueelsresidus:[ �:!E���CM ü ��������MxQ�Q�Q�M ü � � � �
siguinpetits,s’anomenageǹericamentajustdelmodel ��! ü �>��� � Q�Q�Q �Sü � � � a lesdades. Qual-
sevol mètoded’ajustd’un modellineal implica resoldre(enel sentitd’obtenir residusmı́nims)
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el sistemalineal y ! Xb � e, on y ésel vectord’observacionsd’ � , X la matriud’observacions
deles �>µ , b el vectordepar̀ametres,i eel deresidus:

y ! ���� �>�...���
� ��� 
 X ! ���� ���%� Q�Q�Q ��� �...

...�����5Q�Q�Q©��� �
� ��� 
 b ! ���� ü �...ü �

� ��� 
 e ! ����
[ �
...[ �
� ��� 7

En la práctical’ajust nomésté sentitsi � Y#� , i aleshoresequival a la resolucío d’un sistema
lineal sobredeterminat.En l’ ajustper mı́nims quadrats, es troba b de maneraque � e � � sigui
mı́nima.Fentun canvi denotacío enla fórmuladela seccío anteriortenimla solucío:

b ! � X � X � £ � X � y 7
Exemple. Reescriureml’exempledela seccío anterior, pertal deveurequela regressío no és

defet nomésun casparticulardela resolucío desistemessobredeterminats,sinó queun sistema
sobredeterminates pot plantejarcom un problemad’ajust. Ajustem per mı́nims quadratsun
model �w! ü �?��� �|ü � � � a lesdadesdela Taula5.1(enunespaidedimensío tres,això representa
ajustarunpla quepassaperl’origen a trespunts).

TAULA 5.1

� ��� � �4 d I� I �M � � M �
Tenimara:

y ! ���� 4 �M � � ��� 
 X ! ���� d II �� M �
� ��� 


i l’ajust permı́nimsquadratsensdónael model:

��! M °d ' ��� � I �d ' � � 7
4.4.3 Rectade regressío

El casmésclassici mésconegutderegressío lineal ésaquellenel queestéunavariableresposta
(dependent)� i unavariabledecontrol(independent)� i esvol ajustara un conjuntdedades(o
a un conjuntde punts)un modeldel tipus �-! � �Tü � , ésa dir, l’equacío d’una recta. Aquest
models’anomenarectaderegressío d’ � sobre� . Éstı́pic utilitzar la lletra � peral termeconstant
i ü per al pendentde la recta. Qualsevol calculadoracient́ıfica disposade rutinesper calcular
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aquestscoeficients.Perdiferenciaraquestcasdel cason hi hamésvariablesdecontrolesparla
deregressío lineal simple, encontraposicío a la regressío lineal múltiple.

La rectaderegressío ésuncasparticulardel quehemvist abans,on la matriudedadeśes:

X ! �������
� ���� � �...

...� ���

�������� 7
Tanmateix,enaquestcasespot donarfórmulessenzillespera calcular � i ü , senseutilitzar les
fórmulesmatricials: ü ! õS�����	M ¬� �8�����	M ¬���õ ������M ¬�:� � 
 �w! ¬�ôM ü ¬��

on

¬� ,

¬� designenles respectivesmitjanes. És interessantremarcarqueaquestáultima fórmula
mostraquela rectaderegressío passaper � ¬�0
 ¬��� . Equivalentment,quela mitjanadelsresidusés
zero.Aix ò éscert,engeneral,pera qualsevol modellineal ambtermeconstant,́esdir, si unade
lesvariablesdecontrolésla constant1.

Exemple. Lesdadesdela Taula5.2s’hantretdeJ.C.Miller & J.N.Miller (1993),Statisticsin
AnalyticalChemistry, Ellis Horwood.Corresponenaunainvestigacío sobreun testcolorimètric
pera la concentracío deglucosa,enla queesvarenobtenirabsorb̀anciesperasisconcentracions
patŕo deglucosa.

En elsexperimentsdecalibratgede l’anàlisi instrumentalesprensemprecoma variablede
control � la concentracío (defet, al serunaconcentracío patŕo, el seuvalor no ésexperimental,
sinó prefixatper l’usuari). La variableresposta� ésenaquestcas,l’absorb̀ancia. Ajustemper
mı́nimsquadratsun model ��!H� ��ü � .

TAULA 5.2

Concentracío (mM) 0 2 4 6 8 10
Absorb̀ancia 0.002 0.150 0.294 0.434 0.570 0.704

Lesmitjanessón

¬� !a' , ¬�R!�4�7 d '�n . Els par̀ametres� i ü podencalcular-seamblesfórmules
demésamunt(o ambunacalculadoracient́ıfica),o ambla fórmulamatricial:

X � X !
� � � � � � �4 I & e ° � 4 � ������������

� 4� I� &� e� °� � 4

� ����������� !
�
e d 4d 4 IfIf4 � 
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¯
¯ ¯

¯
¯¯

0.006

0.004

0.002

0.000

-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

2 4 6 8 10

Figura4.1

�
� ü°� !

�
e d 4d 4 I�If4 � £ � � � � � � � �4 I & e ° � 4 � ������������

4�7�4�4�I4�7 � '�44�7«Ifn�&4�7k& d &4�7«' u 44�7 u 4�&

� ����������� !
�
467k4�4 ° I °467k4 u 4 � & � 7

Els residuss’obtenenapartir dela fórmulae ! y M Xb:

e ! ������������
467k4�4.I467 � 'f4467�Ifnf&467c& d &467�' u 4467 u 4f&

� ����������� M ������������
� 4� I� &� e� °� � 4

� �����������
�
467k4�4 ° I °467k4 u 4 � & � ! ������������

Ml467k4�4�e.I °4�7�4�4 � & d4�7�4�4�' � &4�7�4�4�& ° e4�7�4�4f4.' uMl467k4�4.' u��

� ����������� 7

Podemanalitzarel residusd’un ajust per a comprovar si el model ha estatben triat. És útil
representarelsresidusenungràficbidimensional,contra� (veureFigura5.1).Enaquestcas,els
puntssemblendescriureunacorba,fet quesuggereixquela relacío entre� i � no éslineal.
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4.4.4 Rectade regressío senseterme constant

Hi haunavariantdela regressío lineal,enla ques’ajustaun modeldel tipus �O! ü � (esdir, una
rectaperl’origen). En aquestcastenim:

X ! �������
���� �...���

� ������ 7
Com en el casde la rectaamb terme independent,es pot donaruna fórmula directaper al
par̀ametreü : ü ! õ��������õ � �� 7

Tésentitconsiderarla rectasensetermeconstantcomunmodelalternatiuquanal aplicarles
fórmulesdel’apartatanteriors’obt́eunvalordelpar̀ametre� molt properazero.Cal fer algunes
observacionssobrela regressío sensetermeconstant:� En general,els pendents(valors de ü ) obtingutsper ambd́os procedimentsde regressío

lineal simpleno són iguals(ambdadesrealsno ho seranmai). Dit d’una altra forma,el
model ��! ü � no s’obt́e fent ��!H4 enel model ��!t� ��ü � .� La rectade regressío �-! ü � no passapel punt � ¬�0
 ¬��� , o, equivalentment,la mitjanadels
residusno észero.

Exemple. En l’exempleanteriorhemobtingut �^! 467k4�4 ° I ° . D’altra banda,l’absorb̀ancia
ambconcentracío zeroésmolt petita,i pot serinteressantutilitzar un model �-! ü � . Aplicant
la fórmulademésamunt,obtenim ü !+467k4 u�� I ufd , queésun valor lleugeramentdiferental dela
rectaambtermeconstant.
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4.4.5 Regressío polinòmica

Fent:

X ! �������
� ��� �	� �� � � � ��...

...
...� ��� �	��

�������� 

podemobtenirelspar̀ametresd’un modelquadr̀atric:

��! ü � ��ü �>� �¯ü � � � 7
El procediments’extén sensedificultat qualsevol polinomi, d’una o diversesvariables,ambo
sensetermeconstant.

Exemple. Tornanta l’exempled’abans,ajustempermı́nimsquadratsun polinomi desegon
grau.Ara:

X � X ! ���� � � � � � �4 I & e ° � 44 & � e d e ef& � 4�4
� ��� ������������

� 4 4� I &� & � e� e d e� ° ef&� � 4 � 4�4

� ����������� ! ���� e d 4 I�If4d 4 IfIf4 ��° 4�4I�I�4 �9° 4�4 � 'fe�e�&
� ��� 


b ! ���� e d 4 I�I�4d 4 I�If4 ��° 4�4I�If4 ��° 4�4 � '�ef&
� ��� £ � ���� � � � � � �4 I & e ° � 44 & � e d e ef& � 4�4

� ��� ������������
467k4�4.I467 � 'f4467�Ifnf&467c& d &467�' u 4467 u 4f&

� ����������� ! ���� 4�7�4�4�I�I �4�7�4 u &.n�eMl467k4�4�4f&.e
� ��� 


e ! ������������
467k4�4.I467 � 'f4467�Ifnf&467c& d &467�' u 4467 u 4f&

� ����������� M ������������
� 4 4� I &� & � e� e d e� ° ef&� � 4 � 4�4

� ����������� ���� 467k4�4.IfI �467k4 u &�n�eMj4�7�4�4f4f&.e
� ��� ! ������������

Ml467�4f4�4.I �Ml467�4f4�4.I �4�7�4�4f4.Ifn4�7�4�4f4�4�4Ml467�4f4�4�ef&4�7�4�4f4 d e

� ����������� 7

4.4.6 Transformacions

En certesocasionśespossibletransformarlesvariables� i � enaltresvariablesdeformaquela
relacío entrelesvariablestransformadesesdevingui lineal. Vegemalgunsexemples:
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ésequivalental modellineal: àgù ��! à�ù � ��ü �07� El modelpotencial: ��!E�r� $
ésequivalental modellineal: à�ù ��! à�ù � �¯ü à�ù �07

Enaquestessituacions,espot trobarelspar̀ametresdelmodeltransformat,i transfor-mar-los
si cal perobtenirestimacionsdelspar̀ametresdel modeloriginal.
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4.5 Problemes

73. Useuel mètodedeGaussperresoldreel sistema:

���,M^� � � I��	­rM^��Í5! M °I�����M¯I�� � ��d �	­rM d ��Í5! MNI�4��� � � � � �	­ ! MjI����M^� � � &f�	­ �¯d ��Í5! &

± 9999²9999³ 7
Resposta:���s!+M u 
�� � ! d 
��	­�!�I�
���Í�!tI .
74. Utilitzeu el mètodedeGaussi el mètodedeGaussambpivotatgeperresoldreel sistema:

467k4�4 d 4f4�4���� � '�n67 � &f� � ! 'fn67 �=u'�7�Ifn � ���GM|e�7 ��d 4�� � ! &.e67 uf°µ´ 7
Resposta:UsantGauss���s!+M � 467k4�46
�� � ! � 7k4�4 � . UsantGaussambpivotatge���s! � 467k4�46
�� � !� 7k4�4�4 .
75. Resoleuusantel mètodedeDoolittle i el mètodedeGaussel sistema:

��� � I�� � �¯d �	­1! � &I=��� � '�� � � I��	­1! ��°d ��� � � � � '��	­1! If4
± 99²99³ 7

Resposta:���s! � 
�� � !tI>
��	­�! d .
76. Calculeula inversadela matriu �t! ¦¶¶§ � I M �I � 4M � � I

¨¸··©
Indicació: Si anomenem¹ !������Ôµ�� a la matriu � £ � , perobtenir ¹ !#� £ � cal resoldre��¹ ! !
on

!
ésla matriuidentitat.Ésadir, resoldremelstressistemesd’equacionsdonatsper¦¶¶§ � I M �I � 4M � � I

¨ ··© ¦¶¶§ ���%� ��� � ���/­� � � � �%� � � ­�	­�� �	­ � �	­%­
¨ ··© ! ¦¶¶§ � 4 44 � 44 4 �

¨ ··© 7
Resposta: � £ � ! �n ¦¶¶§ MjI ' M �& M � IM d d d

¨¸··© 7
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77. Apliqueuel mètoded’eliminació gaussianapercalcularel determinantdela matriu:

�t! ¦¶¶¶¶§
� � 4 dI � M � �M � I d M �d M � M � I

¨ ····© 7
Resposta:ºQ� . �E!#M d n .
78. Determineuel valor delesnormesmatricials

pgp � pgp ä ,
p�p � p�p � , p�p � p�p � dela matriu�E! ¦¶¶§ � � 4� I �M � � I

¨¸··© 7
Resposta:& , & , d 7 � 4�e .
79. Ajusteuunarectademı́nimsquadratsa la següenttauladedades:

x � d & e ° n ��� � &
y � I & & ' u ° n 7

Resposta:y !t467�'�&�' � 467�e d e x
80. Sabemque els pesosatòmics de l’oxigen i del nitrogensón aproximadament» ! � e iR ! � & ; utilitzeu els pesosmolecularsdelssis òxids de nitrogendonatsa continuacío per tal
d’ajustar-lospermı́nimsquadratslineals

Compost R¼» R � » R½» � R � »N­ R � »NË R � »jÍ
Pesmolecular d 4�7�4�4fe &f&C7�4 ��d &.e67k4�4�e u e67k4 � I � 4 ° 7�4 � 4 n�I�7�4 ��� 7

81. Els processostermodiǹamicsadiab̀aticsdesistemesfı́sicscaracteritzatsper la pressío ú , el
volum ¾ i la temperaturaì (elsgasos,perexemple)segueixenunallei del tipus úZ¾w¿w!+î , onî ésconstantal llarg delproćes.Ajusteupermı́nimsquadratselsvalorsde î i de À enunproćes
adiab̀atic segonsla taulademesuresexperimentalssegüent:

ú (atm) � 7ke.I � 7k4�4 4�7 u ' 467ke.I 467�'�I 467k&�e¾ (litres) 467�' � 7k4 � 7«' I�7k4 I�7�' d 7�4 7
Resposta:îa!E467�nfn ° , À�!H467 u 4 d
82. Hom suposaqueel cometaTentax,descobertel 1968,ésun objectedel SistemaSolar. En
un certsistemadecoordenadespolars ��Á�
ÃÂ,� , centratenel Sol,s’hanmesuratexperimentalment
lessegüentsposicionsdel cometa,Á I>7 u 4 I�7k4�4 � 7ke � � 7«I�4 � 7k4.IÂ & ° í e u í °�d í � 4 ° í � Ife í 7
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Leslleis deKeplergaranteixenqueel cometaesmour̀a enunaòrbitael Q l ı́ptica,parab̀olica o hi-
perb̀olica (si esmenyspreenlespertorbacionsdelsplanetes),queenlesditescoordenadespolars
tindràperequacío Áb! �� M [ ,8ò �\Â 

on � ésun par̀ametrei

[
l’excentricitat.Ajusteupermı́nimsquadratselsvalorsde � i

[
, a partir

delesmesuresfetes.Resposta:�3! � 7c&�'�& , [ !H467�efnf&
83. Empreuunatècnicademı́nimsquadratsperajustarla tauladedades:

� 467�I�' 467«'�4 467 u ' � 7k4�4 � 7�I�' � 7«'f4 � 7 u '� 467c&.4 467«'�4 467kn�4 � 7�I ° � 7ke�4 � 7�e�e I�7k4.I
a funcionsdelstipussegüents:

i) ��!E� �¯ü � , ii) ��!E� ��ü � � ±��	� , iii) ��!��l�DÄ , iv) ��!#� [°Å º .
Quind’aqueststipussemblael mésadequat?
Resposta:i) �¯!©467k4�e ° , ü ! � 7 � I�e , ii) �¯!5MN'>7 u�� 4 £ ­ , ü ! � 7 d I�& , ± !1Mln67kn�4 � 4 £ � , iii)h-!t467 ° n�e , �E! � 7 � n�n , iv) Æ-! � 7 �f� n , �+!t467 d�d.u

84. Lesdadesdela taulahanestatobtingudesenunexperimentdelaboratoriadreçatainvestigar
el canvi enel rendiment(%) d’uncolorantal canviar la temperaturadereaccío. L’experimentador
creiaqueel rendimentassoliriaunmàximdinsd’aquestinterval detemperatures,i quela relacío
entrela temperaturai el rendimentpodriaseraproximadaperunafunció quadr̀aticadel tipus:

��! ü � �¯ü �?� ��ü � � � �
[ 


on �)! (temperaturaMle�4 ) i � ésel rendiment.

ì [ Vw� [ Á�� & � Á�� � �'fe M¨& &.'�7�ne�4 4 u n67 °e � � u�° 7�ne d d ufu 7 �e.' ' e�I�7�e
Estimarelscoeficientsü � , ü � i ü � permı́nimsquadrats.
Font: G.E.P. Box & N.R. Draper(1986),EmpiricalModel Building andResponseSurfaces,

Wiley.
Resposta. ü ��! uf° 7�e � ' , ü �D! d 7 � 4�e i ü � !+M � 7�Ife d .

85. Es realitzaunainvestigacío per tal d’explorar lescondicionsde reaccío en lesqualss’obt́e
un poĺımerambelasticitatmàxima.Lesvariablesambinfluènciarellevantsobrel’elasticitathan
estatredüıdesa tresenunafaseanteriordela investigacío: lesconcentracions(%) îl� i î � dedos
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components,i la temperatura( í C) dereaccío ì . En un experimentperavançar mésenaquesta
investigacío s’hanobtingutlesdadesdela taula.

îl� î � ì � ¢ �Ç� & 2$±�2 & � &� ' I�7 d ��d ' I�'�7 u &I � I�7 d ��d ' & ° 7knf&� ' d 7 � ��d ' &�I�7 uf°I � d 7 � ��d ' d '�7knf&� ' I�7 d � '�' & � 7�'f4I � I�7 d � '�' 'f467 � 4� ' d 7 � � '�' &.e67k4�eI � d 7 � � '�' I u 7 u 4
Obtenirunmodellinealdel tipus

��! ü � �¯ü �Cîl� ��ü � î � �¯ü ­�ìÚ

on � ésl’elasticitat,permı́nimsquadrats.

Font: G.E.P. Box & N.R. Draper(1986),EmpiricalModel Building andResponseSurfaces,
Wiley.
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4.6 Qüestions

86. Treballantambaritmèticade 4 d́ıgits i tallant, utilitzant el mètoded’eliminació gaussiana
sensepivotatge,el sistema �E! ( � 7k4�4�4 � � 7«' 4I d � 0 

té persolucío

a) �)!#Mj467c&.n�n�&^� � 4 ­ i ��!t467 d�d�dfd � � 4 ­ 
 b) �)!#Mj'f4�4�7�4 i ��! dfd�d 7ke6

c) �)!#M d�dfd 7 d i ��!E'f4�467k46
 d) Capdelesanteriors.

87. Volemcalcular, usantel mètoded’eliminació gaussianaambpivotatge,el determinantdela
matriu �t! ¦¶¶§ � & 4' M d I' d MNI

¨¸··©
Quantesvegadescal fer pivotatgecomplet?

a) � 
 b) I�
 c) 1 o 2, depenentdequinsigui el primerpivot 
 d) Capdelesanteriors7
88. Fixadesduesmatrius� i È , éscertaalgunadelessegüentsafirmacions:

a) �2�xÉÊ� � !I�2�Ë���� !Ì�2�wÉ¡����
b) Si ÈwÉ !ÍÈ £ � aleshores�ÎÈxÉÏ�mÈ%� � !I�2�Ë� �
c) Elsapartatsa) i b) sóncerts.

d) Capdelsanteriorsapartatśescert.

89. Quinaésla matriuU quanfem descomposicío LU a la matriu:�E! ¦¶¶§ � � 4I 4 I4 d d
¨¸··©

a) Èt! ¦¶¶§ � � 44 I MjI4 4 �
¨¸··© 
 b) ÈE! ¦¶¶§ � � 44 4 �4 4 ' éfd

¨¸··© 

c) Èt! ¦¶¶§ � � 44 MNI I4 4 e

¨¸··© 
 d) Capdelesanteriors7
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90. Donadala matriu: �E! ¦¶¶¶¶§
� M � � M �M � � M � �4 � 4 �� 4 4 �

¨ ····© 7
Quantval

pgp � p�p � ?
a) &6
 b) d 
 c) I�
 d) � 7

91. Despŕesdefereliminacíogaussianad’unamatriu6x6obtenimunamatriutriangularsuperior
quetela següentdiagonal(-1,1,2,-2,3,-3).Durantel proćeshemhagutd’intercanviar files3 cops.
Quin ésel determinantdela matriu?

a) M � I>
 b) M d e6
 c) d e6
 d) Capdelesanteriors

92. Si 4RW�o¨W � , quantval el nombredecondicío dela matriu � utilitzant la norma �=7���ä�E! ¦¶¶§ o � 4Mlo � 44 4 �
¨¸··©

a) o�
 b) �=é o�
 c) � �®� oB� é o�
 d) � �®� oB�
93. Consideremla matriu �E! ( M � M dI & 0
Quantval �2�%��ä ?

a) e6
 b) &C
 c) u 
 d) � 4�7
94. Volemcalcularmitjançantel mètoded’eliminació gaussianael determinantde�H! ¦¶¶§ � � �I I M �M d MNI 4

¨¸··© 7
Quantesvegadescal fer pivotatgecomplet(no pivotatgemaximalpercolumnes)?

a) 4�
 b) � 
 c) d 
 d) I>7
95. En resoldreun sistemad’equacions,�l��! ü , esprefereixun númerode condicío per la
matriu � :

a)ni granni petit
 b) negatiu
 c) petit
 d) gran7
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96. Consideremla matriu �E! ¦¶¶§ d � �� I I4 � �
¨ ··©

Quantvalenles �2�Ë��ä i �2�Ë�9� , respectivament?

a) ' i &C
 b) I i I�
 c) d i � 
 d) Capdelsvalorsanteriors7
97. Es defineix la matriu de Hilbert � ! �~���Ôµ�� mitjançant ���Ôµ�! �2 � ¶ôM � . Sabemquesi la

matriués &%�;& aleshores�2� £ � ��ä m ��d e.If4 . Quèpodemdir enaquestcasdela matriu � ?
a) « ä��J�N� ésgrani la matriu � est̀amalcondicionada.
b) « ä��J�N� ésgrani la matriu � no est̀amalcondicionada.
c) La matriu � témoltszeros.
d) � no ésregular.

98. Percalcularmitjançantel mètoded’eliminació gaussianael determinantde�E! ¦¶¶§ I M � d& MNI ue Mje °
¨¸··© 


quantesvegadeśesnecessarifer pivotatgemaximalpercolumnes?

a) d 
 b) � 
 c) 46
 d) I>7
99. Quantval Ð enla descomposicío ÐÑÈ dela matriu�E! ¦¶¶§ � d II u dd I u

¨ ··©
a) Ð|! ¦¶¶§ � 4 4M d � 4I M u �

¨¸··© b) Ð^! ¦¶¶§ � 4 4I � 4d M u �
¨¸··©

c) Ð|! ¦¶¶§ � 4 4' � 4& d �
¨¸··© d) Capdelsanteriors.

100. Quantvalen,respectivament,�2�%��ä i �2�%�9� si�E! ¦¶¶§ M � I 4Ml& MNI M �4 � d
¨ ··©

a) M u i M¯'�
 b) & i I�
 c) ' i u 
 d) u i '�7
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101. La rectademı́nimsquadratsqueajustala següenttauladedadeśes

x 3 5 6 8 9 11
y 2 3 4 6 5 8

a) ��! £ �­ � Ë Ù �0
 b) ��! �®� ÎÙ ��
 c) ��!T�0
 d) Capdelesanteriors.

102. Al ajustarperminimsquadratsfentservircoma funcionsbase� � 
 ��é � � la següenttaulade
valors � 1.00 1.50 2.00 3.00 4.00 5.00� 1.60 1.70 2.00 2.30 2.40 2.50

obtenimla funció:

a) � I�7�' �¯d.é �0
 b) �r� '�7ke é �0
 c) ��� I�7 d.é �0
 d) I>7�e u M � 7 � n é �
103. Trobarla rectaqueaproximaenel sentitdel mı́nimsquadrats,la funció

[ º sobrela xarxa
depunts �¤M � 
9Ml467�'�
B46

467«'>
 � �

a) ��! d 7�I�' ��u 7c& � � b) ��! � 7«Ife ° I °Ú�H� 7 � & ° e��
c) ��! � 7 d.u e �T� 7«' u e�� d) ��! � 7 � I�e � I�7�' u e��

104. Quinaésla par̀abolaquemillor ajustapermı́nimsquadratsla següenttauladedades?

� 0 1 2 3� 13 M 33 43 1

a) ��! �®� � � � � 
 b) ��!+Mle�M{e�� � e�� � 

c) ��!te � e��3M{e��	�8
 d) ��!+M � M^�3M^�	��7

105. Volemajustarunafórmuladeltipus *���� �s!#� [ � º alessegüentsdades,permı́nimsquadrats

�   1 2 3 4*,������� 7 11 17 27

Quantvalenaproximadament� i � . Nota:Cal tenirencomptelessegüentsdadeslog (7) = 1.95,
log (11)= 2.40,log (17)= 2.83,log (27)= 3.30.

a) �E!t467c&�'�
Ã�#!T&C7k&�46
 b) �H!t4�7k&�'>
Ã�#! � 7�'�

c) �E!E&C7c& ° 
Ã�#!H467k&.'�
 d) �H! � 7«'�
Ò�+!E467k&.'

106. Quinaésla rectademı́nimsquadratsperaquestataula

x 1 2 3 4 5 6
y 1.1 2 2.9 3.8 5.2 6
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a) ��!E467k4 �®�H� 7«I��0
 b) ��!T�0
 c) ��!E4�7 d¨�H� 7�4.I=�0
 d) Capdelesanteriors7
107. Quinaésla rectaquemillor aproxima,enel sentitdelsmı́nimsquadrats,la faḿılia depunts
(1,3) i (5,2)?

a) La mediatriudel segmentquedeterminenelsdospunts.
b) No hi hacaprectaqueajustipermı́nimsquadratsaquestsdospunts.
c) �w!+M �Í � � �/­Í
d) Hi hainfinitesrectesqueajustenpermı́nimsquadratsaquestsdospunts.

108. Quinaésl’aproximacío permı́nimsquadratsdela taula

� 1 2 3 4� 7 11 17 27

mitjançant una funció de la forma �E! ��Q [ $ º ? (Nota: treballeuamb duesxifres decimals
arrodonides)

a) ��!E&C7c& ° [ ��Ì Í?Ë º 
 b) ��! � 467k& ° [ � ñ�Ì Í?Ë º 
 c) ��!t467 � & [ Ó�Ì Ù�� º 
 d) Capdelsanteriors.

109. Donadala taula � M � 0 1 2� M 1.9 M 1 0.3 1.1

ajusteu����� �s!t� �¯ü � pel mètodedelsmı́nimsquadrats.́Escorrectesuposarque � , � segueixen
unarelacío lineal comla trobada?

a)Si, b) No, c) Mai, d) Sempre.
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Caṕıtol 5

EQUACIONS DIFERENCIALS

5.1 Intr oducció

Sigui *�kÚzÔ��
 ü }Ñ�ÓnÔl n i un punt ��yin . El problemade Cauchyconsisteixen trobaruna
solucío �:� & � derivableen zÔ��
 ü } dela equacío: � � � & �D!�*,� & 
��G� & ��� ambla condicío inicial �G�~�>�D!�� .
El següentresultatquenodemostreḿesel queensassegurala existènciai unicitatdela solucío:

Teorema. Si * ésuna funció continuaen les duesvariablesi derivableen la segonavariable
ambderivadaacotadaentotala banda zÔ��
 ü }���n aleshoresel problemadeCauchytéunasolucío
única.

Nota: La condicío dederivabilitatnoésla millor possible,per̀o hemdeimposaralgunacondicío
de regularitat(apartde la continüıtat) per assegurar-nosqueel problemade Cauchyté solucío
únicacom mostrael següentexemple: � � � & �w!öI ` � , �G�~4.�w!Þ4 té duessolucionsen l’intervalzÔ46
 � } : �G� & �r! & � i �G� & �¡Õ�4 .

5.2 Mètodesnumèrics

Engeneral,no éspossibletrobarunasolucío explı́citaal problemadeCauchy. El nostreobjectiu
ser̀a trobarsolucionsaproximadesdeformanumèrica.Un primermètodemolt intuı̈tiu (per̀o no
molt eficaç), és:

5.2.1 Mètoded’Euler

Femunapartició de l’interval zÔ�	
 ü } en R intervals de llargària
� ! � ü MT��� é R mitjançant els

punts
& �0!+� � 2 � , 2D!+4�
979797�
ÒR . Partint del punt

& �l!+� coneixemel valor de � enaquestpunt�	�ô!Z�G� & ����!Ö� i tamb́e la derivadaenaquestpunt: ����� & ����!�*,� & �9
��	��� . La ideadel mètodeés

79
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queenel petit interval z & �9
 & � � � } , la funció �G� & � no pot estarmolt allunyadadela rectatangent
a �G� & � enel punt

& � i quepertantunabonaaproximacío a ���r!��G� & ��� és ���r!��	� � � *,� & ��
��	�B� .
Estimemaleshoresque� � � & ��� noésmolt diferentde *,� & ��
������ i enl’interval z²����
�� � } substitüım

la corbaper la seva tangenten el punt ��� i això ensdonal’aproximacío següentper a �G� & � � :� � !���� � � *�� & ��
����¤� . Procedimigualmentambelspuntsposteriors.Aix ò donalloc al algorisme
següent:

Sigui
� !�� ü M|�>� é R ,

& ��!E� i �	��!�� . Definim & �´� �s! & � � �
���´� �D!T��� � � *,� & �$
����/� 2G!E46
879797@
ÃR�M � 7

El següentteoremaensassegurala viabilitat deaquestmètode.

Teorema. Suposemquela funció *�y � � ��zc��
 ü }U�xn�� . Aleshoressi diem
[ �·!�����Mw�G� & ��� a l’error

del’algorismeenel punt
& � escompleix

p [ � p>q î �
.

5.2.2 MètodedeTaylor

Definició. Un mètodenum̀eric quedonavalors aproximats��� de �G� & ��� de manera que
p ����M�G� & �.� p�q ~ � � esdiu un mètoded’ordre � .

Hemvist queel mètoded’Euler ésun mètoded’ordre1. Ensinteressaobtenirmètodesmés
ràpids.

Unaprimeraalternativa ésmillorar el mètodequehemdonataproximantla solucío en l’in-
terval z & �%
 & �´� �%} , no pasperla rectatangentsinó perunapar̀abola.La derivadasegonaés ��� �/� & �®!�ï*Ø× � *�* º �8� & 
��G� & ��� . Pertantpodemimplementarel següentmètodequeesconeixcomamètode
deTaylord’ordre2: Sigui

� !�� ü M{��� é R ,
& ��!t� i �	�"!�� . Definim & �³� �r! & � � �

���´� �r!���� � � *,� & �ï
������ � � �I �~*�× � *�* º �8� & �$
������ 2G!t4�
979797�
ÒR�M � 7
El següentteoremaensasseguraqueaquestnoumètodeésd’ordre2.

Teorema. Suposemquela funció *�y �@����zc��
 ü }U�xn�� . Aleshoressi diem
[ �·!�����Mw�G� & ��� a l’error

del’algorismeenel punt
& � escompleix

p [ � p>q î � � .
5.2.3 Mètodesde Runge-Kutta

De la mateixamaneraespodenconstruirmètodesd’ordreméselevat,utilitzant el desenvolupa-
mentde Taylor. Aix ò éspoc pràctic, doncshemd’avaluarles derivadesde la funció * quede
vegadesesmolt costosadecàlcul. Aix ò espot obviar si fem mésd’unaavaluacío de la funció.
Aquestáesla basedelsmètodesdeRunge-Kutta.Totsells s’englobendinsdelsegüentresultat:
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Definició. Un mètodegeneral d’un pasésun mètodedefinit per l’algorisme: Sigui
� !Û� ü M�>� é R ,

& ��!E� i �	�"!�� . Definim & �´� �D! & � � �
���´� �r!���� � �DÙ � & �$
����ï
 � � 2G!t46
879797�
ÃR�M � 7

Els mètodedeRunge-Kuttad’ordre2 (RK2) ésel quevedefinit perÙ � & 
��0
 � �s! �=é I�*�� & 
�� � �T�=é I�* � & � � 
�� � � *�� & 
�� � � 7
En RK2 avaluemla funció * en dospuntsi obtenimun mètoded’ordre 2. En la pràcticaun
mètodemolt usatesel RK4 en ques’avalua la funció en 4 puntsi s’aconsegueix un mètode
d’ordre4. Vedonatperla següentfunció:Ù � & 
��0
 � �s! �e �~¥.� � ¥�� � ¥ � � ¥�­���

on

¥���!t*,� & 
�� ��
 ¥��s!t*,� & � �
I 
�� �

�
I ¥�����
¥ � !�*,� & � �

I 
�� �
�
I ¥�����
 ¥�­�!t*,� & � � 
�� � � ¥ � ��7
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5.3 Problemes

110. Esvol fer unatauladevalorsdela funció

�G� & �D! " ä�
[ £¥Ú À�w� & K � 


per diversosvalorsde
&
. Procedimde la següentmanera: �G� & � escalculaper

& ! � usant,per
exemple,algunmètoded’integracío numèrica.S’obt́e �G� � �r!H467ke�4.' � .

Demostreuque � satisf̀a l’equacío diferencial:K �K'& � I=� & ! M �& � ` T,7
Resolentl’equacío diferencialnumèricamentambel valor inicial �G� � �s!t467ke�4.' � s’obtenenaltres
valorsperla taula.Determineu�G� � 7«I�� i �G� � 7c&�� ambel mètodeTaylor d’ordre2.

111. Useuel mètodede Runge-Kutta 2 per calcularunaaproximacío a la solucío �G� & � de l’e-
quacío diferencial � � !a� � &

enel punt
& !i467�I ambcondicío inicial �G�/4.�"! � . Feuelscàlculs

amb6 decimalsi usant2 passosdiferents:
� !H467«I i

� !E467 � .
112. Considereuel següentproblemadevalorsinicials:

� � !H�OM^� ­ 
 �:�~4.��!t467
Suposeuqueutilitzem el mètoded’Euler ambpas

�
percomputarvalorsaproximats�:� & µ=
 � � de�G� & µ�� amb

& µÚ!¯¶ � .
Trobeuunafórmulaexplı́cita per ��� & µ�
$¶�� i per

[ � & µ=
 � �L!Û�:� & µ�
 � ��Mx�G� & µ8� . Demostreuque[ � & 
 � � , per
&

fixat tendeixa zeroquan
� ! & é�� l 4 .

113. Demostreuqueel mètoded’un pasdonatper:�f��!H������´� �
Õi��� & �´� ��
 � �s!#��� � �DÙ � & �$
Ò���$
 � �Ù � & 
��0
 � �s! �Ó �ï¥�� � &�¥ � � ¥�­��¥6�s!�*,� & 
�� �¥ � !�*�� & � Ü � 
�� � Ü � ¥����¥�­�!E*,� & � � 
�� � � �¤Mj¥�� � I�¥ � ���
ésd’ordretres.

114. Considereuel següentproblemadevalorsinicials:

� � !T�0
 �G�~4.�s! �
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a) Resoleu-loexactament.

b) Trobeuunasolucío explicita per ��� ambel mètoded’Euler ambpas
�
.

c) Calculeu

à�á�âÜ ã"� �G�
& 
 � ��M [ £ º�


