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Caṕıtulo 1

Continuidad en el espacio euclı́deo

1.1 El espacio euclı́deoRn

1.1.1 Distancias y ĺımites de sucesiones

Denotaremos porRn el espacio vectorial de lasn-plas de ńumeros reales. Six = (x1, . . . , xn) e
y = (y1, . . . , yn) se define su producto escalar mediante la expresión

x · y =
n∑

i=1

xiyi.

Este producto es lineal en cada factor, conmutativo y definido positivo. Estaúltima propiedad
significa quex · x ≥ 0 y que śolo es cero six = 0.

Veamos una importante desigualdad que a su vez permitirá deducir una de las propiedades
básicas de la distancia euclı́dea.

Teorema 1.1. Desigualdad de Schwarz

Para cadax, y ∈ Rn se cumple

|x · y| ≤ (x · x)
1
2 (y · y)

1
2 .

Demostracíon. Si uno de los vectores es0 el resultado es trivial. Supongamos que ambos son no
nulos. Para cadaλ ∈ R se cumple

(x + λy) · (x + λy) ≥ 0.

Es decir
x · x + 2λx · y + λ2y · y ≥ 0.

Se trata de un polinomio de segundo grado enλ que no toma valores negativos y por tanto su
discriminante seŕa negativo o nulo

(x · y)2 − (x · x) (y · y) ≤ 0.

5



6 CAṔITULO 1. CONTINUIDAD EN EL ESPACIO EUCĹIDEO

Definición 1.1. Se define la norma euclı́dea de los elementos deRn como

‖x‖ = (x · x)
1
2 .

La distancia euclı́dea entre dos puntos deRn es

d (x, y) = ‖x− y‖ .

Obśervese que utilizamos la misma notaciónd para las aplicaciones distancia en los diversos
espacios euclı́deosRn independientemente de su dimensión. Esto no daŕa lugar a confusiones.

Las propiedades esenciales de la norma las resumimos en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.La norma eucĺıdea cumple las siguientes propiedades
1. ‖x‖ ≥ 0, ‖x‖ = 0 si y śolo six = 0.
2. ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ paraλ ∈ R, x ∈ Rn.
3. ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ para cadax, y ∈ Rn.
Estaúltima desigualdad recibe el nombre de desigualdad triangular.

Demostracíon. Las propiedades 1 y 2 son consecuencia inmediata de la definición de norma. La
propiedad 3 se deducirá de la desigualdad de Schwarz:

‖x + y‖2 = (x + y) · (x + y) ≤ x · x + y · y + 2 (x · x)
1
2 (y · y)

1
2 = (‖x‖+ ‖y‖)2 .

Definición 1.2. Una aplicacíon deRn enR que cumpla las propiedades 1,2,3 de la proposición
anterior se dice que es una norma.

Ejemplo 1.1. Adeḿas de la euclı́dea otros ejemplos de normas son

‖x‖∞ = supk=1,...,n |xk|
‖x‖1 =

∑n
k=1 |xk| .

Es inmediato comprobar que estas aplicaciones cumplen las tres propiedades de norma.

Como consecuencia de las propiedades de la norma se obtienen las siguientes propiedades
para la distancia euclı́dea.

Teorema 1.3.La aplicacíon distanciad tiene las siguientes propiedades
1. d (x, y) ≥ 0. d (x, y) = 0 si y śolo six = y.
2. d (x, y) = d (y, x) para cadax, y ∈ Rn.
3. Se cumple la llamada desigualdad triangular,d (x, y) ≤ d (x, z) + d (z, y) para cada

x, y, z ∈ Rn.

Demostracíon. Son consecuencia inmediata de las propiedades de la norma. Veamos, por ejem-
plo, la desigualdad triangular

d (x, y) = ‖x− y‖ ≤ ‖x− z‖+ ‖z − y‖ = d (x, z) + d (z, y) .
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Obśervese que las propiedades de la distancia son consecuencia de las propiedades de la nor-
ma. Por tanto, cada norma dará lugar a una distancia que tendrá las propiedades de la proposición
anterior. Aśı, las nomas‖‖∞ y ‖‖1 daŕan lugar a sendas nociones de distancia

d∞ (x, y) = ‖x− y‖∞
d1 (x, y) = ‖x− y‖1

.

La nocíon de distancia permite definir la noción de entorno esférico y de ĺımite enRn.

Definición 1.3. Se llama entorno esférico o bola de centroa y radioε > 0 al conjunto

E (a, ε) = {x ∈ Rn; d (a, x) < ε} .

Cada distancia define entornos esféricos distintos asociados a la misma.

Ejemplo 1.2. El conjunto{x ∈ Rn; d∞ (a, x) < ε} consiste en los puntosx tales que|xk−ak| <
ε parak = 1, . . . , n, es decir, se trata de un cubo centrado ena y de arista2ε.

Podemos definir la noción de ĺımite de una sucesión de elementos deRn. Escribiremos los
diferentes elementos de una sucesión mediante un superı́ndice para no confundirlos con las coor-
denadas de los elementos deRn, que hemos denotado mediante subı́ndices.

Definición 1.4. Una sucesíon {ai} , ai ∈ Rn se dice que tiene por lı́mite a ∈ Rn si para
cadaε > 0, existei0 tal queai ∈ E (a, ε) para cadai > i0. Lo escribiremoslim {ai} = a o
simplemente{ai} → a.

Distancias distintas pueden dar lugar a nociones distintas de lı́mites. Sin embargo, en los
ejemplos anteriores, la distancia euclı́dea y las distanciasd∞ o d1 dan lugar a la misma noción
de ĺımite. Esto es consecuencia del siguiente lema.

Lema 1.4. Para cadax, y ∈ Rn se tiene

d∞ (x, y) ≤ d (x, y) ≤ d1 (x, y) ≤ nd∞ (x, y) .

Demostracíon. La primera desigualdad se deduce de|xj − yj| ≤
(∑

k (xk − yk)
2
)1/2

. La segun-

da se deduce de
∑

k (xk − yk)
2 ≤ (

∑
k |xk − yk|)2 . La tercera desigualdad se obtiene acotando

|xk − yk| por supj=1,...,n |xj − yj|∑
k

|xk − yk| ≤ n sup
j=1,...,n

|xj − yj| .

Teorema 1.5.Las tres distanciasd, d∞, d1 dan la misma noción de ĺımite de una sucesión.

Demostracíon. Si lim {ai} = a respecto a la distanciad∞ se tiene que para cadaε > 0, existei0
tal que parai > i0 , d∞ (ai, a) < ε

n
. Se cumpliŕa entoncesd1 (ai, a) < ε y d (ai, a) < ε como

consecuencia del lema. Por lo tantolim {ai} = a respecto ad1 y respecto ad.
Rećıprocamente, del mismo lema se deduce que el lı́mite respecto a la distanciad od1 implica

el lı́mite respecto a la distanciad∞.
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Teorema 1.6. Una sucesíon {ai} tiene por ĺımite a si y śolo si cada una de las sucesiones
coordenadas{ai

k} , k = 1, . . . , n tiene por ĺımiteak, la correspondiente coordenada del lı́mite.

Demostracíon. Es consecuencia de las desigualdades del lema

|xj − yj| ≤ d (x, y) ≤
n∑

k=1

|xk − yk| , j = 1, . . . , n.

Si {ai} → a, la primera desigualdad da que{ai
k} → ak, k = 1, . . . , n. Rećıprocamente, si para

cadak = 1, . . . , n {ai
k} → ak, la segunda desigualdad da{ai} → a.

Ejemplo 1.3. La sucesíon
{(

2n+1
n

, sin n
n

)}
tiene por ĺımite (2, 0) puesto que

{
2n+1

n

}
→ 2 y{

sin n
n

}
→ 0.

Esta propiedad permite probar propiedades de los lı́mites de sucesiones de elementos deRn a
partir de sus ańalogas para lı́mites de ńumeros reales. Ası́ obtendremos los siguientes corolarios.

Corolario 1.7. Si una sucesión de puntos deRn tiene ĺımite,éste eśunico.

Demostracíon. Supongamos que{ai} → a y que{ai} → b. La sucesíon de las coordenadask−
ésimas de{ai} tendŕa por ĺımite tantoak comobk. Por la unicidad de los lı́mites de sucesiones
de ńumeros realesak = bk para cadak y, por tanto,a = b.

Si definimos una suma de sucesiones y un producto de sucesiones por escalares en la forma
{ai}+ {bi} = {ai + bi} , λ {ai} = {λai} se tiene la siguiente proposición.

Corolario 1.8. Sean dos sucesiones de elementos deRn que tengan lı́mite{ai} → a y {bi} → b
y seaλ ∈ R. Se tiene {

ai
}

+
{
bi
}
→ a + b, λ

{
ai
}
→ λa.

Demostracíon. Como en el corolario anterior, es suficiente considerar las correspondientes suce-
siones de coordenadas y tener en cuenta las propiedades análogas para las sucesiones de números
reales.

Corolario 1.9. Sea{ai} una sucesíon de elementos deRn que tenga por lı́mitea. Toda sucesión
parcial {aij} tiene el mismo lı́mite.

Demostracíon. Cada una de las sucesiones coordenadas
{
a

ij
k

}
por ser una sucesión parcial de

{ai
k} tendŕa por ĺımiteak. Por lo tanto{aij} tendŕa por ĺımitea.

Es natural definir enRn el concepto de sucesión de Cauchy.

Definición 1.5. Una sucesíon {ai}, ai ∈ Rn se dice de Cauchy si para cadaε > 0 existei0 tal
que sii, j > i0, d (ai, aj) < ε.
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Razonando como en el teorema 1.6 es fácil ver {ai} es de Cauchy si y sólo si todas las
sucesiones coordenadas{ai

k} son sucesiones de Cauchy de números reales y que, por tanto, la
sucesíon es de Cauchy si y sólo si tiene ĺımite.

1.1.2 Ejercicios

1. Halla el ĺımite de las sucesiones enR2:(
n sin

1

n
,

1
√

n(
√

n + 1−
√

n)

)
,

(
e1/n − 1

1/n
,

3n

5n + 6

)

2. ¿Qúe consecuencias se pueden obtener de las desigualdades del lema 1.4 en términos de
las bolas correspondientes a las métricasd, d1 y d2?

3. Dado un conjuntoE deRn se defined(x, E) = infy∈E d(x, y). Sea

A = {(x1, x2) ∈ R2; x1 ≥ 0, 0 ≤ x2 < x1}.

Explicita los conjuntos

(a) {x ∈ R2; d(x, A) = 0}.
(b) ∪a∈AE(a, 2d(a, R2 \ A).

4. Da una norma enR2 tal que las bolas correspondientes sean elipses cuya proporción entre
los ejes est́e prefijada.

5. Prueba las siguientes relaciones, para cadaa, b, ai ∈ Rn

‖a‖ − ‖b‖ ≤ ‖a− b‖∥∥∥∥∥
m∑

i=1

ai

∥∥∥∥∥ ≤
m∑

i=1

∥∥∥ai
∥∥∥

‖a + b‖2 + ‖a− b‖2 = 2
(
‖a‖2 + ‖b‖2

)
‖a + b‖ ‖a− b‖ ≤ ‖a‖2 + ‖b‖2 .

6. Utilizando el ejercicio anterior prueba que si{ai}, ai ∈ Rn, es tal que
∑

i ‖ai‖ < +∞
entonces existe el lı́mite de la sucesión de las sumas parciales de la serie

∑
i a

i.

7. Prueba directamente a partir de la definición que si una sucesión de elementos deRn tiene
lı́mite,éste eśunico, sin utilizar la proposición equivalente para las sucesiones de números
reales.

8. SeaT una aplicacíon deRn enRn tal que existe unk < 1 tal que para todox, y ∈ Rn,
‖T (x)− T (y)‖ ≤ k ‖x− y‖ . Seaa ∈ Rn. Prueba que el conjunto{T i (a) ; i ∈ N} es
acotado, es decir, que existeK tal que‖T i (x)‖ ≤ K. Indicacíon: Considera la igualdad
T i (a)− a =

∑i
j=1 (T j (a)− T j−1 (a)) .
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1.2 Conceptos topoĺogicos enRn

Como primera aproximación se puede decir que la topologı́a es el estudio de las propiedades
que permanecen invariantes en un espacio a través de aplicaciones biyectivas del espacio con-
sigo mismo tales que, tanto ellas como sus inversas, transformen puntos próximos en puntos
próximos. Esto implica poder hablar de proximidad. En los espacios euclı́deos puede hacerse a
partir de la nocíon de distancia, y de aplicación que transforma puntos próximos a uno dado en
puntos arbitrariamente próximos a su imagen, es decir, de aplicación continua. En esta sección
trataremos de los conceptos básicos y de algunas de estas propiedades topológicas en el contexto
de los espacios euclı́deos.

1.2.1 Interior, exterior y frontera. Conjuntos abiertos.

Definición 1.6. SeaA un subconjunto deRn. Un puntoa ∈ Rn se dice que es interior (resp.
exterior) al conjunto si existe un entorno esférico, de centroa, E (a, ε) contenido en el conjunto
A (resp. contenido enRn − A). Un punto que no es interior ni exterior, es decir, que para cada
E (a, ε) existen puntos del conjuntoA y de su complementario se dice que pertenece a la frontera
deA. El conjunto de los puntos interiores aA lo denotaremos porA◦.

Obviamente se verifica queA◦ ⊂ A. Un tipo particularmente importante de conjuntos son
aquellos que coinciden con su interior.

Definición 1.7. Un conjuntoA se dice abierto si todo punto deA es interior aA, es decir si
A◦ = A.

Ejemplo 1.4. 1. Los entornos esféricosE (a, ε) son conjuntos abiertos. En efecto, veamos
que todo puntox ∈ E (a, ε) es interior al conjunto. Si llamamosη = d (x, a) < ε tendre-
mos queE (x, ε− η) ⊂ E (a, ε) puesto que siy ∈ E (x, ε− η)

d (y, a) ≤ d (y, x) + d (x, a) < ε− η + η = ε

y por tantoy ∈ E (a, ε) .

2. Los conjuntos formados por un número finito de puntos no son abiertos.

Las propiedades esenciales de los conjuntos abiertos se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 1.10.1. Los conjuntosRn y φ son conjuntos abiertos.
2. SiAi es una colección de conjuntos abiertos,∪iAi es un conjunto abierto.
3. SiA1, . . . , Am es un ńumero finito de conjuntos abiertos,∩m

i=1Ai es un abierto.

Demostracíon. 1. Es obvio que todos los puntos deRn son interiores y que el conjunto vacı́o φ
tiene todos sus puntos (no existe ninguno) interiores.

2. Sia ∈ ∪iAi para alǵun j se tiene quea ∈ Aj y, por seréste abierto, existeε > 0 tal que
E (a, ε) ⊂ Aj ⊂ ∪iAi. Por tantoa es interior a∪iAi.
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3. Seaa ∈ ∩m
i=1Ai. Para cadai, a ∈ Ai y, por ser estos conjuntos abiertos, existiránεi > 0

tales queE (a, εi) ⊂ Ai. Tomandoε = min {ε1, . . . , εm} > 0 tendremosE (a, ε) ⊂ ∩m
i=1Ai. Por

tantoa es interior al conjunto intersección.

Obśervese que, en general, la intersección de infinitos conjuntos abiertos no es un conjunto
abierto.

Ejemplo 1.5. 1. Los intervalos
(
− 1

n
, 1

n

)
son subconjuntos abiertos deR, pero su intersec-

ción es el conjunto{0} que no es un conjunto abierto.

2. Los conjuntos abiertos deR tienen una descripción especialmente simple. Los intervalos
abiertos, las semirrectas abiertas,R y φ son conjuntos abiertos. Todo conjunto abierto de
R es una uníon finita o numerable de conjuntos disjuntos dos a dos del tipo anterior. En
efecto, siA es un abierto no vacı́o ya ∈ A se consideraM = {x ∈ R, [a, x] ⊂ A} . SiM
no est́a acotado,[a, +∞) est́a contenido enA. Si est́a acotado yS = sup M, [a, S) est́a
contenido enA y S /∈ A. Análogamente se considera el conjunto

N = {x ∈ R, [x, a] ⊂ A} ,

distinguíendose el caso acotado y no acotado. De esta forma se llega fácilmente a la con-
clusión de queA es uníon de intervalos abiertos, semirrectas abiertas o todoR disjuntos
dos a dos. Tomando un número racional en cada una de estas componentes y sabiendo
que los ńumeros racionales forman un conjunto numerable se concluye la finitud o nume-
rabilidad del conjunto de componentes.

Los conjuntos de la formaE (a, ε) son conjuntos abiertos que contienen el puntoa y les
hemos llamado entornos esféricos dea. A un conjunto abierto que contiene un puntoa se le
llama tambíen un entorno abierto dea.

Ejemplo 1.6. El concepto de lı́mite de una sucesión puede expresarse en términos de conjuntos
abiertos o de entornos. Es fácil verificar que{ai} → a si y śolo si para cada entorno abierto
U dea existei0 tal que ai ∈ U si i > i0. En efecto, supongamos que{ai} → a. Puesto que
a ∈ U y éste es abierto, existirá ε > 0 tal queE (a, ε) ⊂ U. De la definicíon de ĺımite de un
sucesíon, existei0 tal que sii > i0, ai ∈ E (a, ε) ⊂ U . Por tanto vale la condicíon en t́erminos
de entornos. En sentido contrario es trivial ya queE (a, ε) es un entorno abierto dea.

Una propiedad que se cumple para los puntos de un entorno de un punto determinado se le
suele denominar una propiedad local. Ası́, se suele decir que una función definida en un conjunto
tiene un ḿaximo local ena si existe un entorno dea (siempre se podrá suponer esférico) tal que
la función restringida a este entorno toma su máximo ena. Más adelante veremos en detalleéste
y otros conceptos en que es importante considerar propiedades referidasúnicamente a un cierto
entorno de un punto.
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1.2.2 Puntos adherentes, de acumulación y aislados. Conjuntos cerrados.

Definición 1.8. SeaA un subconjunto deRn. Un puntop ∈ Rn se dice que es adherente aA si
para cadaε > 0, E (p, ε) ∩ A 6= φ. Un puntop se dice que es de acumulación deA si en cada
entorno de centrop existen elementos deA distintos dep. El conjunto de los puntos adherentes
a A se denota porA y se llama adherencia deA. El conjunto de puntos de acumulación deA lo
denotaremos porA′ y se llama conjunto derivado.

Ejemplo 1.7. 1. SiA = (a, b)× (c, d) ⊂ R2 se tieneA = [a, b]× [c, d] .

2. SiA = (1, 2)× (1, 3)∪{(0, 0)} se tieneA = [1, 2]× [1, 3]∪{(0, 0)} y A′ = [1, 2]× [1, 3] .

Teorema 1.11.Un puntop es de acumulación deA si y śolo si para cadaε > 0 existen en
E (p, ε) infinitos elementos deA.

Demostracíon. En efecto, si se cumple esta condición desde luego se trata de un punto de acu-
mulacíon. Rećıprocamente, seap de acumulacíon. En cadaE (p, ε) debeŕan existir infinitos
puntos deA. De lo contrario, supongamos que existiese uno que contuviese un número finito
a1, . . . , am. Tendŕıamos queη = min {d (ai, p) , i = 1, . . . ,m ai 6= p} seŕıa un ńumero positivo
y enE (p, η) no existiŕıa ninǵun elemento deA distinto dep.

Es consecuencia inmediata de las definiciones que todo punto deA es adherente aA. Sin
embargo no tiene por qué ser de acumulación deA.

Definición 1.9. Un elementoa deA que no sea de acumulación se dice que es un punto aislado.

Significa que existeε > 0 tal queE (a, ε) ∩ A = {a} . Los puntos de un conjuntoA son
entonces o de acumulación deA o aislados. El concepto de punto adherente o de acumulación
puede darse en términos de ĺımites de sucesiones. Esto es lo que expresa el siguiente teorema.

Teorema 1.12.SeaA un subconjunto deRn. Un puntop es adherente aA si y śolo si existe una
sucesíon de puntos deA que tiene por ĺımitep. El punto es de acumulación si y śolo si existe una
sucesíon de puntos deA, distintos del propio puntop, cuyo ĺımite esp.

Demostracíon. Seap ∈ A. Para cadam ∈ N , E
(
p, 1

m

)
∩A 6= φ. Si tomamosam ∈ E

(
p, 1

m

)
∩A

tendremos que{am} → p. El rećıproco es trivial. Si existe una sucesión de elementos deA que
tienen por ĺımite p, este punto es adherente aA. El mismo argumento prueba la segunda parte
del teorema.

Hemos visto que los puntos adherentes de un conjunto son puntos lı́mites de puntos del
conjunto. Son de especial interés aquellos conjuntos que coinciden con su adherencia.

Definición 1.10. Un subconjuntoC deRn se dice que es cerrado si todo punto adherente aC
es del conjunto. Equivale a decir que para cada sucesión de puntos deC que tenga ĺımite, este
lı́mite es deC.
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Ejemplo 1.8. El subconjunto[a, b] de R es cerrado. El subconjunto[a, +∞) es cerrado. El
subconjunto deR formado por los elementos de la forma1

m
para m ∈ N unión con{0} es

cerrado.

La proposicíon siguiente resume algunas de las propiedades esenciales de los conjuntos ce-
rrados.

Teorema 1.13.1. Los conjuntosRn y φ son cerrados.
2. SiCi es una colección de cerrados,∩iCi es cerrado.
3. SiC1, . . . , Cm es una colección finita de cerrados,C1 ∪ . . . ∪ Cm es cerrado.

Demostracíon. 1. Es una consecuencia inmediata de la definición.
2. Seap un punto de∩iCi. Para cadaε > 0, E (p, ε) ∩ (∩iCi) 6= φ. Por tanto, para cadai,

E (p, ε) ∩ Ci 6= φ y por serCi cerrado,p ∈ Ci. Luegop ∈ ∩iCi y este conjunto es cerrado.
3. Seap ∈ C1 ∪ . . . ∪ Cm. Veamos quep ∈ C1∪ . . .∪Cm. Si no fuese aśı, p no pertenecerı́a

a ninǵun Ci que, por ser cerrado coincide conCi. Existiŕıan entoncesεi > 0 tal queE (p, εi) ∩
Ci = φ, i = 1, . . . , n. Tomandoε = min {ε1, . . . , εm} , seŕa ε > 0 y tendremosE (p, ε) ∩
(C1 ∪ . . . ∪ Cm) = φ, en contradiccíon con la hiṕotesis de serp ∈ C1 ∪ . . . ∪ Cm. Aśı pues,
C1 ∪ . . . ∪ Cm coincide con su adherencia.

La relacíon entre conjuntos cerrados y conjuntos abiertos se expresa en la siguiente proposi-
ción.

Teorema 1.14.Un subconjunto deRn es abierto si y śolo si su complementario es cerrado.

Demostracíon. SeaA un conjunto abierto. Veamos que su complementarioC = Rn − A es
cerrado. Consideremosp ∈ C, veamos quep ∈ C o, lo que es equivalentep /∈ A. Si perteneciese,
por serA abierto existiŕıaE (p, ε) ⊂ A, es decirE (p, ε) ∩ C = φ con lo quep no pertenecerı́a a
C.

Rećıprocamente, partamos ahora de un conjuntoC cerrado. Se trata de ver que su comple-
mentarioA = Rn − C es abierto. Sea entoncesa ∈ A. Tendremos quea /∈ C = C y por tanto
existiŕa ε > 0 tal queE (a, ε) ∩ C = φ. Esto equivale a decir queE (a, ε) ⊂ A y a es interior a
A.

Esta proposicíon permite deducir las propiedades de los conjuntos abiertos a partir de la de
los cerrados o la de los cerrados a partir de los abiertos. Por ejemplo, veamos cómo se puede
obtener la propiedad 2 del teorema 1.13 sobre cerrados a partir de la propiedad 2 del teorema
1.10 sobre abiertos.

SeanCi una coleccíon de cerrados, sus complementariosRn − Ci son abiertos. De acuerdo
con la proposicíon 1.10,∪i (R

n − Ci) es un abierto y su complementario será un cerrado. Este
complementario esRn − (∪i (R

n − Ci)) = ∩iCi y por tanto vale 2 de la proposición 1.13.
Cuando estudiemos las aplicaciones contı́nuas, una propiedad importante que utilizaremos

en varias ocasiones es que para cada sucesión de un conjunto, exista una sucesión parcial que
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tenga ĺımite un punto del propio conjunto. Los conjuntos que cumplen esta propiedad serán el
objeto del pŕoximo apartado.

1.2.3 Conjuntos compactos por sucesiones y conjuntos compactos por re-
cubrimientos

Definición 1.11.Un subconjuntoK deRn se dice que es compacto por sucesiones si para cada
sucesíon de elementos deK existe una sucesión parcial que tiene por lı́mite un punto del propio
conjuntoK.

Ejemplo 1.9. 1 Todo el espacioRn no es un conjunto compacto por sucesiones. Podemos cons-
truir una sucesíon tal qued (ai, aj) ≥ 1 para cadai, j. Ninguna sucesión parcial deésta podŕa
tener ĺımite pues no será de Cauchy.

2. [a, b] es un subconjunto deR que es un compacto por sucesiones. En efecto, dada una
sucesíon, {ai} , ai ∈ [a, b] , por el teorema de Bolzano Weierstrass, existe una sucesión parcial
convergente. El lı́mite, por ser[a, b] cerrado, seŕa del propio conjunto.

Se trata ahora de dar una descripción de los conjuntos compactos por sucesiones.

Definición 1.12. Un subconjunto deRn se dice acotado si está contenido en un conjunto de la
forma[a1, b1]× . . .× [an, bn] . Es equivalente a decir que está contenido en un entorno esférico,
es decir, existe unk tal que‖a‖ ≤ k para todoa del conjunto.

Teorema 1.15.Un subconjuntoK deRn es compacto por sucesiones si y sólo si es cerrado y
acotado.

Demostracíon. Supongamos en primer lugar queK es cerrado y acotado. Tendremos queK
estaŕa contenido en un conjunto de la forma[a1, b1]× . . .× [an, bn] . Sea ahora{ci} una sucesión
de elementos deK. Consideremos la sucesión de las primeras coordenadas{ci

1}. Sus elementos
perteneceŕan al intervalo[a1, b1] . Por el teorema de Bolzano Weierstrass existirá una sucesión
parcial convergente

{
c
ij
1

}
. Consideremos la sucesión de puntos deK correspondiente a esta su-

cesíon parcial{cij} . Tomemos a continuación la sucesíon de las segundas coordenadas deésta{
c
ij
2

}
. Aplicando el teorema de Bolzano Weierstrass, en el intervalo[a2, b2] existiŕa una suce-

sión parcial de
{
c
ij
2

}
que seŕa convergente. Sea la correspondiente sucesión de puntos

{
cijk

}
.

Seŕa una sucesión parcial de la dada tal que las sucesiones de las primeras y de las segundas
coordenadas seràn convergentes. Tomaremos ahora la sucesión de las terceras coordenadas de
est́a sucesíon y continuaremos el proceso. Aplicandon veces el teorema de Bolzano Weierstrass
llegamos a probar la existencia de una sucesión parcial de la dada tal que todas las sucesiones
de sus coordenadas son convergentes y que, por tanto, es convergente como sucesión de puntos.
El lı́mite de esta sucesión, por serK cerrado, pertenecerá al conjuntoK. Hemos probado que el
conjuntoK es compacto por sucesiones.

Partimos ahora de un conjuntoK compacto por sucesiones. Se trata de ver que es cerrado y
acotado.
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Veamos queK es cerrado. Sea{ci} → c conci ∈ K. Debemos probar quec ∈ K. Por serK
compacto por sucesiones existirá una sucesión parcial que tiene por lı́mite un punto deK. Toda
sucesíon parcial de{ci} tiene por ĺımite c y por tantoc ∈ K.

Veamos queK es acotado. Si no lo fuese existirı́a c1 ∈ K tal qued (O, c1) ≥ 1 dondeO es
el origen de coordenadas. Existirı́a c2 ∈ K tal qued (O, c2) ≥ d (O, c1) + 1. Por recurrencia,
existiŕıa ci ∈ K tal qued (O, ci) ≥ d (O, ci−1) + 1. Tendŕıamos entonces que parak > 0

d
(
ci+k, ci

)
≥ d

(
O, ci+k

)
− d

(
O, ci

)
=

i+k−1∑
j=i

(
d
(
O, cj+1

)
− d

(
O, cj

))
≥ k ≥ 1.

Esta sucesión de elementos deK no podŕıa tener ninguna sucesión parcial convergente. Ası́ pues
K es acotado.

Veamos un concepto relacionado con el anterior que aparece con naturalidad cuando se es-
tudian la funciones uniformemente continuas y otros problemas. Introduzcamos para ello la
definición de recubrimiento abierto.

Definición 1.13. Un recubrimiento abierto de un conjuntoK es una colección de abiertosAi

tales queK ⊂ ∪i∈IAi.
Sea{Ai, i ∈ I} , un recubrimiento deK. Un subrecubrimiento o recubrimiento parcial del

dado es una colección de conjuntosAi para i ∈ J ⊂ I tales queK ⊂ ∪i∈JAi. El subrecubri-
miento se dice finito si está formado por un ńumero finito de conjuntos.

Definición 1.14. Un subconjuntoK deRn se dice que es compacto, o compacto por recubri-
mientos, si para cada recubrimiento abierto deK existe un subrecubrimiento parcial y finito.

Ejemplo 1.10. R no es un conjunto compacto. En efecto, la colección (−n, n), n ∈ N es un
recubrimiento abierto que no admite ningún subrecubrimiento parcial y finito.

Teorema 1.16.Un subconjuntoK deRn es compacto si y sólo si es compacto por sucesiones.

Demostracíon. Supongamos queK sea compacto por sucesiones. SeaAi, i ∈ I un recubrimien-
to abierto de este conjunto. El primer paso es probar que existeε > 0 tal que para cadap ∈ K
existe un abierto del recubrimientoAj tal queE (p, ε) ⊂ Aj. Lo demostraremos por reducción
al absurdo. Supongamos que no existiese un talε. Para cadam ∈ N existiŕıa pm deK, tal que
E
(
pm, 1

m

)
no estaŕıa contenido en ninǵun abierto del recubrimiento. Puesto queK es compacto

por sucesiones existirı́a una sucesión parcial de{pm} que tendŕıa por ĺımite un punto deK. Sea
{pmj} → a ∈ K. El puntoa perteneceŕa a un ciertoAj. Por ser este conjunto abierto exis-
tirá η > 0 tal queE (a, η) ⊂ Aj. Consideremos unmj ∈ N tal qued (a, pmj) < η

2
y al tiempo

1
mj

< η
2
. Tendŕıamos entonces queE

(
pmj , 1

mj

)
⊂ E (a, η) ⊂ Aj. Contradiccíon con la propiedad

que cumpĺıan los puntospm.
El segundo paso consiste en probar que dado unδ > 0 podemos recubrirK mediante un

número finito de bolas de radioδ centradas en puntos deK. En efecto, tomemos un puntop1 ∈ K



16 CAṔITULO 1. CONTINUIDAD EN EL ESPACIO EUCĹIDEO

y consideremosE (p1, δ) . Si K est́a contenido enE (p1, δ) , hemos terminado. Si no es ası́
consideremos un puntop2 ∈ K y p2 /∈ E (p1, δ) . Si K ⊂ E (p1, δ)∪E (p2, δ) habŕıamos acabado.
Si no es aśı consideremosp3 ∈ K y p3 /∈ E (p1, δ) ∪ E (p2, δ) . El proceso no puede prolongarse
indefinidamente ya que de lo contrario tendrı́amos una sucesión {pm} de elementos deK tales
que d (pm, pr) ≥ δ y, puesto que toda sucesión convergente es de Cauchy, no podrı́a existir
ninguna sucesión parcial convergente, en contradicción con la hiṕotesis sobreK.

El tercer paso consiste en aplicar los dos anteriores para obtener un recubrimiento parcial
y finito del dado. Por el primer paso existeε > 0 tal que para cadap ∈ K existeAj tal que
E (p, ε) ⊂ Aj. Apliquemos a esteε el segundo paso. SeaK ⊂ E (p1, ε) ∪ . . . ∪ E (pm, ε) .
Para cadai = 1, . . . ,m existeAji

tal queE (pj, ε) ⊂ Aji
. Tendremos queAj1 , . . . , Ajm es un

recubrimiento parcial y finito del dado.
Veamos ahora el teorema recı́proco. Suponemos queK es compacto y queremos ver que es

compacto por sucesiones. Sea{pm} una sucesión de puntos deK. Se trata de probar que una
sucesíon parcial tiene por lı́mite un punto deK. Si no fuese ası́, ningún a ∈ K seŕıa ĺımite de
una sucesión parcial. Luego, fijadoa, existiŕıa ε > 0 y un naturalma tal quepm no pertenecerı́a
aE (a, ε) param > ma. De lo contrario existiŕıapi1 ∈ E (a, 1), a continuacíon unpi2 ∈ E

(
a, 1

2

)
con i2 > i1 y, en general,pin ∈ E

(
a, 1

n

)
con in > in−1. La sucesíon pij tendŕıa por ĺımite a.

Si hacemos lo propio con cada punto deK tendremos un recubrimiento abierto formado por los
conjuntosE (a, ε) . Existirá un recubrimiento parcial y finito, es decir tal que

K ⊂ E
(
a1, ε

)
∪ . . . ∪ E (ar, ε) .

Tomandom > max {ma1 , . . . ,mar} tendremos quepm /∈ K. Hemos llegado a contradicción.

1.2.4 Ejercicios

1. Halla la adherencia, el interior y la frontera de los siguientes conjuntos:

a){(x, y) ∈ R2; 0 < x ≤ 1, 2 ≤ y < 3} .

b) {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 < 2} .

c) Qn enRn.

d) {(x, y) ∈ R2; y = 0} .

2. Averigua cuales de los siguientes conjuntos son abiertos, cerrados o de ninguno de estos
dos tipos.

a) EnR los ńumeros de la forma1
n

+ 1
m

paran,m ∈ N.

b) {(x, y) ∈ R2; y ≥ x2} .

c) {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 = 4} .

d) {x ∈ Rn; ‖x‖ ≤ 1} .

3. Prueba que la adherencia del interior de{x ∈ Rn; d (x, a) ≤ 1} es el mismo conjunto.
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4. Da un ejemplo de un conjunto cerrado que la adherencia del interior no coincida con el
conjunto.

5. Prueba las siguientes relaciones:

a) (A◦)◦ = A◦.

b) A◦ = Rn − (Rn − A).

c) (Rn − A)◦ = Rn − A.

6. Prueba que siA ⊂ Rn el conjuntoB = {x ∈ Rn; d(x, A) ≤ 1} es un conjunto cerrado.
Dar un ejemplo de un conjuntoA en queB◦ no coincide con{x ∈ Rn; d(x, A) < 1} .

7. Da un ejemplo de dos conjuntosA y B de interior vaćıo y tal que el interior de la unión
sea{(x, y) ∈ R2; 0 < x < 1} .

8. Averigua cuales de los siguientes conjuntos son compactos.

a){(x, y) ∈ R2; y = x2, 0 ≤ x ≤ 1} .

b) {(x, y, z) ∈ R3; x2 + 3y2 + 2z2 ≤ 4} .

c) {(x, y) ∈ R2; xy = 1} .

d) {(x, y) ∈ R2; 0 < x2 + y2 ≤ 2} .

9. Da un ejemplo de un recubrimiento abierto de(0, 1) tal que no admite ninǵun recubrimien-
to parcial y finito.

10. SeaA ⊂ K conK un conjunto compacto. Prueba que la frontera deA es un conjunto
compacto.

11. Prueba que la unión de un ńumero finito de conjuntos compactos es compacto. Da un
ejemplo de una unión de infinitos compactos que sea un conjunto acotado pero no com-
pacto.

12. Prueba que siA es un conjunto abierto deRn entonces el interior de la frontera deA es
vaćıo

13. Prueba que siK1 y K2 son dos compactos deRn1 y Rn2 respectivamente, entoncesK1×K2

es un compacto deRn1+n2.

1.3 Lı́mites de funciones

1.3.1 Conceptos y propiedades fundamentales

Seaf una funcíon definida en un conjuntoD ⊂ Rn a valores enRm. La idea intuitiva de
lı́mite def cuandox tiende a un puntoa ∈ Rn es el de la existencia de unl ∈ Rm tal que
que los valores def (x) est́en arbitrariamente próximos al siempre que se tomex ∈ D, x 6= a
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suficientemente próximo aa. Para poder asegurar que existen puntos deD tan pŕoximos como
queramos aa pero distintos dea supondremos quéeste es un punto de acumulación deD.
Veamos que la definición de ĺımite puede darse alternativamente en términos de entornos o en
términos de ĺımites de sucesiones.

Definición 1.15. I Seaf una funcíon definida en un conjuntoD ⊂ Rn a valores enRm y
seaa ∈ Rn un punto de acumulación deD. Diremos que el lı́mite def (x) cuandox tiende
a a es l ∈ Rm si para cadaε > 0 existeδ > 0 tal que si0 < d (x, a) < δ, x ∈ D, se
cumpled (f (x) , l) < ε. Lo escribiremoslimx→a f (x) = l, o bienf (x) →x→a l.

II Seaf una funcíon definida en un conjuntoD ⊂ Rn a valores enRm y seaa ∈ Rn un
punto de acumulación deD. Diremos que el lı́mite def (x) cuandox tiende aa esl ∈ Rm

si para cada sucesión{xi} → a, xi ∈ D, xi 6= a, se cumple{f (xi)} → l.

Teorema 1.17.Las dos definiciones anteriores son equivalentes.

Demostracíon. Supongamos que se cumple I y consideremos una sucesión {xi} → a, xi ∈ D,
xi 6= a. Queremos probar que{f (xi)} → l. Seaε > 0 y consideremos elδ dado por la definicíon
I. Se tiene que0 < d (xi, a) < δ parai > i0 y por tantod (f (xi) , l) < ε. La sucesíon {f (xi)}
tiene por ĺımite l y vale la definicíon II.

Supongamos ahora que vale II. Si no fuese cierto I, existirı́a ε > 0 tal que para cadai ∈ N ,
existiŕıa xi ∈ D tal que0 < d (xi, a) < 1

i
perod (f (xi) , l) ≥ ε. Tendŕıamos entonces que la

sucesíon{xi} → a, xi ∈ D, xi 6= a, pero no se cumplirı́a{f (xi)} → l y por tanto no valdŕıa II.

Obśervese que en la noción de ĺımite no aparece el valor de la función en el puntoa en el
que estamos calculando el lı́mite. No es relevante si la función est́a o no definida ena y si lo est́a
cuál es su valor. Por ello si la definición I se quiere expresar en términos de entornos es cómodo
dar una notación espećıfica para un entorno al que se le excluye su centro. Ası́ escribiremos
E∗ (a, ε) = E (a, ε) − {a} . Con esta notación la definicíon I puede enunciarse de la siguiente
forma.

Definición 1.16. Se dice quelimx→a f (x) = l si para cadaE (l, ε) , existeδ > 0 tal que
f (D ∩ E∗ (a, δ)) ⊂ E (l, ε) .

Ejemplo 1.11. 1. Consideremos la función definida enR2−{(0, 0)} a valores enR mediante
f (x, y) = xy

x2+y2 . Veamos que no existelim(x,y)→(0,0) f (x, y) . En efecto, tomemos la suce-

sión
(

1
m

, 0
)

que tiene por ĺımite(0, 0) . La sucesíon de las iḿagenes es
{
f
(

1
m

, 0
)}

= {0}
que tiene por ĺımite0. Sin embargo podemos tomar otras sucesiones, como

(
1
m

, 1
m

)
, que

tambíen tiene por ĺımite (0, 0) pero que la sucesión de las iḿagenes
{
f
(

1
m

, 1
m

)}
=
{

1
2

}
tiene un ĺımite distinto del anterior.

2. Consideremos la función definida enR2 − {(0, 0)} a valores enR mediantef (x, y) =
xy2

x2+y2 . Veamos quelim(x,y)→(0,0) f (x, y) = 0. En efecto, seaε > 0. Escribamos el pun-
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to (x, y) en la formax = ρ cos ϕ, y = ρ sin ϕ. Tendremosf (x, y) = ρ3 cos ϕ sin2 ϕ
ρ2 =

ρ cos ϕ sin2 ϕ. De esta forma sid ((x, y) , (0, 0)) = ρ < δ = ε se obtendŕa |f (x, y)| < ε.

La siguiente proposición permite reducir el estudio de lı́mites de funciones a valores enRm

al de funciones a valores números reales.

Teorema 1.18.Seaf una funcíon definida en un conjuntoD ⊂ Rn a valores enRm y sea
a ∈ Rn un punto de acumulación deD. Llamemosf1, . . . , fm a lasm funciones coordenadas de
f. Entonceslimx→a f (x) = l si y śolo si para cadai = 1, . . . ,m se cumplelimx→a fi (x) = li.

Demostracíon. Es suficiente considerar la definición II de ĺımite y tener en cuenta que una su-
cesíon tiene ĺımite si y śolo si la sucesíon de cada una de las coordenadas tiene por lı́mite la
correspondiente coordenada del lı́mite.

Veamos algunas propiedades elementales de los lı́mites. Tanto los enunciados como sus
demostraciones son enteramente análogos a los de las funciones de una variable.

Teorema 1.19.Seaf una funcíon definida en un conjuntoD ⊂ Rn a valores enRm y seaa un
punto de acumulación deD. Si existelimx→a f (x), éste eśunico.

Demostracíon. Supongamos quelimx→a f (x) = l y quelimx→a f (x) = r. Consideremos una
sucesíon {xi} → a, xi ∈ D, xi 6= a. Tendremos que{f (xi)} → l y, al tiempo,{f (xi)} → r.
Dada la unicidad de los lı́mites de las sucesiones,l = r.

Teorema 1.20.Seanf y g dos funciones definidas en un conjuntoD ⊂ Rn a valores enRm y
seaa un punto de acumulación deD. Si existenlimx→a f (x) = l1, limx→a g (x) = l2, entonces

lim
x→a

(f + g) (x) = l1 + l2.

Sim = 1

lim
x→a

(fg) (x) = l1l2.

Si, adeḿasg (x) es no nulo para todox y l2 6= 0,

lim
x→a

f (x)

g (x)
=

l1
l2

.

Demostracíon. Se reduce, como en la proposición anterior, a las propiedades análogas para los
lı́mites de sucesiones. Veamos por ejemplo la primera propiedad. Consideremos una suce-
sión {xi} → a, xi ∈ D, xi 6= a. Tendremos{f (xi)} → l1 y {g (xi)} → l2. De aqúı que
{(f + g) (xi)} → l1 + l2. Puesto que esto vale para toda sucesión {xi} → a, xi ∈ D, xi 6= a
tendremos quelimx→a (f + g) (x) = l1 + l2.
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Teorema 1.21.1. Seanf y g dos funciones definidas en un conjuntoD ⊂ Rn a valores en
R y seaa un punto de acumulación deD. Supongamos que para todox ∈ D se cumple que
f (x) ≤ g (x) y que existenlimx→a f (x) = l1, limx→a g (x) = l2, entoncesl1 ≤ l2.

2. Seanf, g, h tres funciones definidas enD ⊂ Rn a valores enR , tales que para cada
x ∈ D se cumplef (x) ≤ h (x) ≤ g (x) y quelimx→a f (x) = limx→a g (x) = l. Entonces
limx→a h (x) = l.

Demostracíon. Veamos 1. Sea{xi} → a, xi ∈ D, xi 6= a. Tendremosf (xi) ≤ g (xi) y por
tantol1 ≤ l2. De una forma ańaloga se prueba 2.

Para las funciones de varias variables a valores enR pueden darse, como en el caso de
funciones de una sola variable, la noción de que una función tenga por lı́mite +∞,−∞ o ∞.
Por ejemplo seaf una funcíon definida enD ⊂ Rn y a un punto de acumulación deD. Se diŕa
que el ĺımite de la funcíon ena es+∞ si para cadak existeε > 0 tal quef (x) > k para cada
x ∈ D ∩ E (a, ε) x 6= a. Valen las mismas reglas de cálculo con las mismas demostraciones y
se tienen los mismos casos de indeterminación. Nos remitimos para todo ello al estudio de las
funciones de una variable.

Tambíen ahora se puede utilizar la notación de los infinit́esimos. Una función f definida en
D ⊂ Rn a valores enR se dice que es un infinitésimo en un puntoa de acumulacíon deD si
limx→a f (x) = 0. En el caṕıtulo siguiente utilizaremos la notación cĺasica de ”o pequẽna” para
establecer que un infinitésimo es de orden superior a otro. Recordemos ahora sólo la siguiente
definición.

Definición 1.17.Dados dos infinit́esimosf, g en un mismo puntoa, se dice quef = ox→a (g) (f
es uno pequẽna deg) o bien quef es un infinit́esimo de orden superior ag si para cadaε > 0,
existeδ > 0 tal que si0 < d (x, a) < δ, se cumple|f (x)| < ε |g (x)| . Equivale a decir, sig (x)

es no nulo, quelimx→a
f(x)
g(x)

= 0.

Ejemplo 1.12. Seanf (x, y) = x3 + y3 + x4 y g (x, y) = x2 + y2. Se cumple quef =
o(x,y)→(0,0) (g). En efecto, si escribimosx = ρ cos λ, y = ρ sin λ tendremosg (x, y) = ρ2 y
f (x, y) = ρ3 cos3 λ + ρ3 sin3 λ + ρ4 cos4 λ. De aqúı que para cadaε > 0, se cumple|f | ≤ ε |g|
paraρ suficientemente pequeño.

Una nocíon importante es la de lı́mite seǵun un subconjunto.

Definición 1.18. Seaf una funcíon definida en un conjuntoD ⊂ Rn a valores enRm. Sea
E ⊂ D y seaa un punto de acumulación deE. Diremos que el lı́mite def cuandox tiende
a a seǵun el subconjuntoE es l si para cada sucesión {xi} → a, xi ∈ E, xi 6= a, se cumple
{f (xi)} → l. Lo escribiremoslimx→a x∈E f (x) = l.

Obśervese que decir que una función tiene ĺımite l seǵun un subconjuntoE equivale a decir
que la funcíon restriccíon al conjuntoE tiene por ĺımite l. Por tanto todas las propiedades que
se han visto para los lı́mites valdŕan para estos lı́mites seǵun subconjuntos. En particular, podrı́a
haberse dado la definición de ĺımite seǵun un subconjunto en términos de entornos en lugar de
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definirlo a partir de los lı́mites de sucesiones. Se cumplirá quelimx→a x∈E f (x) = l si para cada
E (l, ε) existeδ > 0 tal quef (E∗ (a, δ) ∩ E) ⊂ E (l, ε) .

Un caso de particular interés es aquel en que el conjuntoE est́a formado por los puntos de
D que est́an en una recta de ecuación x = a + λu. Se llama ĺımite direccional en la dirección
definida por el vectoru.

Ejemplo 1.13. Consideremos la función definida enR2 − {(0, 0)} a valores enR mediante
f (x, y) = xy

x2+y2 . Hemos visto (ejemplo 1de 1.11) que no existelim(x,y)→(0,0) f (x, y) . Veamos
que existen los lı́mites direccionales. Tendremos

lim
(x,y)→(0,0) (x,y)=λ(u1,u2)

f (x, y) = lim
λ→0

λ2u1u2

λ2 (u1)
2 + λ2 (u2)

2 =
u1u2

(u1)
2 + (u2)

2 .

La proposicíon siguiente da las relaciones básicas entre el lı́mite y los ĺımites seǵun subcon-
juntos.

Teorema 1.22.1. Seaf una funcíon definida en un conjuntoD ⊂ Rn a valores enRm. SeaE
un subconjunto deD y a un punto de acumulación deE. Si existelimx→a f (x), entonces existe
limx→a x∈E f (x) y coincide cońel.

2. Seaf una funcíon definida en un conjuntoD ⊂ Rn a valores enRm. SeanEi un ńumero
finito de subconjuntos deD tales queD = ∪iEi. Si existe para cadai, limx→a x∈Ei

f (x) y todos
ellos toman el mismo valorl, entonces existelimx→a f (x) y valel.

Demostracíon. El primer apartado es consecuencia inmediata de las definiciones. Probemos el
segundo apartado. Dadoε > 0 existenδi > 0 tales que si0 < d (x, a) < δi, x ∈ Ei, se cumple
d (f (x) , l) < ε. Consideremosδ = min {δi} Es un ńumero positivo por ser el ḿınimo de un
número finito de ńumeros positivos. Tendremos que si0 < d (x, a) < δ, x ∈ D, se cumpliŕa
d (f (x) , l) < ε.

Obśervese que no podemos sustituir en el segundo apartado un número finito de subconjuntos
Ei por una coleccíon cualquiera de subconjuntos. El ejemplo 1.13 da una función para la que
existen los ĺımite direccionales pero no existe el lı́mite. En este ejemplo los lı́mites direccionales
son distintos. Aunque los lı́mites coincidan tampoco se puede asegurar la existencia del lı́mite.

Ejemplo 1.14. La funcíon definida enR2 − {(0, 0)} mediantef (x, y) = x3

x2−y2 si x 6= ±y,
f (x,±x) = 0 tiene ĺımites direccionales en(0, 0). Siu1 6= ±u2 se cumple

lim
(x,y)→(0,0) (x,y)=λ(u1,u2)

f (x, y) = lim
λ→0

λ3u1

λ2 (u1)
2 − λ2 (u2)

2 = 0.

Siu1 = ±u2 el lı́mite direccional es cero ya que la función sobre los puntos de la forma(x,±x)
toma el valor cero.

Hemos visto que existen todos los lı́mites direccionales y coinciden. Sin embargo, no existe
el lı́mite. De lo contrario el ĺımite seǵun cualquier subconjunto debiera coincidir conél y por
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tanto con0. Sin embargo el lı́mite seǵun la paŕabolaE = {(x, y) ; y = x + x2} da

lim
(x,y)→(0,0) y=x+x2

f (x, y) = lim
x→0

x3

x2 − (x + x2)2 = −1

2
.

1.3.2 Ejercicios

1. Calcula el ĺımite en el punto(0, 0) o prueba su no existencia en los siguientes casos:

a)f (x, y) = x2y2

x2+y2 definida enR2 − {(0, 0)}.

b) f (x, y) = x4

x2+y2 definida enR2 − {(0, 0)}.

c) f (x, y) = (x+y)(x−y)3

(x−y)2+(x+y)2
definida enR2 − {(0, 0)}.

d) f (x, y) = 1−cos(xy)
x2y2 definida enx 6= 0, y 6= 0.

e)f (x, y) = sin xy

(x2+y2)
1
2

definida enR2 − {(0, 0)}.

f) f (x, y) = sin x·sin y
x−y

definida enx 6= y.

g) f (x, y) = |x|−|y|
|x|+|y| definida enR2 − {(0, 0)}.

2. Halla el ĺımite en el punto(0, 0) de la funcíon f (x, y) = xayb

x2+y2−2xy
definida parax 6= y

seǵun los diversos valores dea, b positivos.

3. Halla los ĺımites, si existen, según los diferentes subconjuntos en los siguientes casos:

a)f (x, y) = e(x2)−1
y

definida paray 6= 0 seǵun el subconjuntoy = x2 en el punto(0, 0) .

b) f (x, y) = x−sin y
x3 definida enx 6= 0 seǵun el subconjuntoy = 2x2 en el punto(0, 0).

c) f (x, y) = 1−cos x
ey−1−x

definida eney − x− 1 6= 0 en el punto(0, 0).

4. a) Sea una función f definida en un conjuntoD ⊂ R2 a valores enR tal que exista
lim(x,y)→(a,b) f (x, y) = l. Supongamos que para cadax existelimy→b f (x, y) y para cada
y existelimx→a f (x, y) . Prueba que

lim
x→a

(
lim
y→b

f (x, y)
)

= lim
y→b

(
lim
x→a

f (x, y)
)

= l.

b) Aplica la proposicíon anterior para probar que la función f (x, y) = x2−y2

x2+y2 no tiene
lı́mite en(0, 0) .

c) Comprueba que la función f (x, y) = xy
x2+y2 tiene ĺımites iterados que coinciden y, sin

embargo, no tiene lı́mite en(0, 0) .
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5. Halla, en los diferentes casos, los valores dem ∈ N tales que:

a) tan4 xy = o(x,y)→(0,0)

(
(x2 + y2)

m
)
.

b) 1− ex2y2
= o(x,y)→(0,0)

(
(x2 + y2)

m
)
.

6. Seaf : Rn → Rn y un puntoa ∈ Rn tal quelimx→a f (x) = l y f (x) 6= l parax 6= a.
Seag : Rn → R tal quelimx→l g (x) = L. Prueba quelimx→a g ◦ f = L. Da un ejemplo
que muestre que no ocurre esto en general si suprimimos la hipótesis de quef (x) 6= l para
x 6= a.

7. Halla valores deα y β para que se cumpla

x3 + y3 − 1− α (x− 1)− βy = o(x,y)→(0,0)

((
(x− 1)2 + y2

) 1
2

)
.

8. Seaf una funcíon definida enD ⊂ Rn a valores enR y a un punto de acumulación de
D. Prueba que si para cada sucesión {xi} → a, xi ∈ D, xi 6= a, la sucesíon {f (xi)}
tiene ĺımite, entonces existelimx→a f (x) . Indicacíon: Prueba que todos los lı́mites de las
sucesiones{f (xi)} coinciden.

9. Prueba el siguiente criterio de Cauchy para la existencia de lı́mite de una funcíon. Seaf
una funcíon definida enD ⊂ Rn a valores enR y a un punto de acumulación deD. Prueba
que existelimx→a f (x) si y śolo si para cadaε > 0 existeδ > 0 tal que sid (x, a) < δ,
d (y, a) < δ, x, y ∈ D, x, y 6= a se cumple|f (x)− f (y)| < ε. Indicacíon: Si existe
el lı́mite se verifica directamente la condición. Si se cumple la condición comprueba que
estamos en las condiciones del ejercicio anterior.

1.4 Funciones continuas

1.4.1 Funciones continuas en un punto

Sea un punto del dominio de definición de una funcíon. La idea intuitiva de función continua
en este punto, es la de una función que a pequẽnas variaciones de la variable corresponden
variaciones arbitrariamente pequeñas de la funcíon. Si la funcíon est́a definida enD y el punto
considerado es aislado enD no existen de hecho pequeñas variaciones de la variable y la función
siempre se considera continua en estos puntos. El concepto es significativo cuando el punto es de
acumulacíon deD. En este caso equivale a decir que el lı́mite coincide con el valor de la función
en el punto. Tendremos las siguientes definiciones.

Definición 1.19. 1. Seaf una funcíon definida en un conjuntoD ⊂ Rn a valores enRm y
a ∈ D. Si a es un punto de acumulación deD, existelimx→a f (x) y coincide conf (a)
diremos que la función es continua ena. Sia es aislado diremos siempre quef es continua
ena.
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2. Seaf una funcíon definida en un conjuntoD ⊂ Rn a valores enRm y a ∈ D. Diremos
quef es continua ena si para cadaε > 0 existeδ > 0 tal que

f (D ∩ E (a, δ)) ⊂ E (f (a) , ε) .

3. Seaf una funcíon definida en un conjuntoD ⊂ Rn a valores enRm y a ∈ D. Diremos que
f es continua ena si para cada sucesión{xi} → a, xi ∈ D se cumple{f (xi)} → f (a) .

Teorema 1.23.Las tres definiciones anteriores son equivalentes.

Demostracíon. El caso en que el puntoa es aislado es trivial ya que laúnica sucesión que cumple
{xi} → a, xi ∈ D es la que es constante igual aa a partir de un t́ermino y 1 y 2 no imponen
ninguna condicíon sobre la funcíon en este caso.

Consideremos ahora quea es un punto de acumulación deD. La prueba de la equivalencia
entre las definiciones es prácticamente la misma que la de la equivalencia entre las definiciones
de ĺımite que ya hemos dado (Teorema 1.17) y por ello no repetiremos los detalles. Lasúnicas
diferencias son que al ser el lı́mite f (a) en la condicíon 2 no es preciso evitar la imagen del
puntoa y en la condicíon 3 no imponemos que los puntos de la sucesiónxi sean distintos dea.

Ejemplo 1.15. 1. La funcíonf (x, y) = x4

x2+y2 si (x, y) 6= (0, 0) y f (0, 0) = 0 es continua en

(0, 0) . En efecto, dadoε > 0 existeδ = ε
1
2 tal que sid ((x, y) , (0, 0)) < δ se cumple si

(x, y) 6= (0, 0),
∣∣∣ x4

x2+y2

∣∣∣ < ρ2 < δ2 = ε y |f (0, 0)| = 0.

2. Seaf (x, y) = p (x, y) dondep es un polinomio. Es continua en todos los puntos. En
efecto, sea{(xi, yi)} → (a1, a2) . Se tendŕa que{xi} → a1 y {yi} → a2 y, por tanto,
p (xi, yi) → p (a1, a2) .

3. En el ejemplo 1.14 se ha dado una función que no es continua en(0, 0) ya que no existe el
lı́mite en este punto.

4. El espacioRn ×Rn puede identificarse en forma natural conR2n. Veamos que la función
definida enRn × Rn a valores enRn mediantef (x, y) = x + y es continua en todos los
puntos. Obśervese que ahorax ey indican puntos deRn . En efecto, si{(xi, yi)} → (x, y)
se tiene quexi + yi → x+ y. Para comprobarlo es suficiente ver que para cada una de las
componentes coordenadasxi

k + yi
k → xk + yk. Esto a su vez se deduce de las propiedades

de las sucesiones de números reales.

Obśervese que la condición de continuidad de una función en un punto es de tipo local,
es decir, el que una función sea o no continua en un punto depende del comportamiento de la
función únicamente en un entorno del punto.

Las propiedades algebraicas que hemos dado sobre los lı́mites de funciones (teorema 1.20)
dan inmediatamente el siguiente teorema.
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Teorema 1.24.Seanf y g dos funciones definidas en un conjuntoD ⊂ Rn a valores enRm

continuas en un puntoa. Seaλ un ńumero real. Entonces las funcionesf + g y λf son continuas
ena. Sim = 1 el productofg es continuo ena. Si, adeḿas,g (x) no se anula en ninǵun punto
la función f

g
es continua ena.

Ejemplo 1.16. La funcíon f (x, y) = p(x,y)
q(x,y)

dondep y q son polinomios está definida en el
conjunto de los puntos donde no se anula el denominador. En todos estos puntos la función es
continua por ser cociente de funciones continuas.

Veamos el comportamiento de la continuidad respecto a la composición de funciones.

Teorema 1.25.Seaf una funcíon definida enD ⊂ Rn a valores enRm. Seag una funcíon
definida en un conjuntoE ⊂ Rm que contenga af (D) . Supongamos quef es continua en un
puntoa ∈ D y queg es continua enb = f (a). Entonces la función compuestag ◦ f es continua
ena.

Demostracíon. Por serg continua enf (a) para cadaε > 0 existeδ > 0 tal que

g (E (f (a) , δ) ∩ E) ⊂ E (g (f (a)) , ε) .

Por la continuidad def ena existiŕaη > 0 tal que

f (E (a, η) ∩D) ⊂ E (f (a) , δ) .

De las dos relaciones obtenemos que

g (f (E (a, η) ∩D)) ⊂ E (g (f (a)) , ε)

y, por tanto, obtenemos la continuidad deg ◦ f ena.

Ejemplo 1.17. 1. Sif es una funcíon de una variable, continua en todos los puntos, yp (x, y)
es un polinomio, la funciónf (p (x, y)) es continua en todos los puntos.

2. El teorema 1.24 puede obtenerse como consecuencia de la proposición anterior. Por ejem-
plo, veamos que la suma de dos funciones continuasf y g en un punto es una función
continua en dicho punto. Hemos visto que la funciónh definida enRm ×Rm a valores en
Rm medianteh (x, y) = x + y es una funcíon continua en todos los puntos. La función
deRn enRm × Rm que asigna ax el punto(f (x) , g (x)) es continua en el punto consi-
derado. Por tanto, la función compuestaf (x) + g (x) es una funcíon continua en dicho
punto.
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1.4.2 Funciones continuas en un conjunto

Hemos visto hasta el momento propiedades de la continuidad de las funciones en un punto. Se
trata ahora de estudiar propiedades que se deducen de la continuidad de una función en todos los
puntos del dominio de definición.

Definición 1.20. SeaD un subconjunto deRn y f una funcíon definida enD a valores enRm.
Se dice que es continua enD si es continua en todos los puntos del conjuntoD.

Veamos un teorema que da una condición equivalente a la continuidad en un conjunto en
términos de los conjuntos abiertos o de los conjuntos cerrados.

Teorema 1.26.SeaD un subconjunto deRn y f una funcíon definida enD a valores enRm.
Son equivalentes las siguientes proposiciones

1. f es continua enD.

2. Para cada abiertoA ⊂ Rm existe un abiertoU deRn tal quef−1 (A) = D ∩ U.

3. Para cada cerradoC ⊂ Rm existe un cerradoF deRn tal quef−1 (C) = D ∩ F.

Los conjuntos de la formaD ∩ U conU un abierto deRn se denominan abiertos relativos a
D. Entonces 2 se puede enunciar diciendo que la antiimagen de todo abierto debe ser un abierto
relativo aD. Obśervese que siD es un conjunto abierto, los abiertos relativos aD son los
abiertos contenidos enD. En otro caso puede haber otros conjuntos. Por ejemplo, siD = [0, 1]

un conjunto de la forma
[
0, 1

2

)
es un abierto relativo aD pues es la intersección de un abierto

como (−1, 1/2) con D. En el caso en queD sea abierto la condición 2 es, simplemente, que
la antiimagen de todo abierto es un abierto. Pueden hacerse análogas consideraciones para los
conjuntos de la formaD ∩ F conF cerrado que reciben el nombre de cerrados relativos aD.
Ahora siD es cerrado los cerrados relativos aD son los cerrados contenidos enD.

Demostracíon. Veamos que 1 implica 2. SeaA un abierto deRm y seap ∈ D conf (p) ∈ A.
Existirá ε > 0 tal queE (f (p) , ε) ⊂ A. Por serf continua enp seaδp > 0 tal que

f (E (p, δp) ∩D) ⊂ E (f (p) , ε) ⊂ A.

Haciendo lo mismo con todos los puntos deA tendremos que el conjuntoU = ∪p, f(p)∈AE (p, δp)
es un abierto tal quef−1 (A) = D ∩ U.

Veamos que 2 implica 1. Seap ∈ D. Se trata de ver quef es continua en este punto. Dado
ε > 0, el conjuntoE (f (p) , ε) es un conjunto abierto. Por la condición 2 existiŕa un abiertoU
deRn tal que

f−1 (E (f (p) , ε)) = U ∩D.

Por serU abierto existiŕa δ > 0 tal queE (p, δ) ⊂ U. De ambas relaciones se deduce

f (E (p, δ) ∩D) ⊂ E (f (p) , ε)

y, por tanto, la continuidad def enp.
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Veamos que 2 implica 3. SeaC un cerrado deRm. Su complementario será un abierto
A = Rm − C al que podremos aplicar la condición 2. Existiŕa un abiertoU de Rn tal que
f−1 (A) = D ∩ U. Tendremos entonces

f−1 (C) = D − f−1 (A) = D −D ∩ U = D ∩ (Rn − U) .

Puesto queRn − U es un conjunto cerrado, vale la condición 3.
La demostracíon de que 3 implica 2 se hace como en el caso anterior teniendo en cuenta que

pasamos de abiertos a cerrados por paso al complementario.

Ejemplo 1.18. Veamos que el conjunto

U =
{
(x, y) ∈ R2; p (x, y) < k

}
es un conjunto abierto sip es un polinomio. En efecto, la funciónp (x, y) es continua enR2 y el
conjuntoU es la antiimagen porp del conjunto abierto(−∞, k) .

Definición 1.21.Una aplicacíon biyectiva de un conjuntoD ⊂ Rn en un conjuntoE ⊂ Rm que
sea continua con aplicación inversa continua se llama un homeomorfismo deD enE.

La topoloǵıa enRn es el estudio de las propiedades que permanecen invariantes por los
homeomorfismos deRn consigo mismo. Aśı, la nocíon de sucesión que tiene lı́mite o sucesíon
convergente es un concepto topológico. Una sucesión tiene ĺımite si y śolo si su imagen por
un homeomorfismo también la tiene. El concepto de punto interior de un conjunto también lo
es. Un punto es interior a un conjunto si y sólo si su transformado por un homeomorfismo es
interior al conjunto transformado. En cambio, por ejemplo, la propiedad de que un subconjunto
sea una circunferencia no permanece invariante por un homeomorfismo. Es una propiedad de
tipo métrico, śolo es invariante por las transformaciones que conserven la distancia, y no es una
propiedad de tipo topológico que son las estamos interesados en este momento.

Veamos ahora algunas de las propiedades básicas de las funciones continuas en conjuntos
compactos. La primera permitirá afirmar que la compacidad es un concepto topológico.

Teorema 1.27.Seaf una funcíon definida en un conjunto compactoK deRn a valores enRm

y continua enK. Entoncesf (K) es un conjunto compacto.

Demostracíon. Dada la equivalencia entre conjuntos compactos y compactos por sucesiones
(teorema 1.16) podemos probar cualquiera de las dos propiedades. Probemos por ejemplo la
última. Sea una sucesión de elementos def (K) . Seŕa de la forma{f (xi)} para alguna sucesión
{xi} de elementos deK. Por ser este conjunto compacto por sucesiones existe una sucesión
parcial convergente a un punto deK. Sea{xij} → p ∈ K. Por la continuidad de la función en
p, tendremos{f (xij)} → f (p) ∈ f (K) . Por tanto,f (K) es compacto por sucesiones.
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Puede darse una demostración alternativa utilizando la propiedad de compacidad por recu-
brimientos y la caracterización de las funciones continuas en términos de las antiiḿagenes de los
abiertos. Veamos brevemente como puede hacerse. SeaAi, i ∈ I, un recubrimiento abierto de
f (K) . Se tiene quef−1 (Ai) = K ∩Ui para ciertos abiertosUi deRn. La coleccíon deUi i ∈ I
forma un recubrimiento abierto deK. SeaUi i ∈ J ⊂ I un recubrimiento parcial y finito deK.
La coleccíon deAi i ∈ J constituiŕa un recubrimiento del conjuntof (K) parcial y finito del
dado. Esto da la compacidad de este conjunto.

Corolario 1.28. La imagen por una función continua de un conjunto cerrado y acotado es un
conjunto cerrado y acotado.

Demostracíon. Es suficiente tener en cuenta el teorema anterior y la caracterización de los com-
pactos como los cerrados y acotados (teorema 1.15).

Debe observarse que la imagen de un conjunto acotado por una aplicación continua en este
conjunto no tiene por qúe serlo. No obstante, si la función continua está definida no śolo en el
conjunto sino en todo el espacioRn, entonces la imagen de un acotadoB es un acotado ya queB
seŕıa compacto y por tanto su imagen serı́a un compacto. En particular serı́a un conjunto acotado
y f (B) , por estar contenido enf

(
B
)

estaŕa acotado.
La imagen por una aplicación continua de un conjunto cerrado no tiene por qué ser cerrado.

Ejemplo 1.19. 1. Consideremos la función continua de una variablef (x) = 1
x2 definida en

(0, 1). Su recorrido es(1, +∞) que no es un acotado a pesar de serlo(0, 1) .

2. La imagen por la función continuaf (x) = 1
1+x2 del cerradoR es el conjunto(0, 1] que

no es cerrado.

Máximos y ḿınimos de funciones continuas
Un problema importante es saber si dada una función definida enD ⊂ Rn a valores reales,

existe un puntoa ∈ D que cumple quef (x) ≤ f (a) (resp. f (x) ≥ f (a)) para todox ∈ D.
Un punto con esta propiedad se dice que es un máximo (resp. ḿınimo) absoluto de la función o
simplemente ḿaximo (resp. ḿınimo). Es bien conocido que una función continua no tiene por
qué tener ḿaximos o ḿınimos. Por ejemplo, la función de una variable realf(x) = 1

x
definida

y continua enR − {0} no tiene ḿaximo ni ḿınimo. Sin embargo si el dominio de definición es
compacto si que podemos asegurar la existencia de máximo y de ḿınimo.

Teorema 1.29.Seaf una funcíon definida en un conjunto compactoK deRn a valores reales y
continua enK. Entoncesf tiene un ḿaximo y un ḿınimo.

Demostracíon. Probaremos la existencia de máximo. La existencia de ḿınimo puede hacerse en
forma ańaloga o bien aplicar la existencia de un máximo a la funcíon−f.

Hemos visto que el conjunto imagenf (K) es un conjunto de ńumeros reales compacto
(teorema 1.27) y por tanto cerrado y acotado (teorema 1.15). Existirá en particular el supremo
S de este conjunto. Lo que queremos probar es que este supremo es el máximo, es decir que
es alcanzado en algún punto. Por serS el supremo def (K) seŕa adherente al conjunto ya que
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para cadaε > 0, S − ε no es cota superior def (K) y existiŕan elementos de este conjunto en
(S − ε, S + ε). Por ser el conjuntof (K) cerrado,S ∈ f (K) y por tantoS es la imagen de
algún punto deK.

Corolario 1.30. Seaf una funcíon definida en un conjunto cerrado y acotadoK deRn a valores
reales y continua enK. Entoncesf tiene un ḿaximo y un ḿınimo.

Continuidad de la función inversa
El siguiente teorema eśutil para establecer la continuidad de las funciones inversas de ciertas

funciones continuas.

Teorema 1.31.Seaf una funcíon inyectiva, definida y continua en un conjunto compactoK de
Rn, a valores enRm. Entonces la aplicación inversaf−1 definida enf (K) es tambíen continua.

Demostracíon. Llamemosg a la aplicacíon inversaf−1. El dominio de definicíon deg esf (K).
Por ser compacto es en particular cerrado. Puesto que los cerrados relativos aéste conjunto son
cerrados deberemos probar que la antiimagen porg de todo cerradoF de Rn es un cerrado.
Ahora bieng−1 (F ) = g−1 (F ∩K) = f (F ∩K) . Puesto queF ∩K es un cerrado y acotado
seŕa un compacto y su imagen porf seŕa, en consecuencia, compacto. En particularg−1 (F ) seŕa
un cerrado.

Ejemplo 1.20.Consideremos la función inyectiva definida en[0, π]×[1, 2] que a(ϕ, ρ) le corres-
ponde(ρ cos ϕ, ρ sin ϕ). Es continua y definida en un compacto, por tanto la aplicación inversa
seŕa continua.

1.4.3 Curvas y conexíon

Definición 1.22. Un arco de curva, o simplemente curva, en un conjuntoD deRn es una apli-
cación continuaγ : [0, 1] → D. Si γ (0) = a y γ (1) = b se dice quea y b son el origen y el
extremo respectivamente del arco de curva.

Definición 1.23.Un conjuntoD se dice que es arcoconexo si para cada dos puntos deéste existe
un arco de curva que tiene uno como origen y el otro como extremo.

Ejemplo 1.21. Un conjunto tal que con cada dos puntos contiene el intervalo que los une se dice
que es un convexo. Entonces todo convexo es un arcoconexo. Por ejemplo, todo entorno circular
es un conjunto arcoconexo.

ConsideremosA un conjunto abierto deRn y a un punto deA. Se trata de ver ćomo es el
conjunto de puntos que pueden unirse aa mediante un arco de curva enA, es decir, aquellos
puntosb para los que existe un arco de curva enA tal quea es el origen yb es el extremo.

Teorema 1.32.SeaA un abierto deRn y a un punto deA. El conjunto de los puntos que pueden
unirse aa mediante un arco de curva enA es un conjunto abierto. El conjunto de los puntos que
no se pueden unir aa es tambíen un conjunto abierto.
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Demostracíon. SeaB el subconjunto deA de los puntos que pueden unirse aa mediante un arco
de curva y seab ∈ B. Existirá E (b, ε) ⊂ A. Veamos que tambiénE (b, ε) est́a contenido enB
con lo que este conjunto será abierto. En efecto, siγ es el arco que unea con b y c ∈ E (b, ε),
un arco de curva que unea y c puede construirse uniendo el arcoγ con un segmento que une
b y c . Expĺıcitamente, mediante un arco de la formaγ1(t) = γ(2t) para0 ≤ t ≤ 1/2 y
γ1(t) = b + 2(t− 1/2)(c− b) para1/2 ≤ t ≤ 1.

Análogamente, seaD el conjunto de los puntos deA que no pueden unirse aa mediante un
arco enA y sead ∈ D. Supongamos queE (d, ε) ⊂ A. Ningún punto deE (d, ε) podŕa unirse
cona mediante un arco enA ya que de lo contrario uniendoéste, como antes, con el segmento de
origen este punto y extremod obtendŕıamos un arco que unea y d y llegaŕıamos a contradicción.

Observamos, en consecuencia que, dado un abierto y un punto del mismo tenemos una parti-
ción del mismo en dos conjuntos abiertos disjuntos. Los que pueden unirse al punto mediante un
arco en el conjunto y los que no pueden hacerlo. Si un abierto no es arcoconexo ambos conjuntos
para un cierto punto serán no vaćıos. Esto sugiere la siguiente definición.

Definición 1.24.Un conjuntoD deRn se dice que no es conexo si existe una partición del mismo
en dos abiertos relativos aD no vaćıos.

Si se trata de un conjunto abierto no será conexo si existe una partición en dos abiertos no
vaćıos. Seŕa conexo cuando no exista esta partición. Veamos que para los conjuntos abiertos este
concepto y el de arcoconexión son equivalentes.

Teorema 1.33.Un conjunto abiertoA es conexo si y śolo si es arcoconexo.

Demostracíon. Hemos visto ya que siA no es arcoconexo existe una partición del conjunto en
dos abiertos no vacı́os y por tanto no es conexo. Recı́procamente, supongamos ahora queA es
arcoconexo. Deberá ser conexo ya que de lo contrario tendrı́amosA = A1∪A2 conAi disjuntos
y no vaćıos. Seana ∈ A1 y b ∈ A2. Consideremosγ un arco enA de origena y extremob.
Se tendŕa queγ−1 (A1) y γ−1 (A2) seŕan una particíon del intervalo[0, 1] en abiertos no vacı́os
relativos a este conjunto. Esto no puede ocurrir. Si por ejemplo0 ∈ γ−1 (A1) el conjunto de
los puntosx tales que[0, x] ⊂ γ−1 (A1) tendŕa un supremo que no estará ni enγ−1 (A1) ni en
γ−1 (A2) como no es dif́ıcil de comprobar.

1.4.4 Ejercicios

1. Estudia los puntos de continuidad y de discontinuidad de las siguientes funciones:

a)f (x, y) = x2+y2

x−y
si x 6= y, y f (x, x) = 0.

b) f (x, y) = y
x

sin (x2 + y2) si x 6= 0, f (0, y) = 0.

c) f (x, y) = x sin 1
x2+y2 si (x, y) 6= (0, 0) , f (0, 0) = 0.

d) f (x, y) = x · g (xy) dondeg (z) = 0 si z ∈ Q y g (z) = 1 si z /∈ Q.
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e) f (x, y) = g (xy) definida parax > 0, y > 0 cong (z) = 0 si z /∈ Q y g (z) = 1
m

si
z = n

m
donde esta fracción es irreducible.

2. Di si existen y en su caso da un ejemplo:

a) Una funcíon continua exhaustiva de(0, 1) en [−1, 1] .

b) Una funcíon continua exhaustiva de(0, 1)× [0, 1) en [−1, 1]× (−1, 0] .

c) Una funcíon continua exhaustiva de[0, 1]× [0, 1] en [−1, 1]× (0, 1] .

d) Una funcíon continua exhaustiva de[−1, 1]× [−1, 1] en

{(x, y) ∈ R2; x2 + y2 ≥ 1} .

3. Averiguar cuales de los siguientes conjuntos son compactos: a){(x, y) ∈ R2; xy = 1} .

b) {(x, y, z) ∈ R3; 6x2 + 7y2 + 3z2 ≤ 1} .

4. Una funcíon f : Rn → R se dice que cumple una condición de Lipschitz de ordenc en
un puntoa ∈ Rn si existe un entorno dea y una constanteK tal que para todax de este
entorno|f (x)− f (a)| ≤ K ‖x− a‖c . Prueba que una tal función es continua ena. Da un
ejemplo, paran = 1, de una funcíon continua ena pero que no cumple ninguna condición
de Lipschitz ena.

5. SeaA ⊂ Rn. Prueba que la funciónf : Rn → R definida por

f (x) = inf
y∈A

d (x, y)

es una funcíon continua. Se denotaráf (x) = d (x, A) .

6. SeaK un compacto deRn y a /∈ K. Prueba que existe un puntob ∈ K tal qued (a, b) =
d (a, K) . ¿Puede decirse lo mismo para un cerrado deRn? ¿Y para un conjunto cualquie-
ra?

7. SeanK1 y K2 dos compactos disjuntos deRn. Prueba que existena1 ∈ K1 y a2 ∈ K2

tales qued (a1, a2) = inf {d (x, y) ; x ∈ K1, y ∈ K2} .

8. Consideremos la aplicaciónπ : R2 → R tal queπ (x, y) = x. Prueba que la imagen de un
abierto es un abierto. Comprueba que la imagen porπ de un cerrado no es necesariamente
cerrado.

9. Seaf : R → R continua. Prueba que el gráficoG = inf {(x, y) ∈ R2; y = f(x)} es un
conjunto cerrado. Da un ejemplo de una función en que su gráfico sea cerrado y que sin
embargo no sea continua.

10. Prueba quef : Rn → Rm es continua si y śolo si para cadaB ⊂ Rm se cumple

f−1 (B◦) ⊂
(
f−1 (B)

)◦
.
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11. Seaf es una funcíon continua definida en un arcoconexoD y dos puntosa, b ∈ D tales
quef (a) y f (b) tienen signos distintos. Prueba que existe algún puntox ∈ D tal que
f (x) = 0.

12. Da un ejemplo de un abierto arcoconexo que no sea convexo.

13. Prueba que la imagen por una función continua de un conjunto conexo es un conjunto
conexo.

1.5 Funciones uniformemente continuas.

1.5.1 Conceptos y propiedades fundamentales

Seaf una funcíon continua en un conjuntoD ⊂ Rn a valores enRm. Esto significa que es
continua en cada punto deD. Es decir para cadaa ∈ D y cadaε > 0 existeδ > 0 tal que si
d (x, a) < δ, x ∈ D, entoncesd (f (x) , f (a)) < ε. Obśervese queδ depende desde luego deε
pero tambíen depende del puntoa ∈ D que se esté considerando. Es interesante la propiedad de
queδ pueda tomarséunicamente dependiente deε y no del puntoa. Son las llamadas funciones
uniformemente continuas.

Definición 1.25. Seaf una funcíon definida en un conjuntoD ⊂ Rn a valores enRm. Se dice
que es uniformemente continua si para cadaε > 0, existeδ > 0 tal que six, y ∈ D, d (x, y) < δ
entoncesd (f (x) , f (y)) < ε.

Este concepto, aunque en un principio no parezca demasiado diferente del de función con-
tinua, si que lo es. Digamos, por ejemplo, que no puede darse una caracterización ańaloga
a la que dimos para las funciones continuas en términos de conjuntos abiertos. De hecho, el
concepto de función uniformemente continua no es un concepto topológico. Si se compone una
función uniformemente continua con un homeomorfismo no se obtiene en general una función
uniformemente continua.

Ejemplo 1.22. 1. La funcíon sin x definida enR es una funcíon uniformemente continua ya
que, aplicando el teorema del valor medio

|sin x− sin y| = |(x− y) cos λ| ≤ |x− y| .

De aqúı que dadoε > 0, tomandoδ = ε, si |x− y| < δ, se cumple|sin x− sin y| < ε.

2. la funcíony = x2 definida enR no es uniformemente continua ya que paraε > 0 no existe
ningún δ > 0 tal que|x− z| < δ implique|x2 − z2| < ε. En efecto, tomando|x− z| = δ

2∣∣∣x2 − z2
∣∣∣ = |x− z| |x + z| = δ

2
|x + z| .

Si x y z son suficientemente grandes, aunque|x− z| < δ se cumpliŕa |x2 − z2| ≥ ε.
Hemos probado la no continuidad uniforme de la función. Obśervese que, sin embargo, la
función es continua.
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Un caso especialmente importante en que la continuidad implica la continuidad uniforme es
el siguiente.

Teorema 1.34.Seaf una funcíon continua definida en un conjunto compactoK ⊂ Rn a valores
enRm. Entonces la función es uniformemente continua enK.

Demostracíon. Seaε > 0. En cadaa ∈ K la función es continua. Existe entoncesδa tal que
si x ∈ K y d (x, a) < 2δa se cumpled (f (x) , f (a)) < ε

2
. Haciendo lo propio con cada punto

a ∈ K tendremos que los conjuntosE (a, δa) forman un recubrimiento abierto deK. Puesto que
este es un conjunto compacto existirá un recubrimiento parcial y finitoK ⊂ E (a1, δa1) ∪ . . . ∪
E (ar, δar) . Consideremosδ = min {δa1 , . . . , δar} . Tomemosx, y ∈ K tales qued (x, y) < δ.
Supongamos quex ∈ E (ai, δai) . Se cumpliŕa

d
(
y, ai

)
≤ d (y, x) + d

(
x, ai

)
< δ + δai ≤ 2δai .

Por lo tanto
d
(
f (x) , f

(
ai
))

<
ε

2
y d

(
f (y) , f

(
ai
))

<
ε

2

y, en consecuencia,
d (f (x) , f (y)) < ε.

Ejemplo 1.23. La funcíony = x2 es uniformemente continua en cada intervalo.

1.5.2 Ejercicios

1. Prueba que toda función derivable deR en R, con derivada acotada, es uniformemente
continua.

2. Prueba que la función f (x) = sin 1
x

es una funcíon continua pero no uniformemente
continua en(0, 1) .

3. Seaf una funcíon uniformemente continua en un conjuntoD ⊂ Rn a valores enRm. Sea
g uniformemente continua enf (D) a valores enR. Prueba que la función compuestag ◦f
es uniformemente continua enD.

4. Prueba que una función uniformemente continua transforma sucesiones de Cauchy en su-
cesiones de Cauchy.

5. Prueba que toda función uniformemente continuaf : D → R se puede extender a una
función uniformemente continua enD. Indicacíon: Si {xi} → a, xi ∈ D, prueba que
{f (xi)} tiene ĺımite verificando que es de Cauchy. Este lı́mite seŕa la extensíon def aa.
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1.6 Nota hist́orica

Entre los iniciadores del rigor en el Análisis cabe destacar a Bolzano y Cauchy. Bolzano (1781-
1848) dío la primera definicíon (1817) de funcíon continua en un intervalo como una función
f tal que la diferenciaf (x + w) − f (x) puede ser tan pequeña como se desee tomandow
suficientemente pequeño. Prob́o la continuidad de los polinomios. Estableció el teorema de
que una funcíon continua en un intervalo que toma valores de signos opuestos en los extremos se
anula en alǵun punto utilizando el criterio de convergencia de Cauchy. Bolzano en 1834 aclaró la
diferencia entre continuidad y derivabilidad dando incluso una función continua en un intervalo
cerrado no derivable en ningún punto. Sin embargo, sus trabajos no fueron conocidos hasta
finales del siglo XIX y la primera publicación de una funcíon continua tal que en todo intervalo
teńıa infinitos puntos en que no era derivable fue debida a Riemann en 1868.

Cauchy (1789-1857) en sus Lecciones sobre el cálculo infinitesimal (1823) desarrolló el
cálculo diferencial e integral sobre la base del concepto de lı́mite. Definío el concepto de lı́mite,
el de infinitesimal, clarificando el concepto de infinitesimal de Leibniz, y el de función continua.
Sus definiciones, al estilo de Bolzano se basan en consideraciones puramente aritméticas.

Weierstrass (1815-1897) dio la actual definición de funcíon continua en t́erminos deε y δ.
Sus trabajos, si bien anteriores, fueron conocidos con ocasión de sus clases en la Universidad
de Berlin a partir de 1859. Utiliźo la idea de Bolzano de subdivisión sucesiva de intervalos para
probar que si tenemos un conjunto acotado con infinitos puntos existe uno tal que en todo entorno
de él existen infinitos puntos del conjunto. Es el que actualmente se conoce como teorema de
Bolzano -Weierstrass. Cauchy habı́a utilizado, sin probarlo, la existencia de un mı́nimo para
toda funcíon continua definida en un intervalo. Weierstrass probó la existencia de ḿınimo y de
máximo para funciones continuas de una y de varias variables.

Heine (1821-1881) definió el concepto de continuidad uniforme. Probó que toda funcíon
continua en un intervalo cerrado es uniformemente continua. En su método utiliźo el teorema
de que para cada recubrimiento por intervalos abiertos de un intervalo cerrado existe un recu-
brimiento parcial y finito. Este teorema, cuando el recubrimiento de partida es numerable, fue
probado por Borel (1871-1956). La primera publicación de su generalización a una colección
cualquiera se debe a Cousin (1867-1933) en 1895.

El estudio de la topologı́a como rama independiente probablemente proviene de Riemann
(1826-1886). La idea de la topologı́a como la geometrı́a de los invariantes por las transforma-
ciones continuas, aparece ya explicitada por Klein (1849-1925) en el Programa de Erlangen en
1872. Antes de poder proceder a este estudio fue necesario formalizar la teorı́a de los ńumeros
reales y la teorı́a de conjuntos sobre el plano y el espacio.

Cantor (1845-1918), el creador de la teorı́a de conjuntos, fue el primero en definir los con-
ceptos de punto de acumulación, punto aislado, cerrado y abierto en la recta y en el espacio
n-dimensional. Obtuvo la estructura de estos conjuntos en la recta.

Hacia finales del siglo XIX se amplı́an estos conceptos sobre conjuntos de puntos a conjuntos
de curvas o de funciones, fundamentalmente en el cálculo de variaciones, en la teorı́a de variable
compleja y en el estudio de ecuaciones funcionales. Por otra parte las teorı́as axioḿaticas van
teniendo mayor relevancia sobre todo a partir de los trabajos de axiomatización de la geometrı́a.

Frechet (1878-1973) trató de unificar la teorı́a de Cantor y el tratamiento de funciones como
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espacios de puntos. Introdujo los espacios métricos y definío los conjuntos compactos como los
que actualmente llamamos relativamente compactos (de adherencia compacta).

Hausdorff (1868-1942) utiliźo la nocíon de entorno, que habı́a ya sido usada por Hilbert en
una axiomatización de la geometrı́a del plano, para dar una teorı́a axioḿatica de lo que hoy se
entiende por topologı́a general.

1.7 Apéndice. Espacios ḿetricos

Todos los conceptos que hemos visto pueden darse en un contexto más general. De hecho se ha
partido de la distancia euclı́dea pero en pocas ocasiones, aunque si en alguna, hemos utilizado
la forma especial de esta distancia o las propiedades especı́ficas de trabajar en el espacioRn. Se
trata ahora de ver como una noción de distancia general lleva a similares conceptos a los que
hemos dado y de dar algún ejemplo que pueda apuntar el interés de estas nociones.

Definición 1.26.SeaM un conjunto yd una aplicacíon deM×M enR que cumpla las siguien-
tes propiedades:

1.d (x, y) ≥ 0, d (x, y) = 0 si y śolo six = y.
2. Para cadax, y ∈ M , d (x, y) = d (y, x) .
3. Para cadax, y, z ∈ M , d (x, y) ≤ d (x, z) + d (z, y) . (Desigualdad triangular).
Entonces a la aplicación d se le llama una distancia enM y a este conjunto un espacio

métrico.

Ejemplo 1.24. 1. SeaM un subconjunto deRn y d la distancia eucĺıdea definida sobre los
puntos deM. Se trata de un espacio métrico.

2. Consideremos el conjunto de las sucesiones de números reales{ai} tales que
∑

i |ai|2 <
+∞. Veamos que se trata de un espacio vectorial con la suma de sucesiones y producto
por escalares habitual. En efecto, si

∑
i |ai|2 < +∞ y

∑
i |bi|2 < +∞, tendremos

∑
i

∣∣∣ai + bi
∣∣∣2 ≤ 2

(∑
i

∣∣∣ai
∣∣∣2 +

∑
i

∣∣∣bi
∣∣∣2) < +∞.

Por tanto, la sucesión{ai + bi} pertenece al espacio. También∑
i

∣∣∣λai
∣∣∣2 = |λ|2

∑
i

∣∣∣ai
∣∣∣2 < +∞.

Es pues un espacio vectorial, de dimensión infinita, que se suele denotar porl2. Puede
definirse en este espacio un producto escalar mediante{

ai
}
·
{
bi
}

=
∑

i

aibi.

Es f́acil ver que la serie es convergente ya que tenemos la estimación∣∣∣aibi
∣∣∣ ≤ 1

2

(∣∣∣ai
∣∣∣2 +

∣∣∣bi
∣∣∣2)
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y las series
∑

i |ai|2 y
∑

i |bi|2 son convergentes. Es ya trivial verificar que este producto
escalar es lineal en cada variable, simétrico y definido positivo. Por tanto vale, como
hicimos en los espacios euclı́deos, la desigualdad de Schwarz y esto nos permite definir
una norma ∥∥∥{ai

}∥∥∥ =
({

ai
}
·
{
ai
}) 1

2 .

Finalmente se define una distancia como

d
({

ai
}

,
{
bi
})

=
∥∥∥{ai

}
−
{
bi
}∥∥∥ .

Las demostraciones son las mismas que para los espacios euclı́deos.

3. Consideremos el espacioC de las funciones continuas definidas en un intervalo[a, b] a
valores ńumeros reales. Se trata de un espacio vectorial en el cual se puede definir una
norma mediante

‖f‖ = sup
x∈[a,b]

|f (x)| .

Las propiedades de norma se pueden verificar directamente (ahora no proviene de un
producto escalar). Esto permite definir una distancia mediante

d (f, g) = ‖f − g‖ .

En un espacio ḿetrico se definen entornos circulares, puntos adherentes, aislados, de acumu-
lación, ĺımites de sucesiones, conjuntos abiertos y cerrados en la misma forma y con las mismas
propiedades que vimos para los espacios euclı́deos.

Ejemplo 1.25. 1. En el primer ejemplo en queM es un subconjunto deRn los entornos
circulares de un punto deM son la interseccíon de los entornos circulares en el espacio
eucĺıdeo conM . De aqúı se deduce que los conjuntos abiertos deM resultan ser lo que
hab́ıamos llamado abiertos relativos aM.

2. Veamos qúe significa en el espacioC que una sucesión {f i} sea convergente af . Para
cadaε > 0 debe existiri0 tal que parai > i0, se cumpled (f i, f) < ε. Esto significa que

sup
x∈[a,b]

∣∣∣f i (x)− f (x)
∣∣∣ < ε.

Es lo mismo que decir que la sucesiónf i converge uniformemente haciaf.

Pueden darse los conceptos de compacto y compacto por sucesiones y también aqúı son
equivalentes. Sin embargo la equivalencia con los cerrados y acotados (definidos también en su
forma natural) no es en general cierta. No podemos ahora aplicar como se hizo para los espacios
eucĺıdeos el teorema de Bolzano-Weierstrass.

Los conceptos de lı́mite de una funcíon definida en un espacio métrico y de funcíon continua
son enteramente análogos a los ya dados tanto en términos de sucesiones como de entornos.
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Ejemplo 1.26. 1. Definamos la siguiente función sobrel2. Consideremos un punto{bi} ∈ l2.
Consideremos la función definida enl2 mediantef ({xi}) =

∑
i x

ibi. Es una aplicacíon
continua ya que

∣∣∣f ({xi
})
− f

({
ai
})∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∑

i

(
xi − ai

)
bi

∣∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥{xi − ai
}∥∥∥ ∥∥∥{bi

}∥∥∥ .

Podemos considerar{bi} no nulo, ya que de lo contrario es trivial. Dadoε > 0, se
consideraδ = ε ‖{bi}‖−1. Tendremos que si‖{xi} − {ai}‖ < δ se tiene∣∣∣f ({xi

})
− f

({
ai
})∣∣∣ < ε

y por tantof es continua.

2. Consideremos enC la funciónF definida mediante

F (f) =
∫ b

a
f (x) dx.

Se trata de una función continua ya que dadoε > 0 tomandod (f, g) < δ = ε (b− a)−1

tendremos

|F (f)− F (g)| =
∣∣∣∣∣
∫ b

a
f (x) dx−

∫ b

a
g (x) dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
|f (x)− g (x)| dx < ε.

Ejercicios

1. Prueba que siM es un espacio ḿetrico, la frontera deE (a, r) es la esfera de centroa y
radior, es decir{x ∈ M ; d(x, a) = r} .

2. Prueba que si una sucesión en un espacio ḿetrico tiene ĺımite, éste eśunico.

3. En un conjunto se define una aplicación d medianted(x, y) = 1 si x 6= y y 0 si x = y.
Prueba que se trata de un espacio métrico. Describe los conjuntos abiertos y los conjuntos
compactos.

4. SeaM un espacio con una distanciad. Prueba queq(x, y) = d(x,y)
1+d(x,y)

es otra distancia en
M tal que{ai} → a respecto a la distanciad si y śolo si{ai} tiene por limitea respecto a
la distanciaq.

5. En el espaciol2 consideremos los elementosei = (0, . . . ,
i)

1, 0, . . .). Prueba que el con-
junto de estos elementos es acotado pero que la sucesión {ei} no admite ninguna parcial
convergente. (Obsérvese la diferencia con respecto al espacio euclı́deoRn).
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Caṕıtulo 2

Cálculo diferencial en varias variables

2.1 Derivadas direccionales. Diferencial

2.1.1 Conceptos y propiedades fundamentales

Al tratar de introducir la noción de derivada para una función de varias variables se plantea un
problema que no se presentaba con las funciones de una variable. Si queremos definir, como
en éstas, un cociente incremental(f (x + h)− f (x)) /h , la primera dificultad que se presenta
es que ahorah es un elemento deRn y este cociente no tiene sentido. No podemos dividir
el incremento de la función por un elemento deRn. Lo que si puede hacerse es considerar
únicamente incrementos a lo largo de una dirección determinada por un vector unitariov y dividir
por el paŕametro correspondiente a este incremento. Esto nos llevará al concepto de derivada
direccional.

Definición 2.1. Seaf una funcíon definida en un entorno dea enRn. Seav un vector unitario
deRn. Si existe el limite

lim
t→0

f(a + tv)− f(a)

t

le llamaremos derivada direccional de la función en el puntoa, correspondiente a la dirección
v. Designaremos este valor porDvf(a).

En el caso particular en quev = ei = (0, 0, . . . ,
i)

1, . . . , 0) se le llama derivada parcial
respecto la variablexi y se escribeDif(a) o tambíen ∂f

∂xi
(a). Es decir, sia = (a1, . . . , an)

Dif(a) =
∂f

∂xi

(a) = lim
t→0

f(a1, . . . , ai−1, ai + t, ai+1, . . . an)− f(a1, . . . , an)

t

Observemos que la derivada direccionalDvf(a) no es otra cosa que la derivada de la función
de una variableh(t) = f(a + tv) en t = 0. En ocasiones se considera también la definicíon de
Dv sin restringirse a que el vectorv tenga norma 1. Se habla de la derivación respecto al vector
v. Si no decimos lo contrario, nosotros supondremos quev es unitario.

39
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Para funciones de una variable real se define la función derivada como la función que asigna
a cada punto el valor de la derivada. Análogamente podemos definir las funciones derivadas
parciales.

Definición 2.2. Se denomina función derivada parcial respecto a la variablexi y se escribeDif
o ∂f

∂xi
a la funcíon que asigna a cada puntoa el valorDif (a) .

La derivada direccional de la función f ena en la direccíon dada porv no es otra cosa que
la derivada de la función de una variable realg(t) = f(a + tv) en t = 0. Obśervese que al
estar definidaf en un entorno dea, la funcíon g lo est́a en un entorno de0. Las propiedades
de las derivadas direccionales son entonces análogas a las de las derivadas de las funciones de
una variable. En particular, para calcular la derivada parcial respecto una variable se consideran
todas las otras como constantes y se aplican las reglas habituales.

Ejemplo 2.1. Seaf(x, y) = x2 + xy − 5y2. Las funciones derivadas parciales serán ∂f
∂x

=

2x + y, ∂f
∂y

= x − 10y. La derivada direccional en(0, 0) en la direccíon dada por el vector

u = (1
2
,
√

3
2

) seŕa la derivada ent = 0 de la funcíon (1
2
t)2 + 1

2
t
√

3
2

t− 5
(√

3
2

t
)2

, es decir0.

Puede darse otra noción que extiende la de derivada para funciones de una variable. Para
éstas, la existencia de derivada equivale a la existencia de recta tangente al gráfico de la funcíon.
Es decir, la funcíon y = f(x) deR enR es derivable ena si existe una aplicación lineal deR
enR que ah le hace correspondermh, que cumple

f(a + h)− f(a)−mh = oh→0(h).

La constantem es la derivada de la función ena y la imagen deh por la aplicacíon lineal
se denota pordfa(h) = mh. La recta tangente al gráfico de la funcíon en el punto(a, f(a)) es
y = f(a) + m(x− a).

Una funcíon se dice que es diferenciable en un punto si se puede aproximar por una función
af́ın, es decir, por la suma del valor que toma la función en el punto mas una aplicación lineal.
Concretamente, tendremos la siguiente definición.

Definición 2.3. Seay = f(x) una funcíon definida en un abiertoD deRn, con valores enR,
a ∈ D. Se dice quef es diferenciable ena si existe una aplicación linealdfa deRn enR tal que

f(a + h)− f(a)− dfa(h) = oh→0(‖h‖). (2.1)

La aplicacíon linealdfa que, como veremos, esúnica, se denomina diferencial def en el punto
a.

La relacíon 2.1 six = a + h se escribiŕa en la forma

f(x) = f(a) + dfa(x− a) + ox→a (‖x− a‖) .

En ocasiones también la escribiremos

f(x) = f(a) + dfa(x− a) + g(x) ‖x− a‖
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dondeg(x) →x→a 0.
Por ejemplo, sin = 2 la diferenciabilidad def ena significa que existe un plano enR3 que

pasa por el punto(a1, a2, f(a1, a2)) y que tiene con la función un contacto de orden superior al
primero. Este plano se denomina plano tangente al gráfico de la funcíon y = f(x1, x2) en el
punto(a1, a2, f(a1, a2)). Expĺıcitamente, la condición de diferenciabilidad se expresa diciendo
que existen constantesα y β tales que

lim
x→a

f(x1, x2)− (f(a1, a2) + α(x1 − a1) + β(x2 − a2))

‖x− a‖
= 0.

Obśervese que las constantesα y β definen la aplicación linealdfa(h) = αh1 + βh2 y que la
ecuacíon del plano tangente ay = f(x1, x2) en el puntoa esy = f(a1, a2) + α(x1 − a1) +
β(x2 − a2).

El ejemplo ḿas sencillo de aplicación diferenciable es una aplicación linealT : Rn → R. Se
tieneT (a+h) = T (a)+T (h). Por lo tanto es v́alido 2.1 conoh→0(‖h‖) ≡ 0, y T es diferenciable
con diferencial la propia aplicaciónT.

Veamos una primera relación entre la diferencial de una función y las derivadas direccionales
en un punto.

Teorema 2.1.Seay = f(x) una funcíon definida en un abiertoD de Rn, con valores enR,
a ∈ D. Sif es diferenciable ena, entoncesf tiene derivada direccionales ena y se cumple

Duf(a) = dfa(u).

En particular, las derivadas direccionales están determinadas por la diferencial.

Demostracíon. De la definicíon de diferenciabilidad se tiene

lim
h→0

f(a + h)− f(a)− dfa(h)

‖h‖
= 0.

Los ĺımites direccionales serán tambíen cero, es decir, para cadau ∈ Rn

lim
t→0

f(a + tu)− f(a)− dfa(tu)

‖tu‖
= 0

que es equivalente a

lim
t→0

f(a + tu)− f(a)− tdfa(u)

t
= 0.

Esta relacíon puede escribirse

lim
t→0

f(a + tu)− f(a)

t
= dfa(u)

es decir, la derivada direccional def ena seǵun la direccíonu esdfa(u).
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El teorema implica que la diferencial, si existe, esúnica puesto que queda determinada por
las derivadas direccionales que sonúnicas.

Es importante observar que en una función diferenciable las derivadas parciales determinan
todas las derivadas direccionales. En efecto, siu = u1e1 + . . . . + unen

Duf(a) = dfa(u) = u1dfa(e1) + . . . + undfa(en) = u1D1f(a) + . . . + unDnf(a).

Tendremos entonces que la diferenciabilidad def ena se podŕa expresar en la forma

f(x) = f(a) +
n∑

i=1

Dif(a)(xi − ai) + ox→a(‖x− a‖)

Veamos una forma de interpretar la expresión de la derivada direccional en términos de las
derivadas parciales. Precisaremos de la siguiente definición

Definición 2.4. Se llama gradiente def ena y se denota por∇f(a) al vector

(D1f(a), . . . , Dnf(a)).

La expresíon Duf(a) =
∑n

i=1 Dif(a)ui puede pensarse como el producto escalar deu por
∇f(a). Esto permite dar una interesante interpretación del vector gradiente. Supongamos que
existe la diferencial de una función en un punto y es no nula. Nos preguntamos por el valor
máximo de|Duf(a)| al variaru. Puesto que

|Duf(a)| = |u · ∇f(a)| = ‖u‖ ‖∇f (a)‖ |cos (u,∇f(a))|

el módulo de la derivada direccional alcanzará el valor ḿaximo en la direccíon dada por el
gradiente def ena.

Debe observarse que la existencia de derivadas direccionales en un punto no implica la dife-
renciabilidad de la función.

Ejemplo 2.2. 1. La funcíon f(x, y) = x2y
x2+y2 si (x, y) 6= (0, 0), f(0, 0) = 0 tiene derivadas

direccionales pues

Duf(0, 0) = lim
t→0

u2
1t

2u2t

t3
= u2

1u2.

En particular, las derivadas parciales son0. La funcíon no puede ser diferenciable ya que
entonces todas las derivadas direccionales deberı́an ser0, lo que no es ası́ como acabamos
de ver.

2. La funcíon f(x, y) = x2y2

x2+y2 si (x, y) 6= (0, 0), f(0, 0) = 0 tiene derivadas parcia-
les en(0, 0) que valen0. La funcíon es diferenciable en este punto puesf(x, y) =

o(x,y)→(0,0) (‖(x, y)‖) . En efecto, si escribimosx = ρ cos θ, y = ρ sin θ, tendremosx2y2

x2+y2 ≤
ρ2 = oρ→0 (ρ) .
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Más adelante veremos que la existencia de las funciones derivadas parciales no sólo en el
punto considerado sino en todo un entorno y su continuidad en el punto implica la diferenciabi-
lidad en este punto.

Establezcamos antes la continuidad de las funciones diferenciables.

Teorema 2.2.Seaf es una funcíon definida en un entorno de un puntoa y diferenciable eńel.
Entoncesf es continua en este punto.

Demostracíon. Obśervese que siT es una aplicación lineal deRn enR existe una constanteC
tal que|T (h)| ≤ C ‖h‖ . En efecto, siC = max‖u‖≤1 |T (u)| se cumple que

∣∣∣T ( h
‖h‖

)∣∣∣ ≤ C.
Tendremos entonces que, aplicando esta desigualdad adfa se obtiene

|f(a + h)− f(a)| ≤ oh→0 (‖h‖) + ‖dfa(h)‖ ≤ oh→0 (‖h‖) + C ‖h‖ .

El lı́mite del segundo miembro cuandoh → 0 es0. Esto implica la continuidad def ena.

La existencia de todas las derivadas direccionales no implica la continuidad.

Ejemplo 2.3. La funcíon f(x, y) = x2/y si y 6= 0, f(x, 0) = 0 no es continua en(0, 0) pero
tiene derivadas en cualquier dirección. La no continuidad de la función puede establecerse
observando que el lı́mite en(0, 0) seǵun el subconjuntoy = mx2 es1/m que vaŕıa al tomar
diversos valores dem. La existencia de las derivadas direccionales sigue directamente de su
definicíon.

La existencia de derivadas direccionales expresaúnicamente una propiedad referente a la
restriccíon de la funcíon a cada una de las rectas que pasa por el punto considerado. La diferen-
ciabilidad de una función expresa mejor el comportamiento en todo un entorno del punto. Una
primera indicacíon es el teorema que hemos visto según el cual la diferenciabilidad implica la
continuidad. La existencia de derivadas direccionales en el punto ya hemos visto que no implica
la continuidad. El teorema siguiente da una condición suficiente de diferenciabilidad.

Teorema 2.3.Seay = f(x) una funcíon definida en un abiertoD ⊂ Rn a valores enR, a ∈ D.
Si existen todas las derivadas parciales def en un entorno dea y son continuas en este punto,
entoncesf es diferenciable ena.

Demostracíon. Se trata de ver que

f(a + h)− f(a) =
n∑

i=1

Dif(a)hi + oh→0 (‖h‖)

En efecto, consideremos un entornoE(a, δ) ⊂ D en el que existenDif , i = 1, . . . , n. Escriba-
mos

f(a + h)− f(a) =
n∑

i=1

(
f(a + hi)− f(a + hi−1)

)
dondeh0 = 0, h1 = h1e1, h2 = h1e1 + h2e2, . . . , h

n = h1e1 + . . . + hnen.
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Aplicando el teorema del valor medio en cada variable, existirán ci = a + h1e1 + . . . +
hi−1ei−1 + hiλiei con0 < λi < 1 tales quef(a + hi)− f(a + hi−1) = Dif(ci)hi. Se obtendŕa
entonces

f(a + h)− f(a) =
n∑

i=1

Dif(a)hi +
n∑

i=1

(Dif(ci)−Dif(a)) hi

Ahora bien,
∑n

i=1 (Dif(ci)−Dif(a)) hi esoh→0 (‖h‖) ya que las funcionesDif son continuas
ena y |hi| ≤ ‖h‖ .

Definición 2.5. Se dice que una función f definida en un abierto de deRn a valores enR es de
claseC1 si tiene derivadas parciales en el dominio de definición y son continuas.

Del teorema anterior se deduce que toda función de la claseC1 es diferenciable en todos los
puntos.

Ejemplo 2.4. 1. La funcíon z = (x + y) sin(x2 + y) es diferenciable en todos sus puntos ya
que es de claseC1.

2. La funcíonf (x, y) = (x + y)2 sin 1

(x2+y2)
1
2

si (x, y) 6= (0, 0) es diferenciable en el origen.

En efecto, tenemos que∂f
∂x

(0, 0) = ∂f
∂y

(0, 0) = 0, y la condicíon de diferenciabilidad será

lim
(x,y)→(0,0)

(x + y)2 sin
1

(x2 + y2)
1
2

(x2 + y2
)− 1

2 = 0.

Sin embargo la función no es de claseC1 ya que

∂f

∂x
= 2 (x + y) sin

1

(x2 + y2)
1
2

− (x + y)2 x

(x2 + y2)
3
2

cos
1

(x2 + y2)
1
2

si (x, y) 6= (0, 0). El lı́mite de esta función para(x, y) → (0, 0) no existe. Es suficiente
comprobar que el lı́mite seǵun el subconjuntoy = mx no existe.

Las nociones de función diferenciable y de derivada direccional se pueden dar también para
funciones a valores enRm. Seŕa conveniente extender la noción de “o” a funciones a valores
vectoriales.

Definición 2.6. Una funcíon g(h) definida en un entorno del origen deRn a valores enRm se
dice que es unoh→0(‖h‖) si para cadaε > 0 existe unδ > 0 tal que si0 < ‖h‖ < δ entonces
‖g(h)‖ < ε‖h‖.

Tendremos ahora

Definición 2.7. Seay = f(x) una funcíon definida en un abiertoD deRn, con valores enRm,
a ∈ D. Se dice quef es diferenciable ena si existe una aplicación linealdfa deRn enRm tal
que

f(a + h)− f(a)− dfa(h) = oh→0(‖h‖).
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Análogamente, la misma definición que hemos dado de derivada direccional para funciones
a valores enR sirve para funciones valoradas enRm. Ahora las derivadas direccionales en un
punto seŕan elementos deRm. El estudio de estas funciones puede reducirse al de las funciones
valoradas enR como muestra el siguiente teorema.

Teorema 2.4.Seaf = (f1, . . . , fm) una funcíon definida en una abiertoD de Rn, a valores
en Rm. La funcíon f es diferenciable ena ∈ D si y śolo si lo son las funcionesf1, . . . , fm.
Se cumple, en este caso, que lasm componentes dedfa sondf1 a, . . . dfm a. Análogamente,f
tiene derivada direccional ena respecto a la dirección u si y śolo si existen las correspon-
dientes derivadas direccionales de cada una de las funcionesf1, . . . , fm y se tieneDuf(a) =
(Duf1(a), . . . , Dufm(a)).

Demostracíon. Si f es diferenciable ena significa que existe una aplicación linealdfa : Rn →
Rm tal quef(a + h) − f(a) − dfa(h) = oh→0(‖h‖). Si llamamos(dfa)i a cada una de las
componentes de la aplicacióndfa tendremos quefi(a+h)−fi(a)− (dfa)i(h) = oh→0(‖h‖) para
i = 1, . . . ,m. Esto nos dice que cadafi es diferenciable y que su diferencial es la componente
i-ésima dedfa. El razonamiento puede invertirse en el sentido de que si todas las funciones
coordenadasfi son diferenciables se sigue la diferenciabilidad def . Análogamente se prueba la
afirmacíon sobre las derivadas direccionales. De hecho el teorema es una simple consecuencia
de que la existencia de un lı́mite de una funcíon a valores enRm, equivale a la existencia del
correspondiente lı́mite de cada una de las funciones coordenadas.

La expresíon en coordenadas de la diferencial de una función a valores enRm se deduce
entonces de la expresión en coordenadas de cada una de lasdfi a. Se expresará como una matriz
den columnas ym filas. La filai-ésima se obtendrá calculando las iḿagenes de los vectores de la
base cańonicae1, . . . , en, es decirdfi a(ej) = Djfi(a). La matriz se denomina matriz jacobiana
def en el puntoa, y seŕa


D1f1(a) . . . Dnf1(a)

.

.
.
.

.

.
D1fm(a) . . . Dnfm(a)


Veamos algunas propiedades elementales de las funciones diferenciables.

Teorema 2.5. Seanf y g funciones definidas en un abiertoD de Rn, a valores enRm, di-
ferenciables en un puntoa ∈ D, λ ∈ R. Entoncesf + g y λf son diferenciables ena y
se cumpled(f + g)a = dfa + dga, d(λf)a = λdfa. Si m = 1, fg es diferenciable ena
y d(fg)a = f(a)dga + g(a)dfa. Si, adeḿas, g es no nula, entoncesf/g es diferenciable y
d(f/g)a = (g(a)dfa − f(a)dga) /g(a)2.

Demostracíon. Si f y g son diferenciables ena se tiene

f(a + h) = f(a) + dfa(h) + oh→0(‖h‖) (2.2)
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g(a + h) = g(a) + dga(h) + oh→0(‖h‖). (2.3)

Sumando 2.2 y 2.3 miembro a miembro se tiene

(f + g)(a + h) = (f + g)(a) + (dfa + dga)(h) + oh→0(‖h‖).

Esta expresión nos dice quef + g es diferenciable ena y que su diferencial esdfa + dga.
Multiplicando 2.2 porλ obtenemos la diferenciabilidad deλf

λf(a + h) = λf(a) + λdfa(h) + oh→0(‖h‖).

Sea ahoram = 1. Multipliquemos miembro a miembro las expresiones 2.2 y 2.3. Obtendre-
mos

(fg)(a + h) = (fg)(a) + f(a)dga(h) + g(a)dfa(h) + oh→0(‖h‖)

ya que|dfa(h)dga(h)| ≤ c ‖h‖2, dfa(h)oh→0(‖h‖) = oh→0(‖h‖) y oh→0(‖h‖)oh→0(‖h‖) =
oh→0(‖h‖).

Probemos la regla de diferenciación del cociente. Consideremos, en primer lugar, quef = 1.
Si g es no nula tendremos que

1

g(a + h)
− 1

g(a)
−
(
−dga(h)

g(a)2

)
=
−dga(h) + oh→0(‖h‖)

g(a)g(a + h)
−
(
−dga(h)

g(a)2

)
= oh→0 (‖h‖)

ya queg es continua ena y se tiene que

g(a) (−dga(h) + oh→0(‖h‖)) + g(a + h)dga(h) =

g(a) (−dga(h) + oh→0(‖h‖)) + (g (a) + dga (h) + oh→0 (‖h‖)) dga (h) =

g(a)oh→0(‖h‖) + dga(h)2 + oh→0(‖h‖)dga(h) = oh→0(‖h‖).

Porúltimo, la diferenciacíon del cocientef
g

se deduce de la regla de diferenciación del pro-
ducto y del caso anterior, expresando la función como el producto def y de 1

g
.

Las propiedades sobre las diferenciales tienen sus equivalentes para su expresión en coorde-
nadas, es decir, para las matrices jacobianas. Ası́ la matriz jacobiana de la suma de dos funciones
es la suma de las matrices jacobianas o la matriz jacobiana del producto de una función por un
escalar es el producto de dicho escalar por la matriz jacobiana de la función.

El conjunto de las aplicaciones lineales deRn en R tiene estructura de espacio vectorial
de dimensíon n. A veces es conveniente, en lugar de expresar una aplicación lineal como una
matriz, hacerlo como una combinación lineal de una base de dicho espacio vectorial. Una tal
base est́a formada por las aplicaciones coordenadas(x1, . . . xn) → xi. Estas aplicaciones, por
ser lineales, sabemos que son diferenciables en todo punto y que su diferencial coincide con la
propia aplicacíon. Aśı, dxi coincidiŕa con la aplicacíon coordenadaxi, es decir,dxi(x) = xi.
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Toda aplicacíon lineal deRn enR se expresará como una combinación lineal dedx1, . . . , dxn.
En particular sif es diferenciable ena tendremos

dfa =
n∑

i=1

λidxi a.

Las coordenadasλi se pueden obtener aplicando ambos miembros al vectorej. Tendremos
(
∑

λidxi a) (ej) = λj y dfa (ej) = Djf(a). De aqúı la expresíon

dfa =
n∑

i=1

Dif (a) dxi a.

Veamos ahora que la composición de funciones diferenciables es también diferenciable.

Teorema 2.6. Regla de la Cadena.
Seaf una funcíon definida en un abiertoD ⊂ Rn a valores enRm y seag una funcíon

definida en un abiertoD1 ⊃ f(D) a valores enRk. Supongamos quef es diferenciable en un
puntoa y queg lo es en el puntob = f(a). Entoncesg ◦ f es diferenciable ena y d(g ◦ f)a =
dgf(a) ◦ dfa.

Demostracíon. Tendremos

f(a + h) = f(a) + dfa(h) + oh→0(‖h‖)

g(b + t) = g(b) + dgb(t) + ot→0(‖t‖). (2.4)

De donde
g (f (a + h)) = g (f(a) + dfa(h) + oh→0(‖h‖))

Aplicando 2.4 tomandot = dfa(h) + oh→0(‖h‖) tendremos

g (f (a + h)) = g (f (a)) + dgb (dfa(h) + oh→0(‖h‖)) +
odfa(h)+oh→0(‖h‖)→0 (‖dfa(h) + oh→0(‖h‖)‖) .

Puesto quedgb es lineal tendremos

g (f (a + h)) = g (f (a)) + dgb (dfa(h)) + dgb (oh→0(‖h‖)) +
odfa(h)+oh→0(‖h‖)→0 (‖dfa(h) + oh→0(‖h‖)‖) .

El teorema quedará demostrado si probamos que

dgb (oh→0(‖h‖)) + odfa(h)+oh→0(‖h‖)→0 (‖dfa(h) + oh→0(‖h‖)‖) = oh→0(‖h‖).

En efecto, sabemos que‖dgb (oh→0(‖h‖))‖ ≤ c ‖oh→0(‖h‖)‖ = oh→0(‖h‖). Por otro lado, dado
ε > 0, existeδ > 0 tal que si‖dfa(h) + oh→0(‖h‖)‖ < δ, se cumple∥∥∥odfa(h)+oh→0(‖h‖)→0 (‖dfa(h) + oh→0(‖h‖)‖)

∥∥∥ < ε ‖dfa(h) + oh→0(‖h‖)‖
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Ahora bien,
‖dfa(h) + oh→0(‖h‖)‖ ≤ C ‖h‖

si ‖h‖ < δ1. Tendremos entonces que si‖h‖ <Min(δ1, δ/C)∥∥∥odfa(h)+oh→0(‖h‖)→0 (‖dfa(h) + oh→0(‖h‖)‖)
∥∥∥ < εC ‖h‖

y por tantoodfa(h)+oh→0(‖h‖)→0 (‖dfa(h) + oh→0(‖h‖)‖) = oh→0 (‖h‖) .

El teorema anterior nos dice que la diferencial de la función compuesta es la composición de
las diferenciales de las funciones. Sabemos que la expresión en coordenadas de la diferencial es
la matriz jacobiana. Tendremos entonces que la matriz jacobiana de una función compuesta es
el producto de las matrices jacobianas en los puntos correspondientes.

Ejemplo 2.5. 1. Seaf una funcíon deR enRn y g deRn enR, ambas diferenciables. La
función compuestag◦f es una funcíon de una variable real a valores reales. Su diferencial
vendŕa dada por una matriz de una fila y una columna que es simplemente su derivada.
Su expresíon, como consecuencia de la regla de la cadena, será la siguiente:

d (g ◦ f)

dt
(t0) =

(
∂g
∂x1

. . . ∂g
∂xn

)
f(t0)



∂f1

∂t

.

.

.
∂fn

∂t


t0

=
n∑

i=1

∂g

∂xi

(f (t0))
∂fi

∂t
(t0) .

2. Sif es una funcíon deRn enRm y g es una funcíon deRm enR , ambas diferenciables,
tendremos que, operando como antes

∂ (g ◦ f)

∂tj
(t0) =

m∑
i=1

∂g

∂xi

(f (t0))
∂fi

∂tj
(t0) .

3. Seaf es una funcíon deRn en Rn, diferenciable ena y g otra funcíon deRn en Rn

diferenciable enb = f(a) y tal queg es la inversa def . Entoncesdgb = df−1
a . En efecto,

dgb ◦ dfa = d(g ◦ f)a = I. Análogamentedfa ◦ dgb = I.

Veamos ćomo act́ua la diferencial de una aplicación sobre los vectores tangentes a las curvas.
Una curva de claseCr enRn es una aplicación γ de un intervalo deR enRn cuyas funciones
coordenadasγi son de esta clase. El vectorγ′ (t)=limh→0

γ(t+h)−γ(t)
h

es un vector tangente a la
curva en el puntoγ (t) .

Teorema 2.7.Seaf una aplicacíon definida en el entorno de un puntop enRn a valores enRm

diferenciable enp. Seav = γ′ (0) el vector tangente a una curvaγ tal queγ (0) = p. Se tiene
quedfp (v) es el vector tangente a la curva imagenf ◦ γ ent = 0.
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Demostracíon. El vector tangente af ◦ γ ent = 0 tendŕa por componentei−ésima

d

dt
(fi ◦ γ) (0) =

n∑
j=1

∂fi

∂xj

(γ (0)) γ′j (0) = dfi p (v) .

Por lo tantod
dt

(f ◦ γ) (0) = dfp (v) .

Veamos una aplicación de la regla de la cadena.

Teorema 2.8.Seaf una funcíon de claseC1 definida en un abierto conexoA y tal quedfx = 0
para cadax ∈ A. Entonces la función es constante.

Demostracíon. Consideremos un puntoa ∈ A. Todo puntob deA puede unirse cona mediante
un arco de curvaγ : [0, 1] → A diferenciable a trozos, es decir que existe una partición de[0, 1]
en un ńumero finito de intervalos tal que sobre cada uno de ellosγ es diferenciable. Esto se
deduce como en el teorema 1.33. Consideremos la función h (t) = f (γ(t)) . En cada uno de
los intervalos en queγ es diferenciableh seŕa derivable con derivada idénticamente cero. Por lo
tantoh seŕa constante en cada uno de estos intervalos y en consecuencia constante en[0, 1] . En
particularh (0) = h (1) y, por tanto,f (a) = f (b) .

2.1.2 Derivadas de orden superior al primero

Consideremos una función f : Rn → R que admita funciones derivadas parciales∂f
∂xi

. Su-
pongamos que, a su vez,éstas admitan derivadas parciales. Se presenta el problema de saber
si las derivadas iteradas dependen o no del orden de derivación. Un ejemplo probará que si no
añadimos hiṕotesis el resultado puede depender del orden en que se efectúe la derivacíon.

Ejemplo 2.6. 1. Seaf la función definida enR2 mediantef(x, y) =
xy(x2−y2)

x2+y2 si (x, y) 6=
(0, 0) y f(0, 0) = 0. Se cumple∂f

∂x
(0, y) = −y y por tanto ∂

∂y

(
∂f
∂x

)
(0, 0) = −1. Por

otro lado ∂f
∂y

(x, 0) = x y por tanto ∂
∂x

(
∂f
∂y

)
(0, 0) = 1. No coinciden en este caso las dos

derivadas iteradas.

2. Seaf la función definida enR2 mediantef (x, y) = cos xy. Tendremos∂f
∂x

= −y sin xy y
∂
∂y

(
∂f
∂x

)
(0, 0) = 0. Análogamente∂

∂x

(
∂f
∂y

)
(0, 0) = 0. En este caso coinciden las deriva-

das iteradas.

Veamos que una simple hipótesis suplementaria sobre las funciones derivadas parciales de la
función permitiŕa asegurar la igualdad de las derivadas iteradas independientemente del orden de
derivacíon.

Teorema 2.9.Seaf una funcíon definida en un entorno de un puntoa ∈ Rn a valores enR, que
admite funciones derivadas parciales en este entorno y son diferenciables ena. Entonces para
cadai, j se cumpleDi (Djf) (a) = Dj (Dif) (a) .
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Demostracíon. Sabemos que si una función g es diferenciable en un puntoa y dejamos fijas
unas variables, es decir, componemos la función g con la funcíon (x1, . . . xi, . . . , xj, . . . xn) →
(a1, . . . xi, . . . , xj, . . . an) obtenemos una función diferenciable. Las hiṕotesis del teorema se
cumpliŕan entonces por la función de dos variables realesf(a1, . . . xi, . . . , xj, . . . an) que se ob-
tiene dejando fijas todas las variables excepto laxi y la xj. Si la conclusíon del teorema es válida
para esta función tambíen lo seŕa para la funcíon de partida ya que ambas tienen las mismas
derivadas parciales respecto a las variablesi y j en el puntoa. Podemos pues suponer, sin que
ello limite la validez del teorema, que la función de partida dependeúnicamente de dos variables
x, y. Supondremos también, para simplificar las notaciones, quea = (0, 0) y que las hiṕotesis
sobre las funciones se cumplen en un entorno circular de este punto. Consideremos la función

F (h) = f (h, h)− f (h, 0)− f (0, h) + f (0, 0) .

Veamos queF (h)
h2 tiene por ĺımite cuandoh → 0 tanto aD1 (D2f) (0, 0) como aD2 (D1f) (0, 0) .

Sea la funcíonG (x) = f (x, h)−f (x, 0) . Por el teorema del valor medio existec, compren-
dido entre0 y h, tal que

F (h) = G (h)−G (0) = hG′ (c) = h (D1f (c, h)−D1f (c, 0)) .

Puesto queD1f es diferenciable en el origen tendremos

F (h) = h2D2 (D1f) (0, 0) + h
(√

c2 + h2F1 (c, h)− |c|F2 (c)
)

dondeF1 (c, h) y F2 (c) tienen por ĺımite cero cuando(c, h) → (0, 0) y c→ 0 respectivamente.
Esto es aśı si h → 0. Tendremos entonces

lim
h→0

F (h)

h2
= D2 (D1f) (0, 0) .

Análogamente, empezando con la función f (h, y) − f (0, y) , se obtiene que el lı́mite es
D1 (D2f) (0, 0) .

Corolario 2.10. Seaf una funcíon definida en un entorno de un puntoa ∈ Rn a valores en
R, que admite funciones derivadas parciales segundas y queéstas son continuas ena. Entonces
para cadai, j se cumpleDi (Djf) (a) = Dj (Dif) (a) .

Demostracíon. Basta aplicar el teorema anterior y el criterio de diferenciabilidad del teorema
2.3.

Una funcíon definida enRn se dice de claseC2 si admite derivadas parciales de segundo orden
y son todas ellas continuas. Para estas funciones se cumple entonces queDi (Djf) = Dj (Dif) .

Ejemplo 2.7. No existe ninguna funciónf deR2 enR de claseC2 tal queD1f = 3y, D2f = 5x.
En efecto,D2 (D1f) = 3 mientras queD1 (D2f) = 5.
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2.1.3 Ejercicios

1. Calcula, donde existan, las funciones derivadas parciales de las funciones:

f (x, y) = x2y.

f (x, y) =
∫ x+y
1 g (t) dt, dondeg es una funcíon continua deR enR.

f (x, y) =
∫ y
x g (t) dt, dondeg es una funcíon continua deR enR.

f (x, y) = (sin (x cos y) , yx) .

2. Calcula las derivadas direccionales, en el caso en que existan, ası́ como la diferenciabilidad
en(0, 0) de las funciones:

a)f (x, y) = x2 + y2.

b) f (x, y) = |x + y| .

c) f (x, y) = |xy|
1
2 .

3. Encuentra el plano tangente a la superficiez = 4x2y − 2xy en el punto(0, 1, 0) .

4. Da la matriz jacobiana en(x, y) de la funcíon g ◦ f dondef (x, y) = (x2, ex+y, x− y) ,
g (u, v, z) = (u− v2, ez) .

5. Calcula las diferenciales de las siguientes funciones, a valores enR, en cada punto en que
existan:

f (x, y) = g (x + y) cong derivable.

f (x, y) = g (xy, yx) cong diferenciable enR2.

f (x, y) = g (x, h (x, y)) cong y h diferenciables enR2.

f (x, y) =
∫ xy
1 g (t) dt cong continua enR.

6. Expresa las derivadas parciales de segundo orden de las funciones

(a) F (x, y) = f(xy, x + y) conf ∈ C2.

(b) F (x, y) = h(x, g(xy)) conh y g de claseC2

7. Prueba que toda función diferenciable deRn enR con‖dfx‖ ≤ K para todox, es unifor-
memente continua.

8. Seaf : R2 → R tal queD1f ≡ 0. Prueba quef no depende de la primera variable. Aplica
esta observación para encontrar la expresión general de una función f definida enR2 a
valores enR, de claseC1 tal queD1f = 3x. De estréestas halla una tal queD2f = 6.

9. Seag : R2 → R2 diferenciable en(0, 0) tal queg ◦ f es la aplicacíon identidad en un
entorno de(0, 0) y f (x, y) = (ex sin y, (ex − 1) cos y) . Calcula la diferencial deg en
(0, 0) .
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10. Seaf (x, y) = xy2

x2+y4 si (x, y) 6= (0, 0), f (0, 0) = 0. Prueba que tiene derivadas direccio-
nales en todos los puntos pero no es continua en(0, 0) .

11. Prueba que la función f (x, y) = |x|y
(x2+y2)

1
2

si (x, y) 6= (0, 0), f (0, 0) = 0 es continua y

tiene derivadas parciales en(0, 0) pero no es diferenciable en este punto.

12. Seanf1, f2 dos funciones definidas enR2 a valores enR tales que en un puntoa existen
los ĺımites

lim
x→a

fi (x)− fi (a)

xi − ai

, i = 1, 2.

(Obśervese que es una condición más fuerte que la existencia de∂fi

∂xi
(a) ). Prueba que la

funciónf (x) = f1 (x) + f2 (x) es diferenciable ena.

13. Determina, seǵun los valores dem, la continuidad, diferenciabilidad y la pertenencia a la
claseC1 de las funciones:

a)f (x, y) = (x + y)m sin (x2 + y2)
− 1

2 si (x, y) 6= (0, 0), f (0, 0) = 0.

b) f (x, y) = ym

x2+y2 si (x, y) 6= (0, 0), f (0, 0) = 0.

14. Prueba que una función f deRn enRm tal que‖f (x)‖ ≤ C ‖x‖2 paraC constante, es
diferenciable en el origen.

15. Seaf una funcíon diferenciable enE (a, r) ⊂ Rn a valores enR. Prueba que sidfx = 0
para todox ∈ E (a, r), la funcíon es constante.

16. Seaf : Rn → Rn diferenciable en un puntoa ∈ Rn con dfa inyectiva. Probar que
inf‖h‖=1 ‖dfa (h)‖ > 0. Deduce que existe un entornoU dea tal que six ∈ U , x 6= a se
cumplef (x) 6= f (a) .

17. Una funcíon f definida en un abiertoA de Rn se dice que es homogénea de gradop si
f (λx) = λpf (x) paraλ ∈ R, x, λx ∈ A. Prueba que si una tal funciónf es diferenciable
se cumple

x · ∇f (x) = pf (x) . (Teorema de Euler).

Indicacíon: Calculag′ (1) parag (λ) = f (λx) .

2.2 Diferenciales de orden superior al primero. Formula de
Taylor.

2.2.1 Aplicaciones multilineales y diferenciales de orden superior al pri-
mero.

Sabemos que el conjunto de las aplicaciones lineales deRn enR, L (Rn, R) es un espacio vec-
torial de dimensíon n. Si e1, . . . , en es una base deRn, una base deL (Rn, R) est́a formada por



2.2. DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR AL PRIMERO. FORMULA DE TAYLOR.53

w1, . . . wn dondewi(ej) = δij que es0 si i 6= j y 1 si i = j. Es la llamada base dual de la
primera. El conjunto de las aplicaciones bilineales deRn enR se denotaŕa porL2 (Rn, R). Sus
elementos son aplicaciones deRn ×Rn enR tales que son lineales en cada una de las variables.
El conjuntoL2 (Rn, R) tiene en forma natural estructura de espacio vectorial. Su dimensión es
n2. Una base está formada porwi ⊗ wj i, j = 1, . . . , n, dondewi ⊗ wj (u, v) = wi (u) wj (v) .
Análogamente el espacio de las aplicacionesk− linealesLk (Rn, R) es un espacio vectorial de
dimensíonnk. Una base estará formada porwi1 ⊗ · · · ⊗ wik , i1, . . . , ik = 1, . . . , n donde

wi1 ⊗ · · · ⊗ wik (u1, . . . , uk) = wi1 (u1) · · · wik (uk) .

Una aplicacíon k−lineal T se dice siḿetrica siT (ui1 , . . . uik) = T (u1, . . . , uk) para cual-
quier permutacíon i1, . . . , ik de 1, . . . , k. Las aplicaciones multilineales que utilizaremos serán
simétricas y la expresión que aparecerá más frecuentemente es la imagen dek vectores coinci-
dentes. Cabe reseñar, aunque es un hecho que no lo utilizaremos en forma explı́cita, que estas
imágenes determinan la aplicación multilineal. Véamosloúnicamente para el caso de las aplica-
ciones bilineales mediante una fórmula expĺıcita. De la relacíon

T (u + v, u + v) = T (u, u) + T (u, v) + T (v, u) + T (v, v)

se sigue

T (u, v) =
1

2
(T (u + v, u + v)− T (u, u)− T (v, v)) . (2.5)

Si expresamos un vectorx en coordenadas mediantex =
∑

xiei y T es la aplicacíon bilineal, se
tiene queT (x, x) =

∑
xixjT (ei, ej). Se trata de un polinomio homogéneo de grado dos en las

variablesx1, . . . , xn. Es pues equivalente el conocer la forma bilineal simétrica o el polinomio
homoǵeneo de grado dos asociado. Si no da lugar a confusión, por ejemplo si un subı́ndice
determina el grado del polinomio homogéneo, se sustituiráTk (x, . . . , x) simplemente porTk(x).
Se pueden dar fórmulas ańalogas a la 2.5 para aplicacionesk−lineales.

Ejemplo 2.8. Consideremos una aplicación bilinealT2 =
∑n

i,j=1 aijwi ⊗wj. Esta aplicacíon es
simétrica si y śolo si para cadai, j T2 (ei, ej) = T2 (ej, ei), es decir,aij = aji. Su polinomio
homoǵeneo asociado esT2 (x) =

∑
aijxixj. Para una aplicacíon 3-lineal siḿetrica

∑
aijkwi ⊗

wj ⊗ wk su polinomio homoǵeneo asociado es
∑

aijkxixjxk.

Veamos como los espacios de las aplicaciones multilineales de ordenk se pueden identificar
con las aplicaciones lineales deRn en el espacio de las aplicaciones multilineales de ordenk−1.

Es decirLk (Rn, R) ' L
(
Rn,Lk−1 (Rn, R)

)
. Basta asociar a cada elementoT ∈ Lk (Rn, R)

la aplicacíon deL
(
Rn,Lk−1 (Rn, R)

)
que env́ıa u ∈ Rn al elemento deLk−1 (Rn, R) que a

v1, . . . , vk le asociaT (u, v1, . . . , vk) . Es simple comprobar que se trata de un isomorfismo.

Ejemplo 2.9. La aplicacíon bilinealT2 =
∑n

i,j=1 aijwi ⊗ wj se puede identificar con la aplica-
ción deL (Rn,L (Rn, R)) que asocia a un elementou ∈ Rn el elemento

n∑
i,j=1

aijwi (u) wj

perteneciente aL (Rn, R).
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Estamos ya en condiciones de definir las diferenciales de orden superior al primero.

Definición 2.8. Seaf una funcíon definida en un abiertoD deRn a valores enR, diferenciable
en todos sus puntos. La función diferencialdf es una aplicacíon deD enL (Rn, R) que asocia
a cada puntox ∈ Rn, dfx =

∑ ∂f
∂xi

(x) dxi x. Si esta funcíon a valores enL (Rn, R) ' Rn es
a su vez diferenciable en un puntoa diremos que la función es diferenciable hasta el orden 2
ena. Equivale a decir que la aplicación x →

(
∂f
∂x1

(x) , . . . , ∂f
∂xn

(x)
)

es diferenciable ena. La
diferencial seŕa una aplicacíon lineal deRn enL (Rn, R) que podŕa identificarse a un elemento
deL2 (Rn, R) . Concretamente si una base deL2 (Rn, R) esdxi a⊗ dxj a la diferencial segunda
es un elemento de la formaT2 =

∑n
i,j=1 λijdxi a ⊗ dxj a.

La coordenadaλij se podŕa expresar comoλij = d
(

∂f
∂xj

)
a
(ei) = ∂2f

∂xi∂xj
(a) . Resumiendo la

diferencial segunda de la funciónf en el puntoa es simplemente la aplicación bilineal

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj

(a) dxi a ⊗ dxj a.

Por el teorema de las derivadas parciales iteradas (teorema 2.9) esta aplicación bilineal es siḿe-
trica y tendŕa como polinomio homoǵeneo asociado

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj

(a) xixj

que se denotará tambíen pord2fa (x) .

Definición 2.9. Se define una función diferenciable ena hasta el ordenk como aquella que
es diferenciable de ordenk − 1 en un entorno dea y tal que la funcíon x → dk−1fx es dife-
renciable en el puntoa. La diferencial de ordenk ena seŕa la aplicacíon k−lineal siḿetrica∑n

i1,...,ik=1
∂kf

∂xi1
...∂xik

(a) dxi1 a ⊗ . . .⊗ dxik a y su polinomio homoǵeneo asociado es

n∑
i1,...,ik=1

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik

(a) xi1 · · · xik .

La primera la escribiremosdkfa y el segundodkfa (x) .

Todas las consideraciones que se han hecho para funciones a valores enR pueden repetirse
con variaciones ḿınimas para funciones a valores enRm. Ahora las aplicaciones multilineales
tambíen estaŕan valoradas enRm y el espacio de estas aplicaciones se escribiráLk (Rn, Rm) .

La definicíon de funciones de claseC1 se extiende en forma natural a funciones de claseCr.

Definición 2.10. Una funcíon f definida en un abiertoA ⊂ Rn a valores enRm se dice de
claseCr si existen todas las derivadas parciales de orden menor o igual ar y son continuas. Al
conjunto de estas funciones se le designará porCr (A) .

La definicíon anterior puede sustituirse por la definición recurrente de que la aplicación de
A enL (Rn; Rm) , x → dfx sea de claseCr−1.

La funcíon se dice que es de claseC∞ si es de claseCr para todor.
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La regla de la cadena puede extenderse a diferenciales de orden superior al primero. Nosotros
estamos interesados en un caso particular que vendrá dado por el siguiente teorema.

Teorema 2.11.Seah la aplicación deR enRn definida porh(t) = a+ t(b− a) y f una funcíon
k veces diferenciable en un entorno dea, deRn, a valores enR. Entonces la función compuesta
g(t) = f(a + t(b− a)) es derivable hasta el ordenk en un entorno de0 y se cumple

g(k) (t) = dkfa+t(b−a) (b− a) =
n∑

i1,...,ik=1

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik

(a + t (b− a)) (bi1 − ai1) . . . (bik − aik).

Si f es diferenciablek veces tan śolo ena entoncesg es diferenciable en0 hasta el ordenk y
vale la f́ormula anterior ent = 0.

Demostracíon. Veamos la demostración por induccíon sobrek. Parak = 1 es simplemente la
regla habitual de la cadena puesh es diferenciable.

Supongamos que el teorema es cierto parak − 1. Tenemos

g(k−1) (t) =
n∑

i1,...,ik−1=1

∂k−1f

∂xi1 . . . ∂xik−1

(a + t (b− a)) (bi1 − ai1) · · · (bik−1
− aik−1

).

Aplicando la regla de la cadena a la funciónh compuesta con cada una de las funciones

∂k−1f

∂xi1 . . . ∂xik−1

tendremos

g(k) (t) =
∑n

i1,...,ik=1
∂kf

∂xi1
...∂xik

(a + t (b− a)) (bi1 − ai1) · · · (bik − aik) =

dkfa+t(b−a) (b− a) .
.

La demostracíon se repite si la hiṕotesis de diferenciabilidad se daúnicamente en el puntoa.

Tambíen precisaremos de la siguiente proposición

Teorema 2.12.La composicíon de funciones de claseCr es del mismo tipo.

Demostracíon. Basta aplicar reiteradamente la regla de la cadena para obtener las expresiones de
las derivadas parciales de la función compuesta en términos de las derivadas parciales de ambas
funciones. De ellas se sigue la existencia y continuidad de las de orden inferior o igual ar.

No daremos estas expresiones de las derivadas sucesivas de la función compuesta explı́ci-
tamente pues son de fácil cálculo pero de compleja notación. Aconsejamos al lector que las
explicite en alǵun caso particular no demasiado largo.
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2.2.2 La fórmula de Taylor

Es bien conocido que si una función de una variable es derivable hasta el ordenm en un puntoa
existe unúnico polinomio de grado menor o igual quem, pm(x), tal que

f(x) = pm(x) + ox→a(|x− a|m)

El polinomio pm(x) recibe el nombre de polinomio de Taylor de ordenm en el puntoa y
tiene la expresión

pm(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) + . . . +

f (m)(a)

m!
(x− a)m.

Se trata de dar un teorema análogo para funciones de varias variables.

Teorema 2.13.SeaD un abierto deRn y f una funcíon definida enD a valores enR, f dife-
renciable hasta el ordenm en un puntoa deD. Existe entonces uńunico polinomiopm(x) de
grado menor o igual am tal que

f(x) = pm(x) + ox→a(‖x− a‖m), x ∈ Rn.

El polinomiopm(x) tiene la expresíon

pm(x) =
m∑

k=0

1

k!
dkfa (x− a) .

Este polinomio se denomina polinomio de Taylor de ordenm de la funcíonf en el puntoa .

Demostracíon. Se trata de probar que

lim
x→a

f(x)−∑m
k=0

1
k!

dkfa (x− a)

‖x− a‖m = 0

Consideremosb ∈ Rn, con‖b− a‖ = 1, x = a + t(b− a).
Seag la función de una variable real

g(t) = f(a + t(b− a))

definida para valores suficientemente pequeños de|t|. Se tiene que g es derivable hasta el orden
m en0. Su derivada de ordenk , parak < m, esg(k)(t) = dkfa+t(b−a)(b − a). Obśervese queg
es una funcíon que depende deb. Puesto quedkfa (x− a) = g(k) (0) tk se trataŕa de probar que

lim
t→0

g(t)−∑m
k=0

1
k!

g(k)(0)tk

tm
= 0,

donde el ĺımite debe entenderse uniforme en el puntob ∈ Rn considerado, ya quex−a = t(b−a)
y ‖x− a‖ = |t|. Esto significa que debemos probar que para cadaε > 0, existe unδ > 0,

independiente deb, tal que si|t| < δ se cumple que
∣∣∣∣g(t)−

∑m

k=0
1
k!

g(k)(0)tk

tm

∣∣∣∣ < ε. Obśervese que

reiteradas aplicaciones de la regla de l’Höspital nos llevan al ćalculo del siguiente lı́mite
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lim
t→0

g(m−1)(t)− g(m−1)(0)− g(m)(0)t

t
= 0

Este ĺımite podŕa ser escrito, nuevamente en términos de la funciónf como:

lim
t→0

dm−1fa+t(b−a)(b− a)− dm−1fa(b− a)− dmfa(b− a)t

t
= 0.

Puesto quedm−1fa+t(b−a)(b−a) =
∑ ∂m−1f(a+t(b−a))

∂xi1
...∂xim−1

(bi1−ai1) . . . (bim−1−aim−1) equivaldŕa

a probar que sih(x) = ∂m−1f(x)
∂xi1

...∂xim−1

lim
t→0

h(a + t(b− a))− h(a)− dha(b− a)t

t
= 0

uniformemente enb. Pero esto es precisamente la expresión de la diferenciabilidad deh en el
puntoa que era la hiṕotesis del teorema. Esto prueba la existencia del polinomio de Taylor.

Veamos la unicidad del polinomio. Sip(x) y q(x) fuesen dos polinomios de grado menor
o igual am que cumpliesen la condición del ĺımite, tendŕıamos que el polinomio diferencia
r(x) = p(x)− q(x) cumpliŕıa

lim
x→a

r(x)

‖x− a‖m = 0

Escribiendo, como antes,x− a = t(b− a), tendremos quer(a + t(b− a)) seŕa un polinomio
en una variablet , de grado menor o igual am, tal quelimt→0

r(a+t(b−a))
tm

= 0. Esto implica
que este polinomio es idénticamente nulo. Esto es válido para todob y, por lo tanto,r(x) es
idénticamente nulo.

Ejemplo 2.10. Calculemos el polinomio de Taylor de grado 5 de la función sin(x + y) en el
punto(0, 0). Se puede utilizar directamente la expresión del polinomio de Taylor. Otra forma de
operar es la siguiente. Sabemos quesin t = t− t3

3!
+ t5

5!
+ ot→0(t

5). Tendremos entonces

sin(x + y) = x + y − (x + y)3

3!
+

(x + y)5

5!
+ o|x+y|→0(|x + y|5)

Ahora bien, puesto que|x + y| ≤ 2 ‖(x, y)‖, se sigue que la función o|x+y|→0(|x + y|5) es

tambíeno(x,y)→(0,0)(‖(x, y)‖5). De aqúı que el polinomio buscado esx + y − (x+y)3

3!
+ (x+y)5

5!
.

Término complementario en la f́ormula de Taylor.
Si suponemos que la función f antes considerada, es diferenciable hasta el ordenm + 1 en

un entorno del puntoa se puede dar una información más expĺıcita sobre la diferencia entre la
función y el polinomio de Taylor de ordenm. Se tiene el siguiente teorema:
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Teorema 2.14.Seaf una funcíon definida enB(a, ε) ⊂ Rn, a valores enR, diferenciable hasta
el ordenm + 1 en todos los puntos deB(a, ε). Para cadax ∈ B(a, ε), existe0 < θ < 1 tal que

f(x) =
m∑

k=0

1

k!
dkf(a)(x− a) +

1

(m + 1)!
dm+1f(a+θ(x−a))(x− a)

Demostracíon. Consideremos la funcióng(t) = f(a+ t(x− a)) . Estaŕa definida en el intervalo
[0, 1] y seŕa derivable hasta el ordenm + 1 en él. Podremos aplicar la formula de Taylor en
0, hasta le ordenm, con el t́ermino complementario de Lagrange. Tomemost = 1. Existirá
0 < θ < 1 tal que

g(1) =
m∑

k=0

1

k!
g(k)(0) +

1

(m + 1)!
g(m+1)(θ) .

La expresíon de las derivadas de la funcióng en t́erminos de la funciónf nos da el teorema.

Corolario 2.15. Teorema del valor medio.Seaf una funcíon a valores enR, diferenciable en
todos los puntos de un abierto convexoU , es decir, tal que sia, b ∈ U , el intervalo de extremos
a y b est́a contenido enU. Existirá entonces0 < θ < 1 tal que

f(b)− f(a) = dfa+θ(b−a)(b− a).

Obśervese que la función debe ser a valores enR. Se trata de un caso particular del teorema
anterior. Si la funcíon de partida fuese a valores en un espacioRm conm > 1 para cada función
coordenada tendrı́amos un punto intermedio que en principio podrı́an ser distintos.

Es interesante observar que, en las condiciones del corolario anterior, si‖dfx‖ ≤ M para
x ∈ U tendremos que

‖f(b)− f(a)‖ ≤ M ‖b− a‖ . (2.6)

Definición 2.11. Una funcíon que cumple la condición 2.6 para todos los puntosa y b de un
conjunto se dice de Lipschitz en este conjunto.

Hemos visto que toda función diferenciable en un convexo con diferencial acotada es de este
tipo. Obśervese que de aquı́ se deduce inmediatamente que, en las condiciones anteriores, si la
diferencial de la funcíon es cero en todos sus puntos, la función es constante.

2.2.3 Extremos de una funcíon

Definición 2.12.SeaA un abierto deRn y f : A → R. Se dice quef tiene un ḿaximo (ḿınimo)
local en un puntoa ∈ A si existeε > 0 tal que f(x) ≤ f(a) (resp. f(x) ≥ f(a) ) para
‖x− a‖ < ε. En ambos casos se dice que la función tiene un extremo local ena.

En ocasiones, sif(x) < f(a) (resp. f(x) > f(a) ) para 0 < ‖x− a‖ < ε se dice que el
máximo (resp. ḿınimo) es estricto.
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Es bien conocido que siA es un abierto deR y f es derivable una condición necesaria para
que la funcíon tenga un ḿaximo o ḿınimo ena es que la derivada sea nula en este punto. El
teorema ańalogo para funciones de varias variables es el siguiente.

Teorema 2.16.SeaA un abierto deRn y f : A → R una funcíon diferenciable. Sif tiene en
a ∈ A un extremo local se cumple quedfa = 0.

Demostracíon. Seau ∈ Rn. Consideremos la función de una variable realλ, definida en un
entorno de 0, mediante la funcióng(λ) = f(a+λu). Seŕa una funcíon derivable con un extremo
enλ = 0 y por lo tantog′(0) = dfa(u) = 0.

La condicíon necesaria de extremodfa = 0 desde luego no es suficiente. Esto es bien conoci-
do para funciones de una variable real. Por ejemploy = x3 tiene derivada cero en el origen pero
no tiene extremos locales. Ocurre lo mismo para funciones de varias variables. Considérese los
siguientes ejemplos

Ejemplo 2.11. 1. La funcíon f(x, y) = (x + y)(x − y) es de claseC∞ , tiene sus derivada
parciales en el origen nulas y no tiene un extremo enél. Existen puntos en cualquier
entorno del origen en que la función toma valores positivos y otros en que toma valores
negativos.

2. La funcíonf(x, y) = (y−2x2)(y−3x3) es tal que su restricción a cada recta que pasa por
el origen tiene un ḿınimo local en este punto. Sin embargo, en todo entorno del origen
existen puntos en que la función toma valores negativos y por tanto la función no tiene
extremo local en el origen.

Definición 2.13. SeaA un abierto deRn y f : A → R una funcíon diferenciable. Sidfa = 0
para un puntoa ∈ A se dice quea es un punto estacionario para la funciónf .

Se trata ahora de dar condiciones suficientes para que un punto estacionario de una función
sea un extremo local. En el siguiente teorema se dan unas condiciones en términos de la diferen-
cial segunda de la función. Es un teorema análogo al que nos establece que una función de una
variable real conf ′(a) = 0 y f ′′(a) 6= 0 tiene un extremo ena.

Teorema 2.17.SeaA un abierto deRn y f : A → R una funcíon diferenciable de orden 2 en un
puntoa ∈ A que es estacionario para la funciónf . Se tiene

a) Sid2fa(u) > 0 para todou 6= 0, f tiene un ḿınimo local ena.
b) Sid2fa(u) < 0 para todou 6= 0, f tiene un ḿaximo local ena.
c) Sid2fa(u) toma valores positivos y negativos al variaru, f no tiene ena ni máximo ni

ḿınimo local. En este caso se dice que el punto es de ensilladura.

Demostracíon. Veamos el apartado a). Sid2fa(u) > 0 parau 6= 0 se tiene queM = min‖v‖=1

d2fa(v) > 0 y, por tanto para cadau se tiened2fa(u/ ‖u‖) ≥ M, luegod2fa(u) ≥ M ‖u‖2 .
Puesto quea es un punto estacionario la fórmula de Taylor nos dará

f(a + u)− f(a) =
1

2
d2fa(u) + g(u) ‖u‖2 , cong(u) →u→0 0.
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Sea0 < ε < M
4
. Existeδ > 0 tal que|g(u)| < ε si ‖u‖ < δ. Por tanto

f(a + u)− f(a) ≥ 1

2
M ‖u‖2 − ε ‖u‖2 ≥ M

4
‖u‖2

si ‖u‖ < δ y, por lo tanto,f tiene un ḿınimo local ena.
El apartado b) se demuestra análogamente. Veamos c). Seanu1 y u2 tales qued2fa(u1) > 0

y d2fa(u2) < 0. Tendremos

f(a + ρui)− f(a) =
1

2
(d2fa(ui) + gi(ρ) ‖ui‖2)ρ2 congi(ρ) → 0 si ρ → 0,

y f(a + ρui)− f(a) tendŕa el mismo signo qued2fa(ui) para valores pequeños deρ.

La forma cuadŕaticad2fa(u) =
∑ ∂2f

∂xi∂xj
(a)uiuj juega, en consecuencia, un papel relevante

en las condiciones de extremo. La condición d2fa(u) > 0 (resp.< 0) si u 6= 0 se expresa
diciendo que la forma cuadrática es definida positiva (resp. negativa). No obstante si la forma
es degenerada, es decir, para algunos valoresu 6= 0, d2fa(u) = 0, esta forma no determina la
existencia o no de extremos. No obstante el apartado c) implica que sia es un extremo yd2fa

es no id́enticamente nula, entonces debe serd2fa(u) ≥ 0 para todou o bien d2fa(u) ≤ 0 para
todou.

Ejemplo 2.12. 1. La funcíon f(x, y) = −(x2 + y2) + x3 tiene en el origen un punto es-
tacionario yd2f(0,0)(x, y) = −(x2 + y2) es definida negativa y por tanto se trata de un
máximo

2. La funcíonf(x, y) = −x2, tiene en el origen un punto estacionario. Su diferencial segunda
en este punto es una forma negativa pero degenerada. En este caso la función tiene un
máximo, aunque no estricto ya que en todos los puntos de la forma(0, y) toma el valor
0. La funcíon g(x, y) = −x2 − y4 est́a en una situacíon similar a la anterior pero ahora
el máximo es estricto. Sin embargo, la función h(x, y) = −x2 + y4 no tiene ḿaximo ni
ḿınimo ya que su restricción a la rectay = 0 tiene un ḿaximo, mientras que la restricción
a x = 0 tiene un ḿınimo.

Es importante pues conocer cuando una forma cuadrática siḿetrica
∑

aijxixj , aij ∈ R es
definida positiva o definida negativa. Si denominamos∆k al determinante de la matriz obtenida
de la(aij) suprimiendo las n-ḱultimas filas y columnas se tiene el siguiente criterio cuya demos-
tración puede verse en los textos deálgebra multilineal (v́ease por ejemplo Prop. 2.3 cap XI en
Algebra lineal y Geometrı́a, Manuel Castellet, Irene Llerena):

Teorema 2.18.La forma cuadŕatica siḿetrica
∑

aijxixj , aij ∈ R es definida positiva (resp.
negativa) si y śolo si∆1 > 0, ∆2 > 0, . . . ∆n > 0 (resp.∆1 < 0, ∆2 > 0, ∆3 < 0, . . .).

En dimensíon dos puede darse una demostración elemental del teorema anterior. Veámosla.
Una forma de orden dos enR2 se puede expresar como

ax2 + by2 + 2cxy.
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Si a o b son ceros, la forma no es trivialmente ni definida positiva ni negativa. Fuera de la
forma id́enticamente nula tendremos que en las notaciones del teorema anterior∆2 = ab− c2 <
0.

Podemos suponer entonces quea y b son no nulos. Si dividimos pory2 6= 0 la forma tendre-
mos

a

(
x

y

)2

+ b + 2c
x

y
.

Es un polinomio de segundo grado enx
y
. Es ya evidente que toma valores estrictamente positivos

si−∆2 = c2−ab < 0 y ∆1 = a > 0. Toma valores estrictamente negativos si−∆2 = c2−ab < 0
y ∆1 = a < 0. Paray = 0, x 6= 0 la forma toma el valorax2 que tiene por signo el dea. Todo
ello da el teorema en dimensión dos.

Ejemplo 2.13. 1. Calculemos los puntos estacionarios de la función

f(x, y) = 2x3 − 3x2 + 2y3 + 3y2.

Se tiene que

∂f
∂x

= 6x2 − 6x
∂f
∂y

= 6y2 + 6y

Los puntos estacionarios son los ceros de las funciones anteriores, lo que nos da como so-
luciones(0, 0), (1, 0), (0,−1), (1,−1). Los polinomios homoǵeneos asociados a las dife-
renciales segunda en estos puntos darán respectivamente−6x2 +6y2, 6x2 +6y2, −6x2−
6y2, −6x2 − 6y2. Tendremos entonces que(1, 0) seŕa un ḿınimo,(0,−1) un ḿaximo y
los puntos(0, 0) y (1,−1) seŕan de ensilladura.

2. Se trata ahora de hallar los ḿaximos y ḿınimos absolutos de la función

f(x, y) = x2 + y2 + z2 + x + y

sobreM = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 + z2 ≤ 22, z ≥ 1} .

La funcíon es continua yM es compacto. Existirán entonces ḿaximos y ḿınimos de la
función. Si estos puntos están en el interior deM debeŕan ser puntos estacionarios def
y, por tanto, cumpliŕan

∂f
∂x

= 2x + 1 = 0
∂f
∂y

= 2y + 1 = 0
∂f
∂z

= 2z = 0.

La solucíon del sistema es(−1
2
,−1

2
, 0). Este punto no está en el interior deM y, por tanto,

los extremos de la función se hallaŕan en la frontera deM. Es decir, sobre los puntos en
quez = 1 y x2 + y2 ≤ 3, o bien los puntos en quex2 + y2 + z2 = 22, z ≥ 1.
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En el primer caso se debe estudiar la función de dos variables realesg(x, y) = x2 + y2 +
x + y + 1 definida en los puntos deR2 tales quex2 + y2 ≤ 3. Nuevamente en los puntos
del interior de este dominio deberá cumplirse

∂g
∂x

= 2x + 1 = 0
∂g
∂y

= 2y + 1 = 0.

La solucíon es( −1
2
,−1

2
) , que est́a en el interior del dominio. Consideremos ahora la

funcióng restringida ax2 + y2 = 3. Si escribimosx =
√

3 cos t, y =
√

3 sin t deberemos
calcular los extremos de la funciónh(t) =

√
3 cos t+

√
3 sin t+4 en[0, 2π] . Seŕa suficiente

considerar el extremot = 0 y los puntos de(0, 2π) en queh′(t) = −
√

3 sin t+
√

3 cos t =
0, es decir,t = π

4
y t = 5π

4
.

Finalmente sea la restricción def a x2 + y2 + z2 = 22, z ≥ 1 . Deberemos considerar la
funciónu(x, y) = 4 + x + y sobre4− x2 − y2 ≥ 1. No existen puntos estacionarios y la
frontera ha sido considerada anteriormente.

En resumen, los posibles extremos serán

(−1

2
,−1

2
, 1), (

√
3, 0, 1), (

√
6

2
,

√
6

2
, 1) y (

−
√

6

2
,
−
√

6

2
, 1).

Calculando los valores de la función en estos puntos concluimos que(
√

6
2

,
√

6
2

, 1) es el

ḿınimo y que(−
√

6
2

, −
√

6
2

, 1) es el ḿaximo.

2.2.4 Ejercicios

1. Da la f́ormula de Taylor hasta el orden 2 con el término complementario para las funciones:

a)f (x, y) = x2y2 + xy en el punto(1, 1) .

b) f (x, y) = sin (x2 + y2) en el punto(0, 0) .

c) f (x, y) = sin x + cos y en el punto(0, 0) .

d) f (x, y) = ex+y en el punto(0, 0) .

2. Calcula

lim
(x,y)→(1,0)

ln (x + ey)− 1
2
(x + y − 1)− ln 2√

(x− 1)2 + y2
.

Indicacíon: Da la f́ormula de Taylor def (x, y) = ln (x + ey) en(1, 0) .

3. Halla un polinomiop (x, y) tal que la funcíon cos(x + y) − p (x, y) tenga con la función
ex−y un contacto de orden superior al segundo en el punto(0, 0) , es decir, que la diferencia
seao(x,y)→(0,0) (x2 + y2) . ¿Existe un polinomióunico con esta condición?



2.3. EL TEOREMA DE LA FUNCÍON INVERSA E IMPĹICITA 63

4. Halla los extremos relativos, si existen, de las siguientes funciones:

a)f (x, y) = 2x3 − 3x2 + 2y3 + 3y2.

b) f (x, y) = y2 − x3

c) f (x, y) = y2 + x2y + x4.

d) f (x, y) = x3 + 3xy2 − 3x2 − 3y2.

5. Seaf (x) = (sin x, cos x) , definida en[0, 2π] . ¿Existe alǵun t ∈ (0, 2π) tal quef (2π) −
f (0) = 2πf ′ (t)?

6. Consideremosa1, . . . , an ∈ Rn. Prueba que la función f (x) =
∑n

i=1 ‖x− ai‖2, definida
enRn tiene un ḿınimo ena1+...+an

n
.

7. Prueba quef (x, y) = (y − x2) (y − 3x2) no tiene un extremo local en(0, 0) pero que su
restriccíon a cada recta que pasa por el origen si lo tiene.

8. Halla los ḿaximos y ḿınimos absolutos de la función f (x, y) = 2 + sin x + sin y +
sin (x + y) en el conjunto

K =
{
(x, y) ∈ R2; 0 ≤ x, 0 ≤ y, x + y ≤ 2π

}
.

9. Consideremos la función definida enR2 por f (x, y) = (x2 + 2y2) e−(x2+y2). Prueba la
existencia de extremos absolutos y calcúlalos.

2.3 El teorema de la funcíon inversa e impĺıcita

2.3.1 El teorema de la funcíon inversa

Si T es una aplicación lineal deRn enRn es bien conocido que esta aplicación tiene inversa si
y solamente sidet T 6= 0. Se trata de dar un teorema que permita conocer si una aplicación con
cierta regularidad admite función inversa del mismo tipo. Si suponemos que las funciones son
diferenciables se puede obtener fácilmente una condición necesaria. Seag la función inversa de
f, tendremos queg ◦ f es la aplicacíon identidad. Supuestas ambas diferenciables deducimos de
la regla de la cadena que para cada puntoa se tienedgf(a)◦dfa = I. En particular la aplicacióndfa

es un isomorfismo lineal. El teorema de la función inversa diŕa que esta condición es suficiente
para que localmente exista la función inversa.

Teorema 2.19.Seaf una funcíon de claseCr, r ≥ 1, definida en un abiertoA deRn con valores
enRn. Supongamos que en un puntoa ∈ A la aplicacióndfa es un isomorfismo. Entonces existe
un abiertoU ⊂ A, entorno del puntoa, tal que

a) La aplicacíonf es inyectiva enU.
b) La imagenf(U) es un conjunto abierto deRn.
c) La aplicacíon inversa de la aplicación biyectivaf deU enf(U) es de claseCr.
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Observaciones
1. La condicíon de quedfa sea un isomorfismo equivale simplemente a decir quedet dfa 6= 0.

Esto es, que el determinante de la matriz jacobiana sea no nulo∣∣∣∣∣∣∣∣∣
D1f1(a) . . . Dnf1(a)

.

.
.
.

.

.
D1fn(a) . . . Dnfn(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0

A este determinante se le denomina determinante jacobiano y se escribe∂(f1,...,fn)
∂(x1,...,xn)

(a) .
2. La existencia de la función inversa es śolo de tipo local, existe un entorno del punto con-

siderado en que la función f restringida a este entorno admite inversa. Posteriormente veremos
mediante alǵun ejemplo que, aunquedet df sea no nulo en todos los puntos, no se puede asegurar
la existencia de una inversa global. Esta es una situación diferente de lo que ocurre si suponemos
que la funcíon es de una variable y está definida en un intervalo. En este caso, supuesta la fun-
ción de claseC 1 con derivada no nula en todos los puntos, es entonces estrictamente monótona
y existe la funcíon inversa definida globalmente.

3. Como veremos, el teorema no da una forma de explicitar la función inversa. Simplemente
asegura su existencia y prueba que es de claseCr. No obstante la diferencial y las derivadas
sucesivas de la función inversa pueden explicitarse como consecuencia de la regla de la cadena.
Ya veremos ejemplos al respecto.

Demostracíon. Veamos en primer lugar que existe un entorno dea en el quef es inyectiva. Sea
ε > 0 tal queE (a, ε) ⊂ A. La función f seŕa inyectiva enE (a, ε) si para cada dos puntos
x, y ∈ E (a, ε) la condicíon f(x) = f(y) implica x = y. Consideremos dos tales puntos.
Apliquemos el teorema del valor medio(2.15) a cada una de las funciones coordenadasfi.
Existiránzi pertenecientes al intervalo de extremosx ey tales que

0 = fi(x)− fi(y) =
n∑

j=1

∂fi

∂xj

(zi) (yj − xj) i = 1, . . . , n. (2.7)

Puesto que por hiṕotesisdet
(

∂fi

∂xj
(a)
)
6= 0 y las funciones derivadas parciales de lasfi son

continuas, existiŕa ε > 0 tal que para cadazi ∈ E (a, ε) , det
(

∂fi

∂xj
(zi)

)
6= 0. Tendremos ahora

que el sistema lineal homogéneo 2.7 tendrá comoúnica solucíon x = y. Hemos probado el
apartado a).

Probemos b). Sea0 < δ < ε. La funciónf sobre el compactoE (a, δ) es inyectiva y continua
y por tanto se trata de un homeomorfismo. ConsideremosS = {x ∈ Rn; ‖x− a‖ = δ} . Sea
m = min {‖f(x)− f(a)‖ ; x ∈ S} . Por la inyectividad def se tienem > 0. Veamos que
f (E (a, δ)) ⊃ E

(
f(a), m

2

)
. En efecto, seay ∈ E

(
f(a), m

2

)
. Se trata de ver que la función

d2 (x) = ‖f(x)− y‖2 toma el valor cero en algún punto deE (a, δ) . Desde luego alcanza el
mı́nimo en alǵun punto del compactoE (a, δ) puesto que la función es continua. Este mı́nimo
no se puede alcanzar sobre la fronteraS ya que parax ∈ S, ‖f(x)− y‖ ≥ ‖f(x)− f(a)‖ −
‖f(a)− y‖ ≥ m − m

2
= m

2
mientras que la imagen del puntoa cumple‖f(a)− y‖ < m

2
.
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Sea entonces un puntoz ∈ E (a, δ) donded2 alcanza un ḿınimo. Puesto que esta función es
diferenciable deberá tener su diferencial cero en este punto. Tendremos

n∑
i=1

(fi (z)− yi)
∂fi

∂xj

(z) = 0 j = 1, . . . , n.

Puesto quedet
(

∂fi

∂xj
(z)
)
6= 0 se sigue quef(z) = y y por tanto hemos probado que

f (E (a, δ)) ⊃ E
(
f(a),

m

2

)
.

Si llamamosU a la antiimagen porf enE (a, δ) deE
(
f(a), m

2

)
la aplicacíonf seŕa biyectiva de

U enE
(
f(a), m

2

)
. Hemos probado b).

Se trata de ver que la aplicación f−1 definida enf(U), a valores enU es de claseCr. Sea
ahorax ∈ U y y = f(x). Veamos quef−1 es diferenciable eny. Sabemos que, como conse-
cuencia de la regla de la cadena, sif−1 es diferenciable eny su diferencial deberá ser(dfx)

−1 .
Veamos que, efectivamente, es diferenciable. Seaz = f(u), u ∈ U. Tendremos∥∥∥f−1 (z)− f−1 (y)− (dfx)

−1 (z − y)
∥∥∥ =∥∥∥u− x− (dfx)

−1 (dfx (u− x) + ou→x (‖u− x‖))
∥∥∥ =

∥∥∥(dfx)
−1 (ou→x (‖u− x‖))

∥∥∥ ≤∥∥∥(dfx)
−1
∥∥∥ ‖ou→x (‖u− x‖)‖ .

(2.8)

Se trata de probar quef−1 (z) − f−1 (y) − (dfx)
−1 (z − y) es de la formaoz→y (‖z − y‖) . De-

beremos entonces acotar superiormente‖u− x‖ pork ‖z − y‖ . Tendremos

‖z − y‖ = ‖f (u)− f (x)‖ ≥ ‖dfx (u− x)‖ − ‖ou→x (‖u− x‖)‖ ≥
1

‖(dfx)−1‖ ‖u− x‖ − ‖ou→x (‖u− x‖)‖ .

Dado0 < ξ < 1

2‖(dfx)−1‖ existeη > 0 tal que si‖u− x‖ < η se cumple‖ou→x (‖u− x‖)‖ <

ξ ‖u− x‖ y por tanto para estos elementosu vale

‖z − y‖ ≥ 1

2
∥∥∥(dfx)

−1
∥∥∥ ‖u− x‖ . (2.9)

Por otro lado, puesto quef es un homeomorfismo, existeδ1 > 0 tal que si‖z − y‖ < δ1, se tiene
‖u− x‖ < η y de 2.8 y 2.9∥∥∥f−1 (z)− f−1 (y)− (dfx)

−1 (z − y)
∥∥∥ ≤ ∥∥∥(dfx)

−1
∥∥∥ ξ ‖u− x‖ ≤

ξ
∥∥∥(dfx)

−1
∥∥∥ 2
∥∥∥(dfx)

−1
∥∥∥ ‖z − y‖ .

Esto demuestra la diferenciabilidad def−1 y que su diferencial eny es
(
dff−1(y)

)−1
. La función

df−1 puede obtenerse entonces como composición de las aplicacionesy → f−1(y), la aplicacíon
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definida enU , tal quex → dfx y, por último, la aplicacíon definida en los isomorfismos lineales
deRn, T → T−1. Las tres aplicaciones son continuas y por tanto lo es la composición. Hemos
probado quef−1 es de claseC1. Supongamos ahora quef es de claseCr, r > 1. Probemos
por induccíon quef−1 es de la misma clase. Por hipótesis de inducción la primera funcíon
y → f−1(y) seŕa de claseCr−1. La segunda aplicación x → dfx es tambíen de claseCr−1 por
la hipótesis sobref . La tercera aplicación T → T−1 es de claseC∞. La composicíon y →(
dff−1(y)

)−1
= df−1

y seŕa de claseCr−1 y por tantof seŕa de claseCr.

Corolario 2.20. SeaA un abierto deRn y f una funcíon de claseC1 definida enA, a valores en
Rn y con determinante jacobiano no nulo en todos los puntos deA. Entonces la aplicación es
abierta, es decir, la imagen de todo conjunto abierto es un conjunto abierto.

Ejemplo 2.14. 1. Ya hemos dicho que el teorema no da, salvo en dimensión uno, la existencia
de una inversa global. Por ejemplo, la función f (x, y) = (ex cos y, ex sin y) tiene por
determinante jacobianoe2x que es no nulo en todos los puntos. Sin embargo, globalmente,
en R2, la aplicacíon no es inyectiva ya quef (x, y) = f (x, y + 2kπ) para cualquierk
entero.

2. Consideremos la función definida enR2 a valores enR2 mediantex = u2 − v2, y = uv.
El determinante jacobiano es2(u2 + v2) que es no nulo salvo en el origen. El teorema
permite asegurar que para cada punto distinto del(0, 0) existe un entorno en el que la
función es invertible con inversa de claseC∞ como lo es la función de partida. Calculemos
las derivadas parciales de esta función inversa, es decir deu y v respecto dex e y. La
composicíon de la funcíon y de su inversa será la aplicacíon identidad. Es decir

x = u (x, y)2 − v (x, y)2

y = u (x, y) v (x, y) .

Si derivamos con respecto ax tendremos

1 = 2u∂u
∂x
− 2v ∂v

∂x

0 = v ∂u
∂x

+ u ∂v
∂x

.

De aqúı podemos despejar∂u
∂x

y ∂v
∂x

. Tendremos∂u
∂x

= u
2(u2+v2)

, ∂v
∂x

= −v
2(u2+v2)

. Se calculan
análogamente las derivadas parciales respecto a la variabley. Obśervese que en estos
cálculos no hemos necesitado explicitar la función inversa. Otra forma equivalente de
calcular las anteriores derivadas se puede hacer calculando la matriz inversa de la matriz
jacobiana de las funcionesx, y respecto a las variablesu, v.

Sistemas de coordenadas
Ya hemos visto que una aplicación de claseC1 definida en un abierto deRn, a valores en

Rn, aunque tenga su determinante jacobiano no nulo en todos sus puntos no tiene por qué ser
biyectiva en todo el dominio de definición. En el caso en que sea biyectiva todo punto que-
da determinado por su imagen. Es por ello que recibe el nombre de sistema de coordenadas
diferenciable. En este caso la aplicación inversa seŕa tambíen de claseC1.
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Definición 2.14. SeaA un abierto deRn y f : A → Rn de claseC1. Supongamos quef
sea biyectiva deA en su imagen y con jacobiano no nulo en todos sus puntos. Las funciones
yi = fi (x1, . . . , xn) diremos que constituyen un sistema de coordenadas o, también, que se trata
de un cambio de coordenadas diferenciable.

El teorema de la función inversa nos dice que una función de claseC1 con determinante
jacobiano no nulo constituye un sistema de coordenadas local, es decir, para cada punto existe
un entorno en el que la aplicación es un sistema de coordenadas.

Observese que sif1, . . . , fn es un sistema de coordenadas en un abiertoU , su imagen es un
abiertof(U) (corolario 2.20) y que, a su vez, la aplicación inversa es un sistema de coordenadas
en dicho abierto.

Definición 2.15. Una aplicacíon f = (f1, . . . , fn) que establece una biyección de claseC1 de
un abierto en el abierto imagen, y cuya aplicación inversa es de claseC1 se dice que es un
difeomorfismo de claseC1 entre los dos abiertos.

Las funciones componentes de un difeormorfismo constituyen entonces un sistema de coor-
denadas diferenciable. Análogamente se definen difeomorfismos de claseCr.

Ejemplo 2.15. 1. Coordenadas polares

Consideremos la aplicación definida en(0, +∞)× (−π, π) , a valores enR2 que a(ρ, ϕ)
hace corresponder

x1 = ρ cos ϕ
x2 = ρ sin ϕ.

Es una aplicacíon biyectiva de claseC1 de (0, +∞) × (−π, π) en su imagenA = R2 −
{(x1, 0) ; x1 ≤ 0} . El determinante jacobiano esρ, que es no nulo. La aplicación inversa,
es decir, las funcionesρ y ϕ con dominio de definición enA son las llamadas coordenadas
polares. Se denominan respectivamente módulo y argumento.

2. Coordenadas ciĺındricas

Consideremos la aplicación definida en(0, +∞) × (−π, π) × R, a valores enR3 tal que
a (ρ, ϕ, z) le corresponde

x1 = ρ cos ϕ
x2 = ρ sin ϕ

x3 = z.

Es una aplicacíon biyectiva de claseC1 de (0, +∞) × (−π, π) × R en su imagenA =
R3−{(x1, 0, x3) ; x1 ≤ 0} . La aplicacíon inversa, es decir las funcionesρ, ϕ, z definidas
enA se denominan coordenadas cilı́ndricas. Es una simple comprobación verificar que el
determinante jacobiano es distinto de cero.

3. Coordenadas esf́ericas

Consideremos la aplicación de claseC1 y determinante jacobiano no nulo definida en



68 CAṔITULO 2. CÁLCULO DIFERENCIAL EN VARIAS VARIABLES

(0, +∞)×
(
−π

2
,
π

2

)
× (0, 2π)

que a(r, θ, ϕ) le corresponde

x1 = r cos θ cos ϕ
x2 = r cos θ sin ϕ

x3 = r sin θ.

Se trata de una aplicación biyectiva de(0, +∞) ×
(
−π

2
, π

2

)
× (0, 2π) en su imagenA =

R3−{(x1, 0, x3) ; x1 ≥ 0} . La aplicacíon inversa, es decir las funcionesr, θ, ϕ definidas
en A se llaman coordenadas esféricas. Corresponden a la idea geométrica del ḿodulo,
longitud y latitud respectivamente.

Pueden darse variantes de estas coordenadas tomando, por ejemplo, como dominio de la
longitud el intervalo(−π, π) en lugar del(0, 2π) .

2.3.2 El problema de la dependencia funcional

ConsideremosA un abierto deRm y ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) una aplicacíon deA enRn de claseCr,
r≥ 1. Cada funcíon f definida enRn define una funcíon f ◦ ϕ sobreRm. El problema que nos
planteamos es el caracterizar este conjunto de funciones, es decir conocer cuándo una funcíon
g definida sobreA es de la formaf ◦ ϕ. En este caso se dice queg depende funcionalmente de
ϕ1, . . . , ϕn. El teorema siguiente resuelve el problema localmente.

Teorema 2.21.ConsideremosA un abierto deRm y ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) una aplicacíon deA en
Rn de claseCr, r≥ 1 tal quedϕ1 x, . . . , dϕn x son linealmente independientes para cadax ∈ A.
Entonces la aplicación ϕ tiene por imagen un abierto deRn. Adeḿas, la condicíon necesaria y
suficiente para que una funcióng definida enA, de claseCr, sea tal que para cadap ∈ A exista
una funcíon f de la misma clase definida en un entorno deϕ (p), tal queg = f ◦ ϕ es quedgx

sea combinación lineal dedϕ1 x, . . . , dϕn x para cadax ∈ A.

Demostracíon. Veamos queϕ (A) es un abierto. Seap ∈ A. Obśervese en primer lugar que la
hipótesis de independencia dedϕ1 x, . . . , dϕn x implica quem ≥ n ya que suponemos que exis-
tenn elementos linealmente independientes del espacio dual deRm. Supongamos por ejemplo
que ∂(ϕ1,...,ϕn)

∂(x1,...,xn)
(p) 6= 0. DefinamosΦ : A → Rm mediante

Φ (x1, . . . , xm) = (ϕ1 (x) , . . . , ϕn (x) , xn+1, . . . , xm) .

Tendremos quedΦp 6= 0 por lo que estamos en las condiciones del teorema de la función inversa.
Existirán entornosU dep y V × V1 de

(ϕ1 (p) , . . . , ϕn (p) , pn+1, . . . , pm)

en Rn × Rm−n tales queΦ : U → V × V1 es un difeomorfismo de claseCr. En particular
ϕ (U) = V que es un abierto deRn que contienep y est́a contenido enϕ (A) . Este conjunto es
pues abierto.
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Consideremos ahora una funcióng como la del enunciado del teorema tal quedgx sea combi-
nacíon lineal dedϕ1 x, . . . , dϕn x para cadax ∈ A. SeaF : V×V1 → R definida porF = g◦Φ−1.
Tendremos entoncesg = F ◦ Φ. es decir

g (x) = F (ϕ1 (x) , . . . , ϕn (x) , xn+1, . . . , xm) .

Sabemos que parax en un entorno dep, dϕ1 x, . . . , dϕn x, dxn+1 x, . . . , dxm x forman una base
deL (Rm, R) . Por otro lado, por la regla de la cadena, tenemos que

dgx =
n∑

i=1

∂F

∂xi

dϕi x +
m∑

j=n+1

∂F

∂xj

dxj x.

Puestodgx es combinacíon lineal dedϕ1 x, . . . , dϕn x se cumpliŕa

∂F

∂xj

(ϕ1 (x) , . . . , ϕn (x) , xn+1, . . . , xm) = 0 j = n + 1, . . . ,m.

en todos los puntos deV × V1, luegoF no depende de lasm− n últimas variables, es decir

F (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) = f (x1, . . . , xn)

para una funcíonf ∈ Cr (V ) . Esta funcíon cumpliŕa como queŕıamosg = f ◦ ϕ.
Por otra parte, es consecuencia de la regla de la cadena que si una funcióng es localmente de

la formag = f ◦ ϕ, se cumple quedgx es combinacíon lineal dedϕ1 x, . . . , dϕn x.

En el caso particular en quen = m el teorema es consecuencia trivial del teorema de la
función inversa. En este casoϕ1, . . . , ϕn es un cambio de coordenadas local y toda función g es
del tipof (ϕ1, . . . , ϕn) .

Ejemplo 2.16. Consideremos las funcionesf(x, y) = 2xy + 2x + 1, g(x, y) = x2y2 + 2x2y +
x2 − 1. Veamos sig depende funcionalmente def. Las diferenciales de estas funciones son
df = (2y + 2) dx + 2xdy , dg = (2xy2 + 4xy + 2x) dx + (2x2y + 2x2) dy. El determinante
de sus coeficientes es nulo y por tanto son linealmente dependientes. Ası́, para cada punto en
quedf sea no nulo, es decir distinto de(0,−1) , el teorema nos dice que existe un entorno en
queg depende funcionalmente def . Existe entonces una función de una variableG que cumple
g = G ◦ f en dicho entorno.

2.3.3 El teorema de la funcíon implı́cita

Es evidente que el gráfico de una función y = g(x) coincide con los ceros de la función de dos
variables(x, y) → y− g(x). Se trata ahora del problema inverso, consideremos los ceros de una
función f de dos variables, es decir, el conjunto de los pares(x, y) tales quef(x, y) = 0. El
problema que nos planteamos es saber si este conjunto es el gráfico de una función y = g(x) o,
lo que es equivalente, si para cada valor de la variablex existe unúnico valor de la variabley
que cumple la ecuación f(x, y) = 0. En el caso de que ası́ sea se desean saber propiedades de
esta funcíon. Empecemos considerando algunos ejemplos.
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Ejemplo 2.17. 1. Sea la ecuaciónx2+y2 = 1. Los valores de la variablex para los que exis-
te alǵun y que cumpla la ecuación son los del intervalo[−1, 1] . Para todos estos valores
salvo los de los extremos existen dos valores dey que cumplen la ecuación. Entonces la
ecuacíon no define globalmentey como funcíon dex. Naturalmente que si considerásemos
no todos los valores de(x, y) ∈ [−1, 1]×R sinoúnicamente los valores en que la variable
y tomase valores no negativos, ahora a cada valor de la variablex le correspondeŕıa un
único valor de la variabley, concretamentey = +

√
1− x2. Obśervese que esta función

es derivable en todos los puntos del dominio de definición salvo en los extremos.

2. La ecuacíonx− y3 = 0 define en todoR la variabley como funcíon dex en el sentido de
que para cada valor de la variablex existe uńunico valor de la variabley que cumple la
ecuacíon. Se escribiŕa ésta comoy = x

1
3 . Esta funcíon es derivable en todos los puntos

salvo enx = 0.

El teorema de la función impĺıcita trata de dar condiciones para que una ecuación o un sistema
de ecuaciones definan unas variables como función de otras y de que estas funciones tengan el
tipo de regularidad de las ecuaciones de partida. El resultado será un teorema de existencia local.
Para que los ceros de la función de partida sean el gráfico de una función deberemos restringirnos
a un entorno de un punto que cumpla la ecuación.

Consideremos en primer lugar un caso bien conocido. Supongamos que tenemos un sistema
homoǵeneo den ecuaciones lineales yk + n incógnitas

fi (t1, . . . , tk, x1, . . . , xn) = 0 i = 1, . . . , n.

La condicíon necesaria y suficiente para que estas ecuaciones definan unı́vocamente lasxi como
funciones de las variablest1, . . . , tk es que el determinante de los coeficientes de las variables
x1, . . . , xn sea no nulo. Esta condición se puede escribir en la forma∂(f1,...,fn)

∂(x1,...,xn)
6= 0. Obśervese

que en este caso las funciones det1, . . . , tk est́an definidas globalmente, en todo el espacioRk.
Esta situacíon no se daŕa en general en las condiciones que ahora consideraremos.

Supondremos ahora que las funciones definidas enRk ×Rn no son necesariamente lineales.
Escribiremos el espacio donde están definidas las funciones en la formaRk×Rn para hacer notar
que en el teorema jugarán un papel distinto unas variables de otras. Las segundas serán las que
resultaŕan ser funciones de las primeras. Denotaremos port a los elementos deRk y porx a los
deRn. Estamos ya en condiciones de enunciar el teorema de la función impĺıcita.

Teorema 2.22.SeaD un abierto deRk×Rn y f una funcíon de claseCr, r ≥ 1, definida enD a
valores enRn. Consideremos un punto(a, b) ∈ Rk×Rn tal quef(a, b) = 0 y ∂(f1,...,fn)

∂(x1,...,xn) (a,b)
6= 0.

Entonces existe un entornoA de a en Rk, un entornoU de (a, b) en Rk × Rn y una funcíon
g : A → Rn tal que el gŕafico de la funcíon g coincide con los ceros de la función f enU. La
funcióng es de claseCr. Esta funcíon se dice definida implı́citamente por la funciónf.

Demostracíon. Consideremos la funciónF : D → Rk ×Rn mediante

F (t, x) = (t, f (t, x)) .
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Se cumpleF (a, b) = (a, 0) , es de claseCr, y ∂(F1,....,Fn+k)
∂(t1,...,tk,x1,..,xn) (a,b)

= ∂(f1,...,fn)
∂(x1,...,xn) (a,b)

6= 0. Estamos

entonces en las condiciones del teorema de la función inversa. Existiŕan entornosU y V de(a, b)
y de(a, 0) respectivamente enRk ×Rn tales queF es una aplicación biyectiva deU enV , cuya
inversaG es de claseCr. Podemos adeḿas suponer, restringiendo si es preciso las funciones, que
el entornoV es de la formaA× B0, dondeA es un entorno dea enRk y B0 es un entorno de0
enRn.

LLamemosv y u a las dos componentes de la funciónG, es decir,

u (F (t, x)) = t
v (F (t, x)) = x.

Definamos la funcíong : A → Rn medianteg (t) = v (t, 0). Desde luego es de claseCr. Veamos
que el gŕafico deg coincide con los ceros def enU. Sea un punto del gráfico deg, (t, g(t)) con
t ∈ A. Se cumpliŕa

f (t, g(t)) = f (t, v (t, 0)) = f (G (t, 0)) = 0.

Rećıprocamente, si tenemos un punto(t, x) ∈ U tal quef (t, x) = 0, tendremosF (t, x) = (t, 0)
cont ∈ A. Se cumpliŕa

g (t) = v (t, 0) = v (F (t, x)) = x

y por tanto(t, x) es del gŕafico deg.

Es interesante observar que la aplicación definida enA ⊂ Rk a valores enRk×Rn que asigna
a t el punto(t, g (t)) es una aplicación biyectiva y continua deA en el conjunto de los puntos de
U que son ceros de la funciónf. Si nos restringimos a un abierto con adherencia contenida enA
se trataŕa de un homeomorfismo con su imagen.

Obśervese que el punto crucial de la demostración del teorema de la función impĺıcita que
hemos presentado es la utilización del teorema de la función inversa. Inversamente, se puede
obtener el teorema de la función inversa a partir del teorema de la función impĺıcita. De hecho el
teorema de la función inversa puede pensarse como un caso particular del teorema de la función
implı́cita. En efecto supongamos que la funciónf : Rn → Rn, x → f(x) est́a en las condiciones
del teorema de la función inversa. La funcíon deRn × Rn en Rn que asigna a(t, x) el valor
t− f(x) estaŕa en las condiciones del teorema de la función impĺıcita y la ecuacíon t− f(x) = 0
definiŕa las variablesx como funcíon de last, lo que nos da el teorema de la función inversa para
la funciónf.

Cálculo de la diferencial de una funcíon definida implı́citamente
SeaD un abierto deRk × Rn y f una funcíon definida enD a valores enRn que est́e en las

condiciones del teorema de la función impĺıcita. Seax = g(t) la función impĺıcita definida en un
entornoA de un puntoa ∈ Rk. Veamos que puede obtenersedga sin conocerse explı́citamente
la funcióng. Sabemos que la función composicíon

A → D → Rn

t → (t, g (t)) → f (t, g (t))
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es id́enticamente cero. Su diferencial será la composicíon de las diferenciales y será la aplicacíon
cero. En lenguaje matricial tendremos


∂f1

∂t1
, . . , ∂f1

∂tk

∂f1

∂x1
, . . , ∂f1

∂xn

. . . . . . . .

. . . . . . . .
∂fn

∂t1
, . . , ∂fn

∂tk

∂fn

∂x1
, . . , ∂fn

∂xn


(t,g(t))



1 0 . . 0
0 1 0 . 0
. . . . .
0 0 0 . 1

∂g1

∂t1
, . . . , ∂g1

∂tk

. . . . .

. . . . .
∂gn

∂t1
, , ∂gn

∂tk


t

=

 0, . , 0
. . .
0, . , 0

 .

Puede escribirse comon sistemas de ecuaciones cada uno de ellos den ecuaciones conn
incógnitas que, debido a la condición ∂(f1,...,fn)

∂(x1,...,xn) (t,g(t))
6= 0 permite calcular∂gi

∂tj t
parai = 1, . . . , n,

j = 1, . . . , k.
Obśervese que el sistema que ha servido para obtener∂gi

∂tj t
para unj concreto y parai =

1, . . . , n se ha obtenido, simplemente, derivando por la regla de la cadena respecto a la variable
tj las ecuacionesfi (t, g (t)) ≡ 0 parai = 1, . . . , n. Si las ecuaciones que se obtienen se derivan
nuevamente respecto a otra variabletk se pueden obtener las derivadas segundas de las funciones
gi. Análogamente pueden obtenerse las derivadas sucesivas.

Ejemplo 2.18. 1. Consideremos la ecuación xyz − sin (z − 2) + x + y = 0. Define en un
entorno de(0, 0, 2) , z como funcíon impĺıcita dex ey. En efecto, si llamamosf (x, y, z) =
xyz − sin (z − 2) + x + y se tiene∂f

∂z
= xy − cos (z − 2), que en el punto(0, 0, 2) es no

nula. Sea entoncesz = g (x, y) la función definida impĺıcitamente en un entorno de
(0, 0) . Calculemos sus derivadas parciales. Derivemos respecto ax el primer miembro de
la identidad

xyg (x, y)− sin (g (x, y)− 2) + x + y ≡ 0 (2.10)

tendremos

yz + xy
∂g

∂x
− cos (z − 2)

∂g

∂x
+ 1 = 0. (2.11)

Por lo tanto
∂g

∂x
=

−1− yz

xy − cos (z − 2)
.

Análogamente
∂g

∂y
=

−1− xz

xy − cos (z − 2)
.

Si quisíeramos obtener derivadas sucesivas de la funcióng debeŕıamos derivar la relacíon
2.11 sucesivamente o bien la que se obtiene de 2.10 derivando respecto a la variabley.
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Por ejemplo, para calcular∂
2g

∂x2 , derivaremos 2.11 respecto a la variablex teniendo en
cuenta quez = g (x, y) . Obtendremos

y
∂g

∂x
+ y

∂g

∂x
+ xy

∂2g

∂x2
+ sin (z − 2)

(
∂g

∂x

)2

− cos (z − 2)
∂2g

∂x2
= 0.

De donde

∂2g

∂x2
=
− sin (z − 2)

(
∂g
∂x

)2
− y ∂g

∂x
− y ∂g

∂x

xy − cos (z − 2)
.

Obśervese que∂g
∂x

ya ha sido obtenida anteriormente y que el denominador siempre es
∂f
∂z

que es no nulo en un entorno del punto considerado. Reiteramos, porúltimo, que
pueden obtenerse las derivadas de la función g sin conocer explı́citamente esta función.
Esto permite estudiar propiedades de la misma. Por ejemplo, en nuestro caso∂g

∂x
(0, 0) =

∂g
∂x

(0, 0) = 1. La funcíong no podŕa tener un extremo relativo en este punto.

2. Consideremos el sistema de ecuaciones

xu6 + y2v3 = 1
xy3 + v2u2 = 0

. (2.12)

Veamos que en un entorno de(x, y, u, v) = (0, 1, 0, 1) definex, y como funcíon deu,v.
En efecto, si llamamosf1 y f2 a las dos funciones que definen el sistema de ecuaciones
tenemos

∂ (f1, f2)

∂ (x, y)
=

∣∣∣∣∣ u6 2yv3

y3 3y2x

∣∣∣∣∣ = 3y2xu6 − 2y4v3 (2.13)

que es no nulo en(0, 1, 0, 1) . Tendremos entonces que el sistema define las funciones
x = g1 (u, v) y y = g2 (u, v) . Si queremos obtener, por ejemplo, las derivadas de es-
tas funciones con respecto a la variableu, derivaremos respecto a esta variable en 2.12
teniendo en cuenta quex = g1 (u, v) y y = g2 (u, v) .

∂g1

∂u
u6 + x6u5 + 2y ∂g2

∂u
v3 = 0

∂g1

∂u
y3 + 3xy2 ∂g2

∂u
+ 2v2u = 0

.

De este sistema pueden despejarse∂g1

∂u
y ∂g2

∂u
ya que el determinante de los coeficientes

coincide con el 2.13. En forma análoga pueden obtenerse las derivadas sucesivas de las
funcionesg1 y g2.

Veamos ahora el concepto de subvariedad diferenciable. Enél los teoremas de la función
implı́cita e inversa juegan un papel fundamental.

2.3.4 Subvariedades diferenciables enRn

Consideremos la esfera deR3 de centro el origen de coordenadas y radio unidad, esto es, el
conjunto de los puntos(x, y, z) tales quef (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1 = 0. Se tiene∂f

∂x
=
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2x, ∂f
∂y

= 2y, ∂f
∂z

= 2z. En cada punto de la esfera al menos una de estas derivadas parciales
seŕa distinta de cero. De esta forma en cada punto de la esfera estaremos en las condiciones
del teorema de la función impĺıcita y una de las variables se podrá expresar localmente como
función de las otras dos. Supongamos, por ejemplo, quez = g (x, y) para(x, y) variando en un
abiertoV de R2. La aplicacíon deV en R3 que asigna al punto(x, y) el punto(x, y, g (x, y))
es un homeomorfismo de un abierto deR2 en los puntos de la esfera que están en un entorno
de uno de sus puntos. La esfera puede pensarse que es, en este sentido, localmente como un
abierto deR2. Muchos de los conceptos que pueden darse para un espacio euclı́deo como el
concepto de dimensión o la nocíon de funcíon diferenciable pueden extenderse en forma natural
a conjuntos como la esfera. Otros, como la estructura de espacio vectorial, se han perdido. Estos
subconjuntos deRn cuya definicíon precisa ahora daremos se dice que son una subvariedad de
Rn. Puede darse el concepto de variedad diferenciable en general, generalización natural del que
ahora daremos pero en el que nosotros no entraremos.

Definición 2.16. Dado un subconjuntoM deRn se dice que es una subvariedad diferenciable
de Rn de dimensíon k y de claseCr si para cada puntop ∈ M existe un entornoU de p y
n − k funcionesfk+1, . . . , fn ∈ Cr (U) con diferenciales enp linealmente independientes tales
queM ∩ U = {x ∈ U ; fk+1 (x) = . . . = fn (x) = 0} .

Ejemplo 2.19. El conjunto de los puntos deR3 que cumplenx2 +y2 +z2−1 = 0, x+y+z = 1
forma una subvariedad deR3 de dimensíon1 y de claseC∞.

Hemos introducido el concepto de subvariedad diferenciable de dimensión k como un sub-
conjunto que localmente son los ceros den−k funciones con diferenciales independientes. Estas
funciones pueden variar al pasar de un punto a otro. En el ejemplo de la esfera con el que empe-
zamos se trata de unaúnica funcíon y es la misma para todos los puntos. El primer teorema nos
dirá que una subvariedad diferenciable de dimensiónk puede pensarse como si localmente fuese
un abierto deRk.

Teorema 2.23.SeaM una subvariedad diferenciable deRn de dimensíonk y de claseCr. Para
cada puntop ∈ M existe un entornoU del mismo, un abiertoV deRk y g1, . . . , gn ∈ Cr (V ) ,
con diferenciales de rangok, tales que establecen un homeomorfismo deV enU ∩M.

Demostracíon. Sabemos que en un entorno dep los puntos deM son los ceros den − k fun-
cionesfk+1, . . . , fn de claseCr con diferenciales linealmente independientes. Supongamos, por
ejemplo, que

∂ (fk+1, . . . , fn)

∂ (xk+1, . . . , xn)
(p) 6= 0.

Por el teorema de la función impĺıcita existen entornosU de p = (p1, . . . , pn) en Rn y V de
(p1, . . . , pk) en Rk y funcionesgk+1, . . . , gn ∈ Cr (V ) tales que la aplicación deV en U ∩
M que asigna a(x1, . . . , xk) el punto(x1, . . . , xk, gk+1 (x1, . . . , xk) , . . . , gn (x1, . . . , xk)) es un
homeomorfismo. Las funciones que establecen el teorema son entoncesgi (x1, . . . , xk) = xi

parai = 1, . . . , k junto a las ya definidasgk+1, . . . , gn. Obviamente sus diferenciales son de
rangok ya que las diferenciales de las primerask funciones coinciden con ellas mismas y son
obviamente independientes.
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Definición 2.17.SeaM una subvariedad diferenciable deRn de dimensíonk y de claseCr, p ∈
M y U un entorno del mismo. SeaV un abierto deRk y g1, . . . , gn ∈ Cr (V ) , con diferenciales
de rangok, tales que establecen un homeomorfismo deV enU ∩M. Se dice que constituyen una
parametrizacíon deU ∩M. La aplicacíon inversa estaŕa formada pork funciones definidas en
U ∩M a valores enR y se dice que son un sistema de coordenadas enU ∩M.

El teorema nos asegura la existencia local de una parametrización para la variedad. Si enU ∩
M existe una parametrización, cada uno de sus puntos queda determinado por su correspondiente
elemento en el conjunto de los parámetrosV ⊂ Rk. Es por ello que es natural llamar sistema de
coordenadas a la correspondencia que asocia a cada elemento deU ∩M su punto en el conjunto
de los paŕametros.

Ejemplo 2.20. Consideremos la subvariedad deR3 definida porf (x, y, z) = x2 +y2 +z2−1 =
0. Seap = (0, 0, 1) un punto de la misma. Puesto que∂f

∂z
(0, 0, 1) 6= 0, una parametrizacíon en un

entorno dep vendŕa dada por(x, y) →
(
x, y, + (1− x2 − y2)

1/2
)
. Se escribiŕa habitualmente

x = r, y = t, z = + (1− r2 − t2)
1/2

. Un sistema de coordenadas en un entorno dep vendŕaà
dado por las funciones primera y segunda coordenada. Es decir, por las funciones que a cada
punto(x, y, z) de la esfera le asignanx o y respectivamente.

El teorema siguiente nos expresa que en cierto sentido si partimos de una ”parametrización”,
su imagen es una subvariedad.

Teorema 2.24.SeaA un abierto deRk y seang1, . . . , gn ∈ Cr (A) con diferenciales de rango
k. Para cada puntoa ∈ A existe un entornoU ⊂ A tal queg = (g1, . . . , gn) sobreU es un
homeomorfismo con su imageng (U) ⊂ Rn. Esta es una subvariedad diferenciable deRn de
dimensíonk.

Demostracíon. LLamemos(t1, . . . , tk) a las coordenadas enRk. Supongamos que

∂ (g1, . . . , gk)

∂ (t1, . . . , tk)
(a) 6= 0.

Podemos aplicar el teorema de la función inversa a las funcionesg1, . . . , gk. Existirá entonces un
entornoU dea tal queéstas daŕan un difeomorfismo con su imagen. Llamemos a esta imagenU1.
Seŕa un abierto deRk y enél estaŕa definida la aplicación inversat1 = h1 (x1, . . . , xk) , . . . , tk =
hk (x1, . . . , xk) .

Consideremos las funciones definidas enU1 ×Rn−k ⊂ Rn mediante

fk+1 (x1, . . . , xn) = xk+1 − gk+1 (h1 (x1, . . . , xk) , . . . , hk (x1, . . . , xk))
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fn (x1, . . . , xn) = xn − gn (h1 (x1, . . . , xk) , . . . , hk (x1, . . . , xk))
.

Los ceros de estas funciones coinciden con el conjunto imageng(U). Son n − k funciones
de claseCr con diferenciales linealmente independientes pues∂(fk+1,...,fn)

∂(xk+1,...,xn)
6= 0 y por tanto se
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trata de una subvariedad de dimensión k. La función g sobreU es inyectiva, continua y con
inversat1 = h1 (x1, . . . , xk) , . . . , tk = hk (x1, . . . , xk) que es continua. Se trata pues de un
homeomorfismo con su imagen.

Ejemplo 2.21. 1. La aplicacíon x = 2t, y = 3t2, z = t2 + t3 define localmente una subva-
riedad diferenciable de dimensión 1 enR3.

2. La aplicacíonx = cos t cos u, y = cos t sin u, z = sin t para0 < t < π
2

0 < u < π
2

define
una subvariedad diferenciable de dimensión 2 enR3.

En las hiṕotesis del teorema no puede suprimirse la condición de que las diferenciales sean de
rango la dimensión del espacio de los parámetros. Por ejemplo la aplicación deR enR2 definida
por las funcionesx = t3, y = t2 tienen sus diferenciales en el origen nulas. Dejamos como
ejercicio el comprobar que el conjunto imagen tiene en el origen de coordenadas una cúspide y
que en un entorno de este punto no puede ser el conjunto de los ceros de una función diferenciable
con diferencial no nula.

Tambíen debe observarse que en el teorema no puede afirmarse que la imagen de todo el
abierto sea una subvariedad diferenciable, incluso aun suponiendo la aplicación inyectiva. Por
ejemplo la funcíon definida en

(
−π

4
, π

2

)
a valores enR2, definida porx = t

(
π
2
− t

)
, y = t cos t

no tiene por imagen una subvariedad diferenciable. Todo entorno de(0, 0) tiene puntos que son
imágenes por la aplicación de un entorno de0 enR, pero tambíen imágenes de un entorno deπ

2
.

Por ello no pueden ser los ceros de una función diferenciable con diferencial no nula.
Vectores tangentes a una subvariedad
Recordemos que una curva de claseCr enRn es una aplicaciónγ de un intervalo deR enRn

de esta clase y que el vectorγ′ (t)=limh→0
γ(t+h)−γ(t)

h
es un vector tangente a la curva en el punto

γ (t) . Se trata ahora de definir lo que se entiende por vector tangente a una variedad.

Definición 2.18.SeaM una subvariedad diferenciable deRn, p ∈ M y γ una curva de claseCr

tal queγ (0) = p y tal que la imagen de un entorno de0 est́a contenida enM . El vector tangente
γ′ (0) diremos que es un vector tangente a la subvariedad en el puntop. El conjunto de estos
vectores tangentes se denominará Tp (M) .

Veamos una caracterización de los vectores tangente a una variedad en términos de una para-
metrizacíon.

Teorema 2.25.SeaΦ una parametrizacíon de un entorno de un puntop de la subvariedadM.
Supongamos que el dominio de definición deΦ es un entorno deO = (0, . . . , 0) enRk y que
Φ (O) = p. Entonces ImgdΦO = Tp (M) .

Demostracíon. Seav ∈ Rk, dΦO (v) es el vector tangente a la curvat → Φ (tv) parat = 0 ya
queéste es el vector deRn cuya componentei-ésima es

∑k
j=1

∂Φi

∂xj
(O) vj = dΦi O (v). Por tanto

pertenece aTp (M) .
Rećıprocamente, seaγ una curva conγ (0) = p contenida enM. Seaγ′ (0) su vector tangente.

La curvat → Φ−1 (γ (t)) es deRk, la imagen de0 esO. LLamemosv a su vector tangente enO.
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Es decirv = d
dt

(Φ−1 (γ (t))) (0) . Tendremos entonces que la imagen pordΦO dev seŕa γ′ (0) .
En efecto,dΦO (v) = d

dt
(Φ (Φ−1 (γ (t)))) (0) = γ′ (0) .

Como consecuencia se obtiene que ImgdΦO no depende de la particular parametrización y
queTp (M), por ser la imagen por una aplicación lineal de rangok, es un espacio vectorial de
dimensíonk.

El teorema siguiente nos caracterizaTp (M) en t́erminos de las funciones que definenM
como sus ceros.

Teorema 2.26.SeaM unaCr subvariedad deRn de dimensíon k definida en un entorno de un
puntop como los ceros degk+1, . . . , gn, funciones con diferenciales linealmente independientes.
Entonces

Tp (M) = {v ∈ Rn; dgk+1 (v) = . . . = dgn (v) = 0}

.

Demostracíon. Seav ∈ Tp (M) . Seŕa el vector tangente a una curvaγ contenida enM con
γ (0) = p. Tendremos quedgi p (v) = dgi p (γ′ (0)) = d

dt
(gi ◦ γ)t=0 = 0 puesgi ◦ γ (t) ≡ 0.

Vemos entonces queTp (M) ⊂ {v ∈ Rn; dgk+1 (v) = . . . = dgn (v) = 0} . De la independencia
de dgk+1 p, . . . , dgn p tendremos que el espacio{v ∈ Rn; dgk+1 (v) = . . . = dgn (v) = 0} es de
dimensíonk y por tanto coincide conTp (M) .

Ejemplo 2.22. 1. El espacio de los vectores tangentes ax2 + y2 + z2 − 1 = 0 en el punto(
1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
est́a formado por los vectoresv = (v1, v2, v3) tales que

(2xdx + 2ydy + 2zdz)(
1√
3
, 1√

3
, 1√

3

) (v) = 0.

Es decir, los que cumplenv1 + v2 + v3 = 0. La ecuacíon del plano tangente en este punto
seŕa entonces(x− 1√

3
) + (y − 1√

3
) + (z − 1√

3
) = 0.

2. Consideremos un polinomiop (x, y, z) tal quep (0, 0, 0) = 0 con diferencial no nula en
(0, 0, 0) . Veamos el plano tangente ap (x, y, z) = 0 en el origen de coordenadas. Estará
formado por los vectores(x, y, z) tales que∂p

∂x
(0, 0, 0) x+ ∂p

∂y
(0, 0, 0) y+ ∂p

∂z
(0, 0, 0) z = 0.

Se trata de la componente homogénea lineal del polinomiop.

2.3.5 Extremos condicionados. Los multiplicadores de Lagrange

SeaM una subvariedad de dimensiónk deRn y f una aplicacíon deRn enR de claseC1. Se trata
de determinar los ḿaximos y ḿınimos relativos de la funciónf restringida aM . Es decir, se trata
de determinar puntosp ∈ M tales que existaε > 0 tal quef (x) ≤ f (p) (resp.f (x) ≥ f (p))
para losx ∈ M tales que‖x− p‖ < ε.

Si conocemos una parametrización deM el problema puede reducirse al estudio de máximos
y mı́nimos relativos sin ninguna restricción. En efecto, siΦ : U → M es la parametrización, con
U un abierto deRk, el problema se reduce al cálculo de los extremos de la funciónf ◦Φ enU . Sin
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embargo con frecuencia la variedadM vendŕa dada como los ceros comunes den− k funciones
gk+1, . . . , gn con diferenciales linealmente independientes. A estas funciones se les suele llamar,
en el contexto de este problema, ligaduras. El método de los multiplicadores de Lagrange da una
condicíon necesaria que debe cumplir un punto para que tenga un extremo condicionado a estas
ligaduras.

Teorema 2.27.SeaU un abierto deRn, f ∈ C1 (U) y M una subvariedad de dimensión k
definida en un entorno de un puntop ∈ M ∩ U como los ceros de las funcionesgk+1, . . . , gn

cuyas diferenciales son linealmente independientes. Sif tiene un extremo relativo condicionado
a las ligadurasgk+1 = . . . = gn = 0 en el puntop, existen constantesλk+1, . . . , λn tales que
dfp = λk+1dgk+1 p + . . . + λndgn p.

Demostracíon. Seav ∈ Tp (M) . Seŕa el vector tangente a una curvaγ (t) contenida enM en
p = γ (0) . La función f (γ (t)) debeŕa tener un extremo local ent = 0 y por tanto su derivada
seŕa cero. Tendremos entonces qued

dt
f (γ (t)) (0) = dfp (v) = 0. Se cumpliŕa entonces quedfp

es cero sobre los ceros comunes dedgk+1 p, . . . , dgn p y por tanto seŕa combinacíon lineal de
éstas.

El método de los multiplicadores de Lagrange se basa en el teorema anterior. Si se trata de
buscar los puntos en que la funciónf tiene un extremo local sujeto a las ligadurasgk+1 = . . . =
gn = 0 seŕa suficiente considerar los puntos que cumplen el sistema

gk+1 = . . . = gn = 0
∂f
∂xi

= λk+1
∂gk+1

∂xi
+ . . . + λn

∂gn

∂xi
, i = 1, . . . , n.

Se trata de un sistema de2n−k ecuaciones y2n−k incógnitas que son el punto(x1, . . . , xn) y los
paŕametrosλk+1, . . . , λn. Estos paŕametros reciben el nombre de multiplicadores de Lagrange.
Las soluciones del sistema dan los puntosp tales que siΦ es una parametrización local de la
superficie cumplend (f ◦ Φ)p = 0. Son entonces condiciones necesarias para la existencia de
extremo condicionado pero no son suficientes. La suficiencia deberá buscarse a través de otras
consideraciones suplementarias.

Ejemplo 2.23. 1. Calculemos el paralelepı́pedo de mayor volumen inscrito en el elipsoide
de ecuaciones

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1. (2.14)

Se debe calcular el ḿaximo absoluto de|xyz| cuandox, y, z cumplen 2.14. Este conjunto
es un compacto y la función es continua por lo que se alcanzará un ḿaximo que obvia-
mente seŕa un valor estrictamente positivo. No importa considerar los puntos en que una
de las coordenadas es0 ya que corresponden a paralelepı́pedos de volumen0. Podemos
entonces reducirnos al cálculo del ḿaximo de la funcíon V = 8xyz condicionado a la
ligadura x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= 1 parax, y, z > 0.
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Podemos aplicar el ḿetodo de los multiplicadores de Lagrange con lo que el máximo
debeŕa cumplir el sistema

8yz = λ2x
a2

8zx = λ2y
b2

8xy = λ2z
c2

x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= 1.

Como consecuencia de las tres primeras ecuaciones

x2

a2
=

y2

b2
=

z2

c2
.

Estas ecuaciones junto a la cuarta del sistema nos dax = a√
3
, y = b√

3
, z = c√

3
. Es el

único extremo y por tanto se trata del máximo.

2. Se trata de calcular el ḿınimo de la distancia del punto(0, 3) de R2 a la parábola de
ecuacíon y = x2. Debemos calcular el ḿınimo de la funcíon f (x, y) = x2 + (y − 3)2

sujeto a esta ligadura. El ḿetodo de los multiplicadores de Lagrange nos lleva a resolver
el sistema

2x− λ2x = 0
2 (y − 3) + λ = 0

y − x2 = 0.

Sus soluciones son
(√

5
2
, 5

2

)
,
(
−
√

5
2
, 5

2

)
, (0, 0) . Si calculamos el valor def en estos pun-

tos obtenemosf
(√

5
2
, 5

2

)
= 11

4
, f

(
−
√

5
2
, 5

2

)
= 11

4
, f (0, 0) = 9. Se alcanzaŕa el ḿınimo

en los puntos
(√

5
2
, 5

2

)
y
(
−
√

5
2
, 5

2

)
. Obśervese que, en este caso, podemos explicitar muy

fácilmente una parametrización de la paŕabola en la formax = t, y = t2 con lo que el
problema se puede reducir al cálculo de los ḿınimos sin ninguna ligadura para la función
de una variable realf (t, t2) = t2 + (t2 − 3)

2
.

3. Calculemos el ḿaximo y el ḿınimo absoluto de la funciónf (x, y, z) = x2 + y2 + z2 +x+
y + z sobre el conjunto

K =
{
(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 + z2 ≤ 4, z ≤ 0

}
.

Se trata de un compacto yf es una funcíon continua que alcanzará un ḿaximo y un
ḿınimo. Si estos se alcanzasen en el interior serı́an extremos relativos. En particulardf
debeŕıa ser cero en estos puntos. Deberán cumplir

∂f
∂x

= 2x + 1 = 0
∂f
∂y

= 2y + 1 = 0
∂f
∂z

= 2z + 1 = 0.

Su solucíon es
(
−1

2
,−1

2
,−1

2

)
. Se trata de un punto deK y es un posible extremo.
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Pudiera ser que el extremo se alcanzase sobre la frontera deK. Dicha frontera est́a for-
mada por los conjuntos

C1 = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 + z2 < 4, z = 0}
C2 = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 + z2 = 4, z < 0}
C3 = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 + z2 = 4, z = 0} .

Veamos los posibles extremos en cada uno de estos conjuntos. SobreC1 la función valdŕa
g (x, y) = f (x, y, 0) = x2 + y2 + x + y. Debemos calcular los extremos enx2 + y2 < 4.
Deberemos resolver

∂g
∂x

= 2x + 1 = 0
∂g
∂y

= 2y + 1 = 0.

La solucíon es
(
−1

2
,−1

2

)
. Tendremos que un posible extremo será

(
−1

2
,−1

2
, 0
)
.

Para estudiar los extremos sobreC2 veamos los extremos condicionados de la función
f con la ligadurax2 + y2 + z2 = 4. Apliquemos el ḿetodo de los multiplicadores de
Lagrange. Debemos resolver

2x + 1 = λ2x
2y + 1 = λ2y
2z + 1 = λ2z

x2 + y2 + z2 = 4.

Este sistema da como soluciones
(

2√
3
, 2√

3
, 2√

3

)
y
(
− 2√

3
,− 2√

3
,− 2√

3

)
. Deberemos conside-

rar únicamente el punto cuya tercera coordenada es negativa.

Por último, sobreC3, aplicando el ḿetodo de los multiplicadores de Lagrange con dos
ligaduras tendremos que resolver el sistema

2x + 1 = λ2x
2y + 1 = λ2y

2z + 1 = λ2z + µ
x2 + y2 + z2 = 4

z = 0.

Sus soluciones son
(

2√
2
, 2√

2
, 0
)
,
(
− 2√

2
,− 2√

2
, 0
)
.

Hemos encontrado como posibles extremos(−1
2
,−1

2
,−1

2
), (−1

2
,−1

2
, 0), (− 2√

3
,− 2√

3
,− 2√

3
),

( 2√
2
, 2√

2
, 0), (− 2√

2
,− 2√

2
, 0). Calculando el valor def sobre cada uno de estos puntos

tendremosf(−1
2
,−1

2
,−1

2
) = −3

4
, f(−1

2
,−1

2
, 0) = −1

2
, f(− 2√

3
,− 2√

3
,− 2√

3
) = 4 − 6√

3
,

f( 2√
2
, 2√

2
, 0) = 4 + 4√

2
, f(− 2√

2
,− 2√

2
, 0) = 4− 4√

2
. El máximo se tomaŕa en( 2√

2
, 2√

2
, 0) y

el ḿınimo en(−1
2
,−1

2
,−1

2
).

2.3.6 Ejercicios

1. Consideremos la aplicación definida enR2, a valores enR2,

f (x, y) = (ex cos y + ex sin y, ex cos y − ex sin y) .



2.3. EL TEOREMA DE LA FUNCÍON INVERSA E IMPĹICITA 81

Prueba que está en las condiciones del teorema de la función inversa pero que no es biyec-
tiva. Explicita un abierto para el que la aplicación restringida sea inyectiva.

2. Halla los puntos en que la función f (x, y) = (x2 + y2, xy) tiene inversa local. Halla la
matriz jacobiana de la función inversa donde exista.

3. SeaA un abierto deRn y f : A → Rn de claseC1 tal quedfx sea inyectiva para todo
x ∈ A. Prueba que la imagen de todo abierto contenido enA es un abierto.

4. Seaf : R → R definida porf (x) = x
2

+ x2 sin 1
x

si x 6= 0 y f (0) = 0. Prueba que
f ′ (0) 6= 0 y quef no es localmente invertible en0. ¿Est́a esto en contradicción con el
teorema de la función inversa?

5. Comprueba la dependencia o independencia funcional de las siguientes funciones:

a)f (x, y) = 4xy + 4x + 2, g (x, y) = x2y2 + 2x2y + x2 − 1

b) f1 (x, y, z) = x + y + z, f2 (x, y, z) = 3x2 + 8z2 − 6xy − 8zy + 10xz, f3 (x, y, z) =
2x− y + 3z.

6. Prueba que la ecuación z2 + xz + yx2 + y3 = 0 define en un entorno de(1, 0, 0), z =
g (x, y) . Halla el polinomio de Taylor de grado 2, de la funcióng en el punto(1, 0) .

7. Prueba que las ecuacionesxz6 + y2u3− 1 = 0, xy3 + u2z2 = 0 definenx, y como funcíon
implı́cita dez, u en un entorno de(x, y, z, u) = (0, 1, 0, 1) . Seang1 y g2 estas funciones.
Calcula las derivadas parciales de lasgi respectoz y u en un entorno de(0, 1) .

8. Prueba que las ecuacionesxy = 1, x2+ y2 + z + z2 = 2 definen en un entorno de(1, 1, 0)
una subvariedad diferenciable de dimensión 1. Halla la recta tangente a la variedad en este
punto.

9. Encuentra los puntos en que la ecuación x3 + y3 − 6xy = 0 no define localmente una
variedad diferenciable.

10. Prueba que el elipsoideM =
{
(x, y, z) ∈ R3; x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= 1

}
es una subvariedad di-

ferenciable deR3 de dimensíon2. Encuentra parametrizaciones para entornos de diversos
puntos de manera que la unión de estos entornos sea todoM.

11. Considera la esferaS enR3 de centro el origen de coordenadas y radio1. Sea la llamada
proyeccíon estereográfica deR2 enS que se define de la siguiente forma. A cada(x, y) de
R2 se le hace corresponder la intersección deS con el intervalo de extremosP = (x, y, 0)
y N = (0, 0, 1) . Encuentra las ecuaciones de la aplicación y prueba que se trata de una
parametrizacíon deS − {N} .

12. Prueba que la ecuacióny3+3x2y−x3+2x+3y = 0 define una funcíon impĺıcitay = g (x)
definida para todo valor dex. Prueba que es de claseC∞.



82 CAṔITULO 2. CÁLCULO DIFERENCIAL EN VARIAS VARIABLES

13. Prueba que la ecuación sin z + xyz− 2x− 2y− 2x2y2 + 6xy = 0 define en un entorno de
(1, 1, 0), z = g (x, y) . ¿Tiene la funcíong en el punto(1, 1) un extremo relativo?

14. Prueba que sif : R2 → R es una funcíon de claseC1, no puede ser inyectiva. Indicación:
Si, por ejemplo∂f

∂x
(x, y) 6= 0 en un abiertoU considera la aplicación deU enR2 definida

porF (x, y) = (f (x, y) , y) y aplica el teorema de la función inversa.

15. Determina la distancia mı́nima del origen a los puntos de la curva definida porz = x2 +y2,
x + y + z = 1.

16. Halla el ḿaximo y el ḿınimo de la funcíon f (x, y) = x2 + y2 − 2
√

2x sobre el disco
cerrado de centro

(√
2,
√

2
)

y radio3.

17. Halla el plano que pasa por el punto(2, 1, 1) y que determina con los ejes de coordenadas
un tetraedro de volumen mı́nimo. ¿Existe uno que sea de volumen máximo?

18. Calcula el ḿaximo de la funcíon (x1x2 · · · xn)2 sujeto a la condición
∑n

i=1 (xi)
2 = 1.

Deduce que paraa1, . . . , an ≥ 0 se cumple(a1a2 · · · an)
1
n ≤ a1+...+an

n
.

19. Seaa ∈ Rn y p > 1. Llamemosq al número tal que1
p

+ 1
q

= 1 y definamos

‖a‖q = sup∑n

i=1
|xi|p=1

a · x.

Prueba que‖a‖q = (
∑n

i=1 |ai|q)
1
q .

2.4 Nota hist́orica

Newton (1642-1727) y Leibnitz (1646-1716) son considerados como los principales creadores
del Ćalculo Infinitesimal. Sistematizaron y dotaron de algoritmos y notaciones generales los
problemas de ćalculo diferencial e integral que se habı́an tratado en muchos casos particulares.
Aritmetizaron el Ćalculo independiźandolo de los argumentos geométricos utilizados hasta esa
época. A finales del siglo XVII y principios del XVIII Jacobo y Nicolas Bernuilli (1654-1705 y
1687-1759) y B. Taylor (1685-1731), entre otros, hicieron aportaciones importantes.

Tanto Newton como los Bernoulli manejaron derivadas parciales en casos particulares. No
obstante el desarrollo del cálculo diferencial de varias variables se da fundamentalmente en el
siglo XVIII. Este siglo es el del gran desarrollo del Cálculo. Aparecen a partir déel nuevas
ramas de las mateḿaticas como la teorı́a de las ecuaciones diferenciales, la geometrı́a diferencial
y las funciones de variable compleja. La principal fuente de problemas en este siglo son las
ciencias de la naturaleza, aunque también se tratan problemas que provienen del propio Cálculo
como la sumación de series o la evaluación de integrales. En estáepoca el tratamiento del
Cálculo es formal. Lo importante eran los resultados obtenidos mas que el rigor en su obtención.
Se poséıa una intuicíon formidable pero las principales dificultades radicaban en las propias
nociones b́asicas. El propio concepto de función no estaba claro. Durante mucho tiempo se
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considerańunicamente funciones que, salvo puntos aislados, admitı́an desarrollos en serie de
potencias. No hay una distinción clara entre incremento de una función y diferencial, etc.

Euler (1707-1783) fue el matemático ḿas destacado de suépoca. Trabajó en la teoŕıa de
ecuaciones diferenciales, geometrı́a diferencial, teorı́a de ńumeros, series, cálculo de variaciones.
Aplicó las mateḿaticas a la mećanica, aćustica, teoŕıa del calor, etc. Euler, junto con Clairaut y
D’Alembert desarrollaron la teorı́a de las derivadas parciales. Sus trabajos se establecieron en
conexíon con la teoŕıa de ecuaciones diferenciales. En unos trabajos relativos a hidrodinámica, en
1734, prob́o que ∂2z

∂x∂y
= ∂2z

∂y∂x
. Entre 1748 y 1766 trató el cambio de variable, los determinantes

funcionales y otras cuestiones relativas a las derivadas parciales. Otra gran figura de laépoca fue
Lagrange (1736-1813). Áel se le debe el teorema del valor medio y la expresión del t́ermino
complementario de la fórmula de Taylor que lleva su nombre. La fórmula de Taylor hab́ıa sido
ya establecida por Taylor en 1712, desde luego sin tratar el problema de la convergencia de la
serie. Este serı́a estudiado mucho ḿas tarde por Cauchy. A Lagrange también se le debe la
introduccíon de las coordenadas esféricas para la evaluación de integrales. Resolvió el paso a
la forma diagonal de las cónicas en 1759 y lo aplicó al ćalculo de los ḿaximos de funciones.
Entre otros mateḿaticos de láepoca cabe destacar a Clairaut (1713-1765), que fue uno de los
iniciadores de la teorı́a de curvas a las que representaba como intersección de dos superficies, a
D’Alembert (1717-1783) cuyos trabajos respecto a las derivadas parciales se dan en sus trabajos
sobre dińamica entre 1744 y 1745, a Legendre, y a MacLauren.

Jacobi (1804-1851) introdujo en 1829 los ”jacobianos”. Expresó los cambios de variable de
las integrales ḿultiples en t́erminos de estos. En 1841 dio el teorema de dependencia funcional.
En el mismo trabajo expresó el jacobiano de una función compuesta como el producto de los
jacobianos. El hessiano fue introducido por Hesse (1811-1874) en 1844. El vector gradiente fue
introducido por Hamilton (1805-1865) hacia mediados del siglo.

En el siglo XIX se rigorizan los conceptos básicos del Ćalculo. Bolzano (1781-1848) clarificó
la definicíon de funcíon continua en t́erminos de que ”f (x + w) − f (x) puede ser tan pequeño
como se quiera tomandow suficientemente pequeño”. En 1817 define la derivada como el lı́mite
del cociente incremental cuando el incremento tiende a cero. Cauchy (1789-1857) considera
ya la diferencial dex, dx como un valor finito cualquiera ydy como f ′ (x) dx. Weierstrass
(1815-1897) fue el que primero reconoció que para establecer con rigor las propiedades de las
funciones continuas precisaba de la teorı́a de los ńumeros reales. Adeḿas de la introducción de la
derivada como lı́mite del cociente incremental la define también mediante la f́ormulaf (x + h) =
f (x)+hf ′ (x)+hoh→0 (1) . En 1861 prob́o la igualdad de las derivadas cruzadas si las derivadas
segundas eran continuas.

Obśervese que todo este desarrollo se hizo sin una definición expĺıcita de espacio vectorial.
La introduccíon axioḿatica de espacio vectorial sobre los números reales no se da hasta 1888
por Peano (1858-1932).

Frechet (1878-1973) en 1914 define la diferencial de un funcional sobre un espacio de fun-
ciones en la forma que la hemos introducido.
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2.5 Apéndice. Derivaciones y diferenciales. Una introducción
algebraica.

Hemos definido la derivada direccional de una función f en la direccíon dada por un vectoru
como la derivada de la función g (t) = f (a + tu) ent = 0. En este caṕıtulo hemos considerado
queu era un vector unitario, pero puede de hecho prescindirse de esta condición y en el contexto
actual seŕa ćomodo no imponerla. En esta definición es preciso que los puntos de la formaa+ tu
pertenezcan al dominio de definición de la funcíon por lo menos parat en un entorno de0. Si se
trata de introducir derivaciones para funciones que estén definidaśunicamente sobre los puntos
de una subvariedad no podemos utilizar esta definición. Los puntos de la formaa+ tu no estaŕan
en general en la subvariedad y por tanto no tendrı́a sentido considerar la funcióng.

Si queremos definir la diferencial de una función definida en los puntos de una subvariedad
nos aparece también un problema. Hemos definido la diferencial def ena como una aplicación
lineal que aproxima la función f (x) − f (a). Si la funcíon est́a definida en un conjunto que
no es un espacio vectorial, ¿qué sentido tiene su aproximación lineal? Se trata entonces de
dar definiciones que cubran las situaciones anteriores y otras en otros contextos. Las daremos
para funciones definidas en el espacio euclı́deo para no complicarnos con tecnicismos que no
son de inteŕes en este momento pero dando una mayor relevancia a las funciones que están
involucradas y no utilizando, en la medida de lo posible, la estructura de espacio vectorial del
dominio de definicíon de las funciones. Consideraremos en este apéndice que todas las funciones
que aparecen son de claseC∞.

Definición 2.19.Seaa ∈ Rn y γ un arco de curva definido en un entorno de0, a valores enRn,
tal queγ (0) = a. Seaf una funcíon definida enRn a valores enR. Se denomina derivada def
ena respecto a la curvaγ a la derivada de la funcióng (t) = f (γ (t)) ent = 0.

Obśervese que en esta definición de derivacíon respecto deγ no intervienen mas que los
valores de la función sobre la imagen deγ. El resultado que se obtiene no es otra cosa que la
derivada en la dirección dada por el vector tangente aγ ena. En efecto

g′ (0) =
n∑

i=1

∂f

∂xi

(a) γ′i (0) = Dγ′(0)f.

Dos curvas que tengan el mismo vector tangente ena dan entonces la misma derivación en
a. Obśervese también que una derivación direccional no es otra cosa que la derivada según la
curvaγ (t) = a + tu. Entonces, considerar derivaciones a lo largo de curvas o derivaciones
direccionales es algo equivalente. La ventaja de considerar derivaciones respecto de curvas es
que si la funcíon estuviese definidáunicamente sobre los puntos de una subvariedad seguirı́a
teniendo sentido esta derivación para curvas cuyas iḿagenes estén contenidas en la subvariedad.
Las propiedades básicas de la aplicación que asigna a cada función su derivada respecto a una
curva se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 2.28.Seaa ∈ Rn y γ un arco de curva definido en un entorno de0, a valores enRn,
tal queγ (0) = a. La aplicacíon X deC∞ (Rn) enR que asigna a cada función f la derivada
respecto aγ tiene las siguientes propiedades:
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1. X es una aplicacíon lineal, es decir

X (f1 + f2) = X (f1) + X (f2)
X (λf) = λX (f) paraλ ∈ R.

2. Sik es una funcíon constanteX (k) = 0.
3. Para cadaf, g ∈ C∞ (Rn) , X (fg) = f (a) X (g)+X (f) g (a) . (Regla de derivación del

producto).
Rećıprocamente, toda aplicación deC∞ (Rn) enR que tenga estas propiedades es la deriva-

ción respecto de una curva.

Demostracíon. El que la derivacíon respecto de una curva tenga estas propiedades es una com-
probacíon directa. La propiedad 3 es consecuencia de la regla de derivación del producto para
funciones de una variable.

Para ver el rećıproco necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.29.Seaf ∈ C∞ (Rn) y a ∈ Rn. Existen funcionesgi ∈ C∞ (Rn) tales que

f (x)− f (a) =
n∑

i=1

gi (x) (xi − ai) .

Se tiene, adeḿas, quegi (a) = ∂f
∂xi

(a) .

Demostracíon. Se tiene

f (x)− f (a) =
∫ 1
0

d
dt

f (a + (x− a) t) dt =∑n
i=1

(∫ 1
0

∂f
∂xi

(a + (x− a) t) dt
)

(xi − ai) .

Las funcionesgi (x) =
∫ 1
0

∂f
∂xi

(a + (x− a) t) dt son de claseC∞. Para comprobarlo es suficiente
utilizar los teoremas de derivación bajo el signo integral elementales.

La relacíongi (a) = ∂f
∂xi

(a) es consecuencia de la expresión demostrada y de la definición de
derivada parcial.

Podemos pasar a concluir la demostración del teorema.
Apliquemos el lema a la función f y a cada una de las funcionesgi que aparecen en la

descomposición. Tendremos que para ciertasgij ∈ C∞ (Rn)

f (x) = f (a) +
n∑

i=1

∂f

∂xi

(a) (xi − ai) +
∑

i,j=1,...,n

gij (x) (xi − ai) (xj − aj) .

Aplicando ahora las propiedades 1,2,3 tendremos

X (f) =
n∑

i=1

∂f

∂xi

(a) X (xi) .

Si llamamosci = X (xi) se obtiene queX (f) es la derivada direccional dada por el vector
(c1, . . . , cn) .
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El teorema permite tomar como derivación una aplicacíon deC∞ (Rn) enR que cumpla las
tres propiedades del teorema. Obsérvese que es una definición algebraica en que no aparece la
noción de ĺımite. Por otro lado el conjunto de estas aplicaciones forma un espacio vectorial con
la definicíon natural de suma y producto por escalares. En la identificación que hemos hecho de
estas derivaciones con las derivadas direccionales se ha identificado el elementou ∈ Rn con la
derivacíon

X (f) =
n∑

i=1

∂f

∂xi

(a) ui.

En particular el conjunto de las derivaciones ena es un espacio vectorial de dimensión n. Una
base de este espacio está formado por las derivadas parciales en el puntoa. Llamemos a este
espacioTa (Rn) .

Podemos definir el espacio de las diferenciales en el puntoa como el espacio dual deTa (Rn) .
La diferencial de una función f ena seŕa el elemento de(Ta (Rn))′ que asigna a la derivación
X el número realX (f) . La escribiremosdfa (X) = X (f) . En particular si como función
tomamosxi tendremosdxi a (X) = X (xi) . Esta relacíon nos dice quedx1 a, . . . , dxn a forman
la base dual de∂

∂xi a
, . . . , ∂

∂xn a
. De esta forma podemos dar un sentido a las diferenciales de una

función sin utilizar la estructura de espacio vectorial del dominio de definición de la funcíon.
No obstante, con este punto de vista, se ha perdido la intuición de pensar la diferencial como
una aproximacíon lineal de la funcíon f (x) − f (a). Una introduccíon de las diferenciales que
preserva la idea de que la diferencial de una función consiste en ”eliminar en el infinitésimo
f (x)− f (a) los infinitésimos de orden superior al primero” es la siguiente.

Llamemosma = {f ∈ C∞ (Rn) ; f (a) = 0}. Por ejemplo, sif ∈ C∞ (Rn) , entoncesf −
f (a) ∈ ma. Denotaremosm2

a al conjunto de las expresiones
∑

gihi paragi, fi ∈ ma.

Teorema 2.30.El espacio vectorial cocientema

m2
a

es un espacio vectorial de dimensiónn.

Demostracíon. Los elementos dema son de la formaf − f (a) paraf ∈ C∞ (Rn) . Apliquemos
la descomposición del lema 2.29 como en el teorema anterior.

f (x)− f (a) =
n∑

i=1

∂f

∂xi

(a) (xi − ai) +
∑

i,j=1,...,n

gij (x) (xi − ai) (xj − aj) .

Tendremos quef (x) − f (a) daŕan la misma clase que
∑n

i=1
∂f
∂xi

(a) (xi − ai) en ma

m2
a
. Por otra

parte, las funcionesxi − ai, i = 1, . . . , n dan clases independientes pues si

n∑
i=1

λi (xi − ai) =
n∑

j=1

gjhj paragj, fj ∈ ma

derivando respectoxi y dando ax el valora obtenemos queλi = 0 para cadai.

Hemos visto adeḿas en la demostración que la clase definida porf − f (a) coincide con la
de
∑n

i=1
∂f
∂xi

(a) (xi − ai) . Si escribimos como habitualmenteh = x − a, el incremento de la

variable, tenemos que la aplicación
∑n

i=1
∂f
∂xi

(a) hi es lineal enh. Se trata de láunica aplicacíon
lineal de entre los representantes de la clase definida porf − f (a) .
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Al espacio vectorialma

m2
a

se le llama espacio de las diferenciales en el puntoa. De una forma
intuitiva, a partir de los infinit́esimos ena se obtienen las diferenciales tomándolos como equi-
valentes si su diferencia es un infinitésimo de segundo orden. La diferencial de una función f
es la clase definida porf − f (a) . Se escribiŕadfa. Una base de las diferenciales estará formada
por dx1 a, . . . , dxn a. Las derivaciones se podrán definir o bien como hemos hecho antes como
las aplicaciones deC∞ (Rn) enR, lineales, que cumplen la regla del producto y que se anulan
sobre las constantes, o bien como el espacio dual del espacio de las diferencialesma

m2
a
.
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