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Capitulo 1

Continuidad en el espacio eudtieo

1.1 Elespacio eudéteo R"

1.1.1 Distancias yimites de sucesiones

Denotaremos poR™ el espacio vectorial de lasplas de ameros reales. Si = (zy,...,x,) €
y = (y1,-..,yn) Se define su producto escalar mediante la expnesi
Ty =) Tl
1=1

Este producto es lineal en cada factor, conmutativo y definido positivo. Uiste propiedad
significa quer - > 0y que lo es cero sk = 0.

Veamos una importante desigualdad que a su vez peardigéiducir una de las propiedades
basicas de la distancia etd#a.

Teorema 1.1. Desigualdad de Schwarz

Para cada,y € R" se cumple

1

oyl < (z-2) (y-y)°.

Demostradbn. Si uno de los vectores €zl resultado es trivial. Supongamos que ambos son no
nulos. Para cada € R se cumple

(x+ Xy) - (z+ A\y) > 0.

Es decir

T-x+2 -y + Ny -y > 0.
Se trata de un polinomio de segundo grado\eque no toma valores negativos y por tanto su
discriminante sér negativo o nulo

(@-y)* = (z-2)(y-y) <0.
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Definicion 1.1. Se define la norma euldea de los elementos d& como
1
|z]| = (z - z)>.
La distancia eudtea entre dos puntos de* es

d(z,y) = llz - yll.

Ob<rvese que utilizamos la misma notatil para las aplicaciones distancia en los diversos
espacios eutdeosR” independientemente de su dimémsiEsto no dax lugar a confusiones.
Las propiedades esenciales de la norma las resumimos en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.La norma euddea cumple las siguientes propiedades
1. ||z|]| >0, ||z|]| =0siy Dlosiz =0.
2. || Az|| = |\ ||z]| paraX € R, z € R™.
3. ||lz +yll < [lz]| + [lyl| para cadaz, y € R".
Estadltima desigualdad recibe el nombre de desigualdad triangular.

Demostraddn. Las propiedades 1y 2 son consecuencia inmediata de la defiieinorma. La
propiedad 3 se deduéide la desigualdad de Schwarz:

ol

lo+yl? =@ +y) (r+y) <az-a+y-y+2(0) (9?2 = (o +lyl)*

]

Definicion 1.2. Una aplicacbn deR"™ en R que cumpla las propiedades 1,2,3 de la propd@sici
anterior se dice que es una norma.

Ejemplo 1.1. Adenas de la eudtlea otros ejemplos de normas son
2] o = supg_y, .
n
llly = 225 [l -
Es inmediato comprobar que estas aplicaciones cumplen las tres propiedades de norma.

Como consecuencia de las propiedades de la norma se obtienen las siguientes propiedades
para la distancia eudea.

Teorema 1.3.La aplicacbn distanciad tiene las siguientes propiedades

1.d(z,y) >0.d(x,y) =0siyDdlosiz =y.

2.d(z,y) = d(y,x) para cadar,y € R".

3. Se cumple la llamada desigualdad trianguléfz,y) < d(x,z) + d(z,y) para cada
r,y,z € R".

Demostraddbn. Son consecuencia inmediata de las propiedades de la norma. Veamos, por ejem-
plo, la desigualdad triangular

d(z,y) = llz =yl < llz =zl + [z =yl = d (2, 2) + d(z,y).
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Ob<rvese que las propiedades de la distancia son consecuencia de las propiedades de la nor-
ma. Por tanto, cada norma éddugar a una distancia que teadas propiedades de la propoéiti
anterior. A$, las nomad|||_ y |||, daan lugar a sendas nociones de distancia

doo (2, y) = ||z = yll
dy (z,y) = lle =yl
La nocbn de distancia permite definir la néai de entorno eéfico y de imite enR".
Definicion 1.3. Se llama entorno esfico o bola de centra y radios > 0 al conjunto
E(a,e) ={x € R"; d(a,x) <e}.
Cada distancia define entornosérgfos distintos asociados a la misma.

Ejemplo 1.2. El conjunto{z € R"; d (a,z) < €} consiste en los puntastales qugz, —ay| <
e parak =1,...,n, es decir, se trata de un cubo centradoeey de arista2e.

Podemos definir la nogn de Imite de una suce@n de elementos dB™. Escribiremos los
diferentes elementos de una subéesnediante un supkrdice para no confundirlos con las coor-
denadas de los elementos &&, que hemos denotado medianteisglices.

Definicion 1.4. Una sucesin {a'}, a' € R" se dice que tiene poirhite a« € R" si para
cadas > 0, existeiy tal quea’ € & (a,¢) para cadai > i,. Lo escribiremodim {a'} = a 0
simplementda’} — a.

Distancias distintas pueden dar lugar a nociones distintasniie$. Sin embargo, en los
ejemplos anteriores, la distancia édel y las distanciag,, 0 d; dan lugar a la misma naamn
de limite. Esto es consecuencia del siguiente lema.

Lema 1.4. Para cadar,y € R" se tiene
doo (x,y) < d(z,y) < di (2,y) < ndeo (2,7) .

Demostraddn. La primera desigualdad se deducetle— y;| < (Zk () — yk)2)1/2 .La segun-
da se deduce d€, (zr — yx)* < (X |zx — yi|)” . La tercera desigualdad se obtiene acotando

-----

dolze =yl <nosup |z -yl
k

7j=1,...,n
]
Teorema 1.5.Las tres distanciad, d.,, d; danla misma noén de imite de una sucesn.

Demostraddn. Silim {a'} = a respecto a la distancify, se tiene que para cada- 0, existei
tal que para > i, dx (a',a) < £. Se cumplia entonces; (a',a) < ¢y d(a’,a) < e como
consecuencia del lema. Por lo tatita {a'} = a respecto &, y respecto al.
Redprocamente, del mismo lema se deduce quiendle respecto a la distancia d, implica
el limite respecto a la distancig, .
0
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Teorema 1.6.Una sucedin {a'} tiene por Imite a si y Dlo si cada una de las sucesiones
coordenadadai}, k = 1,...,n tiene por Imiteay, la correspondiente coordenada dahite.

Demostraddbn. Es consecuencia de las desigualdades del lema
|'Tj_yj| Sd(l’,y) S Z|xk’_yk’|a J: 17“'7”'
k=1

Si{a'} — a, la primera desigualdad da q{e,} — a, k = 1,...,n. Redprocamente, si para
cadak = 1,...,n {a}} — az, la segunda desigualdad ¢la} — a.
[]

Ejemplo 1.3. La sucesdn { (2= sin)} tiene por Imite (2,0) puesto que{ 251} — 2y
{smnl — 0.

Esta propiedad permite probar propiedades ddiaigds de sucesiones de elementogda
partir de sus amogas parainites de fimeros reales. A®btendremos los siguientes corolarios.

Corolario 1.7. Si una suceéin de puntos dé&"™ tiene imite,éste edinico.

Demostragdn. Supongamos qugr’} — a 'y que{a’} — b. La sucesdn de las coordenadas-
ésimas dg«'} tendé por imite tantoa;, comob,,. Por la unicidad de lodrhites de sucesiones
de rimeros reales; = b, para cada y, por tantoga = b.

O

Si definimos una suma de sucesiones y un producto de sucesiones por escalares en la forma
{a'} +{b'} = {a' +b'}, M{a'} = {\a’} se tiene la siguiente proposici.
Corolario 1.8. Sean dos sucesiones de elementoB’dgque tenganimite {a'} — ay {b'} — b

y sea) € R. Se tiene
{ai} + {bl} —a+b, A {a’} — Aa.

Demostraddn. Como en el corolario anterior, es suficiente considerar las correspondientes suce-
siones de coordenadas y tener en cuenta las propiedalegaspara las sucesiones deneros
reales.

O

Corolario 1.9. Sea{a'} una sucegin de elementos d&" que tenga porimitea. Toda sucesin
parcial {a’ } tiene el mismoimite.

Demostraddbn. Cada una de las sucesiones coordena{dﬁ% por ser una sucegsn parcial de

{a}} tendé& por imite a;.. Por lo tanto{a’ } tend@ por imite a.
[

Es natural definir el™ el concepto de sucési de Cauchy.

Definicion 1.5. Una sucedin {a'}, a’ € R™ se dice de Cauchy si para cada> 0 existei, tal
que sii, j > ig, d (a’,a’) < e.
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Razonando como en el teorefna] 1.6 &silfver {a’} es de Cauchy si y&do si todas las
sucesiones coordenadfs, } son sucesiones de Cauchy deweros reales y que, por tanto, la
sucesbn es de Cauchy si yoto si tiene Imite.

1.1.2 Ejercicios

1. Halla el imite de las sucesiones é:
1 1 el/n — 1 3n

(nSinn’\/ﬁ(W_\/ﬁ)>’ ( 1/n ’5n+6>

2. ¢Q& consecuencias se pueden obtener de las desigualdades del lemetdirerstde
las bolas correspondientes a lastritasd, d; y dy?

3. Dado un conjuntd de R" se definel(z, £') = inf,cp d(z,y). Sea
A= {(33'1,1}2) € R2, T Z 0, 0 S To < $1}.
Explicita los conjuntos

(@) {z € R? d(x, A) = 0}.
(b) Useaé(a,2d(a, R%\ A).

4. Da una norma eR? tal que las bolas correspondientes sean elipses cuya properttire
los ejes est prefijada.

5. Prueba las siguientes relaciones, para eablar’ € R"

lall =116l < fla = bll
m ) m
D a' <>
i=1 i=1

la -+ blI* + [la — bl|* = 2 (flall* + [|b]*)
la+ bl [l = bl < flall®+ [[B]|*

ai

6. Utilizando el ejercicio anterior prueba que{gi}, a' € R", es tal que>; ||a’|| < +oo
entonces existe elrhite de la suceéin de las sumas parciales de la sétie:’.

7. Prueba directamente a partir de la defimiogue si una sucesi de elementos dg" tiene
limite, éste edunico, sin utilizar la proposiéin equivalente para las sucesiones aimeros
reales.

8. Sedl una aplicadn de R" en R™ tal que existe urk < 1 tal que para toda,y € R",
T (x) =T (y)|| < kl|lz—vy|.Seaa € R". Prueba que el conjuntfl” (a); i € N} es
acotado, es decir, que existetal que||T" (z)|| < K. Indicacbn: Considera la igualdad
T'(a) —a=Yj (T7 (a) = T77" (a)).
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1.2 Conceptos topdagicos eni"

Como primera aproximagn se puede decir que la topolages el estudio de las propiedades
gue permanecen invariantes en un espacio &srade aplicaciones biyectivas del espacio con-
sigo mismo tales que, tanto ellas como sus inversas, transformen pubxa®gs en puntos
proximos. Esto implica poder hablar de proximidad. En los espaciogdeos puede hacerse a
partir de la nodn de distancia, y de aplic&ei que transforma puntos@@imos a uno dado en
puntos arbitrariamente @ximos a su imagen, es decir, de apliésccontinua. En esta seoai
trataremos de los conceptoadicos y de algunas de estas propiedadesdgas en el contexto
de los espacios eudeos.

1.2.1 Interior, exterior y frontera. Conjuntos abiertos.

Definicion 1.6. SeaA un subconjunto dé&™. Un puntoa € R™ se dice que es interior (resp.
exterior) al conjunto si existe un entorno @s€o, de centrai, £ (a, <) contenido en el conjunto

A (resp. contenido e®™ — A). Un punto que no es interior ni exterior, es decir, que para cada
€ (a,€) existen puntos del conjuntby de su complementario se dice que pertenece a la frontera
de A. El conjunto de los puntos interiores4lo denotaremos poA°.

Obviamente se verifica qué&® C A. Un tipo particularmente importante de conjuntos son
aquellos que coinciden con su interior.

Definicion 1.7. Un conjuntoA se dice abierto si todo punto dé¢ es interior a A, es decir si
A° = A.

Ejemplo 1.4. 1. Los entornos e&ficos€ (a,e) son conjuntos abiertos. En efecto, veamos
que todo punta: € £ (a, ) es interior al conjunto. Sillamamog= d (z,a) < ¢ tendre-
mos que (z,e —n) C € (a,e) puesto que §j € € (z,e — n)

d(y,a) <d(y,z)+d(z,a) <e—n+n=c¢
y por tantoy € £ (a,¢) .
2. Los conjuntos formados por ufimero finito de puntos no son abiertos.

Las propiedades esenciales de los conjuntos abiertos se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 1.10.1. Los conjuntosk™ y ¢ son conjuntos abiertos.
2. SiA; es una colecé@n de conjuntos abiertos); A; €s un conjunto abierto.
3. Si4,, ..., A,, es un mimero finito de conjuntos abiertas]” ; A; es un abierto.

Demostradbn. 1. Es obvio que todos los puntos &€ son interiores y que el conjunto vaap
tiene todos sus puntos (no existe ninguno) interiores.

2. Sia € U;A; para al@in j se tiene que € A; y, por seréste abierto, existe > 0 tal que
& (a,e) C A; C U;A;. Por tantau es interior aJ; A;.
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3. Sean € N, A;. Para cada, a € A;y, por ser estos conjuntos abiertos, exastit; > 0
tales quet (a,¢;) C A;. Tomandos = min{ey,...,&,} > 0tendremos (a,c) C N2, A;. Por
tantoa es interior al conjunto interse@si.

O

Ob<rvese que, en general, la interséaoaile infinitos conjuntos abiertos no es un conjunto
abierto.

Ejemplo1.5. 1. Los intervalos(—%, %) son subconjuntos abiertos d& pero su intersec-
cion es el conjuntd0} que no es un conjunto abierto.

2. Los conjuntos abiertos de tienen una descripbn especialmente simple. Los intervalos
abiertos, las semirrectas abiertaB,y ¢ son conjuntos abiertos. Todo conjunto abierto de
R es una urdn finita 0 numerable de conjuntos disjuntos dos a dos del tipo anterior. En
efecto, sid es un abierto novdo ya € A se considerd/ = {z € R, [a,z] C A} . SiM
no esé acotado,[a, +00) est contenido em. Si esh acotado yS = sup M, [a, S) es&
contenido e y S ¢ A. Andlogamente se considera el conjunto

N={z€R, [r,a] C A},

distinguiendose el caso acotado y no acotado. De esta forma se Begménte a la con-
clusibn de queA es undn de intervalos abiertos, semirrectas abiertas o tétidisjuntos

dos a dos. Tomando urumero racional en cada una de estas componentes y sabiendo
gue los fumeros racionales forman un conjunto numerable se concluye la finitud o nume-
rabilidad del conjunto de componentes.

Los conjuntos de la form& (a,<) son conjuntos abiertos que contienen el puntp les
hemos llamado entornos éstos dea. A un conjunto abierto que contiene un pumatse le
[lama tambén un entorno abierto de

Ejemplo 1.6. El concepto deiinite de una sucesin puede expresarse erminos de conjuntos
abiertos o de entornos. E&dil verificar que{a’} — a si'y Dlo si para cada entorno abierto
U dea existeig tal que o' € U sii > ig. En efecto, supongamos qfie’} — a. Puesto que
a € Uy éste es abierto, exiséire > 0 tal que& (a,e) C U. De la definicon de Imite de un

sucesbn, existe), tal que sii > iy, a' € £ (a,e) C U . Por tanto vale la condiéin en &rminos

de entornos. En sentido contrario es trivial ya gqlié, ) es un entorno abierto de

Una propiedad que se cumple para los puntos de un entorno de un punto determinado se le
suele denominar una propiedad locali,A® suele decir que una fubaidefinida en un conjunto
tiene un naximo local eru si existe un entorno de (siempre se podrsuponer egfico) tal que
la funcion restringida a este entorno toma saximo ena. Mas adelante veremos en detde
y otros conceptos en que es importante considerar propiedades refgmicE®ente a un cierto
entorno de un punto.
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1.2.2 Puntos adherentes, de acumulam y aislados. Conjuntos cerrados.

Definicion 1.8. SeaA un subconjunto dé&™. Un puntop € R™ se dice que es adherentedasi
para cadas > 0, £ (p,e) N A # ¢. Un puntop se dice que es de acumuléanide A si en cada
entorno de centre existen elementos dédistintos dep. El conjunto de los puntos adherentes
a A se denota por y se llama adherencia dé. El conjunto de puntos de acumulanideA lo
denotaremos pod’ y se llama conjunto derivado.

Ejemplo1.7. 1. SiA = (a,b) x (¢,d) C R? se tiened = [a,b] x [c,d].

2. SiA = (1,2) x (1,3)U{(0,0)} se tiened = [1,2] x [1,3]U{(0,0)} y A’ = [1,2] x [1,3].

Teorema 1.11.Un puntop es de acumuladn de A si y Dlo si para cadas > 0 existen en
€ (p, e) infinitos elementos d4.

Demostradbn. En efecto, si se cumple esta conditidesde luego se trata de un punto de acu-
mulacbn. Redprocamente, sea de acumuladin. En cadaf (p,e) debean existir infinitos
puntos deA. De lo contrario, supongamos que existiese uno que contuviesaraera finito
al,... a™. Tendfamos que) = min {d (a’,p),i = 1,...,m a' # p} sefa un rumero positivo
y ené& (p,n) no existiia ningin elemento del distinto dep.

O

Es consecuencia inmediata de las definiciones que todo puntoedeadherente d. Sin
embargo no tiene por @wser de acumulaon deA.

Definicion 1.9. Un elementa de A que no sea de acumula@ci se dice que es un punto aislado.

Significa que existe > 0 tal que& (a,¢) N A = {a}. Los puntos de un conjuntd son
entonces o de acumuléci de A o aislados. El concepto de punto adherente o de acurbalaci
puede darse e@tminos deimites de sucesiones. Esto es lo que expresa el siguiente teorema.

Teorema 1.12.SeaA un subconjunto d&™. Un puntop es adherente & si y Dlo si existe una
sucesbn de puntos del que tiene porimitep. El punto es de acumulam si 'y $I0 si existe una
sucesbn de puntos del, distintos del propio puntp, cuyo imite esp.

tendremos quéa™} — p. El redproco es trivial. Si existe una sucéside elementos dé que
tienen por imite p, este punto es adherentedaEl mismo argumento prueba la segunda parte
del teorema.

Demostraddn. Seap € A. Paracada: € N, £ (p, L ) NA # ¢. Sitomamos™ € £ (p, . ) NA

[]

Hemos visto que los puntos adherentes de un conjunto son pamitsside puntos del
conjunto. Son de especial insraquellos conjuntos que coinciden con su adherencia.

Definicion 1.10. Un subconjunta” de R™ se dice que es cerrado si todo punto adherente a
es del conjunto. Equivale a decir que para cada sumesie puntos d€’ que tengaiimnite, este
l[imite es de”.



1.2. CONCEPTOS TOPODGICOS ENRY 13

Ejemplo 1.8. El subconjuntda,b] de R es cerrado. El subconjunta, +oo) es cerrado. El
subconjunto dak formado por los elementos de la forrﬁnaparam € N union con{0} es
cerrado.

La proposicbn siguiente resume algunas de las propiedades esenciales de los conjuntos ce-
rrados.

Teorema 1.13.1. Los conjuntos™ y ¢ son cerrados.
2. SiC; es una colecéin de cerrados);C; es cerrado.
3. SiC4,...,C,, es una colecdn finita de cerrados;; U ... U C,, es cerrado.

Demostraddbn. 1. Es una consecuencia inmediata de la debnici

2. Seap un punto den;C;. Para cada > 0, € (p,e) N (N;C;) # ¢. Por tanto, para cada
& (p,e) NC; # ¢y por serC; cerradop € C;. Luegop € N;C; y este conjunto es cerrado.

3.SepeCiU...UC,.Veamos que € C1U...UC,,. Sino fuese ds p no pertenecéa
a nindin C; que, por ser cerrado coincide c6h Existirian entonces; > 0 tal que€ (p,&;) N
C; = ¢,1 = 1,...,n. Tomandos = min{ey,...,e,}, Se@e > 0y tendremo< (p,e) N
(CLU...UC,) = ¢, en contradic@n con la hiptesis de sep € C, U...UC(C,. Asi pues,
C, U...U(,, coincide con su adherencia.

]

La relacbn entre conjuntos cerrados y conjuntos abiertos se expresa en la siguiente proposi-
cion.
Teorema 1.14.Un subconjunto dé&k™ es abierto si y 8lo si su complementario es cerrado.

Demostraddbn. SeaA un conjunto abierto. Veamos que su complementérie- R" — A es
cerrado. Consideremes= C, veamos que € C 0, lo que es equivalente¢ A. Si perteneciese,
por serA abierto existira& (p,e) C A, es decit€ (p,e) N C = ¢ con lo quep no pertenecéa a
C.

Redprocamente, partamos ahora de un conjunteerrado. Se trata de ver que su comple-
mentarioA = R" — C' es abierto. Sea entonces A. Tendremos que ¢ C = C'y por tanto
existirae > 0 tal que€ (a,e) N C' = ¢. Esto equivale a decir qu&(a,c) C Ay a es interior a
A.

O

Esta proposid@n permite deducir las propiedades de los conjuntos abiertos a partir de la de
los cerrados o la de los cerrados a partir de los abiertos. Por ejemplo, veamose puede
obtener la propiedad 2 del teorefna ].13 sobre cerrados a partir de la propiedad 2 del teorema
[1.10 sobre abiertos.

SeanC; una colecadn de cerrados, sus complementaritis— C; son abiertos. De acuerdo
con la proposi@n|[1.10,u; (R" — C;) es un abierto y su complementario&en cerrado. Este
complementario eR” — (U; (R" — C;)) = n,C; y por tanto vale 2 de la proposagi[1.13.

Cuando estudiemos las aplicaciones twrds, una propiedad importante que utilizaremos
en varias ocasiones es que para cada sutel un conjunto, exista una sud@sparcial que
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tenga Imite un punto del propio conjunto. Los conjuntos que cumplen esta propiedadeder
objeto del poximo apartado.

1.2.3 Conjuntos compactos por sucesiones y conjuntos compactos por re-
cubrimientos

Definicion 1.11. Un subconjuntds de R™ se dice que es compacto por sucesiones si para cada
sucesbn de elementos d& existe una sucesn parcial que tiene poiiinite un punto del propio
conjuntok.

Ejemplo 1.9. 1 Todo el espaci@”™ no es un conjunto compacto por sucesiones. Podemos cons-
truir una sucesn tal qued (o, a’) > 1 para cada, j. Ninguna sucesin parcial deésta poda
tener imite pues no sé@rde Cauchy.

2. [a,b] es un subconjunto d& que es un compacto por sucesiones. En efecto, dada una
sucesdn, {a'}, a’ € [a,b], por el teorema de Bolzano Weierstrass, existe una sticesircial
convergente. Eliinite, por setja, b] cerrado, sea del propio conjunto.

Se trata ahora de dar una desci@ocile los conjuntos compactos por sucesiones.

Definicion 1.12. Un subconjunto dé?" se dice acotado si ésttontenido en un conjunto de la
formalfa;, b1] x ... X [a,, b,] . ES equivalente a decir que éstontenido en un entorno ésico,
es decir, existe uh tal que||a|| < k para todoa del conjunto.

Teorema 1.15.Un subconjuntdX’ de R es compacto por sucesiones sigjossi es cerrado y
acotado.

Demostraddn. Supongamos en primer lugar g es cerrado y acotado. Tendremos due
estaé contenido en un conjunto de la forfag, b] x ... X [a,, b,] . Sea ahordc'} una sucesin
de elementos d& . Consideremos la sucési de las primeras coordenadas}. Sus elementos
pertenecern al intervalola,, b,| . Por el teorema de Bolzano Weierstrass exstina suceéin
parcial convergentéclf} . Consideremos la sucési de puntos dé& correspondiente a esta su-
cesbn parcial{c“} . Tomemos a continua@n la sucegin de las segundas coordenadagsta
{céj}. Aplicando el teorema de Bolzano Weierstrass, en el interpald,| existira una suce-

sibn parcial dejcs ¢ que sea convergente. Sea la correspondiente saoede puntos ciis ¢ .
Sed una sucesh parcial de la dada tal que las sucesiones de las primeras y de las segundas
coordenadas s&n convergentes. Tomaremos ahora la sécede las terceras coordenadas de
esh sucedin y continuaremos el proceso. Aplicandweces el teorema de Bolzano Weierstrass
llegamos a probar la existencia de una suegpiarcial de la dada tal que todas las sucesiones
de sus coordenadas son convergentes y que, por tanto, es convergente coron daqasitos.
El limite de esta sucdsi, por serk cerrado, pertenecazial conjuntok’. Hemos probado que el
conjuntoX” es compacto por sucesiones.

Partimos ahora de un conjunid compacto por sucesiones. Se trata de ver que es cerrado y
acotado.
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Veamos quex es cerrado. Sefr’} — cconc’ € K. Debemos probar quec K. Por serk’
compacto por sucesiones exiatira suceén parcial que tiene poirhite un punto d€s. Toda
sucesbn parcial dg{¢'} tiene por Imite ¢ y por tantoc € K.

Veamos quek es acotado. Sino lo fuese exigir' € K tal qued (O, ¢') > 1 dondeO es
el origen de coordenadas. Exi&ir’ € K tal qued (O, c*) > d(O,c') + 1. Por recurrencia,
existifac’ € K tal qued (O, ¢') > d (O, ¢ ') 4+ 1. Tendiamos entonces que para> 0

d (ci+k,ci) > d (0,ci+k) —d (o,ci)
- Hfl (d(0,) =d(0,¢)) >k >1.

j=i

Esta suceséin de elementos d& no podia tener ninguna sucési parcial convergente. Apues
K es acotado.
O

Veamos un concepto relacionado con el anterior que aparece con naturalidad cuando se es-
tudian la funciones uniformemente continuas y otros problemas. Introduzcamos para ello la
definicion de recubrimiento abierto.

Definicion 1.13. Un recubrimiento abierto de un conjunfg es una colecén de abiertosA;
tales quek C U;c/A;.

Sea{A;, i € I}, un recubrimiento d€<. Un subrecubrimiento o recubrimiento parcial del
dado es una colecon de conjuntosi; parai € J C [ tales queK C U,;c;A;. El subrecubri-
miento se dice finito si esformado por un Gimero finito de conjuntos.

Definicion 1.14. Un subconjuntaX” de R™ se dice que es compacto, 0 compacto por recubri-
mientos, si para cada recubrimiento abierto Heexiste un subrecubrimiento parcial y finito.

Ejemplo 1.10. R no es un conjunto compacto. En efecto, la col@a¢i-n,n), n € N es un
recubrimiento abierto que no admite niing subrecubrimiento parcial y finito.

Teorema 1.16.Un subconjuntdy de R es compacto si yodo Si es compacto por sucesiones.

Demostraddbn. Supongamos quUE sea compacto por sucesiones. ded € [ un recubrimien-
to abierto de este conjunto. El primer paso es probar que existé tal que para cada € K
existe un abierto del recubrimientt; tal que& (p,e) C A;. Lo demostraremos por reduoai
al absurdo. Supongamos que no existiese un tahra cadan € N existifiap™ de K, tal que
& (pm, %) no estala contenido en ningn abierto del recubrimiento. Puesto gkiees compacto
por sucesiones exisi# una suceén parcial de{p™} que tendra por imite un punto d€s. Sea
{p™} — a € K. El puntoa pertenecexr a un ciertod,. Por ser este conjunto abierto exis-
tiran > 0 tal que& (a,n) C A;. Consideremos um; € N tal qued (a,p™) < %y al tiempo
m% < 2. Tendiamos entonces Qlfe(pmj, m%) C & (a,n) C A;. Contradicobn con la propiedad
que cumplan los punto®™.
El segundo paso consiste en probar que dadé un 0 podemos recubrifd mediante un
namero finito de bolas de radiccentradas en puntos @é En efecto, tomemos un puntd ¢ K
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y consideremo< (p',d). Si K est contenido er€ (p',d), hemos terminado. Si no esias
consideremos unpunig € Kyp? ¢ £ (p',d).SiK C € (p',0)UE (p?, 6) habfamos acabado.
Si no es alsconsideremog® € Ky p* ¢ £ (p',d) UE (p?,0) . El proceso no puede prolongarse
indefinidamente ya que de lo contrario teiladnos una sucesn {p™} de elementos d& tales
qued (p™,p") > ¢y, puesto que toda sucési convergente es de Cauchy, no padexistir
ninguna suceén parcial convergente, en contrad@ticon la hifptesis sobréx.

El tercer paso consiste en aplicar los dos anteriores para obtener un recubrimiento parcial
y finito del dado. Por el primer paso existe> 0 tal que para cada € K existe A; tal que
& (p,e) C A;. Apliqguemos a este el segundo paso. Sd& C £ (p',e) U...UE (p™,e).
Para cada = 1,...,m existeA;, tal que& (p’,e) C A;,. Tendremos quel; ,..., A, es un
recubrimiento parcial y finito del dado.

Veamos ahora el teorema fpmco. Suponemos quE es compacto y queremos ver que es
compacto por sucesiones. Sg#&'} una sucesin de puntos dés. Se trata de probar que una
sucesbn parcial tiene porinite un punto des’. Si no fuese dsningina € K seiia limite de
una sucesin parcial. Luego, fijada, existiias > 0y un naturakn,, tal quep™ no pertenecéa
a& (a,e) param > m,. De lo contrario existiap’ € £ (a, 1), a continuadn unp® € & (a, %)

coni, > i; Y, en generalpi € £ (a,% coni, > i,_,. La sucesinp’ tendia por imite a.
Si hacemos lo propio con cada punto/deendremos un recubrimiento abierto formado por los
conjuntost (a, ¢) . Existira un recubrimiento parcial y finito, es decir tal que

KCS(al,s)U...UE(aT,g).

Tomandom > max {m, ..., m, } tendremos que™ ¢ K. Hemos llegado a contradicni.
L

1.2.4 Ejercicios

1. Halla la adherencia, el interior y la frontera de los siguientes conjuntos:
a){(z,y) ER} 0<x<1,2<y<3}.
b) {(z,y) € R* 2* +y* < 2}.
c) Q" enR".
d){(z,y) € R* y =0}.
2. Averigua cuales de los siguientes conjuntos son abiertos, cerrados o de ninguno de estos
dos tipos.
a) EnR los mimeros de la formé{ + % paran,m € N.
b) {(z,y) € R* y > 2}
c){(x,y) € R?* 2* +y* = 4}.
d) {z € R"; [|z]| < 1}.

3. Prueba que la adherencia del interio{a@ez R"; d (x,a) < 1} es el mismo conjunto.
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4. Da un ejemplo de un conjunto cerrado que la adherencia del interior no coincida con el
conjunto.
5. Prueba las siguientes relaciones:

10.

11.

12.

13.

a) (A°)° = A°.

b) A° = R" — (R" — A).
c)(R"— A)° = R"— A

. Prueba que st C R" el conjuntoB = {z € R";d(x,A) < 1} es un conjunto cerrado.

Dar un ejemplo de un conjunté en queB° no coincide cof{z € R™;d(x, A) < 1}.

. Da un ejemplo de dos conjuntdsy B de interior vam y tal que el interior de la uan

sea{(x,y) € R* 0 <z < 1}.

. Averigua cuales de los siguientes conjuntos son compactos.

a){(z,y) e R* y=2 0<z<1}.
b) {(x,y,2) € R* * + 3y* + 22% < 4} .
) {(z,y) € R?* ay = 1}.

d) {(z,y) € R* 0 <2’ +y° < 2}.

. Daun ejemplo de un recubrimiento abiertqdgel ) tal que no admite nirign recubrimien-

to parcial y finito.

Sead C K con K un conjunto compacto. Prueba que la fronteraddes un conjunto
compacto.

Prueba que la ubim de un fimero finito de conjuntos compactos es compacto. Da un
ejemplo de una udn de infinitos compactos que sea un conjunto acotado pero no com-
pacto.

Prueba que si es un conjunto abierto d8™ entonces el interior de la frontera dees
vado

Prueba que 4, y K5 son dos compactos d&" y R"? respectivamente, entoncks x K,
es un compacto dg™ "2,

1.3 Limites de funciones

1.3.1 Conceptos y propiedades fundamentales

Seaf una funcon definida en un conjunt® C R" a valores enR™. La idea intuitiva de
limite de f cuandoz tiende a un punta € R" es el de la existencia de unc R™ tal que
que los valores d¢ (z) esén arbitrariamente pximos al siempre que se tomee D, = # a
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suficientemente piximo aa. Para poder asegurar que existen punto®dan poXximos como
queramos a pero distintos de: supondremos quéste es un punto de acumufatide D.
Veamos que la definiéh de Imite puede darse alternativamente eminos de entornos o en
téerminos deimites de sucesiones.

Definicion 1.15. | Seaf una funcon definida en un conjunt® C R™ a valores enR™ y
seaa € R"™ un punto de acumulagn deD. Diremos que elimite def (x) cuandor tiende
aaesl € R™ sipara cadas > 0 existed > 0 tal que si0 < d(z,a) < §, x € D, se
cumpled (f (z),1) < e. Lo escribiremosim,_., f () =, 0 bienf (x) —,_, L.

Il Sea f una funcon definida en un conjunt® C R™ a valores enR™ y seaa € R" un
punto de acumuladin deD. Diremos que elimite def (x) cuandor tiende aa esl € R™
si para cada suceén {z'} — a, 2' € D, z' # a, se cumplg f (z*)} — L.

Teorema 1.17.Las dos definiciones anteriores son equivalentes.

Demostraddn. Supongamos que se cumple | y consideremos una $ucgsi} — a, x* € D,
2" # a. Queremos probar que (z°)} — [. Seae > 0y consideremos éldado por la definién
l. Se tiene quéd < d (z,a) < § parai > iy y por tantod (f (z°),1) < . La sucedn {f (z")}
tiene por imite [ y vale la definicon Il.

Supongamos ahora que vale Il. Si no fuese cierto |, eddstir- 0 tal que para cadae N,
existifaz’ € D tal que0 < d(z%,a) < 1 perod(f(z%),l) > ¢. Tendiamos entonces que la
sucesbn {z'} — a, 2' € D, x° # a, pero no se cumplia { f (z*)} — [ 'y por tanto no valda II.

O

Ob<rvese que en la ndm de Imite no aparece el valor de la fubai en el punta: en el
gue estamos calculando @hite. No es relevante si la furizi esh o no definida en y si lo esh
cual es su valor. Por ello si la defin@i | se quiere expresar eerininos de entornos eémodo
dar una notaén espeffica para un entorno al que se le excluye su centra. eAsribiremos
E* (a,e) = & (a,e) — {a}. Con esta notadn la definicon | puede enunciarse de la siguiente
forma.

Definicion 1.16. Se dice quédim,_., f (z) = [ si para cada& (l,¢), existed > 0 tal que
f(DNE (a,0)) C E(le).

Ejemplo 1.11. 1. Consideremos la funmn definida en??—{(0,0)} a valores enl? mediante

f(z,y) = mﬁ’y2. Veamos que no exiskien, ,y—.0,0) f (,y) . En efecto, tomemos la suce-

sion (%, 0) que tiene porimite (0,0) . La sucesin de las inagenes es{f (%, 0)} = {0}

gue tiene poriimite 0. Sin embargo podemos tomar otras sucesiones, ‘@?’%) , que

tambien tiene porimite (0,0) pero que la sucesi de las iragenes| f (L, 1)} = {1}
tiene un imite distinto del anterior.

2. Consideremos la fun@n definida enk? — {(0,0)} a valores enk mediantef (z,y) =

xﬁ; Veamos quéim, (0,0 f (#,y) = 0. En efecto, sea > 0. Escribamos el pun-
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to (x,y) en la formaz = pcosg, y = psinp. Tendremosf (z,y) = "3“’:% =

pcos psin? ¢. De esta forma si ((x, ), (0,0)) = p < § = £ se obtend | f (x,y)| < ¢.

La siguiente proposion permite reducir el estudio denlites de funciones a valores &1
al de funciones a valoresimeros reales.

Teorema 1.18.Seaf una funcon definida en un conjunt® C R™ a valores enR™ y sea
a € R" un punto de acumulagn deD. Llamemosf, .. ., f,, alasm funciones coordenadas de
f. Entoncegim, ., f (x) = [ siy Dlo siparacada = 1,...,m se cumpléim,_, f; (z) = ;.

Demostraddn. Es suficiente considerar la defirdai Il de limite y tener en cuenta que una su-
cesbn tiene Imite si y Dlo si la sucegin de cada una de las coordenadas tieneipatd la
correspondiente coordenada daiite.

0

Veamos algunas propiedades elementales deifages. Tanto los enunciados como sus
demostraciones son enteramentalagos a los de las funciones de una variable.

Teorema 1.19.Seaf una funcon definida en un conjunt® C R™ a valores enR™ y seaa un
punto de acumulabn deD. Si existdim, ., f (x), éste esunico.

Demostraddbn. Supongamos quem, ., f (z) = [ y quelim,_., f () = r. Consideremos una
sucesbn {z'} — a, ' € D, 2" # a. Tendremos quéf (z')} — Ly, al tiempo,{f (z")} — r.
Dada la unicidad de logrites de las sucesionéss r.

[

Teorema 1.20.Seanf y g dos funciones definidas en un conjuioC R™ a valores enR™ y
seaa un punto de acumulagn deD. Si existelim,_., f (z) = [y, lim,_, g (x) = l5, entonces

lim (f + g) (z) =1 + lo.

r—a

Sim=1
lim (f9) () = hia.

Si, aderasg (x) es no nulo paratode y I, # 0,

fx) h
ceag(z) 1

Demostraddbn. Se reduce, como en la propos$icianterior, a las propiedadesadogas para los
limites de sucesiones. Veamos por ejemplo la primera propiedad. Consideremos una suce-
sion {z'} — a, ' € D, 2' # a. Tendremos{f (z')} — I, y {g9(z")} — Il». De aqd que
{(f +9) ()} — I; + l,. Puesto que esto vale para toda suwes$ic’} — a, 2* € D, 2° # a
tendremos quém, ., (f + g) (x) =11 + lo.

0
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Teorema 1.21.1. Seanf y g dos funciones definidas en un conjuidoC R™ a valores en
Ry seaa un punto de acumulagh de D. Supongamos que para todoc D se cumple que
f(z) < g(x)yque existetim, ., f (x) = Iy, lim,_., g () = I, entonced; < l,.

2. Seanf, g, h tres funciones definidas el C R" a valores enR , tales que para cada
x € D se cumplef (z) < h(z) < g(x)y quelim, ., f(x) = lim,_,g(z) = [. Entonces
lim, ., h(z) =1

Demostraddn. Veamos 1. Sedr'} — a, ' € D, z' # a. Tendremosf (z') < g (z') y por
tantol; < ;. De una forma aaloga se prueba 2.
[

Para las funciones de varias variables a valores:gueden darse, como en el caso de
funciones de una sola variable, la mmtide que una funon tenga porimite +oo, —oco 0 oc.
Por ejemplo sed una funcon definida enD C R™y a un punto de acumulamn deD. Se di&
que el imite de la funddn ena es+oco si para cada existee > 0 tal quef (x) > k para cada
x € DNE(a,e) x # a. Valen las mismas reglas délculo con las mismas demostraciones y
se tienen los mismos casos de indetermimraciNos remitimos para todo ello al estudio de las
funciones de una variable.

Tambén ahora se puede utilizar la notatide los infiniesimos. Una funén f definida en
D C R™ avalores enk se dice que es un infi@imo en un punta de acumulagn de D si
lim, ., f (z) = 0. En el cajitulo siguiente utilizaremos la notéci clasica de 4 pequéa” para
establecer que un infi@simo es de orden superior a otro. Recordemos aldwdassiguiente
definicion.

Definicion 1.17. Dados dos infingsimosf, g en un mismo punte, se dice que’ = o, (g) (f
es uno pequéia deg) o bien quef es un infiniesimo de orden superior @si para cadas > 0,
existed > 0 tal que si0 < d (z,a) < J, se cumpléf (x)| < e|g (x)| . Equivale a decir, sy (x)

es no nulo, quém,._., % =0.

Ejemplo 1.12. Seanf (z,y) = 2° + y> + 2* y g(z,y) = 2* + y*. Se cumple qug =
0(z.4)—(00) (). En efecto, si escribimas = pcos ), y = psin tendremosy (z,y) = p* y
f (z,y) = p?cos® A + p3sin® A + p* cos* X\. De aqu que para cada > 0, se cumplef| < e|g|
para p suficientemente peqgiie.

Una nocon importante es la dénhite se@n un subconjunto.

Definicion 1.18. Seaf una funcon definida en un conjunt® C R" a valores enR™. Sea
E C Dy seaa un punto de acumulagn de £. Diremos que elimite def cuandox tiende
a asedin el subconjuntd® esl si para cada sucedn {z'} — a, ' € E, 2' # a, Se cumple
{f(z")} — l. Lo escribiremosim, ., ,cp f (z) = 1.

Obsrvese que decir que una fuacitiene Imite [ sedin un subconjuntd’ equivale a decir
que la funcbn restricodn al conjuntoF' tiene por Imite [. Por tanto todas las propiedades que
se han visto para losnites valdan para estosrhites segn subconjuntos. En particular, paalr
haberse dado la defina de Imite se@n un subconjunto eretminos de entornos en lugar de
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definirlo a partir de losiinites de sucesiones. Se cumplquelim, ., .cg f (z) = [ si para cada
& (l,e) existed > O tal quef (£* (a, ) NE) C € (l,¢).

Un caso de particular intes es aquel en que el conjurfiest formado por los puntos de
D que eshn en una recta de ecuaniz = a + Au. Se llama imite direccional en la direcgn
definida por el vectou.

Ejemplo 1.13. Consideremos la fungh definida enk? — {(0,0)} a valores enk mediante
f(z,y) = 5=. Hemos visto (ejemp@ 1de 1.11) que no existg, ,)—.(0,0) f (z,y) . Veamos

L wys : .
gue existen lodinites direccionales. Tendremos

. . AUy g Uiz
lim f(@,y) = lim — R 5 = 5 5.
()= (0,0) (z.y)=A(u1,u2) A=0 A2 (ug)” + A2 (ug) (u1)” + (u2)

La proposicbn siguiente da las relacionegdicas entre elrite y los imites segn subcon-
juntos.

Teorema 1.22.1. Seaf una funcon definida en un conjunt® C R™ a valores enR™. SeaFl
un subconjunto d® y a un punto de acumulagn deE. Siexistdim, ., f (x), entonces existe
lim,_, .cr f (x) y coincide corél.

2. Seaf una funcon definida en un conjunt® C R™ a valores enk™. SeanF; un numero
finito de subconjuntos db tales queD = U; E;. Si existe para cada lim, ., ,e5, f () y todos
ellos toman el mismo valdr entonces existém,._., f (z) y valel.

Demostraddn. El primer apartado es consecuencia inmediata de las definiciones. Probemos el
segundo apartado. Dada> 0 existend; > 0 tales que sb < d (z,a) < ¢;, x € E;, se cumple
d(f(z),l) < e. Consideremog = min{J;} ES un rumero positivo por ser el mimo de un
numero finito de Ameros positivos. Tendremos quelsk d (z,a) < 6, = € D, se cumplia
d(f(x),l) <e.

0

Obsrvese que no podemos sustituir en el segundo apartadonera finito de subconjuntos
E; por una colecdn cualquiera de subconjuntos. El ejemplo [1.13 da una ungara la que
existen losiimite direccionales pero no existe ghite. En este ejemplo lognites direccionales
son distintos. Aunque lognhites coincidan tampoco se puede asegurar la existenciarutel. |

Ejemplo 1.14. La funcbn definida en?? — {(0,0)} mediantef (z,y) = = siz # +y,
f (z,£x) = 0 tiene Imites direccionales ef0, 0). Siu; # +uy Se cumple

. . ANy
lim f(z,y) = lim 5
(2,5)—(0,0) (2,5)=A(u1,u2) A=0 N2 (uy)” — A2 (ug)

5 =0.

Siu; = tu, el limite direccional es cero ya que la fubaisobre los puntos de la fornta, +)
toma el valor cero.

Hemos visto que existen todos lawites direccionales y coinciden. Sin embargo, no existe
el limite. De lo contrario elimite sedin cualquier subconjunto debiera coincidir céhy por
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tanto con0. Sin embargo eliinite sed@in la padbolaE = {(z,y); y = z + 2?} da

: 3 1
lim f(z,y) = lim 5 = ——.
(2.9)—(0.0) y=r-+a> =0 22 — (3 + 22) 2

1.3.2 Ejercicios
1. Calcula elimite en el puntd0, 0) o prueba su no existencia en los siguientes casos:
a) f(x,y) = 2+ > definida enk? — {(0,0)}.
b) f (z,y) = 2+ > definida enk? — {(0,0)}.

c) f(z,y) = M definida enk? — {(0,0)}.

(z—y)°+(=

d) f (z,y) = ﬂ definida en: # 0, y # 0.
e)f (x,y) = —Smov r definida enk? — {(0,0)}.

(z2+y?)
f) fz,y) = w definida enz # .

0) f (w,y) = 44 definida enR? — {(0,0)}.

2. Halla el imite en el puntq0,0) de la funcon f (z,y) =
sedin los diversos valores deb positivos.

m definida parar # y

3. Halla los Imites, si existen, sém los diferentes subconjuntos en los siguientes casos:

a)f(x,y) = e(y)‘l definida paray # 0 sedin el subconjuntg = z? en el puntq(0,0) .
b) f (z,y) = m definida env # 0 sedin el subconjuntg = 222 en el puntg0, 0).
c) [ (z,y) = 5= definida en¥ — z — 1 # 0 en el punt(0, 0).

4. a) Sea una funeh f definida en un conjuntd C R? a valores enR tal que exista

lim ;) —@p) f (2,y) = . Supongamos que para cadaxistelim,_,; f (x,y) y para cada
y existelim,_., f (x,y). Prueba que

lim (limf (x,y)) = lim (lim f (x,y)) =1.
Tr—a y_,b y_>b Tr—a

b) Aplica la proposidn anterior para probar que la funif (z,y) = % no tiene

limite en(0,0) .

c) Comprueba que la furtm f (z,y) = 2+ > tiene imites iterados que coinciden y, sin

embargo, no tiendrhite en(0,0) .
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5. Halla, en los diferentes casos, los valoresde N tales que:
a)tant xy = O(z,4)—(0,0) ((x2 + y2)m) .
b) 1— ex2y2 = O(z4)=(00) (($2 + y2)m) ‘

6. Seaf : R* — R"yun puntoa € R" tal quelim, ., f (z) =1y f(x) # | parax # a.
Seag : R" — Rtal quelim,_; g (z) = L. Prueba quéim,_., g o f = L. Da un ejemplo
gue muestre que no ocurre esto en general si suprimimosdtekip de qu¢ (z) # [ para

T # a.

7. Halla valores dex y  para que se cumpla
2y’ —1—a(@—1) = By = 0@y-00 (((x — 17+ 3/2)2> :

8. Seaf una funcon definida enD C R™ a valores emR y a un punto de acumulaon de
D. Prueba que si para cada suées{z’} — a, 2* € D, 2' # a, la sucesdn {f (z)}
tiene imite, entonces existém, ., f (z) . Indicacbn: Prueba que todos losrites de las
sucesiones$ f (z*)} coinciden.

9. Prueba el siguiente criterio de Cauchy para la existenciardee I[de una funé@n. Seaf
una funcon definida erD C R™ a valores erR y a un punto de acumula@n deD. Prueba
que existdim,_., f (z) siy lo si para cada > 0 existed > 0 tal que sid (z,a) < 6,
d(y,a) < 0, x,y € D, x,y # a se cumplef(z) — f(y)| < e. Indicacbn: Si existe
el limite se verifica directamente la condici Si se cumple la condimh comprueba que
estamos en las condiciones del ejercicio anterior.

1.4 Funciones continuas

1.4.1 Funciones continuas en un punto

Sea un punto del dominio de defirdai de una fundn. La idea intuitiva de funén continua

en este punto, es la de una fultique a pequ&s variaciones de la variable corresponden
variaciones arbitrariamente pedias de la fundn. Sila funcon esé definida enD y el punto
considerado es aislado éhno existen de hecho pedias variaciones de la variable y la fuici

siempre se considera continua en estos puntos. El concepto es significativo cuando el punto es de
acumuladdn deD. En este caso equivale a decir queite coincide con el valor de la furéoi

en el punto. Tendremos las siguientes definiciones.

Definiciobn 1.19. 1. Seaf una funcon definida en un conjunt® C R™ a valores enR™ y
a € D. Sia es un punto de acumulaei de D, existelim,_., f (z) y coincide conf (a)
diremos que la funéin es continua en. Sia es aislado diremos siempre qgies continua
ena.
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2. Seaf una funcon definida en un conjunt® C R™ a valores enkR™ y a € D. Diremos
qgue f es continua e Si para cadas > 0 existes > 0 tal que

f(DNE(a,d)) CE(f(a),e).

3. Seaf una funcon definida en un conjuntb C R" avalores enR™ ya € D. Diremos que
f es continua e si para cada suceéh {z'} — a, z* € D se cumple f (')} — f (a).

Teorema 1.23.Las tres definiciones anteriores son equivalentes.

Demostraddn. El caso en que el puntoes aislado es trivial ya quelmica sucegin que cumple
{z'} — a, ' € D es la que es constante iguad @ partir de unérminoy 1y 2 no imponen
ninguna condidn sobre la fundn en este caso.

Consideremos ahora quees un punto de acumuld@ei deD. La prueba de la equivalencia
entre las definiciones esgmticamente la misma que la de la equivalencia entre las definiciones
de limite que ya hemos dado (Teorema 1.17) y por ello no repetiremos los detallesnitas
diferencias son que al ser éMlite f (a«) en la condiddn 2 no es preciso evitar la imagen del
puntoa y en la condiadn 3 no imponemos que los puntos de la sumesi sean distintos de.

O

4

Ejemplo 1.15. 1. Lafuncon f (z,y) = = Si(z,y) # (0,0)y f (0,0) = 0 es continua en

;L’;C—l—y
(0,0) . En efecto, dade > 0 existes = =2 tal que sid ((z,y), (0,0)) < § se cumple si
(z,y) # (0,0), <p?<o?=ey|f(0,0)]=0.

FoR
2. Seaf (z,y) = p(x,y) dondep es un polinomio. Es continua en todos los puntos. En
efecto, sed (z%,y")} — (a1,as). Se tendad que{z‘} — a; y {y'} — as Y, por tanto,
p(a'y'") — plar,a2).

3. Enel ejemplp 1.14 se ha dado una f@mcgue no es continua €A, 0) ya que no existe el
l[imite en este punto.

4. El espacia?" x R" puede identificarse en forma natural c&i". Veamos que la fungn
definida enR" x R" a valores enR™ mediantef (z,y) = x + y es continua en todos los
puntos. Obsrvese que ahora ey indican puntos dé&" . En efecto, s{(z",y")} — (z,v)
se tiene que’ +y* — x +y. Para comprobarlo es suficiente ver que para cada una de las
componentes coordenadas+ yi — x; + yx. ESto a su vez se deduce de las propiedades
de las sucesiones déimeros reales.

Obsrvese que la condimn de continuidad de una furdei en un punto es de tipo local,
es decir, el que una fur@m sea o no continua en un punto depende del comportamiento de la
funcién tnicamente en un entorno del punto.

Las propiedades algebraicas que hemos dado sobririibed de funciones (teorera 11.20)
dan inmediatamente el siguiente teorema.
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Teorema 1.24.Seanf y g dos funciones definidas en un conjuddoC R™ a valores enR™
continuas en un punto. Sea\ un naimero real. Entonces las funciongs- g y A f son continuas
ena. Sim = 1 el productof g es continuo em. Si, aders, g () no se anula en nirigh punto
la funcion £ es continua en.

Ejemplo 1.16. La funcbn f (z,y) = % dondep y ¢ son polinomios eétdefinida en el
conjunto de los puntos donde no se anufa el denominador. En todos estos puntosda &sci
continua por ser cociente de funciones continuas.

Veamos el comportamiento de la continuidad respecto a la compsieifunciones.
Teorema 1.25.Seaf una funcon definida enD C R"™ a valores enR™. Seag una funcon
definida en un conjunté’ C R™ que contenga & (D). Supongamos qug es continua en un

puntoa € Dy queg es continua e = f (a). Entonces la funéin compuestg o f es continua
ena.

Demostraddbn. Por serg continua enf (a) para cada > 0 existed > 0 tal que

g(E&(f(a),0)NE) CE(g(f(a)),e).

Por la continuidad d¢ ena existiran > 0 tal que

f(€(a,n)Nn D) C&(f(a),d).

De las dos relaciones obtenemos que

g(f(E(a,mN D)) CE(g(f(a)),e)

Yy, por tanto, obtenemos la continuidadgle f ena.
O

Ejemplo 1.17. 1. Sif esunafundn de una variable, continua en todos los puntgs(y, )
es un polinomio, la funén f (p (x, y)) es continua en todos los puntos.

2. Elteoremé 1.24 puede obtenerse como consecuencia de la propasiterior. Por ejem-
plo, veamos que la suma de dos funciones contirfugg en un punto es una furan
continua en dicho punto. Hemos visto que la féndi definida enkR™ x R™ a valores en
R™ medianteh (z,y) = = + y es una fundn continua en todos los puntos. La fubrti
de R enR™ x R™ que asigna a el punto(f (x), ¢ (x)) es continua en el punto consi-
derado. Por tanto, la funéin compuestg (z) + ¢ (z) es una fundn continua en dicho
punto.
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1.4.2 Funciones continuas en un conjunto

Hemos visto hasta el momento propiedades de la continuidad de las funciones en un punto. Se
trata ahora de estudiar propiedades que se deducen de la continuidad de émecinados los
puntos del dominio de definian.

Definicion 1.20. SeaD un subconjunto dé&” y f una funcon definida enD a valores enk™.
Se dice que es continua énsi es continua en todos los puntos del conjubto

Veamos un teorema que da una corfficequivalente a la continuidad en un conjunto en
terminos de los conjuntos abiertos o de los conjuntos cerrados.

Teorema 1.26.SeaD un subconjunto dé&k” y f una funcon definida enD a valores enR™.
Son equivalentes las siguientes proposiciones

1. f es continua emD.

2. Para cada abiertod ¢ R™ existe un abiertd/ de R" tal que f~' (A) = DN U.

3. Para cada cerrad@’ C R™ existe un cerradd’ de R" tal quef~! (C) = DN F.

Los conjuntos de la form& N U conU un abierto dek” se denominan abiertos relativos a
D. Entonces 2 se puede enunciar diciendo que la antiimagen de todo abierto debe ser un abierto
relativo aD. Obsrvese que sD es un conjunto abierto, los abiertos relativo®ason los
abiertos contenidos eh. En otro caso puede haber otros conjuntos. Por ejemplo,=si|0, 1]
un conjunto de la form%O, %) es un abierto relativo & pues es la intersedn de un abierto
como(—1,1/2) con D.En el caso en qu® sea abierto la condioh 2 es, simplemente, que
la antiimagen de todo abierto es un abierto. Pueden haces®yas consideraciones para los
conjuntos de la formd N F' con F' cerrado que reciben el nombre de cerrados relativbs a
Ahora siD es cerrado los cerrados relativo®aon los cerrados contenidos Bn

Demostraddn. Veamos que 1 implica 2. Se&un abierto deR™ y seap € D con f (p) € A.
Existirac > 0 tal que& (f (p) ,e) C A. Por serf continua erp seaj, > 0 tal que

f(&p,d,) N D) CE(f(p),e) CA

Haciendo lo mismo con todos los puntos4léendremos que el conjuntd = U, ¢yca€ (p; 6p)
es un abierto tal qug—' (4) = DN U.
Veamos que 2 implica 1. Sgac D. Se trata de ver qug es continua en este punto. Dado
e > 0, el conjunto€ (f (p),e) es un conjunto abierto. Por la condini2 existié un abiertd/
de R" tal que

fHEf(p),e)=UND.
Por serU abierto existiaé > 0 tal que& (p,d) C U. De ambas relaciones se deduce

f(&,0)n D) CE(f(p),e)

Yy, por tanto, la continuidad dgenp.
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Veamos que 2 implica 3. Sed un cerrado dek™. Su complementario sgrun abierto
A = R™ — C al que podremos aplicar la condiai 2. Existi& un abierto/ de R" tal que
/7' (A) = D N U. Tendremos entonces

FUCY=D—f " (A)=D-DNU=DN(R"-U).

Puesto queé?™ — U es un conjunto cerrado, vale la conditi3.
La demostradn de que 3 implica 2 se hace como en el caso anterior teniendo en cuenta que
pasamos de abiertos a cerrados por paso al complementario.
O

Ejemplo 1.18. Veamos que el conjunto
U= {(w,y) € R* p(x,y) < k}

es un conjunto abierto gi es un polinomio. En efecto, la fudcip (z, y) es continua erk? y el
conjuntolU es la antiimagen pop del conjunto abiertd—oo, k) .

Definicion 1.21. Una aplicacbn biyectiva de un conjuntd C R™ en un conjuntd® C R™ que
sea continua con aplicagn inversa continua se llama un homeomorfismdden E.

La topologa en R™ es el estudio de las propiedades que permanecen invariantes por los
homeomorfismos d&”" consigo mismo. Ais la nocbn de sucesin que tieneimite o sucegin
convergente es un concepto tapgico. Una suceén tiene Imite si y $lo si su imagen por
un homeomorfismo tamén la tiene. El concepto de punto interior de un conjunto tamha
es. Un punto es interior a un conjunto si§lssi su transformado por un homeomorfismo es
interior al conjunto transformado. En cambio, por ejemplo, la propiedad de que un subconjunto
sea una circunferencia no permanece invariante por un homeomorfismo. Es una propiedad de
tipo métrico, $lo es invariante por las transformaciones que conserven la distancia, y no es una
propiedad de tipo topobico que son las estamos interesados en este momento.

Veamos ahora algunas de las propiedadesclas de las funciones continuas en conjuntos
compactos. La primera permaéiafirmar que la compacidad es un concepto tagiob.

Teorema 1.27.Seaf una funcon definida en un conjunto compadiode R" a valores enR™
y continua enk’. Entoncesf (K') es un conjunto compacto.

Demostraddbn. Dada la equivalencia entre conjuntos compactos y compactos por sucesiones
(teoremd 1.1l6) podemos probar cualquiera de las dos propiedades. Probemos por ejemplo la
Gltima. Sea una sucési de elementos dg(K) . Seia de la forma{ f (z*)} para alguna sucesi
{z'} de elementos dé&. Por ser este conjunto compacto por sucesiones existe unaggucesi
parcial convergente a un punto #le Sea{z’"} — p € K. Por la continuidad de la funin en
p, tendremoq f (z')} — f (p) € f (K). Por tanto,f (K) es compacto por sucesiones.

0
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Puede darse una demostéacilternativa utilizando la propiedad de compacidad por recu-
brimientos y la caracterizami de las funciones continuas @nrhinos de las antiiagenes de los
abiertos. Veamos brevemente como puede hacersed;Seac I, un recubrimiento abierto de
f(K).Setiene qug ' (A;) = K NU; para ciertos abiertds; de R". La coleccon delU; i € T
forma un recubrimiento abierto d€. Seal; ¢ € J C I un recubrimiento parcial y finito d&'.

La coleccon de A; i € J constitui@ un recubrimiento del conjuntp(K) parcial y finito del
dado. Esto da la compacidad de este conjunto.

Corolario 1.28. La imagen por una funéin continua de un conjunto cerrado y acotado es un
conjunto cerrado y acotado.

Demostraddn. Es suficiente tener en cuenta el teorema anterior y la caracténzadeios com-
pactos como los cerrados y acotados (teofema 1.15).
O

Debe observarse que la imagen de un conjunto acotado por una dplicactinua en este
conjunto no tiene por quserlo. No obstante, si la furdei continua est definida no glo en el
conjunto sino en todo el espadity, entonces la imagen de un acotdéles un acotado ya que
sefia compacto y por tanto su imagenisasn compacto. En particular &un conjunto acotado
y f (B), por estar contenido efi (E) estaa acotado.

La imagen por una aplicamn continua de un conjunto cerrado no tiene pdr ser cerrado.

Ejemplo 1.19. 1. Consideremos la furfmn continua de una variablé¢ (x) = - definida en
(0,1). Su recorrido eg1, +00) que no es un acotado a pesar de séflol) .

2. Laimagen por la fun@n continuaf () = {7 del cerradoR es el conjuntd0, 1] que
no es cerrado.

Maximos y minimos de funciones continuas

Un problema importante es saber si dada una mdefinida enD C R™ a valores reales,
existe un punta € D que cumple quég (z) < f (a) (resp. f (z) > f (a)) para todar € D.
Un punto con esta propiedad se dice que es arimo (resp. rmimo) absoluto de la funén o
simplemente raximo (resp. rmimo). Es bien conocido que una fuaoicontinua no tiene por
gué tener naximos o ninimos. Por ejemplo, la fungn de una variable redl(z) = % definida
y continua en? — {0} no tiene n&ximo ni mnimo. Sin embargo si el dominio de defirdioies
compacto si que podemos asegurar la existenciadémno y de ninimo.

Teorema 1.29.Seaf una funcon definida en un conjunto compadtode R" a valores reales y
continua enk. Entoncesf tiene un raximo y un rmimo.

Demostraddbn. Probaremos la existencia d&éarimo. La existencia de mimo puede hacerse en
forma ardloga o bien aplicar la existencia de uaximo a la funadbn — f.

Hemos visto que el conjunto imagei( k) es un conjunto de imeros reales compacto
(teoremd 1.27) y por tanto cerrado y acotado (teofema 1.15). Bxéstiparticular el supremo
S de este conjunto. Lo que queremos probar es que este supremo @&@sirabies decir que
es alcanzado en alg punto. Por sef el supremo d¢ (K) se& adherente al conjunto ya que
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para cada > 0, S — ¢ no es cota superior dg(K) y existiran elementos de este conjunto en
(S —¢,5+¢). Por ser el conjuntg (K) cerrado,S € f(K) y por tantoS es la imagen de
algln punto dekx.

O

Corolario 1.30. Seaf una funcon definida en un conjunto cerrado y acotaliale k™ a valores
reales y continua efX’. Entoncesf tiene un nraximo y un rmimo.

Continuidad de la funcion inversa
El siguiente teorema €&il para establecer la continuidad de las funciones inversas de ciertas
funciones continuas.

Teorema 1.31.Seaf una funcon inyectiva, definida y continua en un conjunto compadctde
R", avalores enk™. Entonces la aplicadin inversaf —! definida enf (K) es tambén continua.

Demostraddn. Llamemosy a la aplicaddn inversaf —!. El dominio de definidin deg esf (K).
Por ser compacto es en particular cerrado. Puesto que los cerrados relast®sanjunto son
cerrados deberemos probar que la antimagengpde todo cerradd” de R™ es un cerrado.
Ahora bieng™' (F) = ¢7' (FNK) = f(F N K). Puesto qué” N K es un cerrado y acotado
sel un compacto y su imagen ppseR, en consecuencia, compacto. En particgian F') se@a
un cerrado.

O

Ejemplo 1.20. Consideremos la funén inyectiva definida eff), 7| x [1, 2] que a(y, p) le corres-
ponde(p cos ¢, psin ). Es continua y definida en un compacto, por tanto la aplicaéhversa
sefa continua.

1.4.3 Curvasy conexn

Definicion 1.22. Un arco de curva, o simplemente curva, en un conjuntde R" es una apli-
cacion continuay : [0,1] — D. Siv(0) = ay~ (1) = b se dice que: y b son el origen y el
extremo respectivamente del arco de curva.

Definicion 1.23.Un conjuntoD se dice que es arcoconexo si para cada dos puntéstdeexiste
un arco de curva que tiene uno como origen y el otro como extremo.

Ejemplo 1.21. Un conjunto tal que con cada dos puntos contiene el intervalo que los une se dice
gue es un convexo. Entonces todo convexo es un arcoconexo. Por ejemplo, todo entorno circular
€S un conjunto arcoconexo.

Consideremos! un conjunto abierto dé&” y a un punto deA. Se trata de ver@no es el
conjunto de puntos que pueden unirse mediante un arco de curva eh) es decir, aquellos
puntosb para los que existe un arco de curvasetal quea es el origen y es el extremo.

Teorema 1.32.SeaA un abierto deR™ y a un punto ded. El conjunto de los puntos que pueden
unirse ae mediante un arco de curva ehes un conjunto abierto. El conjunto de los puntos que
no se pueden unir a es tamb&n un conjunto abierto.
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Demostraddbn. SeaB el subconjunto del de los puntos que pueden unirse mediante un arco
de curvay sea € B. Existira& (b,e) C A. Veamos que tambn € (b, <) est contenido erB
con lo que este conjunto $eabierto. En efecto, si es el arco que uneconby c € & (b,¢),
un arco de curva que uney c puede construirse uniendo el arg@on un segmento que une
by ¢ . Explicitamente, mediante un arco de la formdt) = ~(2t) para0 < t < 1/2y
7(t) =b+2(t —1/2)(c—b) paral/2 <t < 1.

Analogamente, seB el conjunto de los puntos dé¢ que no pueden unirsecamediante un
arco enA y sead € D. Supongamos qué (d,s) C A. Ningn punto def (d, ¢) podia unirse
cona mediante un arco eA ya que de lo contrario uniendste, como antes, con el segmento de
origen este punto y extrembobtendramos un arco que uney d y llegaiamos a contradicon.

O

Observamos, en consecuencia que, dado un abierto y un punto del mismo tenemos una parti-
cion del mismo en dos conjuntos abiertos disjuntos. Los que pueden unirse al punto mediante un
arco en el conjunto y los que no pueden hacerlo. Si un abierto no es arcoconexo ambos conjuntos
para un cierto punto s&n no va@s. Esto sugiere la siguiente defidiai

Definicion 1.24.Un conjuntoD de R" se dice que no es conexo si existe una paniciel mismo
en dos abiertos relativos 8 no vados.

Si se trata de un conjunto abierto no&sepnexo si existe una pariici en dos abiertos no
vados. Sea conexo cuando no exista esta pabdticiVeamos que para los conjuntos abiertos este
concepto y el de arcoconéxi son equivalentes.

Teorema 1.33.Un conjunto abiertoA es conexo si y&o si es arcoconexo.

Demostradbn. Hemos visto ya que si no es arcoconexo existe una paditidel conjunto en
dos abiertos no vags y por tanto no es conexo. Rpmcamente, supongamos ahora gues
arcoconexo. Debarser conexo ya que de lo contrario téadrosA = A; U A, con A; disjuntos
y no vados. Searu € A; y b € Ay. Consideremos un arco enA de origena y extremob.
Se tenda quey~! (A;) y 77! (A4;) se@dn una partidén del intervald0, 1] en abiertos no vaaos
relativos a este conjunto. Esto no puede ocurrir. Si por ejefigoy~! (A;) el conjunto de
los puntosr tales que0, z] € v~ (A;) tend@ un supremo que no estani eny! (A;) nien
v~ (As) como no es ditil de comprobar.

O

1.4.4 Ejercicios
1. Estudia los puntos de continuidad y de discontinuidad de las siguientes funciones:
a) f (v,y) = S siz £y, y f (v,2) = 0.
b) f (z,y) = Lsin (2* +y?) siz # 0, f (0,y) = 0.
c) f(z,y) = xsinﬁ si(z,y) # (0,0), f(0,0) =0.
(

Y
d) f(z,y) =x-g(xy)dondeg (z) =0size Qyg(z)=1siz ¢ Q.
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e) f(xz,y) = g(xy) definida parac > 0,y > 0cong(z) =0sSiz ¢ QYyg(z) = %si

onde esta fracon es irreducible.

o

. Di si existeny en su caso da un ejemplo:
a) Una funcbn continua exhaustiva de, 1) en[—1, 1] .
b) Una funcén continua exhaustiva dé, 1) x [0,1) en[—1,1] x (—1,0].
¢) Una funcon continua exhaustiva de, 1] x [0, 1] en[—1, 1] x (0, 1].
d) Una funcon continua exhaustiva de-1, 1] x [—1, 1] en
{(z,y) € R 2* +y* > 1}.

. Averiguar cuales de los siguientes conjuntos son compactér.a)) € R*; zy = 1}.
b) {(z,y,2) € R% 62% + Ty* + 322 < 1}.

. Una funcon f : R* — R se dice que cumple una condinide Lipschitz de ordenen
un puntoa € R™ si existe un entorno dey una constantél tal que para toda de este
entorno|f (z) — f (a)] < K ||x — a||°. Prueba que una tal furém es continua em. Da un
ejemplo, para = 1, de una fun@n continua em pero que no cumple ninguna condigi
de Lipschitz enu.

. Sead C R". Prueba que lafunén f : R* — R definida por
f (@) = inf d(z,y)

es una fundn continua. Se denot&yf (z) = d (z, A).

. SeaK un compacto d&" y a ¢ K. Prueba que existe un purnice K tal qued (a,b) =
d(a, K). ¢ Puede decirse lo mismo para un cerrad®@® ¢ Y para un conjunto cualquie-
ra?

. SeanK; y K, dos compactos disjuntos d&'. Prueba que existemy € K; Yy a; € K,
tales quel (a1, as) = inf {d (z,y); x € K1,y € Ky} .

. Consideremos la aplicariw : R? — R tal quer (z,y) = x. Prueba que la imagen de un
abierto es un abierto. Comprueba que la imagenrgi® un cerrado no es necesariamente
cerrado.

. Seaf : R — R continua. Prueba que elaficoG = inf {(z,y) € R%*y = f(z)} es un
conjunto cerrado. Da un ejemplo de una fiimcen que su @fico sea cerrado y que sin
embargo no sea continua.

. Prueba qu¢ : R — R™ es continua si y@o si para cad& Cc R™ se cumple

o

B (F1(B)
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11. Seaf es una fund@n continua definida en un arcoconekoy dos puntos:, b € D tales
que f (a) y f (b) tienen signos distintos. Prueba que existéialguntoxr € D tal que

f (@) =0,

12. Da un ejemplo de un abierto arcoconexo que no sea convexo.

13. Prueba que la imagen por una fumticontinua de un conjunto conexo es un conjunto
conexo.

1.5 Funciones uniformemente continuas.

1.5.1 Conceptos y propiedades fundamentales

Seaf una funcon continua en un conjunt® C R"™ a valores enR™. Esto significa que es
continua en cada punto de. Es decir para cada € D y cadas > 0 existe) > 0 tal que si
d(z,a) < 0,z € D, entoncesl (f (x), f (a)) < e. Obrvese queé depende desde luego de
pero tambgn depende del puntoe D que se e&t considerando. Es interesante la propiedad de
qgueo pueda tomarsanicamente dependiente dg no del puntaz. Son las llamadas funciones
uniformemente continuas.

Definicion 1.25. Seaf una funcon definida en un conjunt® C R"™ a valores enR™. Se dice
que es uniformemente continua si para cada 0, existed > 0 tal que siz,y € D, d(x,y) < ¢
entonces! (f (z), f (y)) <e.

Este concepto, aunque en un principio no parezca demasiado diferente del da horei
tinua, si que lo es. Digamos, por ejemplo, que no puede darse una caradiaraatoga
a la que dimos para las funciones continuasé&minos de conjuntos abiertos. De hecho, el
concepto de funéin uniformemente continua no es un concepto togicb. Si se compone una
funcion uniformemente continua con un homeomorfismo no se obtiene en general uda funci
uniformemente continua.

Ejemplo 1.22. 1. Lafuncbnsin z definida enR es una fun@®n uniformemente continua ya
gue, aplicando el teorema del valor medio

|sinz —siny| = |(x —y) cos A\| < |z —y].
De aqu que dadc: > 0, tomando = ¢, si|z — y| < J, se cumplésinz — siny| < e.
2. lafuncbny = 22 definida enk no es uniformemente continua ya que para 0 no existe
ningn§ > 0 tal que|z — z| < & implique|2? — 2?| < . En efecto, tomandp: — z| = 2

)
‘xQ—zzlz\x—z\ ]x+z|:§\:c+z].

Siz y z son suficientemente grandes, aundue- z| < ¢ se cumplia |22 — 2%| > e,
Hemos probado la no continuidad uniforme de la fémciOb£rvese que, sin embargo, la
funcibn es continua.
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Un caso especialmente importante en que la continuidad implica la continuidad uniforme es
el siguiente.

Teorema 1.34.Seaf una funcon continua definida en un conjunto compagtac R™ a valores
en R™. Entonces la funén es uniformemente continua &n

Demostradbn. Seas > 0. En cadanr € K la funcibn es continua. Existe entoncé&stal que
sizx € Kyd(z,a) < 26, se cumplel(f (z), f(a)) < 5. Haciendo lo propio con cada punto
a € K tendremos que los conjuntéga, ¢,) forman un recubrimiento abierto dé. Puesto que
este es un conjunto compacto existim recubrimiento parcial y finitd’ C £ (a',6,) U ... U
E(a",d,). Consideremog = min {d,1,...,0, }. Tomemosr,y € K tales queld (z,y) < 4.
Supongamos que € € (a', d,;) . Se cumplia

d(y,ai) <d(y,x) —I—d(x,ai) <O+ 04 < 20,

Por lo tanto

d(f (). f (a)) < Syd(F ). f(a)) <

DN ™

Yy, en consecuencia,

d(f(x),f(y) <e.

Ejemplo 1.23. La funcbny = 2? es uniformemente continua en cada intervalo.

1.5.2 Ejercicios

1. Prueba que toda furim derivable deR en R, con derivada acotada, es uniformemente
continua.

2. Prueba que la fun@h f (z) = sinl es una fundn continua pero no uniformemente
continua en(0, 1) .

3. Seaf una funcon uniformemente continua en un conjui?oC R™ a valores erR™. Sea
g uniformemente continua eh(D) a valores erRR. Prueba que la funén compuestago f
es uniformemente continua én

4. Prueba que una furdm uniformemente continua transforma sucesiones de Cauchy en su-
cesiones de Cauchy.

5. Prueba que toda furim uniformemente continuA : D — R se puede extender a una
funcion uniformemente continua en. Indicacbn: Si{z'} — a, ' € D, prueba que
{f (z")} tiene Imite verificando que es de Cauchy. Esteite sea la extengin def aa.
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1.6 Nota hisbrica

Entre los iniciadores del rigor en el Alisis cabe destacar a Bolzano y Cauchy. Bolzano (1781-
1848) db la primera definidin (1817) de fundn continua en un intervalo como una fubci

f tal que la diferenciaf (z + w) — f (z) puede ser tan pegii@ como se desee tomando
suficientemente peqgiie. Prold la continuidad de los polinomios. Estabfeal teorema de

gue una fun@n continua en un intervalo que toma valores de signos opuestos en los extremos se
anula en algn punto utilizando el criterio de convergencia de Cauchy. Bolzano en 1834 kxclar
diferencia entre continuidad y derivabilidad dando incluso una &imecontinua en un intervalo
cerrado no derivable en niag punto. Sin embargo, sus trabajos no fueron conocidos hasta
finales del siglo XIX y la primera publica@mn de una funén continua tal que en todo intervalo

teria infinitos puntos en que no era derivable fue debida a Riemann en 1868.

Cauchy (1789-1857) en sus Lecciones sobreattuto infinitesimal (1823) desarréllel
calculo diferencial e integral sobre la base del conceptoniéel. Defind el concepto ddinite,
el de infinitesimal, clarificando el concepto de infinitesimal de Leibniz, y el dedarmintinua.

Sus definiciones, al estilo de Bolzano se basan en consideraciones puramegteastm

Weierstrass (1815-1897) dio la actual defiaicide funcbn continua enérminos des y .

Sus trabajos, si bien anteriores, fueron conocidos con@ta sus clases en la Universidad

de Berlin a partir de 1859. Utilizla idea de Bolzano de subdivsi sucesiva de intervalos para
probar que si tenemos un conjunto acotado con infinitos puntos existe uno tal que en todo entorno
de él existen infinitos puntos del conjunto. Es el que actualmente se conoce como teorema de
Bolzano -Weierstrass. Cauchy hahutilizado, sin probarlo, la existencia de ufinimo para

toda funcon continua definida en un intervalo. Weierstrass prabexistencia de mimo y de
maximo para funciones continuas de unay de varias variables.

Heine (1821-1881) defifiel concepto de continuidad uniforme. Poofpue toda fundin
continua en un intervalo cerrado es uniformemente continua. Erésodm utiliz el teorema
de gque para cada recubrimiento por intervalos abiertos de un intervalo cerrado existe un recu-
brimiento parcial y finito. Este teorema, cuando el recubrimiento de partida es numerable, fue
probado por Borel (1871-1956). La primera publiéactde su generaliza@mi a una colecéin
cualquiera se debe a Cousin (1867-1933) en 1895.

El estudio de la topoldg como rama independiente probablemente proviene de Riemann
(1826-1886). La idea de la topol@gcomo la geomeia de los invariantes por las transforma-
ciones continuas, aparece ya explicitada por Klein (1849-1925) en el Programa de Erlangen en
1872. Antes de poder proceder a este estudio fue necesario formalizaiidadiedws imeros
reales y la teda de conjuntos sobre el plano y el espacio.

Cantor (1845-1918), el creador de la f@ode conjuntos, fue el primero en definir los con-
ceptos de punto de acumulanj punto aislado, cerrado y abierto en la recta y en el espacio
n-dimensional. Obtuvo la estructura de estos conjuntos en la recta.

Hacia finales del siglo XIX se anipin estos conceptos sobre conjuntos de puntos a conjuntos
de curvas o de funciones, fundamentalmente ealeuto de variaciones, en la téade variable
compleja y en el estudio de ecuaciones funcionales. Por otra parte l&s tawionaticas van
teniendo mayor relevancia sobre todo a partir de los trabajos de axiomatiziecia geomeia.

Frechet (1878-1973) triatde unificar la teda de Cantor y el tratamiento de funciones como
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espacios de puntos. Introdujo los espaci@rinos y defind los conjuntos compactos como los
gue actualmente llamamos relativamente compactos (de adherencia compacta).

Hausdorff (1868-1942) utiliz la nocbn de entorno, que habya sido usada por Hilbert en
una axiomatizacin de la geomeia del plano, para dar una té@maxionatica de lo que hoy se
entiende por topoldg general.

1.7 Apéndice. Espacios ratricos

Todos los conceptos que hemos visto pueden darse en un contextgemeral. De hecho se ha
partido de la distancia eudea pero en pocas ocasiones, aunque si en alguna, hemos utilizado
la forma especial de esta distancia o las propiedadesiéispecle trabajar en el espadiy. Se

trata ahora de ver como una nogide distancia general lleva a similares conceptos a los que
hemos dado y de dar dlg ejemplo que pueda apuntar el i@#&de estas nociones.

Definicion 1.26.Seal un conjunto y una aplicacén deM x M en R que cumpla las siguien-
tes propiedades:

1d(x,y) > 0,d(z,y) =0siy Dlosiz =y.

2. Paracadar,y € M, d(z,y) =d(y,x).

3. Paracadar,y,z € M,d(z,y) <d(z,z)+d(z,vy). (Desigualdad triangular).

Entonces a la aplicabin d se le llama una distancia ef/ y a este conjunto un espacio
métrico.

Ejemplo 1.24. 1. SeaM un subconjunto dé&" y d la distancia euddea definida sobre los
puntos deV/. Se trata de un espacioétrico.

: . _ . , -
2. Consideremos el conjunto de las sucesionesiteenos realega’} tales quey_; |a'|” <
+00. Veamos que se trata de un espacio vectorial con la suma de sucesiones y producto
por escalares habitual. En efecto,j || < +00 y ¥, |b|° < +o0, tendremos

2 2 2
> <2 (Z +> ) < +o0.
Por tanto, la suce$in {a’ + b’} pertenece al espacio. Tangii
> el =Py

A
Es pues un espacio vectorial, de dimémsinfinita, que se suele denotar ptr Puede
definirse en este espacio un producto escalar mediante

{al} - {b'} = Zab

Es facil ver que la serie es convergente ya que tenemos la estimaci

<5 (1)

a' + b’ a’ b

.12
a'l < +oo.

ii il2 i
a'b b

+

a
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y las seriesy, |ai]2 y>, |bi|2 son convergentes. Es ya trivial verificar que este producto
escalar es lineal en cada variable, ftnco y definido positivo. Por tanto vale, como
hicimos en los espacios eudtos, la desigualdad de Schwarz y esto nos permite definir

una norma H{az} ’ _ ({ai} . {a"})% :

Finalmente se define una distancia como

A ({e'}- {03) =[{a'y - o3

Las demostraciones son las mismas que para los espaciddengl

3. Consideremos el espadibde las funciones continuas definidas en un interjaloé| a
valores rumeros reales. Se trata de un espacio vectorial en el cual se puede definir una
norma mediante

1/l = sup [f ()]
z€la,b]
Las propiedades de norma se pueden verificar directamente (ahora no proviene de un
producto escalar). Esto permite definir una distancia mediante

d(f,g9)=f -4l

En un espacio &trico se definen entornos circulares, puntos adherentes, aislados, de acumu-
lacion, limites de sucesiones, conjuntos abiertos y cerrados en la misma forma y con las mismas
propiedades que vimos para los espaciosideck.

Ejemplo 1.25. 1. En el primer ejemplo en qu&/ es un subconjunto d&" los entornos
circulares de un punto dé/ son la intersecdn de los entornos circulares en el espacio
eucldeo con)M. De agu se deduce que los conjuntos abiertosMderesultan ser lo que
habiamos llamado abiertos relativosd.

2. Veamos q@ significa en el espaci6 que una suceén { f} sea convergente #. Para
cadas > 0 debe existiri, tal que parai > i, se cumplel (f, f) < . Esto significa que

sup ‘f’ (z) — f(m)‘ <e.

z€[a,b]

Es lo mismo que decir que la sud@sif‘ converge uniformemente hacfa

Pueden darse los conceptos de compacto y compacto por sucesionesgntamibson
equivalentes. Sin embargo la equivalencia con los cerrados y acotados (definidé@stambil
forma natural) no es en general cierta. No podemos ahora aplicar como se hizo para los espacios
eucldeos el teorema de Bolzano-Weierstrass.

Los conceptos derhite de una fundn definida en un espacioatrico y de funadn continua
son enteramente alogos a los ya dados tanto @mrhinos de sucesiones como de entornos.
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Ejemplo 1.26. 1. Definamos la siguiente furgsi sobre/?. Consideremos un pun{d’} € /2.
Consideremos la fungh definida en? mediantef ({z'}) = 3, z'b". Es una aplicadn
continua ya que

({1 -1 (e}l = < [{=* =} {3

Podemos considerafb’} no nulo, ya que de lo contrario es trivial. Dado > 0, se
considerad = ¢ ||{b'}|| . Tendremos que §i{z‘} — {a’}|| < 0 se tiene

({1 - ({a})] <

Z (ajz _ ai) b

)

y por tantof es continua.

2. Consideremos aila funcion F' definida mediante

b
F(f)= [ f@)da
Se trata de una funén continua ya que dado > 0 tomandod (f,g) < 6 = (b—a)”"
tendremos

PG - Flol=|[ 1@ de— [(g@dz| < [17@) - g@)ldz <

Ejercicios

1. Prueba que I/ es un espacio #trico, la frontera d& (a,r) es la esfera de centioy
radior, es deci{z € M; d(z,a) =1} .

2. Prueba que si una suo@sien un espacio étrico tiene imite, éste eginico.

3. En un conjunto se define una aplicatii medianted(z,y) = 1siz # yy 0siz = v.
Prueba que se trata de un espac@&nmo. Describe los conjuntos abiertos y los conjuntos
compactos.

4. Seal un espacio con una distanceiaPrueba que(z,y) = 11{;@% es otra distancia en
M tal que{a;} — a respecto a la distanciasi y slo si{a;} tiene por limitea respecto a

la distancia;.

. . i)
5. En el espaci@* consideremos los elementes= (0,...,1,0,...). Prueba que el con-
junto de estos elementos es acotado pero que la éacgsi no admite ninguna parcial
convergente. (Olgsvese la diferencia con respecto al espaciocideclR™).
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Capitulo 2

Calculo diferencial en varias variables

2.1 Derivadas direccionales. Diferencial

2.1.1 Conceptosy propiedades fundamentales

Al tratar de introducir la noéin de derivada para una fubai de varias variables se plantea un
problema que no se presentaba con las funciones de una variable. Si queremos definir, como
enéstas, un cociente incrementdl(z + h) — f (z)) /h , la primera dificultad que se presenta

es que ahora es un elemento d&” y este cociente no tiene sentido. No podemos dividir

el incremento de la funoh por un elemento d&”. Lo que si puede hacerse es considerar
Uunicamente incrementos a lo largo de una di@tdieterminada por un vector unitarig dividir

por el paametro correspondiente a este incremento. Esto nosdl@latoncepto de derivada
direccional.

Definicion 2.1. Seaf una funcon definida en un entorno deen R". Seav un vector unitario
de R™. Si existe el limite

p Jlat ) = f(a)

1m

t—0 t

le llamaremos derivada direccional de la fudnien el punta:, correspondiente a la direca@n
v. Designaremos este valor pér, f(a).

i)

En el caso particular en que = ¢; = (0,0,...,1,...,0) se le llama derivada parcial
respecto la variabler; y se escribeD; f(a) o tambén 2L (a). Es decir, siv = (a1, ... , an)
. 8f T f(al,...,ai_l,ai—l—t,aiﬂ,...an)—f(al,...,an)
Dif(@) = 5-(a) = lim :

Observemos que la derivada direcciobalf (a) no es otra cosa que la derivada de la fanci
de una variablé(t) = f(a + tv) ent = 0. En ocasiones se considera taébla definicdn de
D, sin restringirse a que el vectotenga norma 1. Se habla de la derigaciespecto al vector
v. Si no decimos lo contrario, nosotros supondremosugge unitario.

39
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Para funciones de una variable real se define la fimderivada como la fungh que asigna
a cada punto el valor de la derivada. @mgamente podemos definir las funciones derivadas
parciales.

Definicion 2.2. Se denomina fungn derivada parcial respecto a la variable y se escribe); f
0 % a la funcbn que asigna a cada puntoel valor D; f (a) .

La derivada direccional de la fur@ei f ena en la direcabn dada pow no es otra cosa que
la derivada de la funon de una variable real(t) = f(a + tv) ent = 0. Obgrvese que al
estar definidaf en un entorno de, la funcibn g lo est en un entorno de. Las propiedades
de las derivadas direccionales son entoncédogas a las de las derivadas de las funciones de
una variable. En particular, para calcular la derivada parcial respecto una variable se consideran
todas las otras como constantes y se aplican las reglas habituales.

Ejemplo 2.1. Seaf(z,y) = 2?4+ zy — 5y Las funciones derivadas parciales aary. =
2r +y, 2L = 1 — 10y. La derivada direccional erf0,0) en la direccon dada por el vector

dy
. ) 2 .
u= (4, sefd la derivada ert = 0 de la funcon (4)% + 5t — 5 (**t)", es decin.

Puede darse otra n@ci que extiende la de derivada para funciones de una variable. Para
éstas, la existencia de derivada equivale a la existencia de recta tangeafealdg la fundn.
Es decir, la fundn y = f(z) de R en R es derivable en si existe una aplicaon lineal deR
en R que ah le hace correspondeth, que cumple

fla+h)— f(a) —mh = op_o(h).

La constanten es la derivada de la furm ena y la imagen dé: por la aplicaddn lineal
se denota podf,(h) = mh. La recta tangente al gfico de la fundn en el puntqa, f(a)) es

y = f(a) + m(x —a).

Una funcbn se dice que es diferenciable en un punto si se puede aproximar por urde funci
afin, es decir, por la suma del valor que toma la fonaén el punto mas una aplicanilineal.
Concretamente, tendremos la siguiente defmici

Definicion 2.3. Seay = f(x) una funcon definida en un abiert® de R", con valores e,
a € D. Se dice qu¢ es diferenciable en si existe una aplicadn linealdf, de R" en R tal que

fla+h) = f(a) = dfa(h) = ono([|A])- (2.1)

La aplicacbn lineal df, que, como veremos, @sica, se denomina diferencial ¢ieen el punto
a.

La relacdbn[2.1 siz = a + h se escribia en la forma

f(@) = fa) + dfa(z = a) + 0p—a ([l — al])-

En ocasiones tambin la escribiremos

f(x) = fla) + dfo(z — a) + g(2) ||z — al
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dondeg(x) —4—, 0.

Por ejemplo, sh = 2 la diferenciabilidad d¢ ena significa que existe un plano €t¥ que
pasa por el punt@ay, as, f(ay,as)) y que tiene con la funén un contacto de orden superior al
primero. Este plano se denomina plano tangente&lagr de la fundny = f(x;,z2) en el
punto(ay, as, f(a1,as)). Explicitamente, la condién de diferenciabilidad se expresa diciendo
gue existen constantesy ( tales que

i £ @ 22) = (flay, a0) + afz1 —a1) + B(az — @) _
7=a [ = all

Ob<rvese que las constantes 5 definen la aplicaéin linealdf,(h) = ah; + Bhs y que la
ecuaobn del plano tangente @ = f(x1,22) en el puntoa esy = f(ay,a2) + a(zr; — a1) +
ﬂ(l’g — CLQ).

El ejemplo nas sencillo de aplicagn diferenciable es una aplicaailineal?” : R* — R. Se
tieneT'(a+h) = T'(a)+T(h). Por lo tanto es&lido[2.1 corv,_(||1]|) = 0,y T es diferenciable
con diferencial la propia aplicam 7.

Veamos una primera relaxi entre la diferencial de una fudciy las derivadas direccionales
en un punto.

Teorema 2.1.Seay = f(x) una funcon definida en un abiert® de R™, con valores enR,
a € D. Sif es diferenciable en, entonces tiene derivada direccionales eny se cumple

Dy f(a) = dfa(u).
En particular, las derivadas direccionales astdeterminadas por la diferencial.

Demostraadbn. De la definicon de diferenciabilidad se tiene

o @ h) = (@) = dfah)
= I

Los limites direccionales s@&n tambén cero, es decir, para cad& R"

fla+tu) — f(a) — dfa(tu)

=0.

lim =0
=0 [[£ul]

gue es equivalente a
i Flattu) = fla) —tdfa(u) _

t—0 t

Esta reladn puede escribirse

lim
t—0

f(a + tut) _ f(a) _ dfa(u)

es decir, la derivada direccional deena sedin la direcobn u esdf, (u).
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El teorema implica que la diferencial, si existe,lgsca puesto que queda determinada por
las derivadas direccionales que foricas.

Es importante observar que en una fmcdiferenciable las derivadas parciales determinan
todas las derivadas direccionales. En efecto,=sSiu,e; + ... + uye,

Dy f(a) = dfo(u) = widfa(er) + ... + updfalen) = wiDif(a) + ... + un Dy f(a).

Tendremos entonces gue la diferenciabilidad @ma se poda expresar en la forma
f(@) = fla) + > Dif (a)(w; — a;) + 0g—a(llz — al])
=1

Veamos una forma de interpretar la expoesile la derivada direccional e@rininos de las
derivadas parciales. Precisaremos de la siguiente définici

Definicion 2.4. Se llama gradiente d¢ ena y se denota poW f(a) al vector

(Dyf(a), ..., Dnf(a)).

La expresdon D, f(a) = >I, D;f(a)u; puede pensarse como el producto escalar ger
V f(a). Esto permite dar una interesante interprétaael vector gradiente. Supongamos que
existe la diferencial de una furi en un punto y es no nula. Nos preguntamos por el valor
méaximo de|D,, f(a)| al variaru. Puesto que

|Duf(a)l = [u-Vf(a)] = ull [V ()l |cos (u, V f(a))l

el modulo de la derivada direccional alcar&al valor néximo en la direcén dada por el
gradiente d¢ ena.

Debe observarse que la existencia de derivadas direccionales en un punto no implica la dife-
renciabilidad de la funéin.

Ejemplo 2.2. 1. Lafuncon f(z,y) = x?iZQ Si(z,y) # (0,0), f(0,0) = 0 tiene derivadas
direccionales pues

242
. ujttust 9
D, f(0,0) = lg% 5 = Uitz

En particular, las derivadas parciales sonLa funcbn no puede ser diferenciable ya que
entonces todas las derivadas direccionales dielyeser0, lo que no es dxomo acabamos
de ver.

2. La funcon f(z,y) = xﬁiy; si (z,y) # (0,0), f(0,0) = 0 tiene derivadas parcia-
les en(0,0) que valen0. La funcbn es diferenciable en este punto pugs,y) =

Oz)—(0,0) ([(z,y)]]) . En efecto, si escribimas= pcosf,y = psinb, tendremosi-t, <

x2+y2
p? = 0p0(p) -
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Mas adelante veremos que la existencia de las funciones derivadas parcisiés e e
punto considerado sino en todo un entorno y su continuidad en el punto implica la diferenciabi-
lidad en este punto.

Establezcamos antes la continuidad de las funciones diferenciables.

Teorema 2.2.Seaf es una fundin definida en un entorno de un punty diferenciable ergl.
Entoncesf es continua en este punto.

Demostraddn. Ob<rvese que sI' es una aplicadin lineal deR™ en R existe una constanté
tal que|T(h)| < C'|[h]|. En efecto, SIC' = maxj,<i |T(u)| se cumple queT ()] < C.
Tendremos entonces que, aplicando esta desiguald@dsa obtiene

[f(a+h) = fla)] < ono ([IBI]) + [ldfa(P)]| < on—o ([[2]]) + Cl|A][ -

El limite del segundo miembro cuantle— 0 es0. Esto implica la continuidad déena.
O

La existencia de todas las derivadas direccionales no implica la continuidad.

Ejemplo 2.3. La funcbn f(z,y) = 2?/y siy # 0, f(z,0) = 0 no es continua e, 0) pero
tiene derivadas en cualquier direéri. La no continuidad de la funin puede establecerse
observando que elrhite en(0, 0) sedin el subconjunty = ma? es1/m que vafa al tomar
diversos valores den. La existencia de las derivadas direccionales sigue directamente de su
definicon.

La existencia de derivadas direccionales expfeggaamente una propiedad referente a la
restriccon de la funddn a cada una de las rectas que pasa por el punto considerado. La diferen-
ciabilidad de una funéin expresa mejor el comportamiento en todo un entorno del punto. Una
primera indicadn es el teorema que hemos visto(gegl cual la diferenciabilidad implica la
continuidad. La existencia de derivadas direccionales en el punto ya hemos visto que no implica
la continuidad. El teorema siguiente da una coridicuficiente de diferenciabilidad.

Teorema 2.3.Seay = f(x) una funcon definida en un abiert®) C R™ a valores enR, a € D.
Si existen todas las derivadas parcialesfden un entorno de y son continuas en este punto,
entonces es diferenciable en.

Demostradbn. Se trata de ver que
fla+h) = fla) =>_ Dif(a)h; + on—o ([|h]])
=1

En efecto, consideremos un entorfiz, §) C D en el que existe®, f,i = 1,...,n. Escriba-
mos

fla+h) = fla) =

-

(fla+h) = fla+h™)

=1

donden’ = 0, ht = h1€1, h? = hie; + h2627 ey A" = hje; +...+ hnen.
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Aplicando el teorema del valor medio en cada variable, e&istiy = a + hie; + ... +
hi_1e;_1 + hi\ie; con0 < \; < 1tales quef(a + h') — f(a + h*™1) = D; f(c;)h;. Se obtench
entonces

flath) = fa) = 3 Defa)h + 3 (Dif (@) — Df(a) b

Ahora bien3>7", (D;f(ci) — Dif(a)) hi €son—o (||1]|) ya que las funcioned; f son continuas
enay |hi| <Al
0

Definicion 2.5. Se dice que una furfmi f definida en un abierto de d&" a valores enR es de
claseC! sitiene derivadas parciales en el dominio de defmicy son continuas.

Del teorema anterior se deduce que toda fimcle la clas€! es diferenciable en todos los
puntos.

Ejemplo 2.4. 1. Lafuncbnz = (z + y) sin(z? + y) es diferenciable en todos sus puntos ya
que es de clasé'.

2. Lafuncon f (z,y) = (z +y)*sin

si(z,y) # (0,0) es diferenciable en el origen.

1
(x2+y?2)2

En efecto, tenemos qgde(0,0) = 3£(0,0)

0, y la condicbn de diferenciabilidad sér

1 _1
lim | (z+4y)’sin—— | (22 +1?) > =0.
(z,5)—(0,0) <( v) (22 +y2)§> ( y )
Sin embargo la funéin no es de clasé' ya que
0 . x 1
—f:2(a:+y)sm71—(x+y)2 3 COS T
Ox (22 + y2)? (22 + y2)> (22 + y2)?

si (z,y) # (0,0). El limite de esta funbn para(z,y) — (0,0) no existe. Es suficiente
comprobar que eliimite se@n el subconjuntg = max no existe.

Las nociones de fungn diferenciable y de derivada direccional se pueden dar éangara
funciones a valores eR™. Seh conveniente extender la nonide ‘0" a funciones a valores
vectoriales.

Definicion 2.6. Una funcbn g(h) definida en un entorno del origen d& a valores enkR™ se
dice que es um,_(||h) si para cadas > 0 existe uns > 0 tal que si0 < ||z|| < ¢ entonces
lg(M)]l < ellAll-

Tendremos ahora

Definicion 2.7. Seay = f(x) una funcon definida en un abiert® de R", con valores e,
a € D. Se dice qug es diferenciable en si existe una aplicaén lineal df, de R" en R™ tal
que

fla+h)— f(a) —dfa(h) = on_o(|[P]]).
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Analogamente, la misma definizi que hemos dado de derivada direccional para funciones
a valores enR sirve para funciones valoradas &f'. Ahora las derivadas direccionales en un
punto se@n elementos d&™. El estudio de estas funciones puede reducirse al de las funciones
valoradas erkR como muestra el siguiente teorema.

Teorema 2.4.Seaf = (fi,..., fm) una funcon definida en una abiert® de R", a valores
en R™. La funcbn f es diferenciable em € D siy lo si lo son las funcioneg,, .. ., f...
Se cumple, en este caso, que taxomponentes déf, sondf; ., ... df,, .. Analogamente f
tiene derivada direccional en respecto a la direcéin u si y Dlo si existen las correspon-
dientes derivadas direccionales de cada una de las funcignes., f,, y se tieneD, f(a) =

(Dufi(a), ..., Dufm(a)).

Demostraddn. Si f es diferenciable en significa que existe una aplicadci linealdf, : R" —
R™ tal que f(a + h) — f(a) — df.(h) = on_o(]|R]]). Si llamamos(df,); a cada una de las
componentes de la aplicacidf, tendremos qué;(a+ h) — fi(a) — (df.):(h) = on—o(]|h||) para
1 =1,...,m. Esto nos dice que cadaes diferenciable y que su diferencial es la componente
i-esima dedf,. El razonamiento puede invertirse en el sentido de que si todas las funciones
coordenadag; son diferenciables se sigue la diferenciabilidad’'d@&nalogamente se prueba la
afirmacbn sobre las derivadas direccionales. De hecho el teorema es una simple consecuencia
de que la existencia de uimiite de una fundén a valores erR™, equivale a la existencia del
correspondientdrhite de cada una de las funciones coordenadas.

0

La expresbn en coordenadas de la diferencial de una fum@ valores erR™ se deduce
entonces de la exprési en coordenadas de cada una delfas Se expresa@ como una matriz
den columnas ymn filas. La filai-esima se obtendrcalculando las iggenes de los vectores de la
base cabnicaey, . .., e,, es decirdf; ,(e;) = D;f;(a). La matriz se denomina matriz jacobiana
de f en el puntas, y sea

Difi(a) ... Dyfi(a)

lem(a) toe anm(a)
Veamos algunas propiedades elementales de las funciones diferenciables.

Teorema 2.5.Seanf y ¢ funciones definidas en un abierio de R", a valores enR™, di-
ferenciables en un punte € D, A\ € R. Entoncesf + g y A\f son diferenciables en y
se cumpled(f + ¢)o = dfs + dga, d(Af)a = Mdf,. Sim = 1, fg es diferenciable em
yd(fg)a = f(a)dg, + g(a)df,. Si, adends, g es no nula, entonceg/g es diferenciable y

d(f/9)a = (9(a)df, — f(a)dga) /g(a)*.

Demostraddn. Si f y g son diferenciables emnse tiene

fla+h) = f(a) + dfa(h) + ono([|A]]) (2.2)
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g9la+h) = g(a) + dga(h) + on—o([[2l])- (2.3)

Sumand¢ 2]2 [y 2|3 miembro a miembro se tiene

(f +9)(a+h)=(f+g)(a) + (dfa+ dga)(h) + on—o(l[2]]).

Esta expregin nos dice qug + g es diferenciable eay que su diferencial egf, + dg,.
Multiplicando[2.2 por\ obtenemos la diferenciabilidad d¢

Af(a+h) = Af(a) + Adfa(h) + ono([|A]])-

Sea ahoran = 1. Multipliguemos miembro a miembro las expresiones 4.2} 2.3. Obtendre-
mos

(fg)(a+h) = (fg)(a) + f(a)dga(h) + g(a)dfa(h) + on-o([|h]])

ya que|dfy(h)dga(h)| < c||hl®, dfo(R)on—o(I2l)) = on—o(lI2]l) ¥ on—o(l2l)on—o(lI2ll) =
on—o([|2[])-

Probemos la regla de diferenciacidel cociente. Consideremos, en primer lugar, fluel.
Si g es no nula tendremos que

L (=daa®) _ =dga(h) +ono(IB])  (=dga()) _
gla+h)  gla) <g<a>2> g(a)gla+ h) (g<a>z> o (A}

ya queg es continua en y se tiene que

9(a) (=dga(h) + on—o(|[2]])) + g(a + h)dga(h) =
9(a) (=dga(h) + on—o([P]1)) + (g (@) + dga (h) + on—o ([2]])) dga (h) =
g(a)on—o(||hl]) + dga(h)* + on—o(lI2]|)dga(h) = on—o([[2]])-

Por tltimo, la diferenciadn del cocientegf se deduce de la regla de diferenciactel pro-

ducto y del caso anterior, expresando la fonatomo el producto d¢ y de ;
O

Las propiedades sobre las diferenciales tienen sus equivalentes para swex@resiorde-
nadas, es decir, para las matrices jacobianaidaAsatriz jacobiana de la suma de dos funciones
es la suma de las matrices jacobianas o la matriz jacobiana del producto de uaa forain
escalar es el producto de dicho escalar por la matriz jacobiana de larfunci

El conjunto de las aplicaciones lineales A& en R tiene estructura de espacio vectorial
de dimengbn n. A veces es conveniente, en lugar de expresar una aglicéineal como una
matriz, hacerlo como una combinanilineal de una base de dicho espacio vectorial. Una tal
base egt formada por las aplicaciones coordenadas. .. x,) — z;. Estas aplicaciones, por
ser lineales, sabemos que son diferenciables en todo punto y que su diferencial coincide con la
propia aplicadn. Ad, dx; coincidira con la aplicadin coordenada;, es decirdz;(x) = ;.
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Toda aplicadn lineal deR™ en R se expresa@ como una combinaan lineal dedx, . . ., dx,.
En particular sif es diferenciable emtendremos

dfa = Z )\'dez a-
=1

Las coordenadas; se pueden obtener aplicando ambos miembros al vegtofendremos
(Z Nidx; a) (6]') = )‘j Yy dfa (6]’) = Djf(a) De aqLi la eXpreSfDn

n

dfa = Zsz (a) dxz a-

=1
Veamos ahora que la composinide funciones diferenciables es taarbdiferenciable.

Teorema 2.6. Regla de la Cadena.

Seaf una funcon definida en un abiertd C R™ a valores enR™ y seag una funcon
definida en un abiertd, > f(D) a valores enk*. Supongamos qug es diferenciable en un
puntoa y queg lo es en el puntd = f(a). Entonceg; o f es diferenciable eny d(go f), =
dgf(a) (0] dfa.

Demostracdbn. Tendremos

fla+h) = f(a) + dfa(h) + on-o(l[2]])

g(b+1) = g(b) + dgu(t) + oro(ll2])- (2.4)

De donde
g9(f (a+h)) =g (f(a) + dfa(h) + on-o([|R]]))
Aplicandd 2.4 tomando = df,(h) + 05— (||1]|) tendremos

g(f(a+h))=g(f(a))+dg (dfa(h) + ono([|n])) +
Odf(h)+on—o(In)—0 (dfa(R) + on—o([[RIDI]) -

Puesto queg, es lineal tendremos

g(f(a+h))=g(f(a))+dg(dfa(h)) + dgy (on—o(||h]])) +
Odfa(h)+on—o(lI1])—0 (|dfa(h) + on_o([[RI])]]) -

El teorema quedardemostrado si probamos que
dgs (on—o(111])) + 0dggam)+on—o(rin—0 ([[dfa(R) + onmo([IRINI) = on—o(llA]])-

En efecto, sabemos qUlég, (on—o(||2]]))]] < ¢ |lon—o(||2]])|| = orn—o(]|R]|). Por otro lado, dado
e > 0, existed > 0 tal que sil||df,(h) + on—o(||R|])|| < 6, S€ cumple

oasa+on—oinny—o (ldfa(h) + on—o(IRI)I]| < & lldfa(h) + on—o([IID]
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Ahora bien,
|dfa(R) + on—o([[RI)]| < C|IA]

si||h]| < d;. Tendremos entonces qué|i|| <Min(d1,d/C)
loar. yon—otimin—o Uldfa(h) + on—o (IR < £C |11

Y POr tantoogy, (u)-+o;, _o(|n))—0 ([dfa(h) + on—o(|AIDI) = on—o ([I2]]) -
O

El teorema anterior nos dice que la diferencial de la fimciompuesta es la composinide
las diferenciales de las funciones. Sabemos que la ekpresicoordenadas de la diferencial es
la matriz jacobiana. Tendremos entonces que la matriz jacobiana de unanfeoaipuesta es
el producto de las matrices jacobianas en los puntos correspondientes.

Ejemplo 2.5. 1. Seaf una funcon deR en R" y g de R" en R, ambas diferenciables. La
funcion compuestao f es una fund@n de una variable real a valores reales. Su diferencial
vendia dada por una matriz de una fila y una columna que es simplemente su derivada.
Su expregin, como consecuencia de la regla de la cadena kesiguiente:

of
ot

atgor)yy—( o g ' _
dt (tO) - ( Oxy " Oz )f(to) ) -
ofa
ot to

2. Sif esuna fundn deR" en Ry g es una fundn deR™ en R, ambas diferenciables,
tendremos que, operando como antes

dfi
0, (f (to)) ot (to) -

3. Seaf es una fun@n de R™ en R", diferenciable em: y g otra funcbn de R™ en R"
diferenciable erb = f(a) y tal queg es la inversa dg'. Entoncesig, = df,'. En efecto,
dgy o df, = d(g o f), = I. AnAlogamenteif, o dg, = 1.

Veamos 6émo actia la diferencial de una aplicé@ei sobre los vectores tangentes a las curvas.
Una curva de clasé” en R™ es una aplicabin v de un intervalo deR? en R™ cuyas funciones

t+h)

coordenadas; son de esta clase. El vectgr(t)=lim,_.q w €s un vector tangente a la

curva en el punte (¢) .

Teorema 2.7.Seaf una aplicacon definida en el entorno de un punten R" a valores enR™
diferenciable erp. Seav = ~' (0) el vector tangente a una curvatal que~ (0) = p. Se tiene
quedf, (v) es el vector tangente a la curva imaggn v ent = 0.
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Demostraadbn. El vector tangente @ o v ent = 0 tend@ por componenté-ésima

d
A % (0) = dfi (v).
Por lo tantoZ (f o) (0) = df,, (v).

Veamos una aplicagn de la regla de la cadena.

Teorema 2.8.Seaf una funcon de clas&’! definida en un abierto conexty tal quedf, = 0
para cadar € A. Entonces la funéin es constante.

Demostraddbn. Consideremos un punto€ A. Todo puntob de A puede unirse com mediante
un arco de curva : [0, 1] — A diferenciable a trozos, es decir que existe una partide|0, 1]
en un rumero finito de intervalos tal que sobre cada uno de elles diferenciable. Esto se
deduce como en el teorerha 1.33. Consideremos laduoricit) = f (y(¢)). En cada uno de
los intervalos en que es diferenciablé se& derivable con derivadaédticamente cero. Por lo
tantoh sei& constante en cada uno de estos intervalos y en consecuencia consfayite. &mn
particularh (0) = h (1) y, por tanto,f (a) = f (b).

O

2.1.2 Derivadas de orden superior al primero

Consideremos una furim f : R — R que admita funciones derivadas paruaﬁés Su-
pongamos que, a su vegstas admitan derivadas parciales. Se presenta el problema de saber
si las derivadas iteradas dependen o no del orden de dérivadn ejemplo probarque si no
ahadimos higtesis el resultado puede depender del orden en que séefecterivadn.
Ejemplo 2.6. 1. Seaf la funcion definida enk? mediantef (z, y) = %ﬁﬁ) si (z,y) #

(0,0) y f(0,0) = 0. Se cumpleai (0,y) = —y y por tanto—( ) = —1. Por

otro lado 5 or . (2,0) =z 'y por tanto2 (g—f) (0,0) = 1. No coinciden en este caso las dos

Y
derlvadas |teradas

2. Seaf la funcion definida en?? mediantef (z,y) = cos zy. Tendremo% = —ysinayy

2 ( x) (0,0) = 0. AnalogamenteZ (af) (0,0) = 0. En este caso coinciden las deriva-
das iteradas.

Veamos que una simple fitesis suplementaria sobre las funciones derivadas parciales de la
funcion permitié asegurar la igualdad de las derivadas iteradas independientemente del orden de
derivacon.

Teorema 2.9.Seaf una funcon definida en un entorno de un punte& R™ a valores enk, que
admite funciones derivadas parciales en este entorno y son diferenciables=emonces para
cadai, j se cumpleD; (D; f) (a) = D; (D;f) (a) .
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Demostradbn. Sabemos que si una fulai g es diferenciable en un puntoy dejamos fijas

unas variables, es decir, componemos la fimgicon la funcon (zq, ...z, ..., 25, ...2,) —
(ay,...2;...,24,...a,) Obtenemos una funon diferenciable. Las higgesis del teorema se
cumpliran entonces por la furim de dos variables real¢$a,, ... z;, ..., z;,...a,) que se ob-

tiene dejando fijas todas las variables exceptq fala ;. Si la conclusbn del teorema esadida
para esta funéin tambén lo sea para la fundn de partida ya que ambas tienen las mismas
derivadas parciales respecto a las variableg en el puntaz. Podemos pues suponer, sin que
ello limite la validez del teorema, que la fubaide partida dependmicamente de dos variables
x,y. Supondremos tambn, para simplificar las notaciones, que= (0,0) y que las hiptesis
sobre las funciones se cumplen en un entorno circular de este punto. Consideremos$ia funci

F(h):f(h,h)—f(h,O)—f(O,h)—l—f(0,0)

Veamos qué%‘) tiene por imite cuandd: — 0 tanto aD; (D, f) (0,0) como aDs (D; f) (0,0).
SealafundnG (z) = f (xz,h)— f (z,0) . Por el teorema del valor medio existeeompren-
dido entre0 y h, tal que

F(h) =G (h)—G(0)=hG" (c) =h(Dyf (c,h) — D1 f (c,0)).
Puesto qué), f es diferenciable en el origen tendremos
F (h) = h?Dy (D1f) (0,0) + h (Ve + 12Fy (¢, h) — || Fy (c))

dondefF; (¢, h) y F; (c) tienen por imite cero cuandgc, h) — (0,0) y c— 0 respectivamente.
Esto es dssi h — 0. Tendremos entonces

lim £ (h)

h—0 h2

- D2 (le) (070)

Analogamente, empezando con la fumcif (h,y) — f (0,y), se obtiene que eirhite es
Dy (D, f)(0,0).
]

Corolario 2.10. Seaf una funcon definida en un entorno de un puntoc R™ a valores en
R, que admite funciones derivadas parciales segundas ¥si@s son continuas e Entonces
para cadai, j se cumpleD; (D; f) (a) = D; (D;f) (a).

Demostradbn. Basta aplicar el teorema anterior y el criterio de diferenciabilidad del teorema
2.3.
O

Una funcbn definida en?” se dice de clasé’ si admite derivadas parciales de segundo orden
y son todas ellas continuas. Para estas funciones se cumple entonégs fug¢) = D; (D, f).

Ejemplo 2.7. No existe ninguna fungn f de R? en R de clase’? tal queD, f = 3y, Dy f = 5x.
En efectoD, (D, f) = 3 mientras queD; (Dyf) = 5.
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2.1.3 Ejercicios

1.

Calcula, donde existan, las funciones derivadas parciales de las funciones:
flz,y) =a%.

f(z,y) = [F*Y g (t)dt, dondeg es una fundn continua dek en R.
f(x,y) = [Y¢g(t)dt, dondeg es una fundn continua de? en R.
f(z,

y) = (sm(:z:cosy) yT).

Calcula las derivadas direccionales, en el caso en que existaonasla diferenciabilidad
en(0,0) de las funciones:

a) f(z,y) = 2" +1°.

b) f (x,y) = |z +yl.

) f (a,y) = layl*

Encuentra el plano tangente a la superficie 422y — 2zy en el punta(0, 1,0) .

Da la matriz jacobiana efx, y) de la funcon g o f dondef (z,y) = (z%,e**Y, z —y),
g(u,v,2) = (u—?e?).

Calcula las diferenciales de las siguientes funciones, a valorgseancada punto en que
existan:

f(z,y) = g (x +y) cong derivable.

g (z¥,y") cong diferenciable em??.

g(z,h(z,y)) congy h diferenciables e?.

flzy) =
f(z,y)
f(z,y) = [ g (t) dt cong continua enk.
Expresa las derivadas parciales de segundo orden de las funciones
(@) F(z,y) = f(vy,x +y) conf € C.
(b) F(x,y) = h(z, g(xy)) conhy g de clase?

Prueba que toda fur@mi diferenciable dé&?” en R con ||df.|| < K para todar, es unifor-
memente continua.

. Seaf : R? — RtalqueD, f = 0. Prueba qu¢ no depende de la primera variable. Aplica

esta observaon para encontrar la exprési general de una furtm f definida enRk? a
valores en, de clase’! tal queD, f = 3z. De estreéstas halla una tal que, f = 6.

Seag : R* — R? diferenciable er(0,0) tal queg o f es la aplicadn identidad en un
entorno de(0,0) y f (z,y) = (e”siny, (e* — 1) cosy). Calcula la diferencial dg en
(0,0).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Seaf (z,y) = % si(z,y) # (0,0), f(0,0) = 0. Prueba que tiene derivadas direccio-

nales en todos los puntos pero no es continu@gb) .

Prueba que la funm f (z,y) = % si (x,y) # (0,0), f£(0,0) = 0 es continua y
Tre+y<)?2
tiene derivadas parciales én 0) pero no es diferenciable en este punto.

Seanf,, f, dos funciones definidas €& a valores enR tales que en un puntoexisten

los limites
lim fi(x) — fi(a)

e Ty — Gy

i=1,2.

(Ob<rvese que es una condini mas fuerte que la existencia @g (a) ). Prueba que la
funcion f () = f1 (x) + f2 (x) es diferenciable ea.

Determina, sdm los valores den, la continuidad, diferenciabilidad y la pertenencia a la
claseC! de las funciones:

a) f(z,y) = (z +y)" sin (2 +y*) 2 si(z,y) # (0,0), f (0,0) = 0.
b) f (z,y) = = Si(z,y) # (0,0), f(0,0) = 0.

Prueba que una furgei f de R" en R™ tal que||f (z)|| < C |z||° paraC constante, es
diferenciable en el origen.

[N

Seaf una funcon diferenciable e (a,r) C R" a valores em?. Prueba que sif, = 0
para todar € € (a,r), la funcibn es constante.

Seaf : R* — R™ diferenciable en un punte € R™ condf, inyectiva. Probar que
inf)p)=1 ||dfa (R)|| > 0. Deduce que existe un entorbbdea tal que siz € U, x # a se

cumplef (x) # f (a)

Una funobn f definida en un abiertal de R™ se dice que es homégea de gradp si
f(Ax) = N f () para) € R, x, \x € A. Prueba que si una tal fur@mi f es diferenciable
se cumple

x-Vf(x)=pf(x). (Teorema de Euler).

Indicacibn: Calculay’ (1) parag (\) = f (A\x).

2.2 Diferenciales de orden superior al primero. Formula de

Taylor.

2.2.1 Aplicaciones multilineales y diferenciales de orden superior al pri-

mero.

Sabemos que el conjunto de las aplicaciones linealdg'den R, £ (R", R) es un espacio vec-
torial de dimenginn. Siey, ..., e, €s una base dB”, una base d& (R", R) est formada por



2.2. DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR AL PRIMERO. FORMULA DE TAYLORS53

wy, ... w, dondew;(e;) = d;; que esD sii # jy 1sii = j. Es la llamada base dual de la
primera. El conjunto de las aplicaciones bilinealestieen R se denota por£? (R", R). Sus
elementos son aplicaciones 88 x R" en R tales que son lineales en cada una de las variables.
El conjunto£? (R", R) tiene en forma natural estructura de espacio vectorial. Su dibressi

n?. Una base eétformada pow; ® w; i,7 = 1,...,n, dondew; ® w; (u,v) = w; (u) w; (v).
Analogamente el espacio de las aplicaciohedlinealesC” (R™, R) es un espacio vectorial de
dimensbn n*. Una base estarformada pot;, ® - - - ® w;,, i1,...,i = 1,...,n donde

Wiy @ -+ @ Wiy (U, ug) = wyy (ur) - wi, () .

Una aplicaddn k—lineal T' se dice sirgtrica siT (u;,,...u;,) = T (u1,...,u;) para cual-
quier permutad@n i, ....i; del,... k. Las aplicaciones multilineales que utilizaremosaser
simétricas y la expreén que aparecarmas frecuentemente es la imagenkdeectores coinci-
dentes. Cabe reBar, aunque es un hecho que no lo utilizaremos en formaceaplque estas
imagenes determinan la aplicagimultilineal. V&amoslolnicamente para el caso de las aplica-
ciones bilineales mediante unaula expicita. De la reladn

T(u+v,utv) =T (u,u)+T (u,v)+T(v,u)+T (v,v)
se sigue
1

T(u,v):§(T(u+v,u—|—v)—T(u,u)—T(v,v)). (2.5)
Si expresamos un vecteren coordenadas mediante= Y x;e; y T es la aplicadn bilineal, se
tiene quel’ (z,z) = Y. z;x;1 (e;, e;). Se trata de un polinomio homegeo de grado dos en las
variablesz, ..., z,. ES pues equivalente el conocer la forma bilineal&tima o el polinomio
homogeneo de grado dos asociado. Si no da lugar a canfugior ejemplo si un subdice
determina el grado del polinomio honm&geo, se sustitlér7y, (z, . . ., x) simplemente porfy(x).
Se pueden dabfmulas aalogas a |l 2]5 para aplicacioneslineales.
Ejemplo 2.8. Consideremos una aplicam bilineal 75 = 377, a;;w; ® w;. Esta aplicacdn es
simétrica si y $lo si para cadai, j 75 (e;,e;) = T»(ej, ¢;), €s decira;; = aj;. Su polinomio
homogneo asociado €5, (z) = Y a;;x;x;. Para una aplicaddn 3-lineal sinétrica }_ a;j,w; ®
w; ® wy, SU polinomio homagneo asociado €5 a;j,;x ;.

Veamos como los espacios de las aplicaciones multilineales de os#epueden identificar
con las aplicaciones lineales &€ en el espacio de las aplicaciones multilineales de okden.
Es decirCk (R",R) ~ L (R”, L1 (R, R)) . Basta asociar a cada elemefitocs £* (R", R)
la aplicacon de L (R",E’“‘l (R", R)) que enfau € R" al elemento deC*~! (R", R) que a
v, ..., v le asocidl (u, vy, ..., v;) . ES simple comprobar que se trata de un isomorfismo.
Ejemplo 2.9. La aplicacbn bilineal 7, = 377", _, a;;w; ® w; se puede identificar con la aplica-
cion del (R", L (R", R)) que asocia a un elementoc R" el elemento

n
Z Qi5W; (U) w;

2,j=1

perteneciente & (R", R).
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Estamos ya en condiciones de definir las diferenciales de orden superior al primero.

Definicion 2.8. Seaf una funcon definida en un abiert® de R" a valores enR, diferenciable
en todos sus puntos. La fubaidiferencialdf es una aplicadn deD en L (R", R) que asocia
a cada puntar € R", df, = > % (x)dx; .. Si esta fund@n a valores enC (R", R) ~ R" es

a su vez diferenciable en un puntaliremos que la funén es diferenciable hasta el orden 2
ena. Equivale a decir que la aplicabh z — (571 (),..., % (x)) es diferenciable en. La
diferencial seé una aplicacdbn lineal deR™ enL (R", R) que poda identificarse a un elemento
de£? (R", R) . Concretamente si una base dé(R", R) esdx; , ® dz; , la diferencial segunda

es un elemento de la fornfa = Aijdx; o @ dj 4.

n
,j=1

La coordenada,; se poda expresar comg;; = d (%)a (e;) = ajaj;j (a) . Resumiendo la

diferencial segunda de la furdei f en el punta: es simplemente la aplicasi bilineal

n 82f
Z 8%8%

ij=1

(CL) dez o ® dl’j a-

Por el teorema de las derivadas parciales iteradas (teprema 2.9) esta@plidiaoeal es sire-
trica y tendéd como polinomio homdeneo asociado

n 82](‘
Z 617161']

3,j=1

(a) vix;

que se denotartambén pord? f, (z) .

Definicion 2.9. Se define una fun@n diferenciable en: hasta el ordenk como aquella que
es diferenciable de ordel — 1 en un entorno de y tal que la funddnz — d*~'f, es dife-

renciable en el punta. La diferencial de ordert ena ser la aplicacbn k—lineal simétrica

i _o (a)dz;, « @ ...® dz;, .y Su polinomio homdeneo asociado es

~~~~~ ig=1 6xi1 lek
(a) iy - i

La primera la escribiremog* f, y el segunda* f, (z) .

Todas las consideraciones que se han hecho para funciones a val&@sieden repetirse
con variaciones mimas para funciones a valores Bff. Ahora las aplicaciones multilineales
tambien esta@n valoradas eR™ y el espacio de estas aplicaciones se eséritfif R, k™).

La definicibn de funciones de clagé se extiende en forma natural a funciones de dfdse

Definicion 2.10. Una funcbn f definida en un abiertod ¢ R™ a valores enR™ se dice de
claseC” si existen todas las derivadas parciales de orden menor o igugl son continuas. Al
conjunto de estas funciones se le desigraorC” (A) .

La definicbn anterior puede sustituirse por la defirdai recurrente de que la aplicam de
AenL (R";R™),z — df,seade clas€ '

La funcbn se dice que es de claG& si es de clas€” para todor.
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Laregla de la cadena puede extenderse a diferenciales de orden superior al primero. Nosotros
estamos interesados en un caso particular que &eatatto por el siguiente teorema.

Teorema 2.11.Seak la aplicacion deR en R™ definida porh(t) = a +t(b—a) y f una funcon
k veces diferenciable en un entornodele R", a valores enk. Entonces la funéin compuesta
g(t) = f(a+t(b— a)) es derivable hasta el ordgnen un entorno dé y se cumple

g(k)(t):dkf +(b )(b—a): Zn: akif
att(b-a 81;“83:%

i1yeyip=1

(a+t(b—a))(by —ay)...(by —a).

Si f es diferenciablé: veces tan@o ena entoncesy es diferenciable en hasta el orderk y
vale la brmula anterior ent = 0.

Demostraddbn. Veamos la demostraam por inducadn sobrek. Parak = 1 es simplemente la
regla habitual de la cadena puess diferenciable.
Supongamos que el teorema es cierto paral. Tenemos

g(k_l) (t) _ zn: 8k—1f

i1, —1=1

(CL +1 (b - CL)) (bu - ail) e (bik_1 - aik-l)'

6% . 8fL‘ik_1
Aplicando la regla de la cadena a la fumeth, compuesta con cada una de las funciones
akflf
8!Ei1 ce 8$ik_1
tendremos
n k
g(k) (t> = Zil ..... ip=1 ﬁ (CL +1 (b - a)) (bll - ail) e (blk - aik) = )
dkfzz—i—t(b—a) (b - CL) .

La demostradin se repite si la hiftesis de diferenciabilidad se daicamente en el punto
O

Tambien precisaremos de la siguiente propa@sici

Teorema 2.12.La composid@n de funciones de clagg es del mismo tipo.

Demostraddbn. Basta aplicar reiteradamente la regla de la cadena para obtener las expresiones de
las derivadas parciales de la fumgicompuesta eretminos de las derivadas parciales de ambas
funciones. De ellas se sigue la existencia y continuidad de las de orden inferior oigual a

O

No daremos estas expresiones de las derivadas sucesivas de da ftmwipuesta exai-
tamente pues son dadil calculo pero de compleja notéxi. Aconsejamos al lector que las
explicite en al@in caso particular no demasiado largo.
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2.2.2 Laformula de Taylor

Es bien conocido que si una fubaide una variable es derivable hasta el ongeen un puntaz
existe uninico polinomio de grado menor o igual que p,,(x), tal que

f(@) = pm(x) + 0g—a(lz — a|™)
El polinomio p,,(z) recibe el nombre de polinomio de Taylor de orderen el puntoa y
tiene la expresin

pm(x) = f(a) + fll(!a) (x—a)+...+ f“:;(a) (x —a)™.

Se trata de dar un teoremaédwgo para funciones de varias variables.

Teorema 2.13.SeaD un abierto deR™ y f una funcon definida enD a valores enR, f dife-
renciable hasta el ordem en un punta: de D. Existe entonces uinico polinomiop,,(z) de
grado menor o igual an tal que

f(2) = pm(z) + 0p—all]z — a||™), x € R"™.
El polinomiop,,(z) tiene la expresin

UCR|
pm(x) =Y —d"f, (r —a).
= k!
Este polinomio se denomina polinomio de Taylor de ordede la funcon f en el punta: .

Demostradbn. Se trata de probar que

o 70 = T (@ = )
1111

z=a [z — al[™

=0

Consideremos € R", con||b —al|| =1,z = a+t(b— a).
Seag la funcibn de una variable real

9(t) = fla+t(b—a))
definida para valores suficientemente pémsede|t|. Se tiene que g es derivable hasta el orden

m en0. Su derivada de orden, parak < m, esg® (t) = d* f,4-a)(b — a). Obsrvese que
es una fundén que depende de Puesto qué* f, (x — a) = ¢g®) (0) t* se trataa de probar que

g(t) — S 9™ (0)tF

lim =0,

t—0 tm
donde elimite debe entenderse uniforme en el punto k" considerado, ya que—a = t(b—a)
y |lx —a|| = |t|. Esto significa que debemos probar que para eada0, existe uné > 0,

. . . _Nm 1 (k) k ,
independiente dé, tal que si|t| < J se cumple qu%g(t) Zk:gn’“g O ~ ¢. Obgrvese que
reiteradas aplicaciones de la regla deddpital nos llevan alalculo del siguienteiinite
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(m=1) () — om=1(0) — o™ (0)¢
iy 8700 =57 0) =40

=0

Este Imite podé ser escrito, nuevamente @nrhinos de la funén f como:

lim A" forto—ay(b—a) — d™ 1 f,(b—a) —d™f,(b—a)t

t—0 t

=0.

Puesto que™ ' f, 1) (b—a) = 3 o lartb-a)) (. g, )., (b —a; _,)equivalda

Oz, ...0x;, |

a probar que sh(z) = 782"35’3)
PI% h(a+t(b—a)) — 7fL(a) — dhy(b—a)t _0

uniformemente en. Pero esto es precisamente la expnesie la diferenciabilidad de en el
puntoa que era la hiptesis del teorema. Esto prueba la existencia del polinomio de Taylor.

Veamos la unicidad del polinomio. ${x) y ¢(z) fuesen dos polinomios de grado menor
o igual am que cumpliesen la condim del imite, tendramos que el polinomio diferencia
r(z) = p(x) — q(x) cumplifia

)

lim

7=a ||z —al

Escribiendo, como antes,— a = ¢(b — a), tendremos que(a + t(b — a)) se@ un polinomio

en una variable , de grado menor o igual &, tal quelim;_, ““=%) — . Esto implica

que este polinomio es éhticamente nulo. Esto eshdo para todd y, por lo tanto,r(z) es
idénticamente nulo.

]

Ejemplo 2.10. Calculemos el polinomio de Taylor de grado 5 de la fénciin(xz + y) en el
punto(0,0). Se puede utilizar directamente la expéesdel polinomio de Taylor. Otra forma de
operar es la siguiente. Sabemos gitet =t — ;—3, + gf, + 0s_0(t°). Tendremos entonces

(x4+y)?  (z+y)°
TR

sin(x+y) =r+vy— +O|x+y\—>0(|x+y’5)

Ahora bien, puesto que +y| < 2||(z,y)||, se sigue que la fundi o, ., o(|z +y|°) es
(z+y)® | (z+y)°

tamb&no..,) 0 (||(x,¥)]’). De aqd que el polinomio buscado est y — =

Término complementario en la brmula de Taylor.

Si suponemos que la furdzi f antes considerada, es diferenciable hasta el ardenl en
un entorno del punte se puede dar una informaéci mas expicita sobre la diferencia entre la
funcion y el polinomio de Taylor de orden. Se tiene el siguiente teorema:
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Teorema 2.14.Seaf una funcon definida erB(a,c) C R", a valores enR, diferenciable hasta
el ordenm + 1 en todos los puntos dé(a, ). Para cadar € B(a, <), existe) < § < 1 tal que

1

= gmtl _
(m n 1)| f(a-i—@(x—a))(x CL)

F@) = 3 g Fuolo =) +
k=0 """

Demostraddn. Consideremos la funéng(t) = f(a+t(z —a)) . Estai definida en el intervalo
[0,1] y seié& derivable hasta el orden + 1 enél. Podremos aplicar la formula de Taylor en
0, hasta le ordem, con el Ermino complementario de Lagrange. Tomemas 1. Existira

0 <6 < 1talque

o1 1
=Y —¢®0) + ———g¢™*(0) .
9(1) =3 9" + fgye ™)
La expresbn de las derivadas de la fubaig en €rminos de la funéin f nos da el teorema.
O

Corolario 2.15. Teorema del valor medio.Seaf una funcon a valores erR?, diferenciable en
todos los puntos de un abierto convexpes decir, tal que si, b € U, el intervalo de extremos
a 'y b est contenido ert/. Existira entonce$ < 0 < 1 tal que

f(b) = fla) = dfaro-a)(b— a).

Obsrvese que la fundh debe ser a valores éh Se trata de un caso particular del teorema
anterior. Si la fundn de partida fuese a valores en un espatioconm > 1 para cada funéin
coordenada tengtamos un punto intermedio que en principio dadrser distintos.

Es interesante observar que, en las condiciones del corolario antetjdf, [si< A para
x € U tendremos que

1F(0) = f(a)l < M[|b— all. (2.6)

Definicion 2.11. Una funcbn que cumple la condich[2.6 para todos los puntasy b de un
conjunto se dice de Lipschitz en este conjunto.

Hemos visto que toda fur diferenciable en un convexo con diferencial acotada es de este
tipo. Obgrvese que de agse deduce inmediatamente que, en las condiciones anteriores, si la
diferencial de la funén es cero en todos sus puntos, la fGnes constante.

2.2.3 Extremos de una fundn

Definicion 2.12. SeaA un abierto deR™ y f : A — R. Se dice qug tiene un naximo (nMnimo)
local en un puntax € A si existes > 0 tal que f(z) < f(a) (resp. f(z) > f(a)) para
|z — a|| < e. En ambos casos se dice que la fimctiene un extremo local en

En ocasiones, sf(z) < f(a) (resp. f(xz) > f(a)) para0 < ||z —al| < ¢ se dice que el
maximo (resp. rimimo) es estricto.
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Es bien conocido que i es un abierto d& y f es derivable una condimn necesaria para
gue la funodn tenga un raximo o minimo ena es que la derivada sea nula en este punto. El
teorema aalogo para funciones de varias variables es el siguiente.

Teorema 2.16.SeaA un abierto deR™ y f : A — R una funcon diferenciable. Sf tiene en
a € A un extremo local se cumple qudg, = 0.

Demostradbn. Seau € R". Consideremos la funagn de una variable real, definida en un
entorno de 0, mediante la fudcig(\) = f(a+ \u). Sed una funadn derivable con un extremo
en\ = 0y por lo tantog’(0) = df,(u) = 0.

O

La condicbn necesaria de extremifi, = 0 desde luego no es suficiente. Esto es bien conoci-
do para funciones de una variable real. Por ejemptoz? tiene derivada cero en el origen pero
no tiene extremos locales. Ocurre lo mismo para funciones de varias variables.&tesesids
siguientes ejemplos

Ejemplo 2.11. 1. Lafuncon f(z,y) = (z + y)(x — y) es de clas€' > , tiene sus derivada
parciales en el origen nulas y no tiene un extremoéén Existen puntos en cualquier
entorno del origen en que la furdzi toma valores positivos y otros en que toma valores
negativos.

2. Lafuncdn f(x,y) = (y—22°)(y—3x3) es tal que su restricon a cada recta que pasa por
el origen tiene un mmimo local en este punto. Sin embargo, en todo entorno del origen
existen puntos en que la fubai toma valores negativos y por tanto la fuitino tiene
extremo local en el origen.

Definicion 2.13. SeaA un abierto deR"y f : A — R una funcén diferenciable. Sif, = 0
para un punta: € A se dice que es un punto estacionario para la fubai f.

Se trata ahora de dar condiciones suficientes para que un punto estacionario de éna funci
sea un extremo local. En el siguiente teorema se dan unas condiciogesigios de la diferen-
cial segunda de la fun@mn. Es un teorema atogo al que nos establece que una fanale una
variable real corf’(a) = 0y f”(a) # 0 tiene un extremo ea.

Teorema 2.17.SeaA un abierto deR™y f : A — R una funcon diferenciable de orden 2 en un
puntoa € A que es estacionario para la fur@m f. Se tiene

a) Sid*f,(u) > 0 paratodou # 0, f tiene un nmimo local ena.

b) Sid?f,(u) < 0 para todou # 0, f tiene un naximo local en.

c) Sid?f,(u) toma valores positivos y negativos al variar f no tiene ez ni maximo ni
minimo local. En este caso se dice que el punto es de ensilladura.

Demostraddn. Veamos el apartado a). &if,(u) > 0 parau # 0 se tiene qué// = min|, |
d%f,(v) > 0y, por tanto para cadase tienei f,(u/ ||ul|) > M, luegod?f,(u) > M |ju|*.
Puesto que es un punto estacionario larmula de Taylor nos dar

flat+u) = fla) = ;dea(U) +g(u) [|u]*, cong(u) —.— 0.
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Seal < ¢ < 2 Existed > 0 tal que|g(u)| < e si|ju| < 4. Por tanto
1 M
fla+u) = fla) = M lul® = ull* = = |lul

si |lu|| < 4y, por lo tanto,f tiene un ninimo local ena.
El apartado b) se demuestraadsgamente. Veamos c). Seany u. tales quei? f,(u;) > 0
y d*f,(uz) < 0. Tendremos

fla+ pu;) = f(a) = ;(dzfa(ui) +gi(p) [lus|*)p* congi(p) — 0sip — 0,

y f(a+ pu;) — f(a) tendi@a el mismo signo qué® f,(u;) para valores peqées dep.
O

La forma cuadaticad?f,(u) = 3 8225; (a)u;u; juega, en consecuencia, un papel relevante
en las condiciones de extremo. La condiici®f,(u) > 0 (resp< 0) siu # 0 se expresa
diciendo que la forma cuadgltica es definida positiva (resp. negativa). No obstante si la forma
es degenerada, es decir, para algunos valorgs), d”f,(u) = 0, esta forma no determina la
existencia o no de extremos. No obstante el apartado c) implica quessiin extremo i f,

es no i&nticamente nula, entonces debe &&f,(u) > 0 para todou o bien d*f,(u) < 0 para

todow.

Ejemplo 2.12. 1. La funcon f(x,y) = —(2? + y*) + 3 tiene en el origen un punto es-
tacionario yd? f,0)(z,y) = —(2* + y?) es definida negativa y por tanto se trata de un
maximo

2. Lafuncon f(z,y) = —2?, tiene en el origen un punto estacionario. Su diferencial segunda
en este punto es una forma negativa pero degenerada. En este caso @ftieoe un
maximo, aungue no estricto ya que en todos los puntos de la f@dma toma el valor
0. La funcbng(z,y) = —2? — y* est en una situadn similar a la anterior pero ahora
el maximo es estricto. Sin embargo, la fudgii(z,y) = —z? + y* no tiene MAximo ni
minimo ya que su restricon a la rectay = 0 tiene un nAximo, mientras que la restricmn
ax = ( tiene un nmimo.

Es importante pues conocer cuando una forma @tigdrsinétrica_ a;;jx;z; , a;; € R €s
definida positiva o definida negativa. Si denominam@sal determinante de la matriz obtenida
de la(a;;) suprimiendo las n-kitimas filas y columnas se tiene el siguiente criterio cuya demos-
tracibn puede verse en los textos @lgebra multilineal (€ase por ejemplo Prop. 2.3 cap Xl en
Algebra lineal y Geomeita, Manuel Castellet, Irene Llerena):

Teorema 2.18.La forma cuadatica sinetrica ) a;;z,x; , a;; € R es definida positiva (resp.
negativa) siys8losiA; > 0,4, > 0,...4A, >0 (resp.A; < 0,A; >0,A3<0,...).

En dimensbn dos puede darse una demostia@lemental del teorema anterior.avieosla.
Una forma de orden dos €&¥ se puede expresar como

az? + by* + 2czy.
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Sia 0 b son ceros, la forma no es trivialmente ni definida positiva ni negativa. Fuera de la
forma icenticamente nula tendremos que en las notaciones del teorema afstesiath — ¢ <
0.

Podemos suponer entonces gueb son no nulos. Si dividimos paF # 0 la forma tendre-

mos )
a <x> +b+ 202
Yy Yy

Es un polinomio de segundo gradofyerEs ya evidente que toma valores estrictamente positivos
Si—Ay, =c?—ab < 0y A; = a > 0. Toma valores estrictamente negativos &, = ¢>*—ab < 0

y A, =a < 0. Paray = 0, z # 0 la forma toma el valotz? que tiene por signo el de Todo
ello da el teorema en dimedsi dos.

Ejemplo 2.13. 1. Calculemos los puntos estacionarios de la fanci
f(z,y) = 22 — 327 + 2> + 3%
Se tiene que
%—i = 622 — 6z
8—5 = 6y? + 6y

Los puntos estacionarios son los ceros de las funciones anteriores, lo que nos da como so-
luciones(0, 0), (1,0), (0,—1), (1,—1). Los polinomios homaneos asociados a las dife-
renciales segunda en estos puntosaarespectivamente6z? + 6y, 6x%+ 6y, —6x% —

6y?, —6x* — 6y*. Tendremos entonces qUk 0) serd un ninimo, (0, —1) un maximo y

los puntog0,0) y (1, —1) setan de ensilladura.

2. Se trata ahora de hallar los@&@ximos y riimos absolutos de la furan
flry) =2+ + 22+ +y

sobreM = {(z,y,2) € R*2* +y* + 2% < 2%, 2> 1}.

La funcbn es continua YW/ es compacto. Existin entonces Aximos y rimimos de la
funcion. Si estos puntos @st en el interior deV/ debeén ser puntos estacionarios ge
y, por tanto, cumpli&n

3]

g—£:2:l:—|—120
9 =22 =0.

Q

z

La solucbn del sistema e(&%, —%, 0). Este punto no eéten el interior del/ y, por tanto,
los extremos de la fun@n se hallaédn en la frontera deV/. Es decir, sobre los puntos en
quez = 1ya? +y* < 3, 0 bien los puntos en qué + y* + 2* = 22, 2 > 1.
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En el primer caso se debe estudiar la fumtide dos variables realegz, y) = 2% + 3> +
x + y + 1 definida en los puntos d&” tales quer? + y* < 3. Nuevamente en los puntos
del interior de este dominio del@ecumplirse

—i—Qx—i-l:O
6—9—23/—1—1—0

La solucbn es( —%, —1) , que esi en el interior del dominio. Consideremos ahora la
funcion g restringida az? + y? = 3. Si escribimos: = /3 cost, y = v/3sint deberemos
calcular los extremos de la fur@ih(t) = /3 cost-++/3sint-+4 en[0, 27 . Se@ suficiente
considerar el extremo= 0y los puntos dé0, 27) en queh/(t) = —/3sint +v/3cost =

0, es decirt =Tyt = 2.

Finalmente sea la restricon def az? + 3> + 22 = 22, z > 1. Deberemos considerar la
funcionu(z,y) = 4 + = + y sobre4 — 2* — y? > 1. No existen puntos estacionarios y la
frontera ha sido considerada anteriormente.

En resumen, los posibles extremosaser

VG )y (Y6 V6

w\%

(551, (V3.0,1), (

Calculando los valores de la furam en estos puntos concluimos q(RZ{, ~,1) es el
minimo y que(=Y%, =6 1) es el naximo.

2.2.4 Ejercicios

1. Dalabrmula de Taylor hasta el orden 2 coné&thino complementario para las funciones:

a) f (z,y) = z%y* + zy en el puntq(1,1).
b) f (z,y) = sin (2* + y*) en el puntg(0, 0) .
) f (x,y) =sinx 4 cosy en el puntd0,0) .
d) f (z,y) = e**¥ en el punto(0, 0) .

. Calcula

, In(z+e)—L(z+y—1)—In2
lim .

Indicacbn: Da la brmula de Taylor d¢ (z,y) = In (z + ¢¥) en(1,0).

. Halla un polinomi (z, y) tal que la funddn cogz + y) — p (x,y) tenga con la funéin

e”~¥ un contacto de orden superior al segundo en el piintd , es decir, que la diferencia
sean(, ) (0,0) (¢* + y*) . ¢ Existe un polinomidinico con esta condién?
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4. Halla los extremos relativos, si existen, de las siguientes funciones:
a) f (z,y) = 22® — 322 + 2> + 3y*.
b) f (z,y) =y* — 2°
) f(z,y) =y* + 2%y + 2.
d) f (z,y) = 23 + 3wy — 32?2 — 3>

5. Seaf (x) = (sinz,cosz), definida en0, 27| . ¢ Existe algnt € (0, 2x) tal quef (27) —
f(0) = 2mf"(t)?

6. Consideremos,, ..., a, € R". Prueba que la funén f (z) = Y7, ||z — a;||*, definida
enR" tiene un ninimo en%t=tda,

7. Prueba qué¢ (z,y) = (y — 2?) (y — 32?) no tiene un extremo local &if), 0) pero que su
restriccbn a cada recta que pasa por el origen si lo tiene.

8. Halla los naximos y mnimos absolutos de la furan f (z,y) = 2 + sinz + siny +
sin (z + y) en el conjunto

K={(z.y) e R 0<z, 0<y, 2 +y<2r}.

9. Consideremos la furin definida en?? por f (z,y) = (22 + 2y%) e~ (***¥"). Prueba la
existencia de extremos absolutos y Géddos.

2.3 Elteorema de la funcon inversa e impicita

2.3.1 Elteorema de la funadn inversa

SiT es una aplicadin lineal deR™ en R™ es bien conocido que esta aplidgacitiene inversa si

y solamente silet 7" # 0. Se trata de dar un teorema que permita conocer si una aplicean
cierta regularidad admite fur@n inversa del mismo tipo. Si suponemos que las funciones son
diferenciables se puede obtenacifmente una condioh necesaria. Segala funcion inversa de
f,tendremos que o f es la aplicadn identidad. Supuestas ambas diferenciables deducimos de
laregla de la cadena que para cada purs@tienelg s, odf, = I. En particular la aplicadindf,

es un isomorfismo lineal. El teorema de la funcinversa dia que esta condigh es suficiente
para que localmente exista la fuagiinversa.

Teorema 2.19.Seaf una funcon de clas€”, » > 1, definida en un abiertal de R con valores
enR"™. Supongamos que en un puate A la aplicaciondf, es un isomorfismo. Entonces existe
un abiertoU C A, entorno del punta, tal que

a) La aplicacbn f es inyectiva ef.

b) La imagenf(U) es un conjunto abierto dB".

c) La aplicacbn inversa de la aplicaéin biyectivaf deU en f(U) es de clas€”.
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Observaciones
1. La condicdon de quelf, sea un isomorfismo equivale simplemente a decirdguéf, # 0.
Esto es, que el determinante de la matriz jacobiana sea no nulo

Difi(a) ... Dnfi(a)
. . . # 0
len(a) ann(a)

A este determinante se le denomina determinante jacobiano y se %élﬂb;@) (a).

2. La existencia de la fun@n inversa es@o de tipo local, existe un entorno del punto con-
siderado en que la fur@m f restringida a este entorno admite inversa. Posteriormente veremos
mediante algn ejemplo que, aunquket df sea no nulo en todos los puntos, no se puede asegurar
la existencia de una inversa global. Esta es una s@natiferente de lo que ocurre si suponemos
gue la funcbn es de una variable y é@stlefinida en un intervalo. En este caso, supuesta la fun-
cion de claseC ! con derivada no nula en todos los puntos, es entonces estrictamerit®nzon
y existe la funddn inversa definida globalmente.

3. Como veremos, el teorema no da una forma de explicitar ladorieversa. Simplemente
asegura su existencia y prueba que es de dasdéNo obstante la diferencial y las derivadas
sucesivas de la fun@n inversa pueden explicitarse como consecuencia de la regla de la cadena.
Ya veremos ejemplos al respecto.

Demostraddbn. Veamos en primer lugar que existe un entorna @@ el quef es inyectiva. Sea
e > 0 tal que€ (a,e) C A. La funcibn f se@ inyectiva enf (a,¢) si para cada dos puntos
z,y € & (a,¢) la condicdon f(x) = f(y) implicaxz = y. Consideremos dos tales puntos.
Apliqguemos el teorema del valor medi@.15 a cada una de las funciones coordenafjas
Existiran z; pertenecientes al intervalo de extremosy tales que

0= fi(z) — fily) = znj Of; (z)(y; —x;) i=1,....,n. (2.7)

j=1 O

Puesto que por hgiesisdet (%f; (a)) # 0y las funciones derivadas parciales de fason

continuas, existae > 0 tal que para cada, € £ (a,¢), det (afL ( i)) # 0. Tendremos ahora
que el sistema lineal homéged 2. tendr comolnica solucn;n x = y. Hemos probado el
apartado a).

Probemos b). Sea< ¢ < e. La funcibn f sobre el compactb (a, d) es inyectiva y continua
y por tanto se trata de un homeomorfismo. Considerethes {x € R";||x — a|| =0} . Sea
m = min{||f(x) — f(a)||; = € S}. Por la inyectividad def se tienem > 0. Veamos que
f(€(a,0) D& (f(a), %) . En efecto, seq € & (f(a), %) . Se trata de ver que la furisi

d?(z) = ||f(z) —y|* toma el valor cero en alm punto def (a,d). Desde luego alcanza el
minimo en al@n punto del compact6 (a, §) puesto que la fundn es continua. Esteimimo
no se puede alcanzar sobre la front8rga que parac € S, ||f(z) —y|| > ||f(z) — f(a)| —

|f(a) =yl > m —F = % mientras que la imagen del puntocumple || f(a) — y|| < %.
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Sea entonces un puntoe & (a,d) donded? alcanza un fimimo. Puesto que esta fubai es
diferenciable debértener su diferencial cero en este punto. Tendremos

fj aﬁ():o j=1,...,n.

=1 a‘rj

Puesto quelet (ng; (z)) # 0 se sigue qu¢g(z) = y y por tanto hemos probado que

F(E(@o) > € (fa). ).

Sillamamod’ a la antiimagen pof en€ (a, ) de& (f(a), %) la aplicacon f se@ biyectiva de
U ené (f(a), ). Hemos probado b).

Se trata de ver que la aplicaai f~! definida enf(U), a valores eri/ es de clas€". Sea
ahorar € Uy y = f(x). Veamos quef~! es diferenciable ep. Sabemos que, como conse-
cuencia de la regla de la cadenafst es diferenciable ep su diferencial debe’arser(df;,;)‘1
Veamos que, efectivamente, es diferenciable.zSeaf (u), u € U. Tendremos

| ) =) = ) -y =
Jos == = ()™ (@ (= 2) + 00 (= 2] H—H dfm>1<ow<||u—xu>>us (28)
(o)™ lou- (lu = 2l

Se trata de probar que ™ (2) — £~ (y) — (df.)”" (= — y) es de la forma._., (|| — y||) . De-
beremos entonces acotar superiorménte- || pork ||z — y|| . Tendremos

Iz = yll = [If (W) = f @)]| = ||dfa (u = 2)|| = louma (lu—2|)]| =

M I = 2l = llowa (llu = 2lDIf-

Dado0 < ¢ < W existen > 0 tal que si|lu — z|| < n se cumplé|o,—, (|[u — z|)|| <

¢ |lu — x| y por tanto para estos elementosale

1

— 7l 2.9

Iz =yl =

Por otro lado, puesto quées un homeomorfismo, exisie > 0 tal que si||z — y|| < d;, se tiene

lu—a <y de[2By 2

1F1 ) = 7 ) — (df) ™ (2 — >\ |(dfa) | €l — ]| <
e\ 2| cdfe) " | 1= = vl

Esto demuestra la diferenciabilidad fie' y que su diferencial epes (dff_l(y)) - La funcion
df~! puede obtenerse entonces como compaside las aplicaciones— f~(y), la aplicacon
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definida en’/, tal quex — df, y, porultimo, la aplicaddbn definida en los isomorfismos lineales
deR", T — T~ Las tres aplicaciones son continuas y por tanto lo es la composieiemos
probado quef~! es de clas€'. Supongamos ahora qyees de clas€”, » > 1. Probemos
por induccon que f~! es de la misma clase. Por bipsis de inducéin la primera funén
y — f1(y) seé de clas& . La segunda aplicagh z — df, es tambén de clas€" ! por
la hipotesis sobref. La tercera aplicadbn T — T~! es de clas€>. La composiaddn y —
(dfffl(m)_l = df~,' seéde clas€’ "y por tantof se& de clas€”.

O

Corolario 2.20. SeaA un abierto deR" y f una funcon de clas&! definida enA, a valores en
R" y con determinante jacobiano no nulo en todos los puntod.dentonces la aplicaéin es
abierta, es decir, laimagen de todo conjunto abierto es un conjunto abierto.

Ejemplo 2.14. 1. Yahemos dicho que el teorema no da, salvo en diiiensio, la existencia
de una inversa global. Por ejemplo, la fubnif (x,y) = (e®cosy,e®siny) tiene por
determinante jacobiane*® que es no nulo en todos los puntos. Sin embargo, globalmente,
en R?, la aplicacibn no es inyectiva ya qug(x,y) = f (z,y + 2km) para cualquierk
entero.

2. Consideremos la funimn definida en?? a valores enk? medianter = u? — v2, y = uw.
El determinante jacobiano eXu* + v*) que es no nulo salvo en el origen. El teorema
permite asegurar que para cada punto distinto ¢&l0) existe un entorno en el que la
funcion es invertible con inversa de cla8® como lo es la funéin de partida. Calculemos
las derivadas parciales de esta fuaoiinversa, es decir de y v respecto der e y. La
composiadn de la funddn y de su inversa séifa aplicacbn identidad. Es decir

z=u(z,y)’ —v(zy)’
y=u(z,y)v(z,y).

Si derivamos con respectardendremos

S i
0=v3 +ug..
De aqu podemos despejdf: y 9°. Tendremos* = ) P — sprtony S€ calculan
analogamente las derivadas parciales respecto a la variabl®bsrvese que en estos
calculos no hemos necesitado explicitar la fuortinversa. Otra forma equivalente de
calcular las anteriores derivadas se puede hacer calculando la matriz inversa de la matriz
jacobiana de las funciones y respecto a las variables, v.

Sistemas de coordenadas

Ya hemos visto que una aplicaai de clas&’! definida en un abierto d&”, a valores en
R, aunque tenga su determinante jacobiano no nulo en todos sus puntos no tiene ger qu
biyectiva en todo el dominio de definizi. En el caso en que sea biyectiva todo punto que-
da determinado por su imagen. Es por ello que recibe el nombre de sistema de coordenadas
diferenciable. En este caso la aplid¢atinversa sértambén de clas€’.
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Definicion 2.14. SeaA un abierto deR"y f : A — R" de claseC!. Supongamos qu¢

sea biyectiva ded en su imagen y con jacobiano no nulo en todos sus puntos. Las funciones
y; = fi (x1,...,z,) diremos que constituyen un sistema de coordenadas o,&antpie se trata

de un cambio de coordenadas diferenciable.

El teorema de la funoin inversa nos dice que una fuanide clase’! con determinante
jacobiano no nulo constituye un sistema de coordenadas local, es decir, para cada punto existe
un entorno en el que la aplicéai es un sistema de coordenadas.

Observese que i, ..., f,, €s un sistema de coordenadas en un abiéyteu imagen es un
abiertof(U) (corolarid 2.2D) y que, a su vez, la aplidatinversa es un sistema de coordenadas
en dicho abierto

Definicion 2.15. Una aplicacdn f = (fi, ..., f,) que establece una biyeéei de clase’! de
un abierto en el abierto imagen, y cuya aplicatiinversa es de clasé' se dice que es un
difeomorfismo de clagg' entre los dos abiertos

Las funciones componentes de un difeormorfismo constituyen entonces un sistema de coor-
denadas diferenciable. Atogamente se definen difeomorfismos de ddse

Ejemplo 2.15. 1. Coordenadas polares

Consideremos la aplicagn definida e{0, +o00) x (—m, ), a valores enk? que a(p, ¢)
hace corresponder

T1 = pCos

Ty = psin .

Es una aplicaddn biyectiva de clasé€' de (0, +oc) x (—m, ) en su imagem = R* —
{(x1,0); 21 <0} . Eldeterminante jacobiano gs que es no nulo. La aplica@n inversa,
es decir, las funcionesy ¢ con dominio de definidbn enA son las llamadas coordenadas
polares. Se denominan respectivamenbelnfo y argumento.

2. Coordenadas cilndricas

Consideremos la aplicagn definida en(0, +o00) x (—7,7) x R, a valores enk? tal que
a(p,p, z) le corresponde
T1 = pCcosp
Ty = psSineg
T3 = 2.

Es una aplicadn biyectiva de clas€' de (0, +o00) x (—m,m) x R en su imagem =
R3—{(x1,0,23); =1 <0}.Laaplicacbn inversa, es decir las funciongsy, ~ definidas
en A se denominan coordenadasiodricas. Es una simple comprobéaaiverificar que el
determinante jacobiano es distinto de cero.

3. Coordenadas e<fricas

Consideremos la aplicagh de clase&’! y determinante jacobiano no nulo definida en
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™

(0, +00) x (—g,2> % (0,27)

que a(r, 0, ) le corresponde

x1 = rcosfcosp
ZTo = 1 cosfsinp
T3 = rsiné.
Se trata de una aplicaén biyectiva dg0, +oc0) x (—g, g) x (0,27) en su imagem =
R3 —{(21,0,23); =1 > 0}.Laaplicacbn inversa, es decir las funcioned, » definidas
en A se llaman coordenadas ésicas. Corresponden a la idea geétrica del nddulo,
longitud y latitud respectivamente.

Pueden darse variantes de estas coordenadas tomando, por ejemplo, como dominio de la

longitud el intervalo(—m, ) en lugar del(0, 27) .

2.3.2 El problema de la dependencia funcional

Consideremos! un abierto deR™ y ¢ = (¢4, ..., ¢,) Una aplicadn deA en R™ de claseC”,
r> 1. Cada funadbn f definida enR" define una fundn f o p sobreR™. El problema que nos
planteamos es el caracterizar este conjunto de funciones, es decir coriowdw cna fundn

g definida sobred es de la formgf o . En este caso se dice quelepende funcionalmente de
©1,...,o,. Elteorema siguiente resuelve el problema localmente.

Teorema 2.21.Consideremos! un abierto deR™ y ¢ = (¢, ..., ®,) una aplicacon deA en
R" de claseC”, r> 1 tal quedy, ., - . ., dp, ,» SOn linealmente independientes para cada A.
Entonces la aplica@n ¢ tiene por imagen un abierto d8". Adenés, la condiobn necesaria y
suficiente para que una fur@ei g definida enA, de claseC”, sea tal que para cada € A exista
una funcon f de la misma clase definida en un entornogd@), tal queg = f o v es quedg,
sea combinaéin lineal dedy; ., ..., dy, , para cadax € A.

Demostraddbn. Veamos quev (A) es un abierto. Sea € A. Obsrvese en primer lugar que la
hipbtesis de independencia de, ., ..., dy, , implica quem > n ya que suponemos que exis-
tenn elementos linealmente independientes del espacio duBl"d&upongamos por ejemplo

quefi=£n) (p) £ 0. Definamosp : A — R™ mediante

D (z1,...,2m) = (1 (), o, 00 (T), Tty oy Tin) -

Tendremos qué®, # 0 por lo que estamos en las condiciones del teorema de lgfuirsiersa.
Existiran entornog/ depy V' x V; de

(1 (@), 00 (P)Prs1s- - Pm)

en R" x R™ " tales qued : U — V x V; es un difeomorfismo de clag¥. En particular
¢ (U) = V que es un abierto dB" que contieng y est contenido erp (A) . Este conjunto es
pues abierto.
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Consideremos ahora una fuéig como la del enunciado del teorema tal gye sea combi-
nacon lineal dedy; ., ...,dp, . paracada € A. Seal’ : V xV, — Rdefinida porF = god®~ 1.
Tendremos entonces= F o ®. es decir

g@)=F (o1 (), ..., 00 (), Tpni1, ) Tm)-

Sabemos que paraen un entorno de, dy; 4, ...,de, &+, dTyi1 &, - - -, dx, , fOrman una base
deL (R™, R) . Por otro lado, por la regla de la cadena, tenemos que

" OF
dg., Z@ dy; + + Z d:r]ac

=1 j= n+1
Puestalg, es combinadin lineal dedy; ,, ..., dy, , Se cumplia

OF ,
a—(gal(x),...,@n(x),xnﬂ,...,xm):O j=n+1,...,m
L

en todos los puntos dé x V7, luegoF no depende de las — n Gltimas variables, es decir

F(xlv"'axnaxn+17"'7wm) :f(l‘l,...,l'n)

para una fundin f € C" (V') . Esta funcdn cumpli& como quéamosg = f o .
Por otra parte, es consecuencia de la regla de la cadena que si uba fuesiocalmente de
la formag = f o ¢, se cumple quég, es combinadin lineal dedy; ., ..., dy, ..
O

En el caso particular en que = m el teorema es consecuencia trivial del teorema de la
funcion inversa. En este casg, . . ., ¢, €s un cambio de coordenadas local y toda fomgies

del t|p0f (8017 s 7@71) :

Ejemplo 2.16. Consideremos las funciong$z, y) = 2zy + 2z + 1, g(z,y) = 2*y* + 22%y +

2?2 — 1. Veamos si depende funcionalmente de Las diferenciales de estas funciones son
df = 2y +2)dz + 2zdy , dg = (2zy* + 4wy + 22) dv + (22%y + 22%) dy. El determinante
de sus coeficientes es nulo y por tanto son linealmente dependientepardscada punto en
quedf sea no nulo, es decir distinto d8, —1), el teorema nos dice que existe un entorno en
queg depende funcionalmente de Existe entonces una fuidci de una variabl&z que cumple

g = G o f endicho entorno.

2.3.3 Elteorema de la funadbn implicita

Es evidente que el gfico de una funéiny = ¢(x) coincide con los ceros de la fuidci de dos
variables(x,y) — y — g(x). Se trata ahora del problema inverso, consideremos los ceros de una
funcion f de dos variables, es decir, el conjunto de los pareg) tales quef(z,y) = 0. El
problema que nos planteamos es saber si este conjunto édiebgle una funéiny = g(x) o

lo que es equivalente, si para cada valor de la variatdgiste uninico valor de la variablg

que cumple la ecuawn f(z,y) = 0. En el caso de que Bsea se desean saber propiedades de
esta funadn. Empecemos considerando algunos ejemplos.
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Ejemplo 2.17. 1. Sealaecuadinz?+y* = 1. Los valores de la variable para los que exis-
te alginy que cumpla la ecuaén son los del interval¢—1, 1] . Para todos estos valores
salvo los de los extremos existen dos valoreg dae cumplen la ecua@n. Entonces la
ecuacdn no define globalmentecomo funaddn dex. Naturalmente que si considesemos
no todos los valores de:, y) € [—1, 1] x R sinoUnicamente los valores en que la variable
y tomase valores no negativos, ahora a cada valor de la variable correspondéa un
Unico valor de la variabley, concretamentg = ++/1 — z2. Ob<rvese que esta furiri
es derivable en todos los puntos del dominio de definisalvo en los extremos.

2. Laecuadnz — y* = 0 define en toddz la variabley como funcdbn dex en el sentido de
que para cada valor de la variable existe urinico valor de la variable; que cumple la
ecuacon. Se escrib#t ésta comq; = 3. Esta funcbn es derivable en todos los puntos
salvo enz = 0.

El teorema de la funén implicita trata de dar condiciones para que una eémaziun sistema
de ecuaciones definan unas variables como funde otras y de que estas funciones tengan el
tipo de regularidad de las ecuaciones de partida. El resultadoseeorema de existencia local.
Para que los ceros de la fuanide partida sean el@fico de una funéin deberemos restringirnos
a un entorno de un punto que cumpla la ecbiaci
Consideremos en primer lugar un caso bien conocido. Supongamos que tenemos un sistema
homogneo de: ecuaciones linealesky/+ n incognitas

filty, .. tg,xy,...,2) =0 1=1,...,n.

La condicbn necesaria y suficiente para que estas ecuaciones defivanamente las; como
funciones de las variables, . . ., t;, es que el determinante de los coeficientes de las variables
x1,...,T, Sea no nulo. Esta condarn se puede escribir en la forr@éi’%’ﬁ"% # 0. Obsrvese

que en este caso las funcionestde. ., ¢, estn definidas globalmente, en todo el espdgio
Esta situadn no se dar en general en las condiciones que ahora consideraremos.

Supondremos ahora que las funciones definidag*er R™ no son necesariamente lineales.
Escribiremos el espacio donde@stefinidas las funciones en la fori&ax R" para hacer notar
que en el teorema jugan un papel distinto unas variables de otras. Las segundaslasrque
resultaéin ser funciones de las primeras. Denotaremos$ pdos elementos d&* y porz a los
de R™. Estamos ya en condiciones de enunciar el teorema de lafuimaplicita.

Teorema 2.22.SeaD un abierto deR* x R"y f una funcon de clas&€”, r > 1, definida enD a

valores enk". Consideremos un punte,b) € R* x R™ tal quef(a,b) =0y %( . #0

Entonces existe un entornb de a en R*, un entornolU de (a,b) en R* x R™ y una funcdn
g : A — R" tal que el géfico de la fund@n g coincide con los ceros de la furdei f enU. La
funcion g es de clas€”. Esta funcbn se dice definida imitamente por la funéin f.

Demostraddbn. Consideremos la fungn F : D — R* x R" mediante

F(t,l‘) = (tvf (t,I)).
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Se cumpleF (a,b) = (a,0), es de clas€”, y M(a )= H(a , 7 0. Estamos

entonces en las condiciones del teorema de lafumoversa. Existéin entornog/ y V de(a, b)
y de(a, 0) respectivamente eR* x R" tales quel’ es una aplicadin biyectiva dd/ enV, cuya
inversaG es de clas€”. Podemos adeas suponer, restringiendo si es preciso las funciones, que
el entornoV es de la formal x B,, dondeA es un entorno de en R* y B, es un entorno de
enR".

LLamemosv y u a las dos componentes de la funt(, es decir,

u(F (t,x)) =t
v(F (t,z)) = .

Definamos la funding : A — R™ mediantgy (t) = v (¢,0). Desde luego es de claSé Veamos
que el gafico deg coincide con los ceros déenU. Sea un punto del gfico deg, (¢, g(t)) con
t € A. Se cumplia

f(tg() = F(tv(t0) = f(G(t0)) =0.

Redprocamente, si tenemos un puifitor) € U tal quef (¢,z) = 0, tendremod (¢, z) = (¢,0)
cont € A. Se cumplia
g(t) =0 (t,0)=v(F(t,2)) =«

y por tanto(t, =) es del gafico deg.
]

Es interesante observar que la aplicadaiefinida em c R* a valores em?* x R™ que asigna
at el punto(¢, g (t)) es una aplicaéin biyectiva y continua de en el conjunto de los puntos de
U que son ceros de la fur@zi f. Si nos restringimos a un abierto con adherencia contenida en
se tratad de un homeomorfismo con su imagen.

Obsrvese que el punto crucial de la demostiadiel teorema de la fur@mn implicita que
hemos presentado es la utilizacidel teorema de la furtm inversa. Inversamente, se puede
obtener el teorema de la fuci inversa a partir del teorema de la fumcimplicita. De hecho el
teorema de la fundn inversa puede pensarse como un caso particular del teorema de ¢enfunci
implicita. En efecto supongamos que la funcf : R* — R", x — f(x) esh en las condiciones
del teorema de la fungn inversa. La funén deR™ x R"™ en R" que asigna &t, z) el valor
t — f(z) estad en las condiciones del teorema de la fondmplicita y la ecuadnt — f(z) = 0
definira las variables como funcon de lag, lo que nos da el teorema de la funigiinversa para
la funcion f.

Calculo de la diferencial de una funcén definida implicitamente

SeaD un abierto de?* x R"y f una funcon definida enD a valores em?" que est en las
condiciones del teorema de la fudciimplicita. Sear = ¢(¢) la funcibn implicita definida en un
entornoA de un punta: € R*. Veamos que puede obtenerig sin conocerse exjgitamente
la funcibn g. Sabemos que la fur@m composidn

A— D — R
t—(tg(t) — f(tg(t)
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es icenticamente cero. Su diferencial@éa composi@n de las diferenciales y sela aplicacbn
cero. En lenguaje matricial tendremos

1 0 . 0
0 10 0
9f1 of  Of of1
Bt 9, Om’ " ) Bxn :
0 00 1
991 991
. . . . . . . . atl b) . . M ) 8tk
Ofn Ofn  Ofn Ofn
oty - Oty or1’ ) Ozn (t,9(t))
89‘71, ‘ ‘ . égn
oty ’ Oty t
0, . ,0
0, . ,0
Puede escribirse come sistemas de ecuaciones cada uno de ellos @euaciones com
. , . . - O(f1, e fn) . gs -
incognitas que, debido a la concﬁuia(xhwzn) t.a®) # 0 permite calculag%t parazc = 1,...,n,
1=1,... k.
Obsrvese que el sistema que ha servido para obtgfjﬂtepara unj concreto y parad =
1,...,n se ha obtenido, simplemente, derivando por la regla de la cadena respecto a la variable
t; las ecuacioneg; (¢, g (t)) = 0 parai = 1, ..., n. Si las ecuaciones que se obtienen se derivan

nuevamente respecto a otra varialilee pueden obtener las derivadas segundas de las funciones
g;. Analogamente pueden obtenerse las derivadas sucesivas.

Ejemplo 2.18. 1. Consideremos la ecudui xyz — sin (z — 2) + x + y = 0. Define en un
entorno d€0, 0, 2) , = como funddbn impicita dex ey. En efecto, sillamamog(z, y, z) =
xyz —sin(z —2) +x +y se tieneg{ = xy — cos (z — 2), que en el puntd0, 0, 2) es no
nula. Sea entonces = g (x,y) la funcibn definida imgdkitamente en un entorno de
(0,0) . Calculemos sus derivadas parciales. Derivemos respectel @rimer miembro de

la identidad
xyg (z,y) —sin (g (z,y) —2)+x+y = (2.10)
tendremos
yz—i—xygi — €08 (Z—Q)gi—i—l = 0. (2.11)
Por lo tanto
dg —1—yz
dx  ay—cos(z—2)
Analogamente

dg —1—xz

Oy  ay—cos(z—2)

Si quiseramos obtener derivadas sucesivas de la famgidebefamos derivar la rela@n
[2.17 sucesivamente o bien la que se obtienfe de 2.10 derivando respecto a la variable
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Por ejemplo, para calculalg%g, derivaremol respecto a la variabteteniendo en
cuenta que: = g (x,y) . Obtendremos

dg g g . . g\’ d%g
Ly pay—2 — () - —2)22 =0,
y@x + yax + zy@ﬁ +sin (2 ) ox cos (2 ) 0x? 0

De donde )
gy —sin(z=2) ()~ =2
ox? xy — cos (z — 2) '

Ob<rvese qu%’; ya ha sido obtenida anteriormente y que el denominador siempre es
g—ﬁ gue es no nulo en un entorno del punto considerado. Reiteramodjlipoo, que
pueden obtenerse las derivadas de la fongj sin conocer exptitamente esta funan.

Esto permite estudiar propiedades de la misma. Por ejemplo, en nuestr(ggzé(scﬁ)) =

% (0,0) = 1. La funcbn g no podié tener un extremo relativo en este punto.

2. Consideremos el sistema de ecuaciones

zub + %0 =1
Veamos que en un entorno ¢e y,u,v) = (0, 1,0, 1) definex,y como funddn deu,v.
En efecto, si llamamog, y f, a las dos funciones que definen el sistema de ecuaciones

tenemos
O(fifs)

0 (z,y)
que es no nulo eff0,1,0,1). Tendremos entonces que el sistema define las funciones
r = g1 (u,v) Yy = g2 (u,v). Si queremos obtener, por ejemplo, las derivadas de es-
tas funciones con respecto a la variahlederivaremos respecto a esta variable[en P.12
teniendo en cuenta que= g; (u,v) Yy = g (u,v) .

u® 2y03

3

P 3t = 3yau’ — 2y"? (2.13)

%uﬁ + 26u® + Qy%v?’ =0
%y:g + 3xy2% +20%u=0"

De este sistema pueden despeja%sgey % ya que el determinante de los coeficientes

coincide con €] 2.73. En forma aloga pueden obtenerse las derivadas sucesivas de las

funcionesy; y gs.

Veamos ahora el concepto de subvariedad diferenciablegl Exs teoremas de la furamn
implicita e inversa juegan un papel fundamental.

2.3.4 Subvariedades diferenciables eR"

Consideremos la esfera d& de centro el origen de coordenadas y radio unidad, esto es, el
conjunto de los puntoér, y, z) tales quef (z,y,z) = 2> + y* + 2> — 1 = 0. Se tiene% =
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2r, 9 = 2y, % = 2z. En cada punto de la esfera al menos una de estas derivadas parciales
sea é/istinta de cero. De esta forma en cada punto de la esfera estaremos en las condiciones
del teorema de la fungn implicita y una de las variables se padexpresar localmente como
funcion de las otras dos. Supongamos, por ejemplozqae (z,y) para(x,y) variando en un
abiertoV de R%. La aplicacon deV en R? que asigna al punt@r,y) el punto(z,y, g (z,y))

es un homeomorfismo de un abierto B& en los puntos de la esfera queastn un entorno

de uno de sus puntos. La esfera puede pensarse que es, en este sentido, localmente como un
abierto deR?. Muchos de los conceptos que pueden darse para un espadieeumbmo el
concepto de dimen@n o la noodn de funodn diferenciable pueden extenderse en forma natural

a conjuntos como la esfera. Otros, como la estructura de espacio vectorial, se han perdido. Estos
subconjuntos dé&k™ cuya definicbn precisa ahora daremos se dice que son una subvariedad de
R™. Puede darse el concepto de variedad diferenciable en general, genénaliegaral del que

ahora daremos pero en el que nosotros no entraremos.

Definicion 2.16. Dado un subconjuntd/ de R" se dice que es una subvariedad diferenciable
de R" de dimengn k y de claseC” si para cada puntg € M existe un entornd/ dep y

n — k funcionesf,.1, ..., f, € C" (U) con diferenciales ep linealmente independientes tales
queM NU ={zx € U; fry1(x) =... = fn(x) =0}.

Ejemplo 2.19. El conjunto de los puntos d&® que cumplen? + %> +22—1 =0, 2 +y+2z =1
forma una subvariedad d&?® de dimengin 1y de clase’*.

Hemos introducido el concepto de subvariedad diferenciable de dibmehsiomo un sub-
conjunto que localmente son los ceroswdek funciones con diferenciales independientes. Estas
funciones pueden variar al pasar de un punto a otro. En el ejemplo de la esfera con el que empe-
zamos se trata de uttmica funcon y es la misma para todos los puntos. El primer teorema nos
dira que una subvariedad diferenciable de dintangipuede pensarse como si localmente fuese
un abierto deR*.

Teorema 2.23.SeaM una subvariedad diferenciable d&" de dimengink y de clas&”. Para
cada puntop € M existe un entornd’ del mismo, un abiertd” de R*y g;,...,g, € C"(V),
con diferenciales de rangb, tales que establecen un homeomorfism&’danU N M.

Demostradbn. Sabemos que en un entorno s puntos deV/ son los ceros de — & fun-
cionesf,.1,..., f, de clas&” con diferenciales linealmente independientes. Supongamos, por

ejemplo, que
a(fk-i-lv ceey fn)

O (Tht1y- -y Tn)

Por el teorema de la furton implicita existen entorno& dep = (p1,...,p,) ENR*y V de
(p1,-..,pr) €n R* y funcionesgy1,...,9, € C" (V) tales que la aplicadh deV enU N

M que asigna &z, ..., z;) el punto(zy, ..., ok, gre1 (X1, k) 5 ooy Gn (71, ..., Tx)) €S UN
homeomorfismo. Las funciones que establecen el teorema son ente(ces. ., ;) = z;
parai = 1,...,k junto a las ya definidag,1,...,g,. Obviamente sus diferenciales son de
rangok ya que las diferenciales de las primekafinciones coinciden con ellas mismas y son
obviamente independientes.

(p) # 0.
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[]

Definicion 2.17. SeaM una subvariedad diferenciable d&' de dimengink y de clas&”, p €

M y U un entorno del mismo. Séaun abierto deR* y g1, ..., g, € C" (V) , con diferenciales
de rangok, tales que establecen un homeomorfismd’'dan U N M. Se dice que constituyen una
parametrizacdbn deU N M. La aplicacbn inversa estax formada pork funciones definidas en
U N M avalores enRk y se dice que son un sistema de coordenadds en\/.

El teorema nos asegura la existencia local de una paramebrizaaia la variedad. Si dnn
M existe una parametrizasi, cada uno de sus puntos queda determinado por su correspondiente
elemento en el conjunto de los paretros’ C R*. Es por ello que es natural llamar sistema de
coordenadas a la correspondencia que asocia a cada eleméhto/desu punto en el conjunto
de los paametros.

Ejemplo 2.20. Consideremos la subvariedad &8 definida porf (z,y,z) = 2 +y*+2°—1 =
0. Segp = (0,0, 1) un punto de la misma. Puesto gfe(0, 0, 1) # 0, una parametrizaén en un

entorno dep vendé dada por(z,y) — (:z:, y,+(1—a? — yQ)l/Q) . Se escribia habitualmente

r=r,y=t z=+(1-r*— t2)1/2. Un sistema de coordenadas en un entorn® dendiaa
dado por las funciones primera y segunda coordenada. Es decir, por las funciones que a cada
punto(z,y, z) de la esfera le asignan o y respectivamente.

El teorema siguiente nos expresa que en cierto sentido si partimos de una "pararbattizaci
su imagen es una subvariedad.

Teorema 2.24.SeaA un abierto deR* y seang,, ..., g, € C" (A) con diferenciales de rango
k. Para cada punta: € A existe un entornd/ C A tal queg = (¢1,...,¢,) SObreU es un
homeomorfismo con su imageii/) C R". Esta es una subvariedad diferenciable &e de
dimensbn k.

Demostraddn. LLamemos(t,, .. .,t;) a las coordenadas dtf. Supongamos que

6(91,...,gk)
9t tr) (a) # 0.

Podemos aplicar el teorema de la funrtinversa a las funciones, . . ., g.. EXistira entonces un
entornol/ dea tal queéstas dan un difeomorfismo con suimagen. Llamemos a esta imégen
Se# un abierto de&k* y enél estaa definida la aplicadin inversat; = hy (z1,...,2%),...,t, =
hk ($1,...,l’k).

Consideremos las funciones definidadgn< R** C R mediante

Los ceros de estas funciones coinciden con el conjunto imagéh Sonn — k funciones
de claseC” con diferenciales linealmente independientes L) £y por tanto se

mk-&-lv---vxn)
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trata de una subvariedad de dimémsk. La funcion g sobreU es inyectiva, continua y con
inversat; = hy (xy,...,2%),...,tx = hi(x1,...,7) que es continua. Se trata pues de un
homeomorfismo con su imagen.

O

Ejemplo 2.21. 1. Laaplicaconz = 2t, y = 3t?, 2 = t* + t* define localmente una subva-
riedad diferenciable de dimerisi 1 enR3.

2. Laaplicaconz = costcosu, y = costsinu, z = sint paral <t < § 0 < u < 7 define
una subvariedad diferenciable de dimensR eniz3.

En las hifptesis del teorema no puede suprimirse la cobdide que las diferenciales sean de
rango la dimensgin del espacio de los gEmnetros. Por ejemplo la aplicaci deR en R? definida
por las funciones = t3, y = t* tienen sus diferenciales en el origen nulas. Dejamos como
ejercicio el comprobar que el conjunto imagen tiene en el origen de coordenadasspitke ¢/
gue en un entorno de este punto no puede ser el conjunto de los ceros de Wradiferinciable
con diferencial no nula.

Tambén debe observarse que en el teorema no puede afirmarse que la imagen de todo el
abierto sea una subvariedad diferenciable, incluso aun suponiendo la @plicgectiva. Por
ejemplo la funddn definida er(—g, g) a valores em??, definida porr = ¢ (g — t) , y=tcost
no tiene por imagen una subvariedad diferenciable. Todo entorfin @etiene puntos que son
imagenes por la aplicamn de un entorno déen R, pero tambén imagenes de un entorno ge
Por ello no pueden ser los ceros de una fondiferenciable con diferencial no nula.

Vectores tangentes a una subvariedad

Recordemos que una curva de cldsen R" es una aplicabin~ de un intervalo dé? en R™
de esta clase y que el vectgn(t)=lim;_., w es un vector tangente a la curva en el punto
v (t) . Se trata ahora de definir lo que se entiende por vector tangente a una variedad.

Definicion 2.18. SeaM una subvariedad diferenciable d&', p € M y~ una curva de clasé”
tal quevy (0) = py tal que laimagen de un entorno dest contenida en/. El vector tangente
v (0) diremos que es un vector tangente a la subvariedad en el purEbconjunto de estos
vectores tangentes se denomindj, (1/) .

Veamos una caracterizaci de los vectores tangente a una varieda@enihos de una para-
metrizacon.

Teorema 2.25.Sead una parametrizadn de un entorno de un puntode la subvariedad//.
Supongamos que el dominio de definicde® es un entorno d& = (0,...,0) en R* y que
® (O) = p. Entonces Imgdo =17, (M) .

Demostracdn. Seav € R*, d®, (v) es el vector tangente a la curva~ @ (tv) parat = 0 ya
queéste es el vector dB” cuya componenteésima es~)_, gf]% (0)vj; = d®; o (v). Por tanto
pertenece &), (M) .

Redprocamente, seauna curva cory (0) = p contenida ed/. Seay’ (0) su vector tangente.
Lacurvat — &~ (v (t)) es deR*, laimagen d& esO. LLamemosy a su vector tangente &n
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emos entonces que la imagen ¢bp, dev sed’ (0).

Es decirv = £ (®! (v (¢))) (0) . Tendr
L(v (1)) (0) =~'(0).

En efectod®o (v) = 24 (® (D! (v (¢

]

Como consecuencia se obtiene que didg no depende de la particular parametribacy
queT, (M), por ser la imagen por una aplicanilineal de rangd;, es un espacio vectorial de
dimensén k.

El teorema siguiente nos caracteriza(//) en €rminos de las funciones que defingéh
COMO SUS Ceros.

Teorema 2.26.SeaM unaC" subvariedad de?” de dimengin k definida en un entorno de un
puntop como los ceros deg... 1, - . ., g,, funciones con diferenciales linealmente independientes.
Entonces

T, (M) = {v € R" dgiss (v) = ... = dg, (v) = 0}

Demostraddn. Seav € T, (M). Sei el vector tangente a una curyacontenida enl/ con
7(0) = p. Tendremos quéy; , (v) = dg; , (v (0)) = < (gio7),_, = 0 puesg; o v (t) = 0.

Vemos entonces quE, (M) C {v € R™";dgy+1 (v) = ... =dg, (v) = 0}. De la independencia
dedgii1p, - - -, dg, , tendremos que el espacjo € R";dgi11 (v) = ... =dg, (v) =0} es de
dimenson k y por tanto coincide coff, () . O

Ejemplo 2.22. 1. El espacio de los vectores tangenteg’a+ > + 22 — 1 = 0 en el punto

(% %f 7) est formado por los vectores = (vy, vy, v3) tales que

(2zdzx + 2ydy + 22dz)< L. ) (v) =0.

Es decir, los que cumplen + v, + v3 = 0. La ecuacdn del plano tangente en este punto
se entoncesr — 7=) + (y — ) + (2 — 75) = 0.

2. Consideremos un polinomjg(z, y, z) tal quep (0,0,0) = 0 con diferencial no nula en
(0,0,0) . Veamos el plano tangentepd x, y, z) = 0 en el origen de coordenadas. Esiar
formado por los vectorels, y, 2) tales qu (0,0, 0)x+ap (0,0, O)y+ (0,0,0)z =0.
Se trata de la componente honéoga I|neal del pollnomlp

2.3.5 Extremos condicionados. Los multiplicadores de Lagrange

Seal una subvariedad de dimeasik de R" y f una aplicadn deR" enR de clas&’!. Se trata
de determinar los A&ximos y minimos relativos de la funén f restringida a\/. Es decir, se trata
de determinar puntgs € M tales que exista > 0 tal quef (z) < f (p) (resp.f (z) > f (p))
para losr € M tales qud|z — p|| < e.

Si conocemos una parametrizatide M el problema puede reducirse al estudio deimos
y minimos relativos sin ninguna restriéci. En efecto, sb : U — M es la parametrizagn, con
U un abierto de?*, el problema se reduce &alculo de los extremos de la fulci fo® enU. Sin
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embargo con frecuencia la varied&flvendia dada como los ceros comuneside k funciones

gk, - - -, gn CON diferenciales linealmente independientes. A estas funciones se les suele llamar,
en el contexto de este problema, ligaduras. Elado de los multiplicadores de Lagrange da una
condicbn necesaria que debe cumplir un punto para que tenga un extremo condicionado a estas
ligaduras.

Teorema 2.27.SeaU un abierto deR", f € C'(U) y M una subvariedad de dimesi &
definida en un entorno de un puntoe M N U como los ceros de las funciongs, 1, ..., g,
cuyas diferenciales son linealmente independienteg ti8ne un extremo relativo condicionado
a las ligadurasg, .1 = ... = g, = 0 en el puntop, existen constantes, 4, ..., \, tales que
dﬁ)::Ak+1dgk+1p‘+---+'Andgnp-

Demostraddn. Seav € T, (M) . Sek el vector tangente a una curydt) contenida enl/ en
p =~ (0). Lafuncion f (v (¢)) debea tener un extremo local &n= 0 y por tanto su derivada
sei cero. Tendremos entonces ¢ (v (¢)) (0) = df, (v) = 0. Se cumplié entonces quéy,
es cero sobre los ceros comunesddg;; ,, ..., dg,, Y por tanto seéx combinadn lineal de
éstas.

L

El método de los multiplicadores de Lagrange se basa en el teorema anterior. Si se trata de
buscar los puntos en que la fuagif tiene un extremo local sujeto a las ligadugas;, = ... =
g, = 0 se@ suficiente considerar los puntos que cumplen el sistema

Jky1=-..=0gp =20
A= N2 i=1, . n,
Se trata de un sistema gle— k ecuaciones §n—k incognitas que son el puntey, ..., z,) ylos
patametros\;. 1, ..., \,. Estos paametros reciben el nombre de multiplicadores de Lagrange.

Las soluciones del sistema dan los punidsales que sib es una parametrizam local de la
superficie cumpler (f o ®), = 0. Son entonces condiciones necesarias para la existencia de
extremo condicionado pero no son suficientes. La suficiencia @éloscarse a trég de otras
consideraciones suplementarias.

Ejemplo 2.23. 1. Calculemos el paralelépedo de mayor volumen inscrito en el elipsoide

de ecuaciones

x2 y2 22

=T (2.14)

Se debe calcular el &ximo absoluto déryz| cuandoz, y, = cumplerj 2.14. Este conjunto

es un compacto y la furtmn es continua por lo que se alcanaann naximo que obvia-
mente sex un valor estrictamente positivo. No importa considerar los puntos en que una
de las coordenadas ésya que corresponden a paraleipedos de volumei Podemos
entonces reducirnos alatculo del naximo de la fundn V' = 8xyz condicionado a la
ligadura & + % + % =1 paraz,y,z > 0.
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Podemos aplicar el &todo de los multiplicadores de Lagrange con lo que éakimo
debea cumplir el sistema

8yz = A2z
zx = )\%—3
Sry = /\z—j

1132 y2 22 o
C+L+5=1

Como consecuencia de las tres primeras ecuaciones

Estas ecuaciones junto a la cuarta del sistema nos da LY = %, z = % Es el
Unico extremo y por tanto se trata debrimo.

2. Se trata de calcular el mimo de la distancia del punt@, 3) de R? a la parabola de
ecuacbn y = z2. Debemos calcular el mimo de la fundn f (z,y) = 2* + (y — 3)°
sujeto a esta ligadura. El é@todo de los multiplicadores de Lagrange nos lleva a resolver

el sistema
20 — X2x =0
2(y—3)+A1=0
y— 22 =0.

Sus soluciones so(r\/g g) ( \g g) (0,0) . Si calculamos el valor d¢ en estos pun-
tos obtenemog (\/g, %) =1 f (—\@, g) =1L, £(0,0) = 9. Se alcanza el ninimo

en los punto{\/g, 2) ( \/; 2) Ob<rvese que, en este caso, podemos explicitar muy
facilmente una parametrizam de la paabola en la formar = ¢, y = t* con lo que el
problema se puede reducir ahlculo de los rmimos sin ninguna ligadura para la furan

de una variable reaf (t,2) = ¢> + (12 — 3)°.

3. Calculemos el &aximo y el nnimo absoluto de la funén f (z,y,2) = 22 +y* + 22 + o+
y + z sobre el conjunto

K:{(x,y,z)€R3; 22+ 4 2% < 4, zSO}.

Se trata de un compacto J es una fundn continua que alcanzarun maximo y un
minimo. Si estos se alcanzasen en el interioiaeextremos relativos. En particulalf
debefa ser cero en estos puntos. Delercumplir

L =24+1=0
of _ —
S =2:4+1=0.

Su soludbn es( —%, %) Se trata de un punto d& y es un posible extremo.

1
2
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Pudiera ser que el extremo se alcanzase sobre la fronter& .deicha frontera esi for-
mada por los conjuntos

Cl:{(‘rayaz)GRB;x2+y2+ZQ<4,Z:O}
02:{($ay>z)€R3;$2+y2+2’2:4,Z<O}
Cs ={(z,y,2) € R* a® +y* + 22 =4, 2 =0}.

Veamos los posibles extremos en cada uno de estos conjuntos (Sdéfencion valdé
g(z,y) = f(x,9,0) = 22 + 4 + = + y. Debemos calcular los extremos eh+ 32 < 4.

Deberemos resolver
2 —9p4+1=0

39—2y+1—0

La solucbn es(—%, —%) . Tendremos que un posible extremoésér%, -1 O) .

Para estudiar los extremos sobfe, veamos los extremos condicionados de la fomci
f con la ligaduraz? + 3% + 2?2 = 4. Apliguemos el @odo de los multiplicadores de
Lagrange. Debemos resolver

20+ 1= N2z
20+ 1= N2y
2z +1= X2z

Y2 =4

2 2

2
Este sistema da como solucior(ed;, %, %)y (- %, - %, _7)
rar Unicamente el punto cuya tercera coordenada es negativa.

Deberemos conside-

Por Gltimo, sobreC’s, aplicando el netodo de los multiplicadores de Lagrange con dos
ligaduras tendremos que resolver el sistema

204+ 1= A2z

2y+1=2N\2
224+ 1=X2z2+p
2+t +22=4

z=0.
2 2
Sus soluciones S((ﬁ,ﬂ,o), (—ﬁ,—ﬁ,o).
1 1 2 2
Hemos encontrado como posibles extrees, —3, —3), (—3, —3,0), (=%, — %, — %)
(\;5, 55,0) (— \35, —jﬁ, 0). Calculando el valor def sobre cada uno de estos puntos
_ _3 1 2 2 —

tendremosf (-1, ;4 H=-%f(-3-3 0) 5[5 -5 %) = 42 7
f(ﬁ,ﬁ,O)ZZL 75 (=5 ﬁ70):4 f El maxmosetoma:ren(T,—z,O)y
el minimo en(—3, —3, %)

2.3.6 Ejercicios

1. Consideremos la aplicéci definida en??, a valores enz?,

f(z,y) = (e"cosy + e siny, e cosy — e"siny).
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10.

11.

12.

Prueba que eaten las condiciones del teorema de la fGndnversa pero que no es biyec-
tiva. Explicita un abierto para el que la aplioaeirestringida sea inyectiva.

. Halla los puntos en que la fulddi f (z,y) = (22 + y?, xy) tiene inversa locaHalla la

matriz jacobiana de la fun@n inversa donde exista.

. Sead un abierto dek"y f : A — R" de claseC' tal quedf, sea inyectiva para todo

x € A. Prueba que la imagen de todo abierto contenidd es un abierto.

. Seaf : R — R definida porf (z) = £ + z%sin< siz # 0y f(0) = 0. Prueba que

f(0) # 0y que f no es localmente invertible én ¢Esh esto en contradiamn con el
teorema de la funbn inversa?

. Comprueba la dependencia o independencia funcional de las siguientes funciones:

a) f (v,y) = doy + 4o +2, g (v,y) = 2%y* + 22°y + 27 — 1

b)fl (IE,@/,Z) = :L’+y+z, fg(ﬂf,y,Z) = 3332+8Z2—6$?J—8Z?J+101’2, fd($7y>z) =
2v —y + 3z.

. Prueba que la ecuéci 2% + xz + yx? + 3> = 0 define en un entorno dg, 0,0), z =

g (z,y) . Halla el polinomio de Taylor de grado 2, de la fubieiy en el punta(1, 0) .

. Prueba que las ecuaciones$ + y?u® — 1 = 0, xy® + u*2% = 0 definenz, y como funcon

implicita dez, « en un entorno dér, y, z,u) = (0,1,0,1). Seang; y g» estas funciones.
Calcula las derivadas parciales de dagespectc: y « en un entorno dé0, 1) .

. Prueba que las ecuaciones= 1, 2%+ y? + z + 2* = 2 definen en un entorno dé, 1, 0)

una subvariedad diferenciable de diménsl. Halla la recta tangente a la variedad en este
punto.

. Encuentra los puntos en que la ecbaci® + y*> — 6y = 0 no define localmente una

variedad diferenciable.

Prueba que el elipsoiddg = {(:c,y, z) € R 2—; + 3;—; + i—; = 1} es una subvariedad di-

ferenciable dg?? de dimengbn 2. Encuentra parametrizaciones para entornos de diversos

puntos de manera que la dBnide estos entornos sea tado

Considera la esfergien R® de centro el origen de coordenadas y radi§ea la llamada
proyeccon estereogifica deR? en S que se define de la siguiente forma. A caday) de

R? se le hace corresponder la interséoaileS con el intervalo de extremads = (z,y, 0)

y N = (0,0,1). Encuentra las ecuaciones de la aplidbacy prueba que se trata de una
parametrizadin deS — {N}.

Prueba que la ecuaciy? +3x2%y — 2 +2x +3y = 0 define una fundin implicitay = ¢ ()
definida para todo valor de Prueba que es de clase.
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13. Prueba que la ecuadisin z + zyz — 2o — 2y — 222y + 62y = 0 define en un entorno de
(1,1,0), z =g (x,y) . ¢ Tiene la fundn g en el puntg(1, 1) un extremo relativo?

14. Prueba que §i : R? — R es una fundin de clas€’, no puede ser inyectiva. Indicaci:
Si, por ejemplo‘;—ﬁ (x,y) # 0 en un abiertd/ considera la aplicach deU en R?* definida
por F'(x,y) = (f (z,y),y) y aplica el teorema de la furam inversa.

15. Determina la distanciaimima del origen a los puntos de la curva definidaper 22 + 2,
r+y+z=1

16. Halla el naximo y el mnimo de la fundn f (z,y) = 2 + 3> — 21/2z sobre el disco
cerrado de centré\/ﬁ, \/5) y radio3.

17. Halla el plano que pasa por el puiifo1, 1) y que determina con los ejes de coordenadas
un tetraedro de volumenimimo. ¢ Existe uno que sea de volumeaximo?

18. Calcula el raximo de la fundn (z1z; - - - z,,)° sujetola la condiéin >, (z;)* = 1.
Deduce que paray, . . ., a, > 0 se cumpl€aa, - - - a,)r < “t=tin,

- n

19. Seaw € R"y p > 1. Llamemosy al numero tal que% + % = 1y definamos

lall,= sup a-z.
?:1‘xi|p:1

Q=

Prueba quéal|, = (X7, |a:|?)

2.4 Nota hisbrica

Newton (1642-1727) y Leibnitz (1646-1716) son considerados como los principales creadores
del Calculo Infinitesimal. Sistematizaron y dotaron de algoritmos y notaciones generales los
problemas dealculo diferencial e integral que se hab tratado en muchos casos particulares.
Aritmetizaron el Glculo independiandolo de los argumentos geetricos utilizados hasta esa
epoca. A finales del siglo XVII 'y principios del XVIII Jacobo y Nicolas Bernuilli (1654-1705 y
1687-1759) y B. Taylor (1685-1731), entre otros, hicieron aportaciones importantes.

Tanto Newton como los Bernoulli manejaron derivadas parciales en casos particulares. No
obstante el desarrollo deakculo diferencial de varias variables se da fundamentalmente en el
siglo XVIII. Este siglo es el del gran desarrollo dehl€ulo. Aparecen a partir del nuevas
ramas de las mateaticas como la te@a de las ecuaciones diferenciales, la geomaeliferencial
y las funciones de variable compleja. La principal fuente de problemas en este siglo son las
ciencias de la naturaleza, aunque tantse tratan problemas que provienen del progilc@o
como la sumaéin de series o la evalu@ri de integrales. En esfpoca el tratamiento del
Calculo es formal. Lo importante eran los resultados obtenidos mas que el rigor en suabtenci
Se pose& una intuiodbn formidable pero las principales dificultades radicaban en las propias
nociones hsicas. El propio concepto de fuanino estaba claro. Durante mucho tiempo se
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considerarunicamente funciones que, salvo puntos aislados, @mitesarrollos en serie de
potencias. No hay una distirdei clara entre incremento de una fumtly diferencial, etc.

Euler (1707-1783) fue el matdatico nas destacado de @poca. Trab#j en la teora de
ecuaciones diferenciales, geoniettiferencial, teda de rumeros, seriesatculo de variaciones.
Aplico las materaticas a la meanica, adstica, tedla del calor, etc. Euler, junto con Clairaut y
D’Alembert desarrollaron la te@ de las derivadas parciales. Sus trabajos se establecieron en
conexbn con la tedia de ecuaciones diferenciales. En unos trabajos relativos a hidnoidi, en
1734, prolb que 2% = 2= Entre 1748y 1766 tratel cambio de variable, los determinantes
funcionales y otras cuestiones relativas a las derivadas parciales. Otra gran figuepatmléue
Lagrange (1736-1813). Al se le debe el teorema del valor medio y la exjaresiel €rmino
complementario de ladfmula de Taylor que lleva su nombre. Larhula de Taylor hala sido
ya establecida por Taylor en 1712, desde luego sin tratar el problema de la convergencia de la
serie. Este s@ estudiado mucho as tarde por Cauchy. A Lagrange taémise le debe la
introduccbn de las coordenadas estas para la evaluam de integrales. Resolviel paso a
la forma diagonal de lasbnicas en 1759 y lo aplical calculo de los raximos de funciones.
Entre otros mateaticos de laépoca cabe destacar a Clairaut (1713-1765), que fue uno de los
iniciadores de la te@a de curvas a las que representaba como intetsede dos superficies, a
D’Alembert (1717-1783) cuyos trabajos respecto a las derivadas parciales se dan en sus trabajos
sobre dimica entre 1744 y 1745, a Legendre, y a MacLauren.

Jacobi (1804-1851) introdujo en 1829 los "jacobianos”. Exptes cambios de variable de
las integrales iltiples en érminos de estos. En 1841 dio el teorema de dependencia funcional.
En el mismo trabajo exprésel jacobiano de una furtmh compuesta como el producto de los
jacobianos. El hessiano fue introducido por Hesse (1811-1874) en 1844. El vector gradiente fue
introducido por Hamilton (1805-1865) hacia mediados del siglo.

En el siglo XIX se rigorizan los conceptoadicos del @lculo. Bolzano (1781-1848) clarific
la definicbn de funodn continua enédrminos de quef (z + w) — f (z) puede ser tan peqiie
como se quiera tomandosuficientemente peqfie”. En 1817 define la derivada como ®hite
del cociente incremental cuando el incremento tiende a cero. Cauchy (1789-1857) considera
ya la diferencial der, dz como un valor finito cualquiera ¥y como f’ (z) dx. Weierstrass
(1815-1897) fue el que primero recondgjue para establecer con rigor las propiedades de las
funciones continuas precisaba de latedle los imeros reales. Adeas de la introducéin de la
derivada comadinite del cociente incremental la define taérbmediante ladrmulaf (z + h) =
f(x)+hf (x)+hon_o(1). En 1861 prob la igualdad de las derivadas cruzadas si las derivadas
segundas eran continuas.

Ob<rvese que todo este desarrollo se hizo sin una défimexpicita de espacio vectorial.
La introduccon axiomatica de espacio vectorial sobre ldsnmeros reales no se da hasta 1888
por Peano (1858-1932).

Frechet (1878-1973) en 1914 define la diferencial de un funcional sobre un espacio de fun-
ciones en la forma que la hemos introducido.
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2.5 Apéndice. Derivaciones y diferenciales. Una introducon
algebraica.

Hemos definido la derivada direccional de una foncf en la direcadbn dada por un vectar
como la derivada de la furtmi g (¢) = f (a + tu) ent = 0. En este cajpulo hemos considerado
quewu era un vector unitario, pero puede de hecho prescindirse de esta 6and@i el contexto
actual ses dmodo no imponerla. En esta defi@inies preciso que los puntos de la formatu
pertenezcan al dominio de defirdai de la funadn por lo menos paraen un entorno dé. Si se
trata de introducir derivaciones para funciones queredefinidasinicamente sobre los puntos
de una subvariedad no podemos utilizar esta definidios puntos de la forma+ tu no estaan
en general en la subvariedad y por tanto no tenskentido considerar la furgi g.

Si queremos definir la diferencial de una fumtidefinida en los puntos de una subvariedad
nos aparece tamém un problema. Hemos definido la diferencialfdena como una aplicaéin
lineal que aproxima la funen f () — f (a). Si la funcbn esh definida en un conjunto que
Nno es un espacio vectorial, &sgentido tiene su aproximadi lineal? Se trata entonces de
dar definiciones que cubran las situaciones anteriores y otras en otros contextos. Las daremos
para funciones definidas en el espacio e para no complicarnos con tecnicismos que no
son de integs en este momento pero dando una mayor relevancia a las funcionesajue est
involucradas y no utilizando, en la medida de lo posible, la estructura de espacio vectorial del
dominio de definidn de las funciones. Consideraremos en estadipe que todas las funciones
gue aparecen son de clasg.

Definicion 2.19. Seaa € R™y ~ un arco de curva definido en un entorno@e valores enk",
tal que~ (0) = a. Seaf una funcon definida erk" a valores enk. Se denomina derivada de
ena respecto a la curvg a la derivada de la funéing (t) = f (v (¢)) ent = 0.

Ob<rvese gue en esta defirdini de derivadin respecto de no intervienen mas que los
valores de la funéin sobre la imagen de. El resultado que se obtiene no es otra cosa que la
derivada en la direcen dada por el vector tangente &na. En efecto

9 (0) =2 5 ()% (0) = Do) f-

=1

Dos curvas que tengan el mismo vector tangente €an entonces la misma derivani en

a. Obgrvese taml@n que una derivagn direccional no es otra cosa que la derivadaisdg

curvavy (t) = a + tu. Entonces, considerar derivaciones a lo largo de curvas o derivaciones
direccionales es algo equivalente. La ventaja de considerar derivaciones respecto de curvas es
gue si la funadn estuviese definidanicamente sobre los puntos de una subvariedad &eguir
teniendo sentido esta derivanipara curvas cuyas agenes eéh contenidas en la subvariedad.

Las propiedadesdsicas de la aplica@n que asigna a cada fubai su derivada respecto a una
curva se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 2.28.Seaa € R™ y v un arco de curva definido en un entorno@ea valores enk™,
tal quev (0) = a. La aplicacbn X deC> (R"™) en R que asigna a cada funwn f la derivada
respecto ay tiene las siguientes propiedades:
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1. X es una aplicadn lineal, es decir

X (fi+ fo) =X (f1) + X (f2)
X (Af) =AX (f) para) € R.

2. Sik es una fundn constanteX (k) = 0.

3. Paracadaf,g € C* (R"), X (fg) = f(a) X (9)+ X (f) g (a) . (Regla de derivaéin del
producto).

Redprocamente, toda aplicath deC*> (R") en R que tenga estas propiedades es la deriva-
cion respecto de una curva.

Demostraddn. El que la derivadin respecto de una curva tenga estas propiedades es una com-
probacon directa. La propiedad 3 es consecuencia de la regla de dérivadei producto para
funciones de una variable.

Para ver el réproco necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.29.Seaf € C* (R") ya € R". Existen funcioneg; € C* (R") tales que

Se tiene, aded#ts, quey; (a) = 2L (a).
Demostradbn. Se tiene

f(w> fla)=Jy &f(a+ (v —a)t)dt =
my (o 2L (a+ (z—a)t)dt) (w — a).
Las funcioneg; (z) = % (a + (z — a)t) dt son de clas€>. Para comprobarlo es suficiente
utilizar los teoremas de derivaci bajo el signo integral elementales.
Larelacbng; (a) = 2L - (a) es consecuencia de la exptestemostrada y de la definici de
derivada parcial.
Ol

Podemos pasar a concluir la demosibadaiel teorema.
Apliqguemos el lema a la fungh f y a cada una de las funciongsque aparecen en la
descomposiéin. Tendremos que para ciertase C> (R")

f(x) = f(a)+ o, (@) (i — a;) + Z i () (v; — a;) (x5 — aj) .

=1

Aplicando ahora las propiedades 1,2,3 tendremos

Z 8:151

Si llamamose; = X (x;) se obtiene queX (f) es la derivada direccional dada por el vector
(C1y.eeyCn)-

[]
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El teorema permite tomar como derivaciuna aplicad@n deC> (R") en R que cumpla las
tres propiedades del teorema. ®h®se que es una defirdai algebraica en que no aparece la
nocion de Imite. Por otro lado el conjunto de estas aplicaciones forma un espacio vectorial con
la definicibn natural de suma y producto por escalares. En la identibicagie hemos hecho de
estas derivaciones con las derivadas direccionales se ha identificado el elerdeRtbcon la
derivacbn
Z (%sz

En particular el conjunto de las derlvaC|oneSaeels un espacio vectorial de dimemsin. Una
base de este espacio&$brmado por las derivadas parciales en el puntblamemos a este
espacidl;, (R").

Podemos definir el espacio de las diferenciales en el puramo el espacio dual dg, (R") .
La diferencial de una funén f ena se@ el elemento d¢T, (k™)) que asigna a la derivam
X el numero realX (f). La escribiremosif, (X) = X (f). En particular si como funén
tomamosr; tendremosxll:zcZ « (X) = X (x;) . Esta reladdn nos dice quéz , . .., dz, , forman
la base dual d%; .. . De esta forma podemos dar un sentido a las dlferenuales de una
funcion sin utilizar Ia estructura de espacio vectorial del dominio de defimide la funcdn.
No obstante, con este punto de vista, se ha perdido la iotugé pensar la diferencial como
una aproximadn lineal de la fundn f (x) — f (a). Una introducddn de las diferenciales que
preserva la idea de que la diferencial de una famaonsiste en "eliminar en el infi@$imo
f (z) — f (a) los infinitesimos de orden superior al primero” es la siguiente.

Llamemosm, = {f € C* (R"); f (a) = 0}. Por ejemplo, sif € C>* (R"), entoncesf —
f (a) € m,. Denotaremosn? al conjunto de las expresiongsg;h; parag;, fi € m,.

Teorema 2.30.El espacio vectorial cocientgs es un espacio vectorial de dimenisin.

Demostraddbn. Los elementos dey, son de laformg — f (a) paraf € C* (R") . Apliguemos
la descomposiéin del lema 2.29 como en el teorema anterior.

=10 =3 g @ @)+ o) (- a) - 0)

Tendremos qu¢ (x) — f (a) dain la misma clase qUE_, a L (a) (z; — a;) en™s. Por otra
parte, las funciones; — a;,7 = 1,...,n dan clases mdependlentes pues si

n

Z i (x; — a;) Z g;jh; parag;, f; € m,

i=1

derivando respecte; y dando ar el valora obtenemos qug; = 0 para cada.
O

Hemos visto adeas en la demostrami que la clase definida pgr— f (a) coincide con la
de>", 8x L (a) (x; — a;) . Si escribimos como habitualmente= = — a, el incremento de la

variable, tenemos que la aplicaniy_" , &r L (a) h; es lineal erh. Se trata de lénica aplicaddn
lineal de entre los representantes de la clase definidd pof (a) .
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Al espacio vectoriamﬂg se le llama espacio de las diferenciales en el punf@e una forma
intuitiva, a partir de los infinésimos er: se obtienen las diferenciales tandolos como equi-
valentes si su diferencia es un inf@stmo de segundo orden. La diferencial de una fumgi
es la clase definida pgir— f (a) . Se escribia df,. Una base de las diferenciales eatiormada
pordxy,...,dz, .. Las derivaciones se pahr definir o bien como hemos hecho antes como
las aplicaciones dé>~ (R") en R, lineales, que cumplen la regla del producto y que se anulan
sobre las constantes, o bien como el espacio dual del espacio de las diferéﬁgciales
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