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Caṕıtulo 1

Integral de Riemann

Se trata de dar una introducción a la integral de Riemann de funciones de varias variables. Ve-
remos tambíen una primera noción de “medida de conjuntos”, el llamado contenido de Jordan,
que coincide con la integral de Riemann de la función caracteŕıstica del conjunto. Se harán notar
algunas de las insuficiencias que presentan estas nociones de medida y de integral, lo que lleva a
introducir la integracíon de Lebesgue.

Supondremos un conocimiento previo de las nociones básicas de la integral de Riemann para
funciones de una variable.

1.1 Integración de Riemann

Consideraremos funciones de varias variables a valores reales y acotadas. Para simplificar las
notaciones supondremos que el número de variables es dos, aunque esto no es esencial en la
teoŕıa. Supondremos que las funciones están definidas en un intervalo cerradoI = [a, b]× [c, d].

Análogamente a como se hace para estudiar la teorı́a de la integración de Riemann para
funciones de una variable, consideraremos “particiones”Π del intervaloI en subintervalos. Estos
seŕan de la formaIij = [xi−1, xi] × [yj−1,yj], i = 1, ...n, j = 1, ...,m dondexi, yi son puntos
que cumplena = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b, c = y0 < y1 < · · · < ym−1 < ym = d.
Definiremos la medida de estos intervalos mediante el producto de las longitudes de sus lados, es
decir,(xi− xi−1)(yj − yj−1) y la denotaremos porm(Iij). El supremo y eĺınfimo de los valores
de la funcíon sobre estos intervalos se denotarán respectivamenteMij = sup(x,y)∈Iij

f(x, y) y
mij = inf(x,y)∈Iij

f(x, y).

Definición 1.1. Se llama suma superior de la función f asociada a la particíon Π y la deno-
taremos porS(f,Π) a

∑
Mijm(Iij) donde la suma está extendida a todos los intervalos de la

partición. Ańalogamente, la suma inferior def asociada a la misma partición ess(f,Π) =∑
mijm(Iij).

Obśervese que sif es positiva,S(f,Π) es una “aproximación” por exceso del “volumen” del
conjunto {

(x, y, z) ∈ R3; o ≤ z ≤ f(x, y), (x, y) ∈ I
}
.
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6 CAṔITULO 1. INTEGRAL DE RIEMANN

La suma inferiors(f,Π) seŕa una aproximación por defecto del citado “volumen”.
Obviamentes(f,Π) ≤ S(f,Π). Más generalmente, para diversas particiones, cualquier

suma inferior es menor o igual que cualquier suma superior. Para probarlo es cómodo disponer
de la siguiente relación en el conjunto de las particiones.

Definición 1.2. Dadas dos particionesΠ y Π1 deI = [a, b] × [c, d] se dice queΠ1 es ḿas fina
queΠ si todos los puntos que definenésta en[a, b] y en[c, d], pertenecen también a la que define
Π1.

Dadas dos particionesΠ1y Π2 se denomina partición uníon a la particíon generada por los
puntos que definen ambas particiones.

Lema 1.1.SeaΠ una particíon deI y seaΠ1 la partición que se obtiene a partir deΠ añadiendo
un puntõxi del intervalo[a, b]. Entoncess(f,Π) ≤ s(f,Π1), S(f,Π1) ≤ S(f,Π). Un resultado
análogo se obtiene si se añade un punto del intervalo[c, d].

Demostracíon. Seaxi−1 < x̃i < xi . Los intervalosIlj, l 6= i , al pasar de la particiónΠ a laΠ1

no vaŕıan, mientras que los intervalosIij quedan sustituidos por dos,̃Iij = [xi−1, x̃i]× [yj−1, yj],˜̃
Iij = [x̃i, xi]× [yj−1, yj] . Se cumple trivialmente quem(Iij) = m(Ĩij) +m(

˜̃
Iij) . Puesto que

inf
(x,y)∈Iij

f(x) ≤ inf
(x,y)∈Ĩij

f(x), inf
(x,y)∈Iij

f(x) ≤ inf
(x,y)∈˜̃Iij

f(x)

se sigue ques(f,Π) ≤ s(f,Π1). AnálogamenteS(f,Π1) ≤ S(f,Π).
Si el punto que se añade es del intervalo[c, d] la prueba de las desigualdades es enteramente

ańaloga.

Teorema 1.2.SeanΠ y Π1dos particiones del intervaloI. Se cumple

s(f,Π) ≤ S(f,Π1).

Demostracíon. Consideremos la particiónΠ ∪ Π1. Reiterando el lema anterior tendremos

s(f,Π) ≤ s(f,Π ∪ Π1) ≤ S(f,Π ∪ Π1) ≤ S(f,Π1).

Vemos que el conjunto de las sumas inferiores está acotado superiormente por cualquier
suma superior. Ańalogamente, el conjunto de las sumas superiores está acotado inferiormente
por cualquier suma inferior. Esto lleva a las siguientes definiciones.

Definición 1.3. Se llama integral inferior def (resp integral superior) y se denota por
∫
f (resp.∫

f ) a ∫
f = sup

Π
s(f,Π)

∫
f = inf

Π
S(f,Π).
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Es inmediato comprobar que
∫
f ≤

∫
f . Es natural considerar el caso en que tengamos

igualdad.

Definición 1.4. Diremos que una función f , definida enI, acotada, es integrable en el sentido
de Riemann (brevemente integrable Riemann) si

∫
f =

∫
f . A este valor se le denomina integral

def y se denotaŕa
∫
f . Si se quiere explicitar el intervaloI se escribiŕa

∫
I f.

Veamos un criterio elemental de integración Riemann.

Teorema 1.3.Seaf una funcíon definida en un intervaloI, acotada. La funcíon es integrable
en el sentido de Riemann si y sólo si para cadaε > 0 existe una particíonΠ deI tal que

S(f,Π)− s(f,Π) < ε.

Demostracíon. Si f es integrable Riemann, para cadaε > 0 existen particionesΠ1 y Π2 tales
que

S(f,Π1)−
∫
f <

ε

2∫
f − s(f,Π2) <

ε

2

ya que
∫
f es eĺınfimo de las sumas superiores y el supremo de las inferiores. De aquı́ se deduce

que
S(f,Π1)− s(f,Π2) < ε.

SeaΠ es una particíon mas fina queΠ1 y Π2. Esto implica que

S(f,Π)− s(f,Π) < S(f,Π1)− s(f,Π2) < ε

como queŕıamos probar.
Rećıprocamente, si se cumple esta condición se tendŕa∫

f −
∫
f ≤ S(f,Π)− s(f,Π) < ε.

Puesto que esta desigualdad es válida para todoε > 0 se sigue que
∫
f =

∫
f.

Como consecuencia de este criterio vamos a comprobar la integrabilidad de las funciones
continuas.

Teorema 1.4.Toda funcíon continua en un intervaloI es integrable Riemann.

Demostracíon. Veamos que se cumple el criterio anterior. Seaε > 0. Sabemos que la función
por estar definida en un intervalo cerrado y ser continua será uniformemente continua. Existirá
δ > 0 tal que si|x1 − x2| < δ y |y1 − y2| < δ se cumpliŕa |f(x1, y1)− f(x2, y2)| < ε1

(b−a)(d−c)
,

conε1 < ε.
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SeaΠ una particíon tal que|xi − xi−1| < δ, |yj − yj−1| < δ para todoi y j . Se tendŕa

Mij −mij ≤
ε1

(b− a)(d− c)
<

ε

(b− a)(d− c)

y por tantoS(f,Π)− s(f,Π) < ε.

Ejemplo 1.1. 1. Consideremos la función definida en[0, 1] × [0, 1] tal que vale0 sobre los
puntos de coordenadas racionales y1 sobre los otros puntos. Esta función no es integrable
en el sentido de Riemann ya que toda suma superior vale1 y toda suma inferior vale0.

2. La funcíonχ definida enI = [−1, 1] × [−1, 1] por χ (x) = 1 si ‖x‖ ≤ 1 y χ (x) = 0 si
‖x‖ > 1 es integrable Riemann. Para cada partición Π deI llamemosΠ′ al subconjunto
de los elementos que tienen intersección no nula con la frontera de{x ∈ R2; ‖x‖ ≤ 1} .
Es f́acil ver que para cadaε > 0 existe una particíon Π tal que

∑
Ii∈Π′m (Ii) < ε. Esto

nos da la integrabilidad de la función.

La nocíon de integrabilidad Riemann, como en el caso de funciones de una variable, puede
darse en t́erminos de ĺımites de sumas de Riemann.

Definición 1.5. SeaΠ una particíon del intervaloI. Consideremos un punto en cada uno de los
intervalos de la particíon ςij ∈ Iij. A la suma

∑
f(ςij)m(Iij) se le denomina suma de Riemann

asociada a la particíon y a estos puntos. Se denota porR(ςij,Π, f).

Nótese ques(f,Π) ≤ ∑
f(ςij)m(Iij) ≤ S(f,Π).

Teorema 1.5.Una funcíon f definida en un intervaloI, acotada, es integrable Riemann si y
solamente si existe un númeroL tal que para cadaε > 0 existe una particíonΠ0 deI tal que si
Π es ḿas fina queΠ0 toda suma de Riemann correspondiente aΠ cumple

|R(ςij,Π, f)− L| < ε.

El númeroL coincidirá con la integral def .

No daremos la demostración ya que es ańaloga a la de la proposición correspondiente para
funciones de una variable. También, como en el caso de una variable, puede sustituirse la anterior
noción de ĺımite por el ĺımite de sucesiones de sumas de Riemann asociadas a sucesiones de
particiones tales quemax |xi − xi−1| → 0 y max |yj − yj−1| → 0.

De este teorema es fácil deducir que sif y g son integrables Riemann yk ∈ R tambíen son
integrablesf + g y kf y se cumple∫

(f + g) =
∫
f +

∫
g,
∫
kf = k

∫
f.

Tampoco daremos las demostraciones ya que son idénticas a las correspondientes para funciones
de una variable.

Si f es integrable y toma sus valores en[−K,K] y g es continua en este intervalo entonces la
composicíong ◦ f es integrable. Una vez ḿas nos remitiremos a la demostración para funciones
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de una variable. En particular el cuadrado de una función integrable es integrable y, en conse-
cuencia, el producto de dos funciones integrablesfh = 1

2

(
(f + h)2 − f 2 − h2

)
es integrable.

La misma proposición puede servir para probar que sif es integrable, también lo es|f | . Por otra
parte es inmediato comprobar que sif1, f2 son funciones integrables tales quef1 ≤ f2, se tiene∫
f1 ≤

∫
f2. En particular, sif es integrable, se cumple|

∫
f | ≤

∫
|f | .

En la teoŕıa de la integración es necesario disponer de teoremas que permitan “pasar al lı́mite
bajo el signo integral”. Un teorema natural en este contexto es el siguiente.

Teorema 1.6.Seafn una sucesíon de funciones integrables Riemann enI que convergen unifor-
memente hacia una funciónf . Entoncesf es integrable Riemann y

∫
f = lim

∫
fn.

Demostracíon. Seaε > 0. Existirá unn tal que |fn(x)− f(x)| < ε
4m(I)

, para cadax ∈ I.

Puesto quefn es integrable existirá una particíonΠ tal queS(fn,Π)− s(fn,Π) < ε
2
. Tendremos

entonces

S(f,Π)− s(f,Π) < S(f,Π)− S(fn,Π) + s(fn,Π)− s(f,Π)

+S(fn,Π)− s(fn,Π) <
ε

4m (I)
m (I) +

ε

4m (I)
m (I) +

ε

2
= ε.

Esto da la integrabilidad def . Por otra parte, puesto que|fn − f | < ε paran > n0, para estosn∣∣∣∣∫ f −
∫
fn

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ (f − fn)
∣∣∣∣ ≤ ∫

|f − fn| ≤
∫
ε = εm(I).

Esto implica que
∫
f = lim

∫
fn.

Para integrales de funciones de varias variables una técnica importante que permite reducir
su ćalculo al de integrales de funciones de una variable es la de las integrales iteradas. Veamos
un caso sencillo de la misma.

Teorema 1.7.Seaf una funcíon definida en un intervaloI = [a, b]× [c, d], acotada. Si existe la
integral

∫
I f y la integral iterada

∫ b
a dx

∫ d
c f(x, y)dy, ambas coinciden.

Demostracíon. SeaΠ una particíon de[a, b] × [c, d]. Siguiendo las notaciones anteriores son
inmediatas las siguientes desigualdades

s(f,Π) =
∑

i

∑
j

mijm(Iij) =
∑
i,j

∫ xi

xi−1

dx
∫ yj

yj−1

mijdy ≤
∫ b

a
dx
∫ d

c
f(x, y)dy

≤
∑

i

∑
j

Mijm(Iij) = S(f,Π)

s(f,Π) ≤
∫

I
f ≤ S(f,Π)

Puesto que para cadaε > 0 existe una particiónΠ tal queS(f,Π)− s(f,Π) < ε se tendŕa que∣∣∣∣∣
∫

I
f −

∫ b

a
dx
∫ d

c
f(x, y)dy

∣∣∣∣∣ < ε
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y por tanto coinciden.

Corolario 1.8. Seaf una funcíon continua en un intervalo[a, b]× [c, d] . Se cumple

∫
I
f =

∫ b

a
dx
∫ d

c
f(x, y)dy.

Demostracíon. Es suficiente aplicar el teorema anterior teniendo en cuenta que toda función
continua es integrable y que

∫ d
c f(x, y)dy es una funcíon continua enx y por tanto integrable.

Ejemplo 1.2. 1.
∫
[0,1]×[0,2] x

2y =
∫ 1
0 dx

∫ 2
0 x

2ydy =
∫ 1
0 x

2 4
2
dx = 2

3
.

2. Ya vimos que siD es{x ∈ R2; ‖x‖ ≤ 1} la función caracteŕıstica de este conjuntoχD, es
decir, la funcíon que vale 1 enD y 0 en su complementario es integrable. Por otro lado las
integrales reiteradas existen

∫
dx
∫
χDdy =

∫ 1

−1
dx
∫ √

1−x2

−
√

1−x2
dy = π.

Tendremos, en consecuencia que
∫
χD = π.

1.2 Contenido de Jordan

Se trata de dar una noción deárea de un conjunto deR2 o en general de volumen n-dimensio-
nal de un subconjunto deRn. Consideraremos para simplificar las notaciones, como hicimos
en la seccíon anterior dedicada a la integral de Riemann, que la dimensiónn es 2. Conocida la
medida de un intervalo como el producto de las longitudes de sus lados, es natural extender esta
noción a las uniones finitas de intervalosF = ∪r

i=1Ii con interiores disjuntos dos a dos en la
formam(F ) =

∑r
i=1m(Ii). Esta definicíon no depende de la particular descomposición deF en

intervalos que se haya utilizado. A la colección de estos conjuntosF que, de hecho, son uniones
finitas de poĺıgonos cerrados de lados paralelos a los ejes la denominaremosF . Es f́acil ver que
si F1, F2 ∈ F y F1 ⊂ F2 entoncesm(F1) ≤ m(F2). Si se quiere dar una noción de medida para
conjuntos ḿas generales, una forma natural de hacerlo es la de aproximarlos por estos conjuntos
deF . Esto lleva a la noción de contenido interior y exterior.

Definición 1.6. SeaE un conjunto acotado deR2. Llamaremos contenido exterior deE (resp.
interior) y lo denotaremos porce(E) (resp.ci(E)) a

ce(E) = infE⊂F, F∈F m(F )
resp. ci(E) = supF⊂E,F∈F m(F )

Si ce(E) = ci(E) diremos que puede definirse el contenido de Jordan del conjuntoE, o
simplemente, que tiene contenido y lo escribiremosc(E) = ce(E) = ci(E).
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Obśervese que en la definición de contenido exterior podrı́a tomarse eĺınfimo dem(F )
únicamente para los elementos deF que en su interior contienen aE. Basta tener en cuenta
que para cadaε > 0 y cada intervalo cerradoJ existe otroJ1 que contiene en su interior aJ y
tal quem(J1) < m(J) + ε.

Es inmediato comprobar que un conjuntoE tiene contenido si y śolo si para cadaε > 0
existenF1, F2 ∈ F tales queF1 ⊂ E ⊂ F2 y m(F2) − m(F1) < ε. Tras la observación del
párrafo anterior la condiciónE ⊂ F2 puede ser sustituida porE contenido en el interior deF2.

Ejemplo 1.3. 1. Desde luego para un intervaloI se tieneci(I) = ce(I) = m(I). Si en lugar
de considerar un intervaloI cerrado se consideran intervalos abiertos o intervalos del tipo∏

[ai, bi) es inmediato comprobar que también tienen contenido definido y que su valor es
el producto de las longitudes de sus lados.

2. Q ∩ [0, 1] no admite contenido unidimensional. En efecto, es fácil comprobar quece(Q ∩
[0, 1]) = 1, mientras queci(Q ∩ [0, 1]) = 0.

El siguiente teorema nos expresa la relación entre el concepto de contenido y la integral de
Riemann.

Teorema 1.9.Un conjuntoE acotado tiene contenido si y sólo siχE es integrable Riemann. En
este casoc(E) =

∫
χE.

Demostracíon. SeaE ⊂ I. Supongamos queχE es integrable. Dadoε > 0 existe una partición
Π deI tal que

S (χE,Π)− s (χE,Π) < ε.

Consideremos ahoraF1 la unión de los intervalos de la partición contenidos enE y F2 la unión
de los intervalos que tienen intersección no vaćıa conE. Tendremos

m(F1) = s(χE,Π) y m(F2) = S(χE,Π).

De aqúı F1 ⊂ E ⊂ F2 y m (F2)−m (F1) < ε. EntoncesE tiene contenido ýeste coincide con
la integral deχE.

Rećıprocamente, supongamos queE tiene contenido. Dadoε > 0, existiŕanF1, F2 ∈ F ,
F1 ⊂ E ⊂ F2 y m(F2) −m(F1) < ε. Si F1 consiste en la unión de los intervalos[xi−1, xi] ×
[yj−1, yj] consideremos la particiónΠ1 deI definida por los puntosxi eyj. Tendremosm(F1) ≤
s(χE,Π1). Si hacemos lo propio conF2 obtendremos una partición Π2 tal queS(χE,Π2) ≤
m(F2). Tendremos entoncesS(χE,Π2)− s(χE,Π1) ≤ m(F2)−m(F1) < ε. De aqúı queχE es
integrable y que su integral esm(E).

Ejemplo 1.4. 1. Veamos que el subconjunto deR2 definido por

E =
{
(x, y) ∈ R2;x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1

}
tiene contenido. En efecto, seaF1 la unión de los rect́angulos

[
i−1
n
, i

n

]
×
[
0, 1− i

n

]
,

i = 1, ..., n y seaF2 la correspondiente unión de los rect́angulos
[

i−1
n
, i

n

]
×
[
0, 1− i−1

n

]
.
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TendremosF1 ⊂ E ⊂ F2 ym(F2)−m(F1) = n
n2 = 1

n
. Por tanto existe el contenido deE

o, lo que es equivalente,χE es integrable. El valor de la integral puede obtenerse o bien
como el ĺımite de las medidas deF1 al tomar ĺımite enn, o bien como la integral iterada∫ 1
0 dx

∫ 1
0 χE(x, y)dy =

∫ 1
0 dx

∫ 1−x
0 dy = 1

2
.

2. Ya vimos que la función caracteŕıstica del disco unidad enR2 es integrable. Luego este
disco tiene contenido de Jordan definido y valeπ.

La nocíon de contenido es aditiva en el sentido de que siF1 y F2 son dos conjuntos disjuntos
y con contenido, entoncesc(F1∪F2) = c(F1)+c(F2). Es suficiente tener en cuenta la propiedad
de la aditividad de la integral y queχF1∪F2 = χF1 + χF2 .

Si F1 y F2 tienen contenido también lo tiene la intersección puesχF1∩F2 = χF1 · χF2.
Si dos conjuntos no necesariamente disjuntos tienen contenido, también lo tiene la uníon ya

queχF1∪F2 = χF1 + χF2 − χF1∩F2. En este caso se cumple

c (F1 ∪ F2) =
∫
χF1∪F2 ≤

∫
χF1 +

∫
χF2 = c (F1) + c (F2) .

La nocíon de conjunto con contenido permite también definir una integral de Riemann de una
funciónf definida en un conjuntoE ⊂ I con contenido definido como la integral deχEf , ya que
el producto de dos funciones integrables es integrable. La escribiremos

∫
E f =

∫
I χEf. Conviene

observar que esta definición no depende del particular intervaloI utilizado en la definicíon.
Una vez que hemos definido la noción de contenido para conjuntos más generales que los

intervalos pudiera pensarse en considerar en la definición de integral, particiones del intervalo de
definición no tan śolo en subintervalos sino en conjuntos para los que esté definido su contenido.
Concretamente, pueden considerarse particionesI = ∪Ai, Ai∩Aj = φ si i 6= j, conAi conjuntos
para los que está definido el contenido. Sisi y Si son respectivamente el supremo eı́nfimo de
la función f sobreAi , se podŕan definir unas sumas inferiores y superiores mediante

∑
sic(Ai)

y
∑
Sic(Ai). El supremo de estas sumas inferiores nos dará una integral inferior y eĺınfimo

de las sumas superiores una integral superior. En el caso de que ambas coincidan tendremos
una nocíon de funcíon integrable y de integral. Se puede comprobar que este proceso da lugar al
mismo tipo de funciones integrables que las de Riemann y a la misma integral. Es por ello que no
proseguiremos en esta dirección. No obstante, lo interesante de la construcción es hacer patente
cómo la posibilidad de medir ḿas conjuntos puede conducir a una nueva teorı́a de la integración.
Si bien en este caso, partiendo del concepto de contenido, no lleva a una integral más general que
la de Riemann, si tuviésemos una noción de medida ḿas amplia que la de contenido, podrı́amos
obtener una noción de integral ḿas general. Como veremos esta es una de las ideas básicas de la
integracíon de Lebesgue que estudiaremos en los capı́tulos siguientes.

1.3 Insuficiencias de la nocíon de contenido de Jordan y de
integral de Riemann

Uno de los problemas básicos de la noción de contenido, ideada para medir conjuntos, es la limi-
tación de los conjuntos a los que se puede aplicar. Si quisiésemos medir toda clase de conjuntos
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utilizando por ejemplo el contenido exterior o bien el contenido interior el resultado serı́a una
aplicacíon no aditiva. Por ejemplo,Q ∩ [0, 1] y su complementario en[0, 1] tienen contenido ex-
terior1, son disjuntos, y su unión vuelve a tener contenido exterior1. Al consideraŕunicamente
conjuntos con contenido definido esta noción resulta ser ya aditiva pero no abarca todos los con-
juntos que serı́a de desear. Por ejemplo, no todos los abiertos acotados tienen contenido definido.
Consideremos el subconjunto deR definido porA = ∪n≥1

(
an − 1

2n+2 , an + 1
2n+2

)
dondean re-

correQ ∩ [0, 1] . Obśervese que siF ∈ F , F ⊂ A, mediante un ńumero finito de los intervalos(
an − 1

2n+2 , an + 1
2n+2

)
se recubriŕaF y tendremos quem(F ) ≤ ∑

n≥1
2

2n+2 = 1
2
. De aqúı que

ci(A) ≤ 1
2
. Por otro lado, siA ⊂ F, F ∈ F , comoQ ∩ [0, 1] ⊂ F, se tendŕam(F ) ≥ 1 y, por

tanto,ce(A) ≥ 1.
Otra limitacíon del concepto de contenido es que, si bien es finitamente aditivo, no es nu-

merablemente aditivo. Por ejemplo cada punto deR tiene contenido unidimensional cero. Sin
embargo una unión numerable de puntos comoQ∩ [0, 1] no tiene contenido definido. Porúltimo
esta nocíon hace referenciáunicamente a conjuntos acotados. No puede asignarse un contenido a
un conjunto como∪n≥1

[
n− 1

2n , n+ 1
2n

]
al que seŕıa natural asignarle una medida

∑
n≥1

2
2n = 2.

Seŕıa entonces conveniente disponer de una noción de medida de conjuntos que extendiese la no-
ción de contenido, que permitiese medir los conjuntos abiertos y cerrados acotados y que tuviese
la propiedad de la aditividad numerable, es decir, que la unión numerable de conjuntos disjuntos
dos a dos que se pudieran medir, tuviese por medida la suma de la serie de las medidas.

Problemas del mismo tipo aparecen cuando se considera la integral de Riemann. Las funcio-
nes caracterı́sticas de los abiertos o de los cerrados en general no son integrables y, por tanto, en
general no se puede hablar de la integral de Riemann sobre un abierto o sobre un compacto.

Existen otras limitaciones. Por ejemplo, existen problemas con la “completitud” en el si-
guiente sentido. Sea{fn} una sucesión de funciones integrables en[a, b] que cumple una con-
dición del “tipo de Cauchy”, es decir, para cadaε > 0 existen0 tal que

∫
|fn − fm| < ε para

n,m > n0. No se deduce entonces la existencia de una funciónf l ı́mite de{fn} en el sentido de
que para cadaε > 0,

∫
|fn − f | < ε paran mayor que un cierton0. Por otro lado, en el contexto

de la integral de Riemann, los teoremas de paso al lı́mite bajo el signo integral deben establecerse
en condiciones demasiado restrictivas. Estas, entre otras razones, muestran la insuficiencia de la
noción de integral de Riemann. Una solución a estos problemas viene dada por la integración de
Lebesgue. Una introducción natural déesta pasa por el estudio de la medida de Lebesgue, que
extendeŕa la nocíon de contenido de Jordan.

1.4 Ejercicios

1. Halla, cuando exista, el contenido 2-dimensional de los siguientes conjuntos{
(x, y) ∈ R2; x2 + y2 < 1

}
.

{
(x, 0) ∈ R2; 0 < x ≤ 1

}
{
(x, y) ∈ R2; |y| ≤ |x sin x| , 0 < x ≤ 2π

}
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[0, 1]× ([0, 1] ∩Q) .

2. Seaf : [1, 2] → R definida porf (x) = 0 si x es irracional yf (x) = 1
q

si x = p
q

donde
ésta es una fracción irreducible. Demuestra quef es integrable y que su integral vale cero.

3. Calcula los siguientes lı́mites expreśandolos como sumas de Riemann

lim
n∑

m=1

1

4n+m

lim
n∑

m=1

2n (n+m)

n3
.

4. Di para qúe valores deα el siguiente ĺımite es finito

lim
n

∫ n

1

dx

x |x− 2|α
.

5. Seaf una funcíon definida en[0, 1] mońotona y acotada. Prueba que

lim
1

n

(
f
(

1

n

)
+ f

(
2

n

)
+ ...+ f

(
n

n

))
=
∫ 1

0
f

6. Calcula
∫
[0,1]×[0,1] y sin xy.

7. Seaf continua enR2. Invierte el orden de integración en

(a)
∫ 1
0

∫√1−x2

0 f (x, y) dydx

(b)
∫ 2
0

∫ 2√
x f (x, y) dydx

(c)
∫ 1
0

∫ sin x
0 f (x, y) dydx

8. Calcula

(a)
∫
A x dondeA es la regíon acotada limitada por las curvasx = y2 , x = −y2 + 1.

(b)
∫
A |x− y| dondeA =

{
(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] ; xy ≥ 1

2

}
.

(c)
∫
A max (x, y) dondeA = {(x, y) ; x2 + y2 ≤ 1}
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1.5 Apéndice. Criterio de Lebesgue de integración Riemann.

Se trata de dar un teorema que caracteriza las funciones integrables en el sentido de Riemann en
términos del “tamãno” del conjunto de puntos de discontinuidad de la función.

Definición 1.7. Un subconjunto deRn se dice que tienen-medida cero si para cadaε > 0 existe
un recubrimiento del mismo formado por una colección numerable de intervalos abiertos cuya
suma de medidas es menor queε.

Teorema 1.10.Seaf una funcíon definida en un intervalo cerradoI deRn y acotada. La
función es integrable Riemann si y sólo si el conjunto de puntos de discontinuidad es de medida
nula.

Demostracíon. Antes de pasar a la demostración recordemos el concepto de oscilación de una
función. Denominamos oscilación def en un conjuntoA a la diferencia

sup {f (x) , x ∈ A} − inf {f (x) , x ∈ A} .

La escribiremosO (f, A) . Se llama oscilación enx de una funcíonf definida enD a

inf
ε>0

O (f,B (x, ε) ∩D) .

El conjunto de puntos de discontinuidad de una función es la uníon de

Dn =
{
x ∈ D; O (f, x) ≥ 1

n

}
.

Seaf integrable enI. Veamos que los conjuntosDn tienen medida cero. Seaε > 0. Existe
una particíon Π de I tal queS (f,Π) − s (f,Π) < ε

n
. SeaΠ′ el conjunto de intervalos de la

partición que en su interior tienen algún punto deDn. Si Ii pertenece aΠ′ se tieneO (f, Ii) ≥ 1
n
.

Por lo tanto
ε

n
>
∑
Ii∈Π

O (f, Ii)m (Ii) >
1

n

∑
Ii∈Π′

m (Ii)

y tendremos que
∑

Ii∈Π′m (Ii) < ε. De esta formaDn est́a recubierto por los interiores de un
número finito de intervalos, cuya suma de medidas es menor queε, junto con las fronteras de los
intervalos deΠ. Estosúltimos, a su vez, pueden recubrirse por un número finito de rect́angulos
cuya suma de medidas también es menor queε. Dn es entonces de medida nula.

Para establecer el recı́proco veamos, en primer lugar, un par de observaciones. La primera es
que dado un intervalo compacto y un recubrimiento abierto del mismo, existe una partición del
mismo tal que cada uno de los intervalos cerrados de la partición est́a contenido en un abierto del
recubrimiento. Basta considerar el número de Lebesgue del recubrimiento y tomar la partición
suficientemente fina.

La segunda observación es que si tenemos una función definida en un intervaloI compacto
tal que la oscilacíon en todos sus puntos es menor que unδ > 0 prefijado, existe una partición
Π del intervalo tal que siJ ∈ Π se cumpleO (f, J) < δ. En efecto, basta considerar para cada
x ∈ I un entornoUx conO (f, Ux) < δ y aplicar la observación anterior.
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Podemos pasar a establecer el recı́proco. Seaf definida enI, acotada porK y tal que el
conjunto de puntos de discontinuidad es de medida nula. Fijemosε > 0. El conjuntoDε =
{x ∈ D; O (f, x) ≥ ε} es un compacto de medida cero. Existen entonces un número finito de
intervalos abiertosU1, ..., Um que recubrenDε y cuya suma de medidas es menor queε. Estos
abiertos, junto con el complementario deDε forman un recubrimiento deI. De acuerdo con la
primera observación existiŕa una particíon Π tal que cada intervalo está contenido en uno de los
Ui o en el complementario deDε. LlamemosΠ′ al conjunto de los primeros yΠ′′ a los restantes
que, en consecuencia, no cortarán aDε. Si J ∈ Π′′, aplicando la segunda observación, existiŕa
una particíon deJ , ΠJ tal queS (f,ΠJ) − s (f,ΠJ) < εm (J) . Consideremos una partición
Π̃ enI más fina queΠ y tal que induzca en cada uno de los intervalosJ ∈ Π′′ una particíon más
fina que laΠJ . LlamemosĨj a los intervalos de la partición Π̃

S
(
f, Π̃

)
− s

(
f, Π̃

)
=∑

Ĩj⊂I′i∈Π′

O
(
f, Ĩj

)
m
(
Ĩj
)

+
∑

Ĩj⊂I′′j ∈Π′′

O
(
f, Ĩj

)
m
(
Ĩj
)
≤

2K
∑

Ĩj⊂I′i∈Π′

m
(
Ĩj
)

+ ε
∑

I′′j ∈Π′′

m
(
I ′′j
)

< 2Kε+ εm (I) .

Por tantof es integrable Riemann.

Ejercicios

1. Prueba que el conjunto{(x, 0) ∈ R2} es de 2-medida cero.

2. Prueba que sif : I → R es una funcíon integrable yg : R → R es continua, la composi-
cióng ◦ f es integrable.

3. Prueba que toda funciónf : I → R acotada y continua enI −Q es integrable Riemann.

4. Prueba que un conjunto acotadoA deR2 tiene contenido de Jordan definido si y sólo si su
frontera tiene medida cero.



Caṕıtulo 2

Medida de Lebesgue en Rn

Se trata de definir para una cierta colección de conjuntosM una aplicacíon que llamaremos
medidam : M→R∪{+∞} , de manera queM contenga los conjuntos con contenido de Jordan
definido aśı como los conjuntos abiertos, y que sea una clase cerrada por uniones numerables y
por paso al complementario. Sobre la funciónm se desea, en primer lugar, que sea no negativa y
que extienda la noción de contenido. Se desea también quem tenga la propiedad de la aditividad
numerable y que si un conjuntoA tiene medida 0, cualquier subconjunto también sea medible
con medida cero. Poŕultimo y en relacíon con las propiedades algebraicas deRn se desea que
m sea invariante por translaciones y por simetrı́as, es decirm(x + A) = m(A) y m(−A) =
m(A). Se probaŕa la existencia de una tal colección de conjuntosM y de una tal aplicaciónm.
Empezaremos definiendo la medida de abiertos acotados, para pasar después a la de compactos.
A partir de ambos definiremos los conjuntos medibles acotados y, finalmente, la claseM y la
aplicacíonm.

2.1 σ-álgebras y medidas

Definición 2.1. Una coleccíon de subconjuntosM deRn se dice que es unaσ-álgebra si,

1. Rn ∈M.

2. Para cada conjunto deM su complementario está enM.

3. A = ∪nAn pertenece aM siempre que cadaAn ∈M.

Resumiremos unas primeras consecuencias en el siguiente teorema.

Teorema 2.1.SeaM unaσ-álgebra. Entonces

1. El conjunto vaćıo φ pertenece aM.

2. La uníon finita de elementos deM pertenece aM.

3. La interseccíon finita o numerable de conjuntos deM es deM.

17
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4. La diferencia de elementos deM es deM.

Demostracíon. El conjunto vaćıo φ siempre pertenece aM por ser el complementario deRn.
Tambíen tomandoAn = φ paran > n0 se ve que toda unión finita de elementos deM es de
M. Tomando complementarios es inmediato probar que la intersección finita o numerable de
conjuntos deM es deM y que la diferencia de elementos deM es deM.

Ejemplo 2.1. Si consideramos los subconjuntos deRn que se obtienen a partir de los abiertos
tomando uniones e intersecciones finitas y numerables sucesivas, ası́ como paso al complementa-
rio obtendremos la ḿınimaσ−álgebra de subconjuntos deRn que contiene a todos los conjuntos
abiertos. A sus conjuntos se les llama borelianos.

Definición 2.2. Una aplicacíonm de unaσ− álgebraM enR ∪ {+∞} se dice aditiva si para
A1, A2 ∈ M, A1 ∩ A2 = φ, se cumplem(A1 ∪ A2) = m(A1) +m (A2) . Se dice que es nume-
rablemente aditiva si para cada colección numerableAn de subconjuntos deM disjuntos dos
a dos,m (∪An) =

∑
m(An). Una funcíon no negativa y numerablemente aditiva se denomina

una medida.

2.2 La medida de Lebesgue

2.2.1 Medida de abiertos acotados

Ya hemos comentado que el contenido interior de conjuntos cualesquiera no da una aplica-
ción aditiva. Por ejemplo, si consideramos contenidos unidimensionalesci(Q ∩ [0, 1]) = 0 y
ci([0, 1] − Q) = 0 mientras queci([0, 1]) = 1. Sin embargo, si nos restringimosúnicamente a
los abiertos acotados si que resulta aditiva esta aplicación. Es entonces natural definir la me-
dida de un conjunto abierto acotado como su contenido interior. Por otro lado, como veremos,
todo conjunto abierto puede expresarse como una unión disjunta, numerable de “intervalos se-
miabiertos”. La medida con la definición anterior resulta ser la suma de las “medidas” de estos
intervalos, corroborando lo adecuado de la definición.

Definición 2.3. SeaA un abierto acotado. Se define la medida de este abierto mediante la
expresíon

m(A) = ci(A) = sup {m(F ); F ∈ F , F ⊂ A} .

Teorema 2.2.SiA1, A2 son abiertos acotados

m(A1 ∪ A2) ≤ m(A1) +m(A2).

SiA1 ∩ A2 = φ, m(A1 ∪ A2) = m(A1) +m(A2).

Demostracíon. SeaF ∈ F conF ⊂ A1∪A2. Seaε > 0 tal que six ∈ F, B(x, ε) est́a contenida
enA1 o enA2. La existencia de esteε puede probarse por un argumento de compacidad. Para
cadax ∈ F sea2εx tal queB(x, 2εx) est́a en uno de los dos abiertosA1 o A2. Mediante un
número finito de las bolasB(x, εx) se recubreF . SeanB(x, εx1), ..., B(x, εxr). Entoncesε =
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min {εx1 , ..., εxr} cumple la condicíon. En efecto, siy ∈ B(x, εx), la bolaB(x, 2εx) estaŕa
contenida en unAj. Entonces

B (y, ε) ⊂ B(x, 2εx) ⊂ Aj.

Supongamos ahoraF descompuesto en intervalos de diámetro menor queε. Cada uno de
estos intervalos estarán contenidos enA1, enA2 o en ambos. Tendremos entonces

m(F ) ≤ m(A1) +m(A2)

lo que implica, puesto quem(A1 ∪ A2) es el supremo dem (F ) paraF ⊂ A1 ∪ A2 que

m(A1 ∪ A2) ≤ m(A1) +m(A2)

La demostracíon de la segunda parte de la proposición es ahora f́acil de completar. SeanF1, F2 ∈
F , F1 ⊂ A1 , F2 ⊂ A2. Seŕan disjuntos y tendremos

m(A1 ∪ A2) ≥ m(F1 ∪ F2) = m (F1) +m(F2).

Tomando supremos al variarF1 y F2

m(A1 ∪ A2) ≥ m (A1) +m(A2).

Lema 2.3. Todo abierto deRn es uníon numerable de intervalos disjuntos del tipo

Ii1,...,in;m =
n∏

j=1

[
ij
2m
,
ij + 1

2m

)
dondeij ∈ Z.

Demostracíon. Para cadam los intervalosIi1,...,in;m forman un recubrimiento deRn. SeaJ0 la
familia de los intervalos del tipoIi1,...,in;0 contenidos enA. Consideremos, a continuación,J1 la
familia de los intervalos del tipoIi1,...,in;1 contenidos enA y no contenidos en los anteriores. Si
proseguimos de esta forma obtendremos∪Jm una familia numerable de intervalos disjuntos dos
a dos cuya unión est́a contenida enA. Veamos que coincide conA. Seax ∈ A y B(x, ε) ⊂ A.
Seam suficientemente grande de forma que los intervalosIi1,...,in;m tengan díametro menor que
ε. El puntox perteneceŕa a uno de los intervalosIi1,...,in;m que estaŕa por tanto contenido enA. Se
tendŕa entonces que o bienIi1,...,in;m perteneceŕa a uno de losJs paras < m, o bien pertenecerá
aJm.

Teorema 2.4.SeaA un abierto acotado deRn y seaA = ∪Ii1,...,in;m la descomposición dada
en el lema anterior. Se cumple

m(A) =
∑

m (Ii1,...,in;m)

dondem (Ii1,...,in;m) significa el contenido deIi1,...,in;m, es decir,c(Ii1,...,in;m) =
(

1
2m

)n
.
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Demostracíon. Llamemos, por simplificar la notación, Ik a cada uno de los intervalos de la
particiónIi1,...,in;m en que se descomponeA. Observemos que forma una familia numerable. Sea
F ∈ F F ⊂ A. Consideremos unε > 0. Para cada intervaloIk consideremos un intervalo
abiertoĨk que contiene aIk y tal quec

(
Ĩk
)
≤ c (Ik) + ε

2k . Por serF compacto estará recubierto

por un ńumero finito de intervalos abiertos̃Ik, k = 1, ..., N . Tendremos

m(F ) ≤ c(∪N
k=1Ĩk) ≤

∑
c(Ĩk) ≤

∑
c(Ik) + ε.

Puesto que esto vale para todoε > 0 , se tienem(F ) ≤ ∑
m(Ik) y puesto que esto vale para

todoF ⊂ A se tienem(A) ≤ ∑
m(Ik).

Rećıprocamente, fijadoε > 0, podemos encontrar intervalos cerradosJk contenidos enIk
tales quem(Jk) ≥ m(Ik) − ε

2k . Consideremos un número finitoN de estos intervalos. El
conjunto uníon de estos es un elemento deF contenido enA y losJk son disjuntos. Tendremos
entonces

N∑
k=1

m(Ik) ≤
N∑

k=1

m(Jk) + ε ≤ m(A) + ε.

Puesto que vale para cadaN se tiene∑
m(Ik) ≤ m(A) + ε.

Dado, porúltimo, que vale para cadaε > 0 tendremos∑
m(Ik) ≤ m(A).

2.2.2 Medida de compactos

Dado un compactoK , siempre está contenido en un intervalo abiertoI. Si deseamos quem(I) =
m(K) + m(I −K) , puesto que la medida deI −K ha sido definida como el supremo de los
contenidos de los elementos deF ∈ F , F ⊂ I −K, es f́acil ver quem(K) debeŕa ser eĺınfimo
de las medidas de los elementos deF que contienen aK. Es entonces natural la siguiente
definición.

Definición 2.4. SiK es un compacto deRn, se define su medida como

m(K) = ce(K) = inf
K⊂L, L∈F

m(L).

Obśervese que siK es un intervalo cerrado la definición coincide con la medida ya cono-
cida del intervalo. La pŕoxima proposicíon nos dice que con esta definición, la medida sobre
compactos tiene la propiedad de la aditividad.

Teorema 2.5.SeanK1 yK2 compactos conK1 ∩K2 = φ. Entoncesm(K1 ∪K2) = m(K1) +
m(K2).



2.2. LA MEDIDA DE LEBESGUE 21

Demostracíon. SeaL ∈ F conK1 ∪ K2 ⊂ L. Siempre podremos suponer que es la unión de
intervalos de díametro menor qued(K1, K2). LlamemosL1 y L2 a la uníon de estos intervalos
que tienen puntos en común conK1 y conK2 respectivamente. TendremosK1 ⊂ L1, K2 ⊂ L2,
L1 ∪ L2 ⊂ L y L1 ∩ L2 = φ. Por tanto

m(K1) +m(K2) ≤ m(L1) +m(L2) ≤ m(L)

y, tomando eĺınfimo dem(L) al variarL

m(K1) +m(K2) ≤ m(K1 ∪K2).

Probemos la desigualdad en sentido contrario. SeanLi ∈ F conKi ⊂ Li, i = 1, 2 con
intervalos componentes de diámetro menor qued(K1, K2)/2. A efectos de calcularm (K1) y
m (K2) siempre se podrá suponer que los intervalos cerrados deLi tienen intersección no vaćıa
conKi, i = 1, 2. De esta forma se tieneL1 ∩ L2 = φ y por tanto

m(K1 ∪K2) ≤ m(L1 ∪ L2) = m(L1) +m(L2).

Tomando eĺınfimo dem(L1) y dem(L2) al variarL1 y L2 tendremos

m(K1 ∪K2) ≤ m(K1) +m(K2).

2.2.3 Conjuntos medibles acotados

Definido el concepto de medida de abiertos y de compactos podemos pasar a definir una medida
exterior de un conjunto mediante la “aproximación por exceso” por conjuntos abiertos y una
medida interior mediante una “aproximación por defecto” por medio de conjuntos compactos.
Cuando ambas medidas coincidan tendremos el concepto de conjunto acotado medible.

Definición 2.5. SeaB un conjunto acotado. Se define su medida exterior e interior mediante

m(B) = inf {m(A); B ⊂ A, A abierto}

m(B) = sup {m(K); K ⊂ B, K compacto}

Lema 2.6. SiK es un compacto yA es un abiertoK ⊂ A, existeL ∈ F tal queK ⊂ L ⊂ A.

Demostracíon. Basta recubrirK por intervalos abiertos tales que su adherencia esté contenida
enA. Por la compacidad deK, mediante un ńumero finito de ellos recubriremosK. La unión de
su adherencia nos daráL.

Teorema 2.7.Para todo conjunto acotadoB se tienem(B) ≤ m(B).
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Demostracíon. En efecto, sea un compactoK y un abiertoA tal queK ⊂ B ⊂ A. SeaL como
en el lema anteriorK ⊂ L ⊂ A. Tendremosm(K) ≤ m(L) ≤ m(A) y tomandóınfimo al variar
A y supremo al variarK se tendŕam(B) ≤ m(B).

Definición 2.6. Un conjunto acotadoB se dice medible sim(B) = m(B). A este valor coḿun
se le denomina su medida y se escribem(B).

Obśervese que siB1 y B2 son medibles yB1 ⊂ B2 se tiene quem(B1) ≤ m(B2). Es
consecuencia inmediata de la definición de medida exterior.

Teorema 2.8.Los conjuntos abiertos acotados y los conjuntos compactos son medibles y tienen
por medida el contenido interior y exterior respectivamente.

Demostracíon. En efecto, siA es un abierto se tienem(A) = m(A) ≥ m(A). Pero, dadoε > 0
existeL ∈ F , L ⊂ A tal quem(L) > m(A)− ε y por tantom(A) ≥ m(A)− ε . Esto es v́alido
para cadaε > 0 y por tantom(A) ≥ m(A). Luegom(A) ≥ m(A) y coinciden.

En forma ańaloga, siK es compacto se tienem(K) = m(K) ≤ m(K). Dadoε > 0 existe
L ∈ F conK ⊂ L◦ y m(L) ≤ m(K) + ε. De aqúı quem(K) ≤ m(K) + ε. Puesto que esto
vale para cadaε > 0 se sigue quem(K) ≤ m(K).

Teorema 2.9.Todo conjunto acotado con contenido definido es medible y su medida coincide
con el contenido.

Demostracíon. SeaB un conjunto acotado. Puesto que los elementos deF son compactos se
sigue de las definiciones queci(B) ≤ m(B).

Por otro ladoce(B) es elı́nfimo de las medidas de los elementos deF que contienen aB.
Esteı́nfimo coincide con eĺınfimo de las medidas de uniones finitas de intervalos abiertos que
contienen aB y, por tantom(B) ≤ ce(B), puesto que el primero es elı́nfimo de las medidas de
todos los abiertos que contienen aB. Resumiendo, para cada conjunto acotado se tiene

ci(B) ≤ m(B) ≤ m(B) ≤ ce(B).

Es ya evidente que siB tiene contenido definido entonces es medible y coinciden medida y
contenido.

Empezaremos estudiando las propiedades de los conjuntos medibles y acotados. Pasaremos
despúes al caso no acotado.

Obśervese que siB es un conjunto acotado conm(B) = 0 es entonces medible con medida
cero. De aqúı se sigue que cualquier subconjunto de uno de medida0 es medible de medida0.

Lema 2.10.SeanA yB acotados. Se cumple

m(A ∪B) ≤ m(A) +m(B).

SiA ∩B = φ se cumple
m(A ∪B) ≥ m(A) +m(B).
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Demostracíon. Seaε > 0 y U, V abiertos acotados tales queA ⊂ U, B ⊂ V

m(U) < m(A) +
ε

2

m(V ) < m(B) +
ε

2

Se tendŕa
m(A ∪B) ≤ m(U ∪ V ) ≤ m(U) +m(V ) < m(A) +m(B) + ε.

Puesto que es válido para todoε > 0

m(A ∪B) ≤ m(A) +m(B).

Sea ahoraA ∩B = φ y ε > 0; seanK y L compactos tales queK ⊂ A, L ⊂ B con

m(K) > m(A)− ε

2

m(L) > m(B)− ε

2
.

De aqúı que

m(A ∪B) ≥ m(K ∪ L) = m(K) +m(L) > m(A) +m(B)− ε.

Puesto que es válido para todoε > 0 se tendŕa

m(A ∪B) ≥ m(A) +m(B).

El siguiente teorema nos establece la aditividad finita para los conjuntos medibles acotados.

Teorema 2.11.SeanA yB dos conjuntos acotados, medibles y disjuntos. Se tiene queA∪B es
medible ym(A ∪B) = m(A) +m(B).

Demostracíon. Aplicando la proposicíon anterior

m(A) +m(B) ≤ m(A ∪B) ≤ m(A ∪B) ≤ m(A) +m(B)

y, por tanto, todas las desigualdades son de hecho igualdades y vale la proposición.

Veamos una caracterización de los conjuntos acotados medibles.

Teorema 2.12.Un conjuntoB, acotado, es medible si y sólo si para cadaε > 0 existe un
compactoK y un abiertoA tales queK ⊂ B ⊂ A, m(A−K) < ε.
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Demostracíon. Para cadaε > 0 existe un compactoK y un abiertoA acotado tales queK ⊂
B ⊂ A y

m(K) > m(B)− ε

2

m(A) < m(B) +
ε

2
.

Sea ahoraB medible. Comom(B) = m(B) y teniendo en cuenta la aditividad dem sobre los
medibles acotados se sigue que

m(A)−m(K) = m(A−K) < ε.

Rećıprocamente, si se cumple estaúltima condicíon, puesto que

m(K) ≤ m(B) ≤ m(B) ≤ m(A)

tendremos que para cadaε > 0

m(B)−m(B) ≤ m(A)−m(K) < ε

y por tantom(B) = m(B) y B es medible.

Teorema 2.13.SiB y B1 son conjuntos medibles acotados, también lo esB ∩ B1, B ∪ B1, y
B −B1.

Demostracíon. Dadoε > 0, seanK,K1 compactos yA,A1 abiertos tales que

K ⊂ B ⊂ A, m(A−K) <
ε

2

K1 ⊂ B1 ⊂ A1, m(A1 −K1) <
ε

2
.

De aqúı que

K − A1 ⊂ B −B1 ⊂ A−K1 y A−K1 − (K − A1) ⊂ (A−K) ∪ (A1 −K1).

Tendremos que

m (A−K1 − (K − A1)) ≤ m (A−K) +m (A1 −K1) < ε

y por tantoB −B1 es medible.
La medibilidad deB ∩B1 y deB ∪B1 se sigue de las relaciones

B ∩B1 = B − (B −B1)

B ∪B1 = (B −B1) ∪ (B1 −B) ∪ (B ∩B1).
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Corolario 2.14. SiB yB1 son acotados medibles entoncesm(B ∪B1) ≤ m(B) +m(B1).

Demostracíon. En efecto, la medibilidad se deduce del teorema 2.13. La desigualdad del lema
2.10.

Se trata de ver ahora la propiedad de la aditividad numerable para conjuntos acotados. Vea-
mos primero un lema que nos expresa la propiedad de subaditividad numerable para conjuntos
abiertos.

Lema 2.15. SeanAi una coleccíon numerable de abiertos con unión A acotada. Entonces
m(A) ≤ ∑

n≥1m(An).

Demostracíon. SeaK un compactoK ⊂ A. Existirár tal queK ⊂ A1 ∪ ...∪Ar. Reiterando la
proposicíon anteriorm(K) ≤ ∑r

n=1m(An) ≤ ∑
n≥1m(An). Tomando supremo al variarK se

tienem(A) ≤ ∑
n≥1m(An).

Teorema 2.16.Sea{Bn} una sucesíon de conjuntos medibles, acotados y disjuntos dos a dos
conB = ∪nBn acotado. EntoncesB es medible ym(B) =

∑
nm(Bn).

Demostracíon. De la aditividad finita, se sigue

r∑
n=1

m(Bn) = m(B1 ∪B2 ∪ ... ∪Br) ≤ m(B)

y por tanto ∑
n≥1

m(Bn) ≤ m(B).

Por otro lado, dadoε > 0, seanAn abiertos tales que

Bn ⊂ An, m(An) < m(Bn) +
ε

2n
.

Por tanto, utilizando el lema anterior

m(B) ≤ m(∪An) ≤
∑
n≥1

m(An) ≤
∑
n≥1

m(Bn) + ε.

Puesto que esto vale para cadaε > 0, tendremos

m(B) ≤
∑
n≥1

m(Bn).

De las dos desigualdades obtenidas se sigue queB es medible y quem(B) =
∑

n≥1m(Bn).

Corolario 2.17. Sean{Bn} una sucesíon de conjuntos medibles con unión acotada. Entonces
B = ∪Bn es medible ym(B) ≤ ∑

n≥1m(Bn).
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Demostracíon. Consideremos la sucesión de conjuntos medibles, dos a dos disjuntosC1 = B1,
Cn = Bn − (B1 ∪ ... ∪ Bn−1), paran > 1. Se tendŕa queB = ∪Bn = ∪Cn y por tanto seŕa
medible ym(B) =

∑
n≥1m(Cn) ≤ ∑

n≥1m(Bn).

Corolario 2.18. La interseccíon de una familia numerable de conjuntos medibles acotados, es
medible.

Demostracíon. SiBn son tales conjuntos, es suficiente considerar la expresión

∩nBn = B1 − ∪n(B1 −Bn)

y tener en cuenta las proposiciones anteriores.

2.2.4 Conjuntos medibles

Pasemos a definir los conjuntos medibles no necesariamente acotados y a estudiar sus propieda-
des.

Definición 2.7. Un subconjuntoC deRn se dice medible si para cada compactoK, C ∩K es
un conjunto medible. En este caso se denomina su medida am(C) = supK m(C ∩K).

Obśervese que la medida de un conjunto medible puede ser+∞.
Se trata de ver que la colección de conjuntos medibles que denominaremosM constituye

unaσ-álgebra y que la medida de estos conjuntos tienen las propiedades establecidas en la intro-
duccíon del caṕıtulo.

Desde luegoφ y Rn son conjuntos medibles.
Ya hemos dicho queM contiene a todos los conjuntos con contenido definido y que su

medida coincide con su contenido. También contiene a los conjuntos abiertos pues la intersección
de un abierto y un compacto es medible acotado.

Si A1 y A2 son conjuntos medibles yA1 ⊂ A2 se tienem(A1) ≤ m(A2). Se entenderá que
en el caso en quem(A1) = +∞ esta relacíon significa que tambiénm(A2) = +∞.

Veamos la propiedad de la aditividad finita y numerable dem.

Teorema 2.19.Sea{An} una coleccíon finita o numerable de conjuntos medibles. Su unión es
entonces medible y se cumplem (∪An) ≤ ∑

m(An). Si los conjuntos son disjuntos dos a dos se
tienem(∪An) =

∑
m(An).

Demostracíon. En primer lugar observemos que para cada compactoK, (∪An) ∩K = ∪(An ∩
K) que es una unión numerable acotada de conjuntos medibles y por tanto medible. Esto nos
asegura la medibilidad de∪An.

Veamos la propiedad subaditiva. SeaK un compacto. Utilizando la propiedad de subaditivi-
dad finita o numerable para conjuntos medibles acotados (teorema 2.17) se tiene que

m ((∪An) ∩K) ≤
∑

m(An ∩K) ≤
∑

m(An).
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Tomando supremo al variarK
m (∪An) ≤

∑
m(An).

Supongamos ahora que los conjuntosAn son disjuntos dos a dos. Siempre podremos suponer
que para cadan, m(An) < +∞, pues en otro caso se tendrı́am(∪An) = +∞ y se cumpliŕıa la
propiedad aditiva. Consideremos, en primer lugar, el caso en que tenemos un número finitoM
de conjuntos. Para cadan seaKn un compacto tal que

m(Kn ∩ An) > m(An)− ε

M
.

Si tomamos el compactoK = ∪M
n=1Kn tendremos, utilizando la propiedad de la aditividad para

conjuntos medibles acotados (teorema 2.16),

m(∪M
n=1An) ≥ m(K ∩ (∪M

n=1An)) =
M∑

n=1

m(K ∩ An) ≥
M∑

n=1

m(An)− ε.

Puesto que vale para todoε > 0 se tiene

m(∪M
n=1An) ≥

M∑
n=1

m(An)

y por tanto vale la propiedad de la aditividad finita.
Pasemos a considerar una colección numerable de conjuntosAn. Tendremos para cadaM

m(∪n≥1An) ≥ m(∪M
n=1An) =

M∑
n=1

m(An)

y por tanto
m(∪n≥1An) ≥

∑
n≥1

m(An).

Corolario 2.20. Sea una sucesión de conjuntos mediblesA1 ⊂ A2 ⊂ ... y seaA = ∪An. Se
cumplem(A) = limm(An).

Demostracíon. Consideremos la descomposiciónA = ∪n≥1(An−An−1), conA0 = φ. Aplican-
do la proposicíon anterior

m(A) =
∑
n≥1

m(An − An−1) =
∑
n≥1

(m(An)−m(An−1)) = limm(An).

Corolario 2.21. Sea una sucesión de conjuntos mediblesA1 ⊃ A2 ⊃ ... tal quem(A1) < +∞
y seaA = ∩An. Se cumplem(A) = limm(An).
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Demostracíon. Se considera la sucesiónA1 − A2 ⊂ A1 − A3 ⊂ ....Se cumple queA1 − A =
∪(A1 − An). Aplicando el corolario anterior tendremos

m(A1 − A) = limm(A1 − An)

y por tanto

m(A1)−m(A) = lim(m(A1)−m(An)).

Puesto quem(A1) < +∞ se sigue quem(A) = limm(An).

Ejemplo 2.2. Es f́acil comprobar que si no se impone en el corolario anterior la hipótesis
m(A1) < +∞, en general es falsa la conclusión. Sea, por ejemploAn = [n,+∞). La me-
dida de cada uno de estos conjuntos es+∞ mientras que su intersección es el vaćıo y por tanto
tiene medida cero.

2.2.5 Conjuntos de medida cero

Un conjunto de medida cero será un conjuntoA tal que para cada compactoK se cumpla que
m(A ∩ K) = 0. En efecto, esto implica queA ∩ K es medible y que su medida es cero. De
aqúı se sigue inmediatamente que todo subconjunto de uno de medida cero es de medida cero.
Un criterio que en ocasiones esútil es el siguiente.

Teorema 2.22.Un conjuntoA es de medida cero si y sólo si para cadaε > 0 existe un conjunto
abiertoU, A ⊂ U, tal quem(U) < ε.

Demostracíon. Supongamos queA cumple que para cadaε > 0 existe un abiertoU conA ⊂ U
y m(U) < ε. Para cada compactoK se tendŕam(A ∩K) ≤ m(U) < ε para cadaε > 0 y por
tantom(A ∩K) = 0 y A seŕa de medida cero.

Rećıprocamente, supongamos queA es de medida cero. Seaε > 0. Para cadai,

{x ∈ Rn; ‖x‖ ≤ i}

es un conjunto compacto y, por tanto, existirá un abiertoUi ⊃ A ∩ {x ∈ Rn; ‖x‖ ≤ i} con
m(Ui) <

ε
2i . El abiertoU = ∪Ui cumpliŕaA ⊂ ∪Ui y m (U) < ε.

Ejemplo 2.3. Todo subconjunto numerable deRn es de medida cero. Ḿas generalmente, la
unión numerable de conjuntos deRn de medida nula es de medida nula. En efecto, siN = ∪kNk

conNk de medida nula tendremos quem(N) ≤ ∑
k m(Nk) = 0.
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2.2.6 Conjuntos medibles y medida de Lebesgue

Finalmente resumiremos en un teorema las propiedades más destacadas que en la introducción
hab́ıamos sẽnalado como deseables para los conjuntos medibles y para sus medidas. La mayor
parte déesta han sido ya probadas. Estos conjuntos se dicen conjuntos medibles en el sentido de
Lebesgue y a sus medidas, las medidas de Lebesgue.

Teorema 2.23.La coleccíon de conjuntos mediblesM enRn y la aplicacíon medidam : M→
R ∪ {+∞} tienen las siguientes propiedades:

a) El conjuntoM es unaσ−álgebra de subconjuntos deRn que contiene a los conjuntos
abiertos y a los conjuntos con contenido de Jordan definido.

b) La aplicacíonm es una medida. Es invariante por translaciones y por simetrı́a. Cualquier
subconjunto de un conjunto de medida cero es medible de medida cero.

Demostracíon. Veamos a). Hemos probado ya que la unión finita o numerable de conjuntos
medibles tambíen lo es.Rn es desde luego medible. SiA es medible su complementarioRn−A
es tambíen medible ya queK ∩ (Rn − A) = K − (A ∩K) es medible. Como consecuencia de
todo ello la intersección de un conjunto finito o numerable de conjuntos medibles es medible. El
resto del apartado a) ha sido previamente probado.

En cuanto a b) quedáunicamente por probar la invarianza por translaciones y por simetrı́as.
Desde luego para elementos deF se cumplem(x + F ) = m(F ). De donde para conjuntos
abiertosm(x+ A) = m(A) y, en consecuencia, vale la misma relación para conjuntos acotados
medibles. Poŕultimo, como para cada compactoK tambíenx + K es compacto y(x + M) ∩
(x + K) = x + M ∩ K, se tiene que para todo conjunto medibleM , m(x + M) = m(M).
Razonamientos similares prueban la invarianza por simetrı́a, es decirm(−M) = m(M).

La coleccíon de conjuntos medibles en el sentido de Lebesgue es muy amplia. No obstante
pueden darse ejemplos de conjuntos no medibles. Veamos uno de ellos enR.

Ejemplo 2.4. Consideremos en[0, 1] la siguiente relacíon de equivalencia.x v y si y śolo si
x − y ∈ Q. Consideremos un conjuntoA que se obtiene tomando un elemento de cada clase
de equivalencia. Veamos que este conjunto no es medible. En efecto, sea{qn} el conjunto de
los racionales de[−1, 1] expresados en forma de sucesión. Consideremos los conjuntosAn =
qn +A. Estos conjuntos son disjuntos como se deduce de la definición deA. SiA fuese medible,
lo seŕıanAn y m (An) = m (A). Por otro lado[0, 1] ⊂ ∪nAn ⊂ [−1, 2]. Tendremos entonces
1 ≤ ∑

nm (An) ≤ 3. Contradiccíon con serm (An) = m (A) .

2.3 Ejercicios

1. ConsideremosA = Q ∩ [−1, 1]. Prueba que siIn es una colección finita de intervalos
abiertos que recubrenA la suma de sus medidas es mayor o igual a 2. Prueba que dado
ε > 0, existe un recubrimiento deA formado por una colección numerable de intervalos
abiertos cuya suma de medidas es menor queε.
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2. Dadoε > 0 construye un abierto denso enR cuya medida sea menor queε.

3. Halla la medida deR×Q enR2 y la medida de{
(x, y) ∈ R2; x2 + y2 = 1

}
.

4. Seaf : Rn → Rn una funcíon de Lipschitz, es decir, tal que existe una constantek de
forma que‖f (x)− f (y)‖ ≤ k ‖x− y‖. Prueba que siZ tiene medida cero, también lo
tienef (Z) .

5. SeaA un abierto deRn y f : A→ Rn una funcíon de claseC1. Prueba que siZ ⊂ A tiene
medida cero, también lo tienef (A) . Indicacíon: ExpresaA como uníon numerable de
Am = {x ∈ A; ‖dfx‖ < m} . En cada uno de estos conjuntos la funciónf es de Lipschitz
y podemos aplicar el ejercicio anterior aAm ∩ Z.

6. Prueba que un conjuntoM es medible si y śolo si para cadam el conjunto

Mm = {x ∈M ; ‖x‖ ≤ m}

es medible. Prueba que entoncesm (M) = limm (Mm).

7. Prueba que un conjuntoM es de medida cero si y sólo si para cadaε > 0 existe una
sucesíon de intervalos abiertosIm tales queM ⊂ ∪Im y

∑
m (Im) < ε.

8. Consideremos el intervaloI = [0, 1] y quitémosle el intervalo abierto centrado de longitud
1
3
m (I), es decir consideremosI −

(
1
3
, 2

3

)
. Se trata de la unión de dos intervalos cerra-

dos disjuntos. Apliquemos el mismo proceso a cada uno de ellos. Obtendremos cuatro
intervalos cerrados. Denotemos porA a la uníon de los intervalos abiertos que se han ido
quitando y porC a su complementarioI−A. Este conjunto se denomina conjunto ternario
de Cantor. Prueba queC es medible, de medida cero y no numerable. Indicación: Para la
no numerabilidad expresa los elementos deI en base de numeración 3.

9. Prueba que siA es un conjunto medible deR y Z es un conjunto de medida cero deR,
entoncesA× Z tiene medida cero enR2.

10. SeanA y B abiertos respectivamente deRn y deRm. Prueba que la medida deA× B en
Rn+m es el producto de las medidas. Indicación: ExpresaA y B como uníon numerable
disjunta de intervalos diádicos y expresaA × B como la uníon de los productos de estos
intervalos.



Caṕıtulo 3

Integral de Lebesgue

3.1 Funciones medibles

ConsideremosM la σ− álgebra de los conjuntos medibles por la medida de Lebesgue enRn.
La idea b́asica en la definición de integral de una función en el sentido de Lebesgue es su apro-
ximación por combinaciones lineales de funciones caracterı́sticas de conjuntos medibles. Esto
podŕıa hacerse de la siguiente forma. Si, por ejemplo, la función tuviese su recorrido en[a, b) ,
podŕıamos dividir este intervalo enm subintervalos

[
a+ (i− 1) b−a

m
, a+ i b−a

m

)
y considerar

como aproximacíon por defecto
∑

i

(
a+ (i− 1) b−a

m

)
χf−1[a+(i−1) b−a

m
, a+i b−a

m ). Obśervese que, a

diferencia de la integral de Riemann, ahora estamos dividiendo en subintervalos el recorrido y
no el dominio de definición. Seŕıa natural definir como integral de esta función a la suma

∑
i

(
a+ (i− 1)

b− a

m

)
m

(
f−1

[
a+ (i− 1)

b− a

m
, a+ i

b− a

m

))
.

Para esto es necesario que los conjuntosf−1
[
a+ (i− 1) b−a

m
, a+ i b−a

m

)
sean medibles. Las

funciones que cumplen esta propiedad reciben el nombre de funciones medibles. Es una clase
muy amplia de funciones y en el marco de estas funciones se dará la teoŕıa de la integración. En
esta sección daremos la definición de estas funciones y estudiaremos sus propiedades.

Definición 3.1. Seaf una funcíon definida enRn a valores en la recta ampliadaR = R ∪
{−∞,+∞} .Se dice que es medible si para cada número reala el conjunto{x ∈ Rn; f(x) > a}
es medible.

Obśervese que la definición śolo depende de laσ− álgebraM y no de la funcíon medidam.

Ejemplo 3.1. 1. Toda funcíon continua es medible. En efecto, los conjuntos

{x ∈ Rn; f(x) > a}

son abiertos y por tanto medibles.

2. La funcíon caracteŕıstica de un conjunto medible es una función medible.

31
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La siguiente proposición da definiciones alternativas de función medible.

Teorema 3.1. Seaf una funcíon definida enRn a valores en la recta ampliadaR = R ∪
{−∞,+∞} . Son equivalentes las siguientes condiciones:

a) Para cada ńumero reala el conjunto{x ∈ Rn; f(x) > a} es medible.
b) Para cada ńumero reala el conjunto{x ∈ Rn; f(x) ≥ a} es medible.
c) Para cada ńumero reala el conjunto{x ∈ Rn; f(x) < a} es medible.
d) Para cada ńumero reala el conjunto{x ∈ Rn; f(x) ≤ a} es medible.
e) Para cada abiertoA deR, su antiimagenf−1(A) es medible.

Demostracíon. a)=⇒b) Basta tener en cuenta que

{x ∈ Rn; f(x) ≥ a} = ∩n

{
x ∈ Rn; f(x) > a− 1

n

}
.

El conjunto{x ∈ Rn; f(x) ≥ a} es una intersección numerable de conjuntos medibles y, por
tanto, medible.

b)=⇒c).Ya que{x ∈ Rn; f(x) < a} = Rn − {x ∈ Rn; f(x) ≥ a} .
c)=⇒d). Ya que{x ∈ Rn; f(x) ≤ a} = ∩n

{
x ∈ Rn; f(x) < a+ 1

n

}
.

d)=⇒a). Ya que{x ∈ Rn; f(x) > a} = Rn − {x ∈ Rn; f(x) ≤ a} .
e)=⇒a). Tener en cuenta que{x ∈ Rn; f(x) > a} es la antiimagen de

{
y ∈ R : y > a

}
..

a)=⇒e). Todo abierto deR es una uníon numerable de intervalos abiertos o de semirrec-
tas. Puesto que{x ∈ Rn; a < f(x) < b} = {x ∈ Rn; f(x) < b}∩ {x ∈ Rn; f(x) > a} y que
a)=⇒c) se sigue e).

Con frecuencia utilizaremos funciones definidas enRn a valores enR. En este caso, puesto
que los abiertos deR son la intersección de los abiertos deR conR, la condicíon e) de medibi-
lidad se reduciŕa a consideraŕunicamente las antiiḿagenes de los abiertos deR.

La clase de las funciones medibles es cerrada por la mayor parte de las operaciones habitua-
les. Esto se expresará en los siguientes teoremas.

Teorema 3.2.Seanf1, ..., fr funciones medibles deRn enR. Seag una funcíon continua deRr

enR. La funcíon compuestag(f1, ..., fr) es medible.

Demostracíon. SeaA un abierto deR. Por serg continuag−1(A) es un abierto deRr. Seŕa
entonces un unión numerable de intervalos de la formaIk =

∏r
i=1 [ai, bi). La antiimagenB

por la funcíon compuestag(f1, ..., fr) del abiertoA seŕa en consecuencia unión numerable de
conjuntos del tipo∩r

i=1f
−1 ([ai, bi)). Cada uno de los conjuntosf−1 ([ai, bi)) = f−1 ((−∞, bi))∩

f−1 ([ai,+∞)) es medible y por tantoB seŕa medible.

Corolario 3.3. La suma, producto y cociente con denominador no nulo de funciones a valores
reales medibles es medible.

Corolario 3.4. Si f es una funcíon medible yg coincide conf salvo en un conjunto de medida
nula, tambíeng es medible.
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Demostracíon. La función h = f − g seŕa una funcíon no nulaúnicamente en un conjunto de
medida nula. Teniendo en cuenta que todo subconjunto de uno de medida cero es medible de
medida cero, se tiene queh seŕa una funcíon medible. Tendremos queg = f − h seŕa medible.

Teorema 3.5.Si f1 y f2 son funciones medibles también son mediblessup{f1, f2}, inf{f1, f2}.
Sif es medible, también lo es|f |, f+, f−.

Demostracíon. Para probar quesup {f1, f2} es medible basta observar que para cadaa ∈ R,
{x ∈ Rn; sup {f1, f2} (x) > a} = {x ∈ Rn; f1(x) > a} ∪ {x ∈ Rn; f2(x) > a} . Las otras pro-
piedades pueden reducirse aésta teniendo en cuenta las siguientes relaciones

inf {f1, f2} = − sup {−f1,−f2}

|f | = sup {f,−f} , f+ = sup {f, 0} , f− = sup {0,−f} .

Teorema 3.6.Sean{fn} una sucesíon de funciones medibles. Entonces son mediblessupn{fn},
infn {fn}, lim sup {fn}, lim inf {fn} . Si f es el ĺımite punto a punto de la sucesión fn salvo en
un conjunto de medida nula, tambiénf es medible.

Demostracíon. La medibilidad desupn {fn} se obtiene como antes de la relación

{x ∈ Rn; sup {fn} (x) > a} = ∪n {x ∈ Rn; fn(x) > a} .

Teniendo en cuenta queinfn {fn} = − supn {−fn}, lim sup {fn} = infn {supm>n {fm}},
lim inf {fn} = supn {infm>n {fm}} se obtiene la medibilidad de estas funciones. Porúltimo,
si una sucesión de funciones medibles tiene lı́mite puntual,́este coincide con el lı́mite superior o
inferior y es por tanto medible. Si la sucesión deja de tener lı́mite f en un conjunto de medida
cero, podemos dar en este conjunto a todas las funciones un determinado valor constante. Las
nuevas funciones serán medibles y tendrán ĺımite en todo punto. La función ĺımite seŕa medible
y coincidiŕa conf salvo en un conjunto de medida nula. La funciónf seŕa entonces medible.

Definición 3.2. Una funcíonf : Rn → R se dice simple si tomáunicamente un ńumero finito de
valoresα1, α2, ..., αr. SiAi = f−1(αi), la función se expresará comof =

∑r
i=1 αiχAi

.

Obśervese que una función simple que se expresa en la forma anterior comof =
∑r

i=1 αiχAi
,

conαi distintos, es medible si y sólo si todos los conjuntosAi son medibles.
El teorema siguiente nos expresa que toda función medible puede obtenerse como lı́mite de

funciones simples medibles.

Teorema 3.7.Seaf : Rn → [0,+∞] una funcíon medible. Existe una sucesión{sn} de funcio-
nes simples medibles tales que

a) 0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ .... ≤ f
b) sm (x) → f (x) para cadax ∈ Rn. Sif es acotada la convergencia es uniforme.
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Demostracíon. Consideremos para cadam ∈ N la función simple medible

sm =
m2m∑
i=1

i− 1

2m
χEm,i

+mχFm

dondeEm,i = f−1
([

i−1
2m ,

i
2m

))
, Fm = f−1 ([m,+∞]) .

Veamos quesk ≤ sk+1 para cadak. Si f(x) ≥ k + 1, sk(x) = k < k + 1 = sk+1(x). Si
k ≤ f(x) < k + 1, sk(x) = k ≤ sk+1(x). Si f(x) < k tendremos quef(x) perteneceŕa a un
intervalo de la forma

[
i−1
2k ,

i
2k

)
para alǵun 1 ≤ i ≤ k2k. Tendremos entoncessk(x) = i−1

2k =
2(i−1)
2k+1 ≤ sk+1(x).

Veamos quesk(x) → f(x). Si f(x) = +∞, sk(x) = k para cadak y es cierta la afirmación.
Si f(x) < k, tendremosi−1

2k ≤ f(x) < i
2k , para alǵun i ≤ k2k. Entonces|f(x)− sn(x)| ≤ 1

2k

paran ≥ k.
Porúltimo, sif est́a acotado se tendrá que para un ciertok y para todox, f(x) < k y, como

antes,|f(x)− sn(x)| ≤ 1
2k paran ≥ k para todox ∈ Rn. La convergencia será en este caso

uniforme.

3.2 Integración de funciones simples medibles no negativas

Definición 3.3. Seas =
∑r

i=1 αiχAi
una funcíon simple medible no negativa. Se define su

integral como ∫
s =

r∑
i=1

αim(Ai).

SiE es un conjunto medible, la integral des sobreE se define como∫
E
s =

r∑
i=1

αim(Ai ∩ E).

En estas definiciones se entenderá que si alǵun αi es cero el producto por la medida de un
conjunto, aunquéesta sea+∞, es cero.

Veamos las propiedades esenciales de esta integración.

Teorema 3.8.a) Seas una funcíon simple medibles ≥ 0, λ ≥ 0, E medible. Se tiene
∫
E λs =

λ
∫
E s.
b) Seans1, s2 funciones simples no negativas,E medible. Se cumple

∫
E (s1 + s2) =

∫
E s1 +∫

E s2.
c) Sis1(x) ≤ s2(x) para cadax se cumple

∫
E s1 ≤

∫
E s2.

d) SiEm es una colección finita o numerable de conjuntos medibles disjuntos dos a dos∫
∪mEm

s =
∑

m

∫
Em

s.
e) SiEm es una colección numerable de conjuntos mediblesE1 ⊂ E2 ⊂ ... conE = ∪mEm

se tiene
∫
E s = lim

∫
Em

s.
f)
∫
E s =

∫
sχE.
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Demostracíon. a) Es inmediata.
b) Seans1 =

∑
αiχAi

y s2 =
∑
βjχBj

. Tendremos ques1 + s2 =
∑

i,j (αi + βj)χAi∩Bj
. De

aqúı, que
∫
E(s1 + s2) =

∑
i,j (αi + βj)m (Ai ∩Bj ∩ E) =∑

i,j αim (Ai ∩Bj ∩ E) +
∑

i,j βjm (Ai ∩Bj ∩ E) =
∫
E s1 +

∫
E s2.

c) Seans1 ≤ s2. Si escribimos como antess1 =
∑

i,j αiχAi∩Bj
, s2 =

∑
i,j βjχAi∩Bj

,
tendremosαi ≤ βj siAi ∩Bj 6= φ. Es ahora evidente que

∫
E s1 ≤

∫
E s2.

d) y e) se deducen de la propiedad de la aditividad numerable de la medida (teorema 2.19) y
de su corolario 2.20.

f) Es inmediata.

3.3 Integrales de funciones medibles no negativas

Definición 3.4. Seaf : Rn → [0,+∞] una funcíon medible.E un conjunto medible. Se define
la integral def sobreE como∫

E
f = sup

{∫
E
s; 0 ≤ s ≤ f, s función simple medible

}
.

Obśervese que la integral puede ser+∞. Debe tambíen observarse que sif es una funcíon
simple la definicíon coincide con la ya dada para estas funciones.

Veamos un primer grupo de propiedades elementales de esta integral.

Teorema 3.9.a) Sea0 ≤ f1 ≤ f2, funciones medibles,E conjunto medible. Se tiene
∫
E f1 ≤∫

E f2.
b) Sea0 ≤ f función medible,α ≥ 0, α ∈ R. Entonces

∫
E αf = α

∫
E f.

c) Sea0 ≤ f función medible,E1 ⊂ E2 medibles. Se cumple
∫
E1
f ≤

∫
E2
f.

d) Paraf yE como antes
∫
E f =

∫
fχE.

Demostracíon. a), b) y c) son inmediatas. Veamos d). Si0 ≤ s ≤ f se sigue quesχE ≤ χEf
y adeḿassχE es una funcíon simple. De aqúı que

∫
E s =

∫
sχE ≤

∫
fχE. Por lo tanto

∫
E f ≤∫

fχE. La desigualdad en el otro sentido sigue de quefχE ≤ f implica
∫
fχE =

∫
E fχE ≤∫

E f.

Teorema 3.10.SeaE un conjunto medible yf : E → [0,+∞] medible. Entonces
a) SiZ es un conjunto de medida cero

∫
E f =

∫
E−Z f.

b) Si
∫
E f < +∞ entoncesm {x ∈ E; f(x) = +∞} = 0.

c) Si
∫
E f = 0 entoncesm {x ∈ E; f(x) 6= 0} = 0.

Una propiedad que se cumple para todos los puntos salvo para los de un conjunto de medida
cero se suele decir que se cumple casi por todo (c.p.t.). De esta forma la conclusión en b) se
enunciaŕa diciendo quef es finita casi por todo. La conclusión de c) seŕa quef es nula casi por
todo.
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Demostracíon. a) La propiedad vale para las funciones simples ya que siA es medible,m(A) =
m(A − Z). Se sigue entonces para cualquier función medible. Obśervese que esta propiedad
indica que la definicíon def sobre un conjunto de medida nula no es relevante a efectos de la
integracíon, en forma ańaloga a como ya vimos que no lo era a efectos de la medibilidad de la
función. Si tenemos una función medible y la variamos sobre un conjunto de medida cero,ésta
contińua siendo medible y su integral no varı́a.

b) SeaF = {x ∈ E; f(x) = +∞} . Tendremos
∫
E f ≥

∫
F f =

∫
F (+∞) . Si esta integral es

finita implica quem(F ) = 0.

c) ConsideremosEn =
{
x ∈ E; f(x) > 1

n

}
. Tendremos

∫
En

1
n
≤
∫
En
f ≤

∫
E f = 0.De aqúı

quem(En) = 0 y, como{x ∈ E; f(x) 6= 0} = ∪nEn se sigue quem ({x ∈ E; f(x) 6= 0}) =
0.

Veamos un teorema de paso al lı́mite bajo el signo integral que tendrá consecuencias impor-
tantes. La hiṕotesis relevante en este teorema es la monotonı́a de la sucesión.

Teorema 3.11. (Teorema de la convergencia monótona)
SeaE un conjunto medible yfn una sucesíon de funciones medibles tales que

0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ ... c.p.t.

Entonces existiŕa c.p.t.lim fn. Si le llamamosf se tiene

lim
∫

E
fn =

∫
E
f.

Demostracíon. En primer lugar observemos que si en el conjunto de medida cero donde la su-
cesíon {fn} deja de ser mońotona damos como nuevo valor de las funciones 0, la sucesión seŕa
ahora mońotona en todos los puntos y los valores de las integrales no habrán variado. Podemos
pues ya suponer desde un principio que la sucesión de las funciones es monótona en todos los
puntos. De esta monotonı́a se sigue que la sucesión {

∫
E fn} es mońotona creciente y por tanto

tendŕa ĺımite. Llaḿemoslel. Por otro lado la funcíon f = lim fn seŕa una funcíon medible y
fn ≤ f. Por tanto

∫
E fn ≤

∫
E f y l = lim

∫
E fn ≤

∫
E f.

Veamos la desigualdad en sentido contrario. Seas una funcíon simple, medible0 ≤ s ≤ f
y seaλ un ńumero real0 < λ < 1. ConsideremosEm = {x ∈ Rn; fm(x) ≥ λs(x)} . Estos
conjuntos son medibles yE1 ⊂ E2 ⊂ ... y Rn = ∪mEm. Tendremos∫

E
fm ≥

∫
E∩Em

fm ≥ λ
∫

E∩Em

s.

Tomando ĺımites y teniendo en cuenta queE = ∪m (E ∩ Em)

l ≥ λ lim
∫

E∩Em

s = λ
∫

E
s.

Puesto que es válido para cadaλ < 1, pasando al lı́mite cuandoλ → 1, l ≥
∫
E s. Tomando el

supremo ens concluimos quel ≥
∫
E f.
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Ejemplo 3.2. Seaf una funcíon continua no negativa, definida enI = [a, b]. Consideremos una
sucesíon Πn de particiones deI de manera que cada una se más fina que la anterior y que el
máximo de las longitudes de los intervalos que intervienen en la partición tiene por ĺımite cero.
Asociemos a cada una de las particiones anteriores una función de la forma siguiente. SiΠn

est́a formado por los puntosa = x0 < x1 < ... < xm−1 < xm = b le haremos corresponder
la función fn = s1χ[x0,x1) + s2χ[x1,x2) + ... + sm−1χ[xm−2,xm−1) + smχ[xm−1,xm], dondesi es el
ı́nfimo de la funcíon en el intervalo correspondiente[xi−1, xi). La sucesíon {fn} es mońotona
creciente y tiene por lı́mitef. El teorema de la convergencia monótona diŕa quef es integrable
y que su integral es el lı́mite de la sucesión

∫
fn =

∑
i si |xi − xi−1|. Observamos que este lı́mite

no es otra cosa que la integral de Riemann def que, de esta forma, coincide con su integral de
Lebesgue.

Obśervese que para cualquier función medible no negativaf siempre existe una sucesión
{sn} mońotona creciente de funciones simples medibles con lı́mite f . Tendremos entonces que∫
E f = lim

∫
E sn. Veamos algunas consecuencias.

Teorema 3.12.a) Seanf, g funciones medibles, no negativas, definidas en un conjunto medible
E. Entonces ∫

E
(f + g) =

∫
E
f +

∫
E
g.

b) Sifn : E → [0,+∞] son funciones medibles, se cumple∫
E

∑
fn =

∑∫
E
fn.

c) SeaEn una sucesíon de conjuntos medibles, disjuntos dos a dos,f una funcíon medible
enE = ∪En. Entonces ∫

E
f =

∑∫
En

f.

Demostracíon. a) Consideremos dos sucesiones monótonas de funciones simples medibles{sn}
y {tn} que converjan respectivamente af y a g. Tendremos

∫
E (sn + tn) =

∫
E sn +

∫
E tn y,

pasando al lı́mite,
∫
E (f + g) =

∫
E f +

∫
E g.

b) Es suficiente aplicar el teorema de la convergencia monótona a las sumas parciales de la
serie

∑
fn y tener en cuenta la propiedad anterior.

c) ConsiderarfχE =
∑
fχEn y aplicar b).

Veamos una propiedad referente a funciones medibles no negativas, consecuencia del teore-
ma de la convergencia monótona y que se utilizará en otros teoremas de paso al lı́mite bajo el
signo integral.

Teorema 3.13. (Lema de Fatou)Seafn una sucesíon de funciones medibles definidas en un
conjunto medibleE, a valores en[0,+∞] . Se cumple∫

E
lim inf fm ≤ lim inf

∫
E
fm.
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Demostracíon. Seagm = inf {fm, fm+1, ...} . Es una sucesión mońotona creciente de funciones
medibles no negativas cuyo lı́mite eslim inf fm. El teorema de la convergencia monótona nos
dirá que ∫

E
lim inf fm = lim

∫
E
gm.

Por otro ladogm ≤ fr parar ≥ m. Por tanto
∫
E gm ≤ infr≥m

∫
E fr. De donde

lim
∫

E
gm ≤ lim

(
inf
r≥m

∫
E
fr

)
= lim inf

∫
E
fm.

Esto permite concluir la prueba.

Ejemplo 3.3. La desigualdad en la conclusión del lema de Fatou puede ser estricta. Con-
sidérese, por ejemplo, como funcionesfn la función caracteŕıstica de un conjuntoχD sin es par
y 1 − χD si n es impar. Tendremos quelim inf fn = 0 mientras quelim inf

∫
fn no seŕa nula si

las integrales deχD y de1− χD no lo son.

3.4 Funciones integrables

Definición 3.5. SeaE un conjunto medible deRn y f : E → [−∞,+∞] una funcíon medible.
Se dice quef es integrable si las integrales

∫
E f

+ y
∫
E f

− son finitas. En este caso la integral
def enE es

∫
E f =

∫
E f

+−
∫
E f

−. Denotaremos al conjunto de las funciones integrables enE
porL (E) .

La finitud de las integrales
∫
E f

+ y
∫
E f

− implica que la funcíonf toma valores finitos salvo
en un conjunto de medida nula. Es por ello que las operaciones entre funciones integrables
se debeŕan entender que están definidas casi por todo. Esto no ofrece problemas referente a
propiedades de las integrales de estas funciones ya que de la definición se sigue que el valor de
una integral no depende de los valores que pueda tomar la función sobre un conjunto de medida
nula.

Otra observación que conviene hacer sobre la definición de funcíon integrable es que una
funciónf medible, es integrable si y sólo si

∫
E |f | es finita. Esto se deduce de que|f | = f+ +f−

y de quef+, f− ≤ |f | . De esta forma, sif es medible, es integrable si y sólo si lo es|f | .
Veamos un grupo de propiedades elementales de las funciones integrables.

Teorema 3.14.a) Sif, g ∈ L(E) , entoncesf + g ∈ L(E) y
∫
E (f + g) =

∫
E f +

∫
E g.

b) Sif ∈ L(E) y α ∈ R, entoncesαf ∈ L(E) y
∫
E αf = α

∫
E f.

c) Seanf, g ∈ L(E), f ≤ g. Entonces
∫
E f ≤

∫
E g.

d) Sif ∈ L(E), se cumple|
∫
E f | ≤

∫
E |f | .

e) Seaf medible enE y g ∈ L(E) tal que|f | ≤ g. Entoncesf ∈ L(E).
f) SeanE yF conjuntos medibles,F ⊂ E y f ∈ L(E). Entoncesf ∈ L(F ) y

∫
F f =

∫
E fχF .

g) Sea una sucesiónEm de conjuntos medibles disjuntos dos a dos.E = ∪Em y f ∈ L(E).
Entonces

∫
E f =

∑∫
Em

f.
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Demostracíon. a) La desigualdad|f + g| ≤ |f |+ |g| prueba que
∫
E |f + g| <

∫
E |f |+

∫
E |g| <

+∞ y, por tanto, la integrabilidad def + g. Llamemosh = f + g. Se tendŕa h+ − h− =
f+−f−+g+−g−.De dondeh++f−+g− = h−+f++g+. Por lo tanto

∫
E h

++
∫
E f

−+
∫
E g

− =∫
E h

− +
∫
E f

+ +
∫
E g

+. Como todas las integrales son finitas se sigue que
∫
E h =

∫
E f +

∫
E g.

b) Siα = 0 es trivial. Siα > 0, (αf)+ = αf+ y (αf)− = αf− y por tanto∫
E
αf =

∫
E
αf+ −

∫
E
αf− = α

∫
E
f.

Si α < 0, (αf)+ = −αf− y (αf)− = −αf+. Esto implica que∫
E
αf = (−α)

∫
E
f− − (−α)

∫
E
f+ = α

∫
E
f.

c) Sif ≤ g tenemosg − f ≥ 0 , de donde
∫
E (g − f) ≥ 0 y

∫
E f ≤

∫
E g.

d) Puesto quef,−f ≤ |f | los apartados anteriores dan
∫
E f ≤

∫
E |f | y −

∫
E f ≤

∫
E |f | .

e) Trivialmente|f | es integrable y por tanto lo esf.
f) y g) Basta considerar la mismas propiedades paraf+ y paraf−.

Podemos dar ahora una versión del teorema de la convergencia monótona para funciones
integrables no necesariamente no negativas.

Teorema 3.15.SeaE un conjunto medible y{fn} una sucesíon de funciones integrables en
E tales quef1(x) ≤ f2(x) ≤ ...c.p.t. enE y

∫
E fn ≤ C. Entoncesf = lim fn ∈ L(E) y∫

E f = lim
∫
E fn.

Demostracíon. Consideremos la sucesión mońotona creciente c.p.t. de funciones no negativas
c.p.t.{fn − f1} . El teorema de la convergencia monótona para estas funciones dará que

∫
E(f −

f1) = lim
∫
E(fn − f1) ≤ C −

∫
E f1. En particular la funcíon f − f1 seŕa integrable y, por serlo

f1 tambíen lo seŕa su sumaf . Tendremos entonces que∫
E
f −

∫
E
f1 = lim

(∫
E
fn −

∫
E
f1

)
.

La finitud de
∫
E f1 nos permite concluir la prueba.

Obśervese que si la sucesión de funciones integrables es monótona decreciente y sus integra-
les est́an acotadas inferiormente también podremos pasar al lı́mite bajo el signo integral. Basta
considerar la sucesión de las funciones−fn y aplicar la proposicíon anterior. No obstante debiera
observarse que sin la hipótesis de integrabilidad, aún siendo las funciones no negativas, no puede
concluirse el teorema. Por ejemplo las funcionesχ[n,+∞), definidas enR, forman una sucesión
decreciente de integral+∞. Su ĺımite es la funcíon idénticamente cero cuya integral es0.

Corolario 3.16. SeaE un conjunto medible y{fn} una sucesíon de funciones integrables en
E tales quef1(x) ≥ f2(x) ≥ ...c.p.t. enE y

∫
E fn ≥ C. Entoncesf = lim fn ∈ L(E) y∫

E f = lim
∫
E fn.
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Teorema 3.17. (Teorema de la convergencia dominada)
SeaE un conjunto medible yfn : E → [−∞,+∞] una sucesíon de funciones medibles tales

que
a) existelim fn(x) = f(x) c.p.t. enE.
b) Existe una funcióng ∈ L(E) tal que c.p.t. enE |fn(x)| ≤ g(x).
Entoncesf ∈ L(E) y

∫
E f = lim

∫
E fn.

Demostracíon. Variando si es precisofn y f en un conjunto de medida nula no hay problema
en suponer que el lı́mite en a) y la desigualdad en b) existen en todos los puntos. Tendremos
entonces que|f (x)| ≤ g (x) y tantofn comof seŕan integrables. Consideremos

g − f = lim(g − fn)
g + f = lim(g + fn)

dondeg − fn ≥ 0 y g + fn ≥ 0.
Utilizando el lema de Fatou (teorema 3.13) tendremos∫

E(g − f) ≤ lim inf
∫
E(g − fn)∫

E(g + f) ≤ lim inf
∫
E(g + fn)

Puesto que
∫
E g < +∞ y tantofn comof son integrables podremos deducir∫

E(−f) ≤ lim inf
∫
E(−fn)∫

E f ≤ lim inf
∫
E fn.

Por tanto
lim sup

∫
E
fn ≤

∫
E
f ≤ lim inf

∫
E
fn.

De donde
∫
E f = lim

∫
E fn.

Obśervese que la convergencia uniforme de una sucesión de funciones no implica que po-
damos pasar al lı́mite bajo el signo integral. Por ejemplo la sucesión fn (x) = 1

n
χ[0,n] converge

uniformemente a 0 mientras que sus integrales son todas ellas igual a 1. No obstante sifn → f
uniformemente en un conjuntoE de medida finita entonces si que se deduce que

∫
E fn →

∫
E f .

Basta tener en cuenta que si|fn − f | < ε enE entonces|
∫
E fn −

∫
E f | < εm (E).

Veamos un teorema consecuencia de los teoremas de convergencia monótona y dominada.

Teorema 3.18.Seafn una sucesíon de funciones integrables en un conjunto medibleE. Si se
cumple

∑
n

∫
E |fn| < +∞ entonces

∑ |fn| converge c.p.t. enE,
∑
fn ∈ L(E) y

∫
E

∑
fn =∑∫

E fn.

Demostracíon. Por el teorema de la convergencia monótona (teorema 3.11) se sigue que
∑ |fn|

es integrable enE. En particular la suma de la serie será finita c.p.t. enE y, en particular,
∑
fn

seŕa convergente c.p.t. enE. Por otro lado las sumas parciales de esta serie estarán dominadas
por una funcíon integrable, ya que

∣∣∣∑N
n=1 fn

∣∣∣ ≤ ∑
n |fn| ∈ L(E). El teorema de la convergencia

dominada (teorema 3.17) permitirá acabar la demostración del teorema.
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3.5 Relacíon entre la integral de Riemann y la integral de Le-
besgue

3.5.1 Integral de Riemann propia e integral de Lebesgue

Teorema 3.19.Seaf una funcíon definida en un intervaloI deRk a valores enR, integrable
en el sentido de Riemann. Entonces es integrable en el sentido de Lebesgue y las integrales
coinciden.

Demostracíon. Escribiremos con la letraL o R delante de la integral cuando se quiera pre-
cisar si la integral es en el sentido de Lebesgue o de Riemann respectivamente. SeaΠn una
sucesíon de particiones deI en subintervalos, cada una más fina que la anterior y tal que
R −

∫
f = lim s(f,Πn) = limS(f,Πn). Esto se deduce de la expresión de la integral de

Riemann comóınfimo de sumas superiores o como supremo de sumas inferiores, y de las pro-
piedades elementales de estas sumas. SeanIi los intervalos de la partición. Tendremos que simi

y Mi son los supremo éınfimo def respectivamente en el intervaloIi

s(f,Πn) =
∫
tn dondetn =

∑
miχIi

S(f,Πn) =
∫
Tn dondeTn =

∑
MiχIi

En todos los puntos que no son frontera de los diversos intervalos que aparecen en las particiones
Πn y, por tanto, c.p.t. enI se cumpliŕan las desigualdades

t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ f ≤ ... ≤ T2 ≤ T1.

Las funcionest(x) = lim tn(x) y T (x) = limTn(x) existiŕan c.p.t. y seŕan funciones medibles.
Si probamos que c.p.t.t(x) = T (x), estas funciones coincidirán conf y ésta seŕa una funcíon
medible. Ahora bienT − t es el ĺımite de la sucesión monot́ona decreciente de funciones inte-
grables no negativas c.p.t.Tn − tn. El teorema de la convergencia monótona (teorema 3.16) nos
dirá queL −

∫
(T − t) = lim

∫
(Tn − tn). = 0. Por tanto (teorema 3.10)T − t = 0 c.p.t.. El

teorema de la convergencia monótona nos dará tambíen queL−
∫
f = lim

∫
tn = R−

∫
f .

Puede darse una caracterización de las funciones integrables en el sentido de Riemann en
términos de la medida de los puntos de discontinuidad de la función. Concretamentef definida
y acotada en[a, b] es integrable en el sentido de Riemann si y sólo si el conjunto de puntos de
discontinuidad de la función es de medida nula. Puede verse en el apéndice del caṕıtulo 1 la
demostracíon. Conociendo este teorema la medibilidad de una función integrable Riemann es ya
evidente y la demostración del teorema anterior podrı́a haberse simplificado.

Obśervese que el teorema permite aplicar al cálculo de la integración en el sentido de Lebes-
gue de las funciones integrables en el sentido de Riemann los métodos conocidos paraéstas. Por
ejemplo el teorema fundamental del cálculo o el ćalculo por integrales iteradas cuandoéste sea
válido.
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Ejemplo 3.4. SeaI un intervalo cerrado,f continua enI. La funcíon es integrable Lebesgue
y su integral coincide con la integral de Riemann. Más generalmente, siA ⊂ I es un conjunto
con contenido de Jordan definido la integral de Lebesgue sobreA coincide con la integral de
Riemann.

3.5.2 Relaciones de la integración de Lebesgue con la integración impropia
de Riemann

Teorema 3.20.Seaf : [a, b) → R una funcíon localmente integrable en el sentido de Riemann
conb ∈ R ∪ {+∞}. Son equivalentes:

a) La integral impropia de Riemann
∫−→b
a f es absolutamente convergente, es decir existeC

tal que
∫ x
a |f | ≤ C paraa < x < b.

b) f ∈ L([a, b)).

En este caso
∫−→b
a f = L−

∫
[a,b] f .

Demostracíon. Supongamos que se cumple a). Sea{xn} una sucesión mońotona creciente de
números reales,a < xn < b y {xn} → b. Tendremosf = lim fχ[a,xn]. Cada elemento de
esta sucesión es medible, por ser R-integrable, y por tantof es medible. Por otro lado, puesto
que|f | = lim |f |χ[a,xn], aplicando el teorema de la convergencia monótona (teorema 3.11) y la
hipótesis a) se sigue que|f | es L- integrable y por tanto lo esf.

Sea ahora b) cierto. Se tendrá
∫ x
a |f | ≤

∫
[a,b) |f | y por tanto vale a).

El teorema de la convergencia dominada (teorema 3.17) da

∫ −→
b

a
f = lim

∫ xn

a
f = L−

∫
[a,b]

f.

Ejemplo 3.5. La funcíon e−x

x
es integrable en[1,+∞) ya que la integral impropia

∫+∞
1

e−x

x
dx

es convergente. Por la misma razón son integrables las funcionesx−a paraa < 1. Sus integrales
coinciden con las correspondientes integrales de Riemann impropias.

Debe observarse que la existencia de integral impropia de Riemann no implica la conver-
gencia de Lebesgue. De hecho, como consecuencia del teorema anterior, si existe la integral
impropia pero sin convergencia absoluta la función no es integrable en el sentido de Lebesgue.

Ejemplo 3.6. Sea la funcíon f : [0,+∞) → R definida porf(x) = (−1)n

n
si n − 1 ≤ x < n.

Es integrable en sentido impropio de Riemann pues
∫ x
0 f =

∑n−1
i=1

(−1)i

i
+ (−1)n

n
(x − n + 1) si

n − 1 ≤ x < n y por tanto su ĺımite cuandox tiende a+∞ es la suma de la serie convergente∑ (−1)n

n
. La integral no converge absolutamente pues

∑ 1
n

= +∞ y, por lo tanto, la funcíon no
es integrable en el sentido de Lebesgue.
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3.6 Continuidad de una funcíon definida por una integral de-
pendiente de un paŕametro.

Teorema 3.21.SeanI, J dos intervalos deRp yRq respectivamente yf : I × J → R tal que
a) Para caday ∈ J la función deI enR tal quex→ f(x, y) es medible.
b) Existeg ∈ L(I) tal que para caday ∈ J se cumple|f(x, y)| ≤ g(x) c.p.t. enI.
c) La funcíonf(x, y) es continua en la variabley c.p.t.x deI.
Entoncesf(., y) ∈ L(I) para caday y su integral es una función continua eny, es decir

lim
y→t

∫
I
f(x, y) =

∫
I
lim
y→t

f(x, y) =
∫

I
f(x, t).

Demostracíon. Desde luego de a) y de b) se sigue quef(x, y) es integrable en la variablex para
caday. Sea ahorayn una sucesión que tenga por lı́mite t. LlamemosFn(x) = f(x, yn). De la
condicíon c) tenemos que c.p.t.x se cumple queFn(x) → f(x, t). Además|Fn(x)| ≤ g(x). Por
el teorema de la convergencia dominada (teorema 3.17) podremos pasar al lı́mite bajo el signo
integral.

Ejemplo 3.7. 1. Se define la función Γ mediante la integralΓ(y) =
∫+∞
0 e−xxy−1dx. Esta

integral es convergente paray > 0. En efecto, basta tener en cuenta que si0 < y0 ≤
y ≤ y1 < +∞, |e−xxy−1| est́a acotada porcxy0−1 para 0 < x ≤ 1 y por e−xxy1−1 para
x ≥ 1 y que esta función “dominadora” es integrable. La proposición anterior permitiŕa
asegurar queΓ est́a definida y es continua eny0 ≤ y ≤ y1 y, por tanto, para caday > 0.

2.
∫+∞
0 e−xy sin x

x
dx es convergente y continua paray > 0. En forma similar al ejemplo

anterior basta considerar para0 < y0 ≤ y ≤ y1 < +∞ la acotacíon
∣∣∣e−xy sin x

x

∣∣∣ ≤ ce−xy0 .

3.7 Derivacíon bajo el signo integral

Teorema 3.22.SeanI, J intervalos abiertos deRp y deR respectivamente,f : I × J → R que
cumple

a) Para caday ∈ J la funciónf(., y) es medible y para una ∈ J , f(., a) ∈ L(I).
b) Existe∂f

∂y
(x, y) para cada(x, y) ∈ I × J.

c) Existeg ∈ L(I) tal que
∣∣∣∂f
∂y

(x, y)
∣∣∣ ≤ g(x) para (x, y) ∈ I × J.

Entonces para caday ∈ J , f(., y) ∈ L(I), la función F (y) =
∫
I f(x, y) es derivable en

todos sus puntos yF ′(y) =
∫
I

∂f
∂y

(x, y).

Demostracíon. Aplicando el teorema del valor medio, para cadax, y existe c comprendido
entrea e y tal quef(x, y) − f(x, a) = (y − a)∂f

∂y
(x, c). Por tanto|f(x, y)| ≤ |f(x, a)| +

|y − a|
∣∣∣∂f
∂y

(x, c)
∣∣∣ . De a) y b) se sigue entonces quef(., y) ∈ L(I).

Seay ∈ J y una sucesión yn → y conyn 6= y. La sucesíon gn(x) = f(x,yn)−f(x,y)
yn−y

∈ L(I)

tiene por ĺımite ∂f
∂y

(x, y) para cadax ∈ I. Como consecuencia del teorema del valor medio
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|gn(x)| ≤ g(x), parax ∈ I con g ∈ L(I). Podremos aplicar el teorema de la convergencia
dominada con lo que

lim
F (yn)− F (y)

yn − y
= lim

∫
I
gn(x) =

∫
I
lim gn(x) =

∫
I

∂f

∂y
(x, y).

Ejemplo 3.8. La funcíon Γ (y) es derivable en0 < y < +∞. En efecto, la derivada bajo el
signo integral de la expresión deΓ da

∫+∞
0 e−xxy−1 lnx dx. Seŕa suficiente tener en cuenta que

para 0 < y0 ≤ y ≤ y1 < +∞ se tiene la acotación |e−xxy−1 lnx | ≤ cxy0−1 |lnx| si 0 < x ≤ 1
y |e−xxy−1 lnx | ≤ e−xxy1−1 |lnx| si 1 ≤ x < +∞ y que la funcíon definida porcxy0−1 |lnx| si
0 < x ≤ 1 y por e−xxy1−1 |lnx| si 1 ≤ x < +∞ es integrable.

3.8 Integración en un espacio producto

Designaremos por(x, y) a los elementos deRn = Rp × Rq parax ∈ Rp y y ∈ Rq. Dado un
conjuntoE deRn y x ∈ Rp consideraremos el subconjunto deRq,Ex = {y ∈ Rq; (x, y) ∈ E} .
Análogamente, siy ∈ Rq seaEy = {x ∈ Rp; (x, y) ∈ E} . Designaremos pormn,mp,mq

respectivamente a las medidas de Lebesgue enRn, Rp, Rq si queremos especificar de cual se
trata. Siguiendo estas notaciones tendremos el siguiente teorema.

Teorema 3.23.SeaE un conjunto medible deRn. Entonces
a) Los conjuntosEx son medibles c.p.t.x. Análogamente losEy son medibles c.p.t.y.
b) Las funcionesx→ mq(Ex) y y → mp(E

y) son medibles.
c)mn(E) =

∫
Rp mq(Ex) =

∫
Rq mp(E

y).

Demostracíon. Veremos, en primer lugar, que el teorema se cumple para los conjuntos de la
forma producto de dos intervalos, pasaremos después a probarlo para el caso de un conjunto
abierto, seguidamente para un conjunto medible acotado y, finalmente para un conjunto medible
cualquiera. Probaremos el teoremaúnicamente para los conjuntosEx y su correspondiente fun-
ción medible. En forma completamente análoga se probarán los enunciados para los conjuntos
Ey y la función medibley → mp(E

y).
SeaE = Ip × Iq. Los intervalos pueden ser abiertos, cerrados o semiabiertos. Tendremos

queEx = Iq si x ∈ Ip y Ex = φ si x /∈ Ip. De esta formaEx es un conjunto medible para todo
x y la funciónx → mq(Ex) = mq(I

q)χIp(x) es una funcíon medible. Poŕultimo, se cumple c)
para estos conjuntos ya que∫

Rp
mq(I

q)χIp = mp(Ip)mq(Iq) = mn(Ip × Iq).

Sea ahoraE un conjunto abierto. Se podrá expresar como una unión de un conjunto nume-
rable de intervalos semiabiertos disjuntos. Sea una tal descomposiciónE = ∪Im. Cada uno de
estos intervalos cumple el teorema. Tendremos queEx = ∪Imx y, por ser uníon numerable de
conjuntos medibles, será medible para cadax. La funcíonmq(Ex) =

∑
mq(Imx) y seŕa por tanto
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medible. Poŕultimo del teorema de la convergencia monótona (teorema 3.11) y de la propiedad
de la aditividad numerable de las medidas (teorema 2.19) tendremos

mn(E) =
∑

mn(Im) =
∑∫

Rp
mq(Imx) =

∫
Rp

∑
mq(Imx) =

∫
Rp
mq(Ex)

y, por tanto, vale el teorema para conjuntos abiertos.
Seguidamente seaE un conjunto medible acotado. Existirán una sucesión de conjuntos abier-

tosAm acotados y una sucesiónKm de compactos tales que

A1 ⊃ A2 ⊃ ... ⊃ E ⊃ ... ⊃ K2 ⊃ K1

conmn(Am −Km) → 0.
A cada abiertoAm − Km se le podŕa aplicar el teorema con lo quemq(Amx − Kmx) seŕa

una sucesión de funciones medibles, decreciente y no negativas. Tendrá un ĺımite, seaϕ(x) =
limmq(Amx − Kmx). El teorema de la convergencia monótona decreciente (teorema 3.16) nos
daŕa que

∫
Rp ϕ(x) = lim

∫
Rp mq(Amx −Kmx) = limmn(Am −Km) = 0. Tendremos entonces

queϕ(x) = 0 c.p.t. x. Consideremos los puntosx en quelimmq(Amx − Kmx) = 0. Puesto
queAmx son abiertos yKmx son compactos tendremos queEx seŕa medible y vale a) para estos
conjuntos. Tendremos también que, para los mismos puntos,mq(Ex) = limmq(Amx) y por
tanto la funcíonx→ mq(Ex) seŕa medible. Poŕultimo el teorema de la convergencia monótona
daŕa

mn(E) = limmn(Am) = lim
∫

Rp
mq(Amx) =

∫
Rp

limmq(Amx) =
∫

Rp
mq(Ex).

Esto prueba c) para los conjuntos medibles acotados.
Sea finalmenteE un conjunto medible arbitrario. Consideremos los conjuntosEm = E ∩

([−m,m]× · · · × [−m,m]) . Tendremos queEx = ∪Emx . CadaEmx es medible para cadax
salvo un conjuntoNm de medida nula.Ex seŕa medible salvo quiźa en∪Nm que es de medida
nula. Tendremos, por otro lado,mq(Ex) = limmq(Emx) y por sermq(Emx) funciones medibles
seŕa a su vez medible. Una nueva aplicación del teorema de la convergencia monótona junto a
propiedades b́asicas de la medida permite obtener

mn(E) = limmn(Em) = lim
∫

Rp
mq(Emx) =

∫
Rp

limmq(Emx) =
∫

Rp
mq(Ex)

que nos da c).

Dada una funcíonf definida en el espacio productoRp×Rq se designaŕa porfx a la funcíon
definida enRq mediantefx(y) = f(x, y). Análogamentef y denotaŕa la funcíon definida enRp

por f y(x) = f(x, y). Por ejemplo, sif esχE, la función caracteŕıstica de un conjuntoE ⊂
Rp ×Rq, tendremos que(χE)x = χEx y (χE)y = χEy .

Teorema 3.24. (Teorema de Tonelli)
Seaf : Rp ×Rq → [0,+∞] una funcíon medible, no negativa. Entonces
a) Las funcionesfx son c.p.t.x medibles. Ańalogamente las funcionesf y.
b) La funcíonx→

∫
Rq fx es medible. Ańalogamente la funcióny →

∫
Rp f y.

c) Se cumple
∫
Rp×Rq f =

∫
Rp

∫
Rq fx =

∫
Rq

∫
Rp f y.
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Demostracíon. El teorema anterior es equivalente a decir que el teorema es válido para funcio-
nes caracterı́sticas de conjuntos medibles. Será entonces también cierto para funciones simples
medibles no negativas. Para una función f como la del enunciado consideremos una sucesión
sm de funciones simples no negativas, monótona creciente y cuyo lı́mite esf . Tendremos que
para cadax deRp, smx → fx. Por lo que acabamos de decir cadasmx es medible salvo en un
conjuntoNm de medida nula y, por lo tanto, todas ellas son medibles salvo en∪Nm que es de
medida nula. Por tanto las funcionesfx son medibles c.p.t.x y vale a). Por el teorema de la
convergencia mońotona se tiene

∫
Rq fx = lim

∫
Rq smx y por seréstas medibles lo será el ĺımite y

por tanto es v́alido b). Porúltimo, el teorema de la convergencia monótona aplicado dos veces
daŕa ∫

Rp

∫
Rq
fx = lim

∫
Rp

∫
Rq
smx = lim

∫
Rp×Rq

sm =
∫

Rp×Rq
f.

De forma ańaloga se prueban los enunciados cambiando el orden de integración de las variables.

Ejemplo 3.9. 1. Expresemos el volumen del interior del cilindro enR3 definido porx2+y2 =
4x comprendido entre el planoz = 0 y el paraboloidex2 + y2 = 4z como integrales itera-
das. Para cada0 < x < 4 los valores dey estaŕan en el intervalo de extremos−

√
4x− x2

y +
√

4x− x2. Para cada par(x, y) la variablez estaŕa en el intervalo
[
0, x2+y2

4

]
. Ten-

dremos entonces que el volumen será
∫ 4
0 dx

∫+
√

4x−x2

−
√

4x−x2 dy
∫ x2+y2

4
0 dz.

2. Consideremos la funciónf (x, y) = xy
x2+y2 definida en(0, 1)× (0, 1). Se tiene que

∫ 1

0

xy

x2 + y2
dy = x ln

(
1 +

1

x2

)
.

Esta funcíon se extiende por continuidad enx = 0 y por tanto es integrable en(0, 1).
Luego, por tratarse de una función no negativa,f es integrable en(0, 1)× (0, 1).

Obśervese que laśunicas hiṕotesis del teorema son la no negatividad de la función y su
medibilidad. A partir déestas si una de las integrales iteradas es finita se obtiene que, permutando
el orden de integración, el resultado es el mismo y coincide con la integral en el espacio producto.
En el enunciado no se excluye que todas las integrales sean+∞, pero si una de las integrales
iteradas es finita ya se puede asegurar que la función es integrable. Como veremos sin la hipótesis
de no negatividad de la función el resultado puede ser falso. Veamos antes un teorema en que
sin esta hiṕotesis de no negatividad permite obtener la integral en el espacio producto como
integrales iteradas.

Teorema 3.25. (Teorema de Fubini)
Seaf : Rp ×Rq → R una funcíon integrable. Entonces
a) Las funcionesfx son c.p.t. x integrables. Ańalogamente las funcionesf y son c.p.t. y

integrables.
b) La funcíonx→

∫
Rq fx es integrable. Ańalogamente lo es la funcióny →

∫
Rp f y.

c) Se cumple
∫
Rp×Rq f =

∫
Rp

∫
Rq fx =

∫
Rq

∫
Rp f y.



3.8. INTEGRACIÓN EN UN ESPACIO PRODUCTO 47

Demostracíon. Las funcionesf+ y f− son no negativas y de integral finita. El teorema ante-
rior nos da quef+

x y f−x son medibles, que
∫
Rp

∫
Rq f+

x =
∫
Rp×Rq f+ < +∞ y

∫
Rp

∫
Rq f−x =∫

Rp×Rq f− < +∞. En particular
∫
Rq f+

x y
∫
Rq f−x son finitas c.p.t. y por tantofx son integrables

c.p.t.x. Tendremos que
∫
Rq fx =

∫
Rq f+

x −
∫
Rq f−x . Puesto que las funciones dex,

∫
Rq f+

x y
∫
Rq f−x

son integrables lo será su diferencia (vale, entonces b)) y su valor será∫
Rp

∫
Rq
f =

∫
Rp

∫
Rq
f+

x −
∫

Rp

∫
Rq
f−x =

∫
Rp×Rq

f+ −
∫

Rp×Rq
f− =

∫
Rp×Rq

f.

De una forma ańaloga se prueban los enunciados cambiando el orden de integración de las va-
riables.

Con frecuencia, para comprobar la hipótesis de integrabilidad de la función en el teorema de
Fubini, se utiliza el teorema de Tonelli. Supuesta ya la medibilidad de la función f , su integra-
bilidad es equivalente a la de|f |. Esta es una función no negativa por lo que su integrabilidad
equivale que las integrales iteradas den un valor finito. Una vez asegurada su integrabilidad po-
demos aplicar ya las conclusiones del teorema de Fubini, en particular la integral de la función
se puede calcular mediante las integrales iteradas en el orden que sea más adecuado.

Ejemplo 3.10. 1. Consideremos la función definida en[0, 1]× [1,+∞) por f(x, y) = e−xy−
2e−2xy.Veamos que las integrales iteradas existen pero que son distintas si se cambia el or-
den de integracíon. En efecto, obsérvese que para cadax ∈ (0, 1) la funcióne−xy−2e−2xy

toma valores positivos paray suficientemente grande. Tendremos entonces que la in-
tegral de Lebesgue en la variabley en la semirrecta[1,+∞) existirá si es convergen-
te la integral impropia de Riemann

∫+∞
1 (e−xy − 2e−2xy) dy y coincidirá con su valor

e−x(1−e−x)
x

. Esta funcíon es integrable en(0, 1) y dará un valor positivo. Por otro lado∫ 1
0 (e−xy − 2e−2xy) dx = − e−y(1−e−y)

y
. Esta funcíon es integrable en[1,+∞) y dará como

integral un valor negativo. La conclusión, teniendo en cuenta el teorema de Fubini, es que
la función no es integrable.

2. Seaf ∈ L(Rp) y g ∈ L(Rq), entoncesf(x)g(y) ∈ L(Rp × Rq). Veamos en primer lugar
la medibilidad de la funcíon. Seŕa suficiente probar la medibilidad def(x) como funcíon
definida enRp × Rq. Si f como funcíon enRp es el ĺımite de funciones simples medibles
de la forma

∑
aiχAi

, tendremos que como función enRp×Rq seŕa lı́mite de una sucesión
de funciones de la forma

∑
aiχAi×Rq . Seŕa entonces suficiente probar que siA y B son

conjuntos medibles respectivamente enRp y enRq, A×B es medible enRp×Rq. Todo tal
conjunto se puede expresar como una unión numerable de conjuntos del mismo tipo donde
A yB son ahora acotados. Dadoε > 0 existirán abiertos acotadosU ⊂ Rp y V ⊂ Rq y
compactosK yL tales que

K ⊂ A ⊂ U ymp(U −K) < ε
L ⊂ B ⊂ V ymq(V − L) < ε.

Tendremos entonces queK × L es compacto,U × V es un abierto,

K × L ⊂ A×B ⊂ U × V
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ymp+q(U × V −K × L) ≤ mp+q(U × (V − L)) +mp+q((U −K)× V ). Ahora bien, la
medida de un producto de dos abiertos es el producto de las medidas de los abiertos. Esto
puede comprobarse descomponiendo cada uno de ellos como unión numerable de interva-
los diádicos disjuntos, o bien aplicando el teorema de Fubini a la función caracteŕıstica
del producto de estos abiertos. Tendremos entonces que

mp+q(U × V −K × L) ≤ mp(U)×mq(V − L) +mp(U −K)×mq(V ) ≤ cε.

Por lo tantoA×B es medible.

Una vez visto quef(x)g(y) es medible su integrabilidad se sigue aplicando el teore-
ma de Tonelli a|f(x)g(y)| , ya que

∫
Rp

∫
Rq |f(x)g(y)| =

∫
Rp |f(x)|

∫
Rq |g(y)| < +∞.

Podremos entonces aplicar el teorema de Fubini y tendremos que
∫
Rp×Rq f(x)g(y) =∫

Rp f(x)
∫
Rq g(y).

3.9 Cambio de variable en la integracíon

SeanU y V dos abiertos deRn y g una aplicacíon de claseC1, biyectiva deU enV con inversa
del mismo tipo. Como consecuencia del teorema de la función inversa es equivalente a decir
que la aplicacíon g es biyectiva, de claseC1 y que ∂(g1,...,gn)

∂(x1,...,xn)
es no nulo en todos los puntos.

A esta aplicacíon g se le denominará un cambio de variable. Obsérvese que sig es un cambio
de variable también lo esg−1. Es de inteŕes observar que la imagen por una tal aplicación g de
un conjunto compacto es un conjunto compacto y que la imagen de un abierto es un conjunto
abierto. Ḿas adelante veremos que la imagen de un conjunto medible también es un conjunto
medible. Se trata de relacionar las integrales de una función f definida enV con una integral
en que que a la función f se le haya efectuado el “cambio de variable” es decirf ◦ g. Como
en el caso de las integrales de Riemann de una variable la integral def no coincidiŕa con la de
f ◦ g sino que esta función debeŕa multiplicarse por el ḿodulo del determinante jacobiano de la
transformacíong.

Ejemplo 3.11. 1. ConsideremosU el abierto deR2 definido por(0,+∞) × (0, 2π) y V =
R2 − {(x, 0) ;x ≥ 0}. Seag : U → V definida porx = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ. Se trata de
un cambio de variable. A las nuevas coordenadas se les denomina coordenadas polares.
Si tenemos una función definida enV, z = f(x, y) efectuar el “cambio de variables” a
esta funcíon es considerarz ◦ g, es decir,f(ρ cosϕ, ρ sinϕ). Como ya veremos, la integral
de una funcíon f(x, y) sobreV coincidirá con la integral def(ρ cosϕ,ρ sinϕ) |det dg|
sobreU . Para este cambio de coordenadas se tiene|det dg| = ρ

(
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

)
y

por tanto se deberá integrar f(ρ cosϕ,ρ sinϕ)ρ sobreU. Si se trata de integrarf sobre
un subconjunto deV coincidirá con la integral def(ρ cosϕ,ρ sinϕ)ρ sobre el conjunto
correspondiente porg enU. Por ejemplo siD es el interior del disco unidad centrado en
el origen interseccíon con el primer cuadrante tendremos queg−1(D) = (0, 1) ×

(
0, π

2

)
y si deseamos integrarf(x, y) = x2 + y2 obtendremos

∫
D (x2 + y2) =

∫
g−1(D) ρ

2ρ =∫ π
2

0 dϕ
∫ 1
0 ρ

3dρ = π
8
. Con frecuencia se utiliza este cambio de coordenadas para el cálculo
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de una integral de una función definida sobre todoR2. Esto no supone problema alguno
ya que, puesto que{(x, 0) ;x ≥ 0} es de medida 2-dimensional cero, la integral sobreR2

y sobreV coinciden y en este abierto podemos efectuar el cambio de coordenadas. Una
situacíon ańaloga se presenta en los ejemplos siguientes.

2. ConsideremosU el abierto deR3 definido por(0,+∞) × (0, 2π) × R y V = R3 −
{(x, 0, z) ; x ≥ 0} . La funcíon g : U → V definida porx = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, z = u
constituye un cambio de variable. A las nuevas coordenadas se les denomina coordenadas
cilı́ndricas.

3. ConsideremosU el abierto deR3 definido por(0,+∞) × (0, 2π) ×
(
−π

2
, π

2

)
y V =

R3 − {((x, 0, z) ; x ≥ 0)} . La funcíon g : U → V definida porx = ρ cosϕ cosλ,
y = ρ sinϕ cosλ, z = ρ sinλ es un cambio de variable. A las nuevas coordenadas se
les denomina coordenadas esféricas.

Empezaremos estudiando la relación entre la medida de un conjunto y la de su conjunto
imagen mediante una aplicación lineal.

Lema 3.26. SeaT un isomorfismo lineal deRn enRn. Si A es un abierto deRn entonces
m(T (A)) = |detT |m(A).

Demostracíon. Todo isomorfismo lineal puede obtenerse por composiciones de aplicaciones ele-
mentales del tipo siguiente.

T1(x1, x2, ..., xn) = (kx1, x2, ...xn), k 6= 0
T2(x1, ..., xi, ..., xj, ..., xn) = (x1, ..., xj, ..., xi, ..., xn)

T3(x1, x2, ..., xn) = (x1 + x2, x2, ..., xn).

Si demostramos que para cada una de estas aplicaciones vale la proposición, ésta seŕa cierta
para cualquier isomorfismo. En efecto, siS y T son isomorfismos que cumplenm(T (A)) =
|detT |m(A) y m(S(A)) = |detS|m(A) se tendŕa que

m (TS (A)) = |detT |m (S (A)) = |detT | |detS|m (A) = |detTS|m (A) .

Veamos que siI es un intervalo de la formaI = [a1, b1)×···× [an, bn) se cumplem(T (I)) =
|detT |m(I) para cada una de los tres tipos de aplicaciones elementales. En efecto, sik > 0

T1(I) = [ka1, kb1)× · · · × [an, bn)

y por tantom(T1(I)) = km(I). Análogamente sik < 0

T1(I) = (kb1, ka1]× · · · × [an, bn)

y m(T1(I)) = −km(I) = |k|m(I). En ambos casosm(T1(I)) = |detT1|m(I).
Directamente se comprueba quem(T2(I)) = m(I) = |detT2|m(I).
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Para probarlo paraT3 podemos calcularm(T3(I)) mediante el teorema de Fubini:

m(T3(I)) =
∫ bn

an

dxn · · ·
∫ b2

a2

dx2

∫ b1+x2

a1+x2

dx1 = m(I) = |detT3|m(I).

Para probar el enunciado para cualquier abierto y respecto a cada uno de los tipos de transforma-
ciones elementales basta descomponer el abierto en intervalos diádicos disjuntos dos a dos del
tipo de los anteriores y aplicar la proposición ya probada utilizando la aditividad numerable de
la medida.

Teorema 3.27.SeaT un isomorfismo lineal deRn enRn. SiM es un conjunto medible deRn

entoncesT (M) es medible ym(T (M)) = |detT |m(M).

Demostracíon. Es suficiente probarlo para los acotados medibles. En efecto, todo conjunto me-
dible se podŕa expresar como una unión numerable de una sucesión creciente de conjuntos me-
dibles acotados. Aplicando la proposición a cada uno de ellos y pasando al lı́mite las igualdades
entre las medidas se obtendrá el teorema en general. Sea entoncesM medible acotado y sea
ε > 0. Existirán un abiertoA y un compactoK tal queK ⊂ M ⊂ A y m(A − K) < ε.
Tendremos entonces queT (A) es un abierto,T (K) es un compacto,T (K) ⊂ T (M) ⊂ T (A) y

m(T (A)− T (K)) = m(T (A−K)) < |detT | ε.

Esto asegura la medibilidad deT (M). Veamos la relación entre las medidas.

m(T (M)) = inf {m(T (A)); A abierto M ⊂ A}
= inf {|detT |m(A); A abierto M ⊂ A} = |detT |m(M).

En la demostración del teorema del cambio de variable una de las herramientas que se utili-
zaŕa es la aproximación local de la funcíon que expresa el cambio de variable por su aplicación
diferencial. Otra t́ecnica que ya hemos utilizado en diversas ocasiones es la descomposición de
un abierto en intervalos diádicos. Cierta propiedad que se conoce para estos se lleva entonces
a los conjuntos abiertos y después a los conjuntos medibles. Es cómodo, cuando se trabaja con
endomorfismos deRn y buscamos propiedades de las imágenes de los intervalos, considerar
una norma enRn tal que sus bolas sean los intervalos. Ası́ en el pŕoximo lema considera-
remos la norma deRn definida por‖x‖ = max {|xi|} . Las bolas respecto a esta norma son
cubos. SiT es un endomorfismo deRn definido por la matriz(aij) se le asociaŕa ahora la norma
‖T‖ = sup‖x‖≤1 ‖T (x)‖ que vendŕa dada por

‖T‖ = max
i,|λj |≤1

∣∣∣∑ aijλj

∣∣∣ = max
i

n∑
j=1

|aij| .

Esta norma cumple la desigualdad‖T (x)‖ ≤ ‖T‖ ‖x‖ ya que
∥∥∥T ( x

‖x‖

)∥∥∥ ≤ ‖T‖ . En particular,

si T es la diferencial en un punto del cambio de variableg, tendremos‖dg‖ = maxi
∑n

j=1

∣∣∣ ∂gi

∂xj

∣∣∣
y se cumpliŕa que‖dg(x)‖ ≤ ‖dg‖ ‖x‖ .



3.9. CAMBIO DE VARIABLE EN LA INTEGRACIÓN 51

Lema 3.28. Seag un cambio de variable deU enV. La imagen porg de un cubo cerradoC
contenido enU , de semiaristar est́a contenido en un cubo de semiaristasupx∈C ‖dgx‖ r.

Demostracíon. SeaC centrado en un puntoa. Aplicando el teorema del valor medio para cada
x ∈ C, existeλi, 0 < λi < 1 tal que

gi(x)− gi(a) =
∑
j

∂gi

∂xj

(a+ λi(x− a))(xj − aj).

Por lo tanto

|gi(x)− gi(a)| ≤
∑
j

∣∣∣∣∣ ∂gi

∂xj

(a+ λi(x− a))

∣∣∣∣∣ ‖x− a‖ ≤ sup
x∈C

‖dgx‖ ‖x− a‖ ,

de donde
‖g(x)− g(a)‖ ≤ sup

x∈C
‖dgx‖ ‖x− a‖ .

Lema 3.29. Seag un cambio de variable deU enV. SeaC un cubo cerrado contenido enU,
entonces

m(g(C)) ≤
∫

c
|det dg| .

Demostracíon. Para cada cubo cerrado contenido enU , como consecuencia del lema anterior

m(g(C)) ≤ (sup
x∈C

‖dgx‖)nm(C).

Seay un punto deC. Apliquemos esta desigualdad al “cambio de variables”dg−1
y ◦g. Tendremos

m(dg−1
y ◦ g(C)) ≤ (sup

x∈C

∥∥∥dg−1
y ◦ dgx

∥∥∥)nm(C).

Sabemos (teorema 3.27) quem(dg−1
y ◦ g(C)) =

∣∣∣det dg−1
y

∣∣∣m (g (C)) . Por la continuidad de la

aplicacíon
∥∥∥dg−1

y ◦ dgx

∥∥∥ existiŕa unx ∈ C en que se alcanzará max
∥∥∥dg−1

y ◦ dgx

∥∥∥ y por tanto tal
que

m (g (C)) ≤ |det dgy|
∥∥∥dg−1

y ◦ dgx

∥∥∥n
m(C).

Seŕıa de desear que el factor
∥∥∥dg−1

y ◦ dgx

∥∥∥n
fuese “pŕoximo” a1. Para lograrlo descompondremos

el cuboC en otros cubos de manera que esto ocurra. Concretando, ya que la función (x, y) →∥∥∥dg−1
y ◦ dgx

∥∥∥ es uniformemente continua enC ×C, para cadaε > 0, existe una descomposición
deC como uníon finita de cubos cerradosCi, con interiores disjuntos dos a dos, tales que∥∥∥dg−1

y ◦ dgx

∥∥∥ < 1 + ε, parax, y pertenecientes al mismoCi.
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Para cada cuboCi seayi ∈ Ci tal que|det dgyi
| = inf {|det dgz| ; z ∈ Ci} . Tendremos

m (g (Ci)) ≤ |det dgyi
| (1 + ε)nm(Ci) ≤ (1 + ε)n

∫
Ci

|det dg|

y por tanto

m (g(C)) ≤
∑

i

m (g (Ci)) ≤ (1 + ε)n
∑

i

∫
Ci

|det dg| = (1 + ε)n
∫

C
|det dg|

donde hemos tenido en cuenta para probar laúltima igualdad que los solapamientos de los con-
juntosCi forman un conjunto de medida nula. Porúltimo, puesto que esta desigualdad vale para
cadaε > 0, se sigue quem (g (C)) ≤

∫
C |det dg| .

Lema 3.30.Seag un cambio de variable deU enV. SeaA un abierto contenido enU, entonces

m (g (A)) ≤
∫

A
|det dg| .

Demostracíon. Obśervese en primer lugar que por serA abierto, su imageng(A) tambíen es
un abierto y en particular es un conjunto medible. Descompongamos el abiertoA como uníon
numerable de cubosCi cerrados con interiores disjuntos dos a dos. Por ejemplo ya hemos visto
que todo abierto es unión numerable de cubos disjuntos del tipo

∏
(ai, bi] y es ya f́acil ver quéeste

se puede expresar como unión numerable de cubos cerrados con interiores disjuntos. Aplicando
a cada cubo el lema anterior

m (g (A)) ≤
∑

m (g (Ci)) ≤
∑∫

Ci

|det dg| =
∫

A
|det dg| .

Teorema 3.31.Seag un cambio de variable deU enV . SeaE un conjunto medible contenido
enU , entoncesg(E) es medible y

m (g (E)) ≤
∫

E
|det dg| .

Demostracíon. Supongamos, en primer lugar, que|det dg| est́a acotado enU por k. Sea por el
momentoE acotado. Por ser medible, para cadaε > 0 existen un compactoK y un abiertoA,
que podŕa suponerse contenido enU , tales queK ⊂ E ⊂ A y m(A − K) < ε. Tendremos
entonces queg(K) es un compacto,g(A) es abierto,g (K) ⊂ g(E) ⊂ g(A). Aplicando el lema
anterior

m (g (A)− g (K)) = m (g (A−K)) ≤
∫

A−K
|det dg| ≤ km(A−K) < kε.

De donde se obtiene la medibilidad deg (E) . Por otro lado

m (g (E)) ≤ m (g (A)) ≤
∫

E
|det dg|+

∫
A−E

|det dg| ≤
∫

E
|det dg|+ kε.
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Puesto que vale para todoε > 0 se tienem (g (E)) ≤
∫
E |det dg| .

Si E no es acotado se podrá expresar como unión de una sucesión mońotona creciente de
conjuntos mediblesEm acotados. Aplicando la proposición a cada uno de ellos tendremos que
g(E) = ∪g(Em) seŕa medible y

m (g (E)) = limm (g (Em)) ≤ lim
∫

Em

|det dg| =
∫

E
|det dg| .

Porúltimo, si |det dg| no est́a acotado consideremos

Um = {x ∈ U ; |det dg| < m}

y apliquemos el teorema aE ∩ Um. Tendremos queg(E) = ∪mg(E ∩ Um) seŕa medible y

m (g (E)) = limm (g (E ∩ Um)) ≤ lim
∫

E∩Um

|det dg| =
∫

E
|det dg| .

Podemos pasar ya a enunciar el teorema del cambio de variable

Teorema 3.32.Seag un cambio de variable deU enV y E un conjunto medible contenido en
U.

a) Sif es una funcíon medible no negativa definida enV se tiene∫
g(E)

f =
∫

E
f ◦ g |det dg| .

b) Seaf una funcíon definida enV entoncesf es integrable eng(E) si y solamente si es
integrablef ◦ g |det dg| enE y en este caso∫

g(E)
f =

∫
E
f ◦ g |det dg| .

Demostracíon. Probemos a). Consideremos en primer lugar una función simple medible. Sea
s =

∑r
i=1 aiχg(Ei) conE = ∪Ei y losEi disjuntos dos a dos. Tendremos como consecuencia de

la proposicíon anterior∫
g(E)

s =
∑

i

aim(g(Ei)) ≤
∑

i

ai

∫
Ei

|det dg| =
∫

E
s ◦ g |det dg| .

Sea ahoraf no negativa. Tendremos

∫
g(E)

f = sup

{∫
g(E)

s; 0 ≤ s ≤ f, s simple

}
≤

sup
{∫

E
s ◦ g |det dg| ; 0 ≤ s ≤ f, s simple

}
≤
∫

E
f ◦ g |det dg| .
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Veamos la desigualdad en el otro sentido. Apliquemos la desigualdad que acabamos de probar
al cambio de variableg−1, a la funcíonf ◦ g |det dg| y al conjuntog (E) . Tendremos∫

E
f ◦ g |det dg| ≤

∫
g(E)

(f ◦ g |det dg|) ◦ g−1
∣∣∣det dg−1

∣∣∣ = ∫
g(E)

f

y, por tanto, hemos probado a). Veamos b). Sabemos quef es integrable sobreg(E) si las
integrales def+ y def− son finitas. Ańalogamentef ◦g |det dg| es integrable enE si son finitas
las integrales de(f ◦ g |det dg|)+ = f+ ◦ g |det dg| y de (f ◦ g |det dg|)− = f− ◦ g |det dg| .
Aplicando el apartado a) a cada una de estos pares de funciones tendremos quef es integrable
eng(E) si y śolo sif ◦ g |det dg| es integrable enE y

∫
g(E) f =

∫
E f ◦ g |det dg| .

Obśervese que si aplicamos el teorema del cambio de variable a la función constante igual a
1 obtenemos quem(g(E)) =

∫
E |det dg| .

Ejemplo 3.12. 1. Veamos que la función

x2

(x2 + y2)2 ln2 (x2 + y2)

es integrable en
{
(x, y) ∈ R2; x2 + y2 < 1

4

}
. Efectuemos el cambio a coordenada polares.

Deberemos integrar la función no negativaρ2 cos2 ϕ
ρ4 ln2 ρ2 ρ. La integral iterada es finita y por

tanto la funcíon es integrable.

2. Calculemos el volumen del recinto deR3 definido porx2 + y2 + z2 ≤ 2, z ≥ x2 + y2. La
interseccíon de las superficiesx2 + y2 + z2 = 2, z = x2 + y2 son los puntos de la forma
z = 1, z = x2 + y2. Aplicando el teorema de Fubini tendremos que calcular∫

x2+y2≤1

(√
2− x2 − y2 −

(
x2 + y2

))
.

Pasemos esta integral a coordenadas polares. Deberemos calcular

∫
(ρ,ϕ)∈[0,1]×[0,2π]

(√
2− ρ2 − ρ2

)
ρ = π

8
√

2− 7

6
.

3. Calculemos
∫
[0,+∞)×[0,+∞) e

−x2−y2
. Es equivalente al ćalculo de la integral sobre

(0,+∞)× (0,+∞) .

Pasando a coordenadas polares deberemos calcularπ
2

∫+∞
0 e−ρ2

ρdρ = π
4
. Nótese que de

aqúı puede verse que
∫+∞
0 e−x2

dx =
√

π
2

. En efecto, por el teorema de Fubini

(∫ +∞

0
e−x2

dx
)2

=
∫
[0,+∞)×[0,+∞)

e−x2−y2

.
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4. Calculemos
∫
D

(
1 + (x2 + y2 + z2)

3
2

)
donde

D =
{
(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 + z2 ≤ 1

}
.

Pasando a coordenadas esféricas deberemos calcular∫
(ρ,ϕ,λ)∈(0,1)×(0,2π)×(−π

2
, π
2 )

(
1 + ρ3

)
ρ2 cosλ = 4π

(
1

3
+

1

6

)
.

5. Calculemos el volumen del dominio definido porz > 0, z < x2+y2

2
, x2 + y2 < 4. Pasando

a coordenadas cilı́ndricas deberemos integrar la funciónρ sobre el dominio{
(ρ, ϕ, z) ; 0 < z <

ρ2

2
, 0 < ρ < 2, 0 < ϕ < 2π

}
.

Las fronteras de estos dominios no afectan, una vez más, al ćalculo de las integrales

2π
∫ 2
0 ρdρ

∫ ρ2

2
0 dz = 2π

∫ 2
0

ρ3

2
dρ = 4π.

3.10 Ejercicios

1. SeaS un conjunto denso enR. Prueba que sif : Rn → R es tal quef−1 ((−∞, a)) es
medible para todaa ∈ S entoncesf es medible.

2. Prueba que sis es una funcíon simple medible yf es una funcíon medible entoncess ◦ f
es medible. Prueba que la composición de dos funciones medibles definidas enR a valores
reales es medible.

3. Seaf (x, y) = E [x+ y] dondeE [z] es la parte entera dez. Halla la integral en[0, n] ×
[0,m] paran y m naturales.

4. Sea la sucesión de funcionesfn (x) = n
x2+n2 . Prueba quelim fn (x) = 0 uniformemente

enR y que al tiempo
∫
R

n
x2+n2 = π. ¿Contradice esto el teorema de la convergencia

dominada? ¿Qúe puede decirse en relación a este teorema?

5. Calcula
∫
D

sin
√

x2+y2√
x2+y2

dondeD es el dominio definido porπ
2

9
< x2 + y2 < π2.

6. Determina los valores dea tales que el volumen de{
(x, y, z) ∈ R3, z > 1, x2 + y2 <

(
1

z

)a}
es finito.

7. Estudia la integrabilidad o no integrabilidad de
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(a)
∫
x2+y2≤1

xy
(x2+y2)a seǵun los diversos valores dea.

(b)
∫
(1,+∞)

ln x
x
√

x2−1
.

(c)
∫
x2+y2≥1

xy
(x2+3y2)a seǵun los diversos valores dea.

8. Estudia la integrabilidad para los diversos valores dea de la funcíon 1
|x−y|a en (0, 1) ×

(0, 1) .

9. Prueba por inducción que siBn es la bola de radior en el espacion−dimensional, se
cumplem (Bn) = cnr

n. Determina las constantescn paran = 2, 3, 4.

10. Sea
∫+∞
0 e−x2

cosxt dx. Prueba queF ′ (t) = −1
2
tF (t) y calculaF (t).

11. Prueba que para todot 6= 0 existe la derivada de
∫ 1
0 ln (x2 + t2) dx.

12. Calcula el volumen del dominio intersección de los cilindrosx2 + y2 ≤ 1 y x2 + z2 ≤ 1.

13. Invierte lośordenes de integración en

(a)
∫ π

2
0 (

∫ cos x
0 f (x, y) dy) dx.

(b)
∫ 1

2
0

(∫√2x−x2

x f (x, y) dy
)
dx.

14. Estudia la integrabilidad de Riemann impropia y la de Lebesgue de
∫ 1
0

1
x

sin 1
x
.

15. Prueba que

lim
∫ n

0

(
1− x

n

)n

e
x
2 dx =

∫ +∞

0
e−

x
2 dx.

16. ConsideremosK =
∫+∞
0 e−x2

dx. Veamos una forma de calcularlo. Seax = ut, tendremos
K = u

∫+∞
0 e−u2t2dṫ. Por lo tanto

K
∫ +∞

0
e−u2

du = K2
∫ +∞

0
e−u2

udu
∫ +∞

0
e−u2t2dṫ.

Justifica que se puede intercambiar el orden de integración y calculaK.

17. Calcula
∫
D z, dondeD es el dominio definido porx2 + y2 ≤ z2, z ≥ 0, x2 + y2 + z2 ≤ 1.

18. Halla el volumen de la intersección de la bola unidadx2 + y2 + z2 ≤ 1 con el interior del

cilindro definido porx2 +
(
y − 1

2

)2
= 1

4
.

19. Calcula
∫
D (x+ y)3 (x− y)2 dondeD es el recinto acotado limitado por las rectasx+y =

1, x− y = 1, x+ y = 3, x− y = −1.
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3.11 Nota hist́orica

La idea déarea de un rectángulo, de un tríangulo y de otras figuras geométricas aparece ya en
el Antiguo Egipcio y en Babilonia. Los griegos admitı́an que figuras simples tenı́an unárea que
era un ńumero no negativo. Estos números teńıan una propiedad de aditividad ,esto es, siR era
la unión disjunta deS y T se cumpĺıaa (R) = a (S) + a (T ) .

El método b́asico para determinar uńarea era el ḿetodo de exhaución que, al parecer, pro-
viene de Eudoxio (∼ 300 a. C.) y aparece en los Elementos de Euclides. Se aproximaba elárea
de una determinada figura por la de polı́gonos inscritos de las que se conocı́a suárea. No se
trataba despúes de hacer un paso al lı́mite más o memos riguroso sino que mediante un método
alternativo, riguroso, se evitaba su uso. De esta forma podı́an probar, por ejemplo, que la razón
de lasáreas de dos cı́rculos era equivalente a la razón de los cuadrados de los diámetros y otros
muchos resultados.

Arqúımedes (287-212 a.C.) estudió las longitudes de ciertas curvas ası́ como gran ńumero
de áreas y voĺumenes. Aplićo el método de exhaución a problemas que fueron después fuente
de inspiracíon para los creadores del Cálculo. Sus resultados, como todos los de laépoca, se
expresaban en forma de proporciones. Una de las novedades más significativas es el trabajo de
“El método” en que utiliza ciertas ideas de la mecánica para obtener resultados que luego probará
con el ḿetodo de exhaución.

La creacíon del Ćalculo fue una respuesta a los problemas prácticos y cient́ıficos que se
presentaban en el siglo XVII. Algunos de los problemas que se plantearon fueron el cálculo
de longitudes de curvas (por ejemplo, distancias recorridas por un planeta),áreas limitadas por
curvas, centros de gravedad, volúmenes acotados por superficies, etc. En estaépoca se vuelven
a estudiar los trabajos de Arquı́medes y el ḿetodo de exhaución y se modifican totalmente con
la invencíon del Ćalculo. Se sigue admirando el rigor del método de exhaución pero prima la
obtencíon de resultados rápidos, f́aciles y generales. Por otra parte la geometrı́a anaĺıtica de
Descartes (1596-1650) permitı́a una nueva formulación de los problemas déareas y voĺumenes.

Entre los iniciadores de láepoca deben mencionarse a Kepler (1571-1630), Galileo (1564-
1642) y Cavalieri (1598-1647). El ḿetodo de Kepler consiste en identificar laáreas y voĺumenes
con una suma de infinitos elementos infinitesimales. De esta forma elárea de un ćırculo es la
suma de laśareas de infinitos triángulos con base en la circunferencia y vértice en el centro. El
volumen de la esfera se obtiene como suma de volúmenes de piŕamides. La descomposición
en “indivisibles” depende del problema particular que se presenta. Piensa que, si se desea, se
pueden rigorizar los resultados obtenidos mediante el método de exhaución. Galileo consideró
tambíen lasáreas en forma similar como suma de indivisibles. Esta técnica fue popularizada por
Cavalieri. Dadas dos figuras se establece una correspondencia biyectiva entre los infinitesimales.
Si estos tieneńareas en una cierta proporción, ésta se conserva en los volúmenes.

Fermat (1601-1665) y Pascal (1623-62) utilizaron una variante del método de exhaución.
En lugar de considerar diferentes aproximaciones poligonales de las figuras dependiendo del
problema se empezó el uso sisteḿatico de los rect́angulos.

En estaépoca se empezaron a introducir los métodos analı́ticos en el Ćalculo. Entre otros
mateḿaticos del momento cabe citar a Wallis (1616-1703) y a Barrow (1630-1677). Estaba, por
otra parte, en el ambiente la conveniencia de obtener métodos generales. Esta fue la principal
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aportacíon de Newton (1642-1727) y de Leibniz (1646-1716).
El mayor énfasis del trabajo de Newton se situó en la derivacíon. Plantéo el problema de

la antiderivacíon e identifićo ésta con el problema del cálculo delárea. Estableció la regla del
cambio de variables en la integración. Clasifićo ciertos tipos de integrales, estableció la fórmula
para el ćalculo de longitudes de curvas, etc..

Leibniz dio un mayoŕenfasis al ćalculo deáreas. Lo plantéo como suma infinita de “diferen-
ciales” que luego se computaba por antiderivación. Introdujo la notacíon

∫
para la integración.

Como Newton no definió con rigor sus conceptos. Sus contemporáneos admitieron sus resultados
como correctos pero, con frecuencia, eran conscientes de la poca claridad de ciertos conceptos
básicos como los elementos infinitamente pequeños o de ćomo la suma de infinitos de estos podı́a
ser finita.

Durante el siglo XVIII se desarrolló el Ćalculo. Se dio un tratamiento formal de los pro-
blemas sin una gran preocupación con los fundamentos. Euler es la figura más destacada. El
uso de la integral como lı́mite de sumas era limitado. Se utilizaba el lenguaje de Leibniz pero
pensando en términos de antiderivación. Se desarrollaron técnicas de ćalculo de primitivas como
la descomposición en fracciones simples, utilización de logaritmos o técnicas de desarrollo en
serie. Se estudiaron integrales múltiples calcuĺandolas mediante integrales reiteradas.

Para Euler una función era una “expresión anaĺıtica”, aunque también consideraba funciones
que teńıan diferentes expresiones en diferentes partes del dominio. El interés sobre funciones
arbitrarias se desarrolló en relacíon con el problema de la cuerda vibrante, principalmente por
D’Alembert (1717-1783) y a los trabajos sobre la teorı́a del calor por Fourier (1768-1830). La
representación de funciones mediante series trigonométricas necesitaba justificar la existencia
de integrales de la forma

∫
f (x) cosnx. Durante el siglo XVIII la integracíon era esencialmente

antiderivacíon y para estas funciones no era evidente la existencia de primitiva. Ello hizo volver
a la concepcíon de integral como uńarea, concepto que, por otra parte, tampoco estaba definido.

A Cauchy (1789-1857) y a Bolzano (1781-1848) se les atribuye el concepto actual de fun-
ción continua. Cauchy definió la integral de una función continua en un intervalo como un lı́mite
de expresiones

∑
f (xi−1) (xi − xi−1). Prob́o que este lı́mite se puede obtener como antideri-

vación. Durante el siglo XVIII se admitı́a intuitivamente la existencia déareas y voĺumenes y
se calculaban con integrales. Cauchy definió estos conceptos mediante integrales de funciones
continuas que habı́a previamente introducido. La definición general déarea y volumen quedaba
sin resolver.

Con Dirichlet (1805-59), en sus trabajos sobre series de Fourier, aparece la primera distin-
ción entre funciones continuas e integrables. Riemann (1826-66), continuando los trabajos sobre
estas series, se plantea estudiar la situación más general posible en que existan los lı́mites de
las sumas que aparecı́an en la integral de Cauchy y desligó la nocíon de integrabilidad de la de
continuidad. En ãnos posteriores se reformuló la integral de Riemann preparando las generali-
zaciones posteriores. Ası́ Darboux (1842-1917) y otros autores definen las sumas superiores e
inferiores y Volterra (1860-1940) introdujo las nociones de integral superior e inferior.

Durante la d́ecada de los 1880 se estudia la relación entre integrabilidad y puntos de discon-
tinuidad y el inteŕes se centra en medir el conjunto de estos puntos.

La nocíon de contenido exterior fue debida a Stolz (1842-1905) en una variable y a Cantor
(1845-1918) en varias variables. Este concepto de contenido no cumplı́a la propiedad de la
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aditividad finita.
Peano (1858-1932) dio la primera definición formal deárea. Retoma las ideas de Eudoxio

considerando polı́gonos que contienen y que están contenidos en una región. Si elı́nfimo de las
áreas de los primeros y el supremo de lasáreas de los segundos coinciden,ésta es eĺarea de la
región. Jordan (1838-1922) considera la misma construcción con poĺıgonos de lados paralelos a
los ejes. Eĺarea es lo que hemos denominado contenido de Jordan.

Borel (1871-1956) consideró medidas de lo que hemos llamado conjuntos borelianos en sus
trabajos sobre la teorı́a de funciones complejas. No generalizaba el concepto de contenido pero
se cumpĺıa la propiedad de la aditividad numerable.

Lebesgue (1875-1945) amplió la nocíon de integral empezando por aumentar los conjuntos
medibles. Su concepto de medida amplı́a el concepto de contenido de forma que se cumple la
propiedad de la aditividad numerable. Formuló los teoremas b́asicos de la teorı́a de la integración.
Trabaj́o tambíen con integrales ḿultiples. A este respecto deben citarse además los trabajos de
Fubini (1879-1943).

La integral de Lebesgue fue generalizada por Radon (1887-1956) dando un concepto que in-
cluye tantóesta como la de Stieltjes (1856-94). Otras formulaciones de estos conceptos, como la
de Daniell no requieren una construcción completa de la teorı́a de la medida para la formulación
de la teoŕıa de la integral.
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Caṕıtulo 4

Calculo vectorial

4.1 Longitud de un arco de curva. El paŕametro arco.

Definición 4.1. Un arco de curva o simplemente una curva enRn es una aplicacíon continua
de un intervalo[a, b] enRn. Si la aplicacíon es de claseCr se dice que la curva es de esta clase.
γ(a) y γ(b) reciben respectivamente el nombre de punto inicial y final del arco. Si existe una
partición de[a, b] de la formaa = t0 < t1 < ... < tm = b de manera que la restricción de la
curva a cada intervalo[ti−1, ti] sea de claseCr se dice que la curva es de claseCr a trozos.

Si una curvaγ definida en[a, b] cumple queγ (a) = γ (b) se dice cerrada. Si es inyectiva
con la posible excepción de queγ (a) = γ (b) se dice simple.

Debe distinguirse entre la curvaγ que es una aplicación y su imagen que denotaremos por
γˆ. La imagen no determina la clase de la curva.

Sea un arco de curvaγ : [a, b] → Rn. A cada particíon Π del dominio de definicíon de la
formaa = t0 < t1 < · · · < tm = b se le puede asociar una poligonal de vérticesγ(ti). Esta
poligonal tendŕa por longitudl(γ,Π) =

∑m
i=1 ‖γ (ti)− γ (ti−1)‖. Observemos que siΠ1 es una

partición más fina queΠ se cumple quel(γ,Π) ≤ l (γ,Π1). Basta considerar el caso en queΠ1

consiste en ãnadir un punto a la partición Π y tener en cuenta la desigualdad triangular para la
norma enRn. Estas longitudes pueden pensarse como aproximaciones a la longitud de la curva.
Es entonces natural considerar la siguiente definición.

Definición 4.2. Sea un arco de curvaγ : [a, b] → Rn. Diremos que la curva es rectificable si el
conjunto de las longitudes de las poligonales inscritas en la curva está acotado. En este caso se
llama longitud del arco al supremo de este conjunto.

Se trata de ver que las curvas de claseC1 son rectificables y que su longitud puede obtenerse
mediante una integral. Será conveniente disponer de la definición de integral de una función
vectorial.

Definición 4.3. SeaE un conjunto medible deRm y f : E → Rn una funcíon definida porn
funciones a valores realesf = (f1, ..., fn) . Se dice quef es medible (resp.integrable) enE si lo
son cada una de las funcionesf1, ..., fn. En este caso se define

∫
E f = (

∫
E f1, ...,

∫
E fn) .

61
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Teorema 4.1.SeaE un conjunto medible deRm y f : E → Rn una funcíon medible. Entonces

f es integrable si y śolo si la funcíon a valores reales‖f‖ = (
∑n

i=1(fi)
2)

1
2 es integrable. En este

caso se tiene‖
∫
E f‖ ≤

∫
E ‖f‖ .

Demostracíon. La afirmacíon sobre la integrabilidad se obtiene de las desigualdades

|fi (x)| ≤ ‖f (x)‖ ≤
n∑

j=1

|fj (x)| .

Veamos que se cumple la desigualdad‖
∫
E f‖ ≤

∫
E ‖f‖ .

‖
∫
E f‖

2 =
∫
E f ·

∫
E f =

∫
E ((

∫
E f) · f) ≤

∫
E ‖
∫
E f‖ ‖f‖ ≤ ‖

∫
E f‖

∫
E ‖f‖ . Simplificando,

se obtiene la desigualdad. Naturalmente si este valor fuese cero la desigualdad serı́a trivial.

Teorema 4.2.Sea un arco de curvaγ : [a, b] → Rn de claseC1. El arco es rectificable y su
longitud esL =

∫ b
a ‖γ′ (t)‖ dt.

Obśervese que por ser la curva de claseC1 la función en el integrando es continua y por tanto
la integral existe en el sentido de Riemann.

Demostracíon. Veamos en primer lugar la rectificabilidad del arco. Veamos que el conjunto de
las longitudes de las poligonales inscritas en el arco está acotada.

l (γ,Π) =
∑m

i=1 ‖γ (ti)− γ (ti−1)‖ =
∑m

i=1

∥∥∥∫ ti
ti−1

γ′ (t) dt
∥∥∥ ≤ ∑m

i=1

∫ ti
ti−1

‖γ′ (t)‖ dt
=
∫ b
a ‖γ′ (t)‖ dt.

Estaúltima integral es finita y por tantoγ es rectificable. Adeḿas

L = sup
Π
l (γ,Π) ≤

∫ b

a
‖γ′ (t)‖ dt.

Veamos la desigualdad en sentido inverso. Seaε > 0, por la continuidad uniforme deγ′ (t),
existeδ > 0 tal que si|t− u| ≤ δ entonces‖γ′ (t)− γ′ (u)‖ < ε. SeaΠ una particíon de[a, b]
tal que para cadai, |ti − ti−1| < δ. Tendremos∫ b

a ‖γ′ (t)‖ dt =
∑m

i=1

∫ ti
ti−1

‖γ′ (t)‖ dt ≤ ∑m
i=1

∫ ti
ti−1

(‖γ′ (ti)‖+ ε) dt

=
∑m

i=1

∥∥∥∫ ti
ti−1

γ′(ti)dt
∥∥∥+ ε (b− a) =

∑m
i=1

∥∥∥∫ ti
ti−1

(γ′(ti)− γ′ (t) + γ′ (t)) dt
∥∥∥+

ε (b− a) ≤ ∑m
i=1 ‖γ (ti)− γ (ti−1)‖+ 2ε (b− a) ≤ L+ 2ε (b− a) .

Puesto que la desigualdad vale para cadaε > 0 se tiene que
∫ b
a ‖γ′ (t)‖ dt ≤ L.

Dada una curvaγ : [a, b] → Rn y una aplicacíon biyectivag : [α, β] → [a, b] de claseC1 con
inversa del mismo tipo, se tiene queγ ◦ g es un arco de curva con dominio de definición [α, β].
Se dice que ha sido obtenida a partir de la primera mediante un cambio de parámetros. Por ser
g′ continua y no nula deberá ser en todos los puntos positiva o en todo los puntos negativa. En el
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primer casog es mońotona creciente y no varı́a la orientacíon de la curva en el sentido de que su
inicio y final es el mismo paraγ que paraγ ◦ g. Si g′ es negativa,g es mońotona decreciente, se
tiene queg(α) = b y g(β) = a, con lo que los inicios y finales de los arcos quedan permutados.
Se dice que el cambio de parámetros cambia la orientación.

Ejemplo 4.1. Sea un arco de curvaγ : [a, b] → Rn. La curvaγ1 (t) = γ(a+ b− t) est́a tambíen
definida en el intervalo[a, b] y cambia la orientacíon del arco. Se suele escribir−γ.

Debe observarse que si una curva se obtiene a partir de otra por medio de un cambio de
paŕametros, la longitud no varı́a. Es suficiente tener en cuenta que el conjunto de poligonales
consideradas en la definición de longitud del arco es el mismo en los dos casos.

Definición 4.4. Una curvaγ de claseC1 se dice regular siγ′(l) 6= 0 para todo valorl del
parámetro.

Veamos un cambio de parámetro en estas curvas regulares de especial importancia.
Consideremos un arco de curva regularγ : [a, b] → Rn de longitudL. Consideremos la apli-

cacíon s : [a, b] → [0, L] definida pors(t) =
∫ t
0 ‖γ′(l)‖ dl. Se trata de una aplicación biyectiva,

de claseC1, estrictamente creciente, cons′(t) = ‖γ′(t)‖ . Su aplicacíon inversat = t(s) definida
en[0, L], a valores en[a, b] , define un cambio de parámetro en la curva. A este nuevo parámetro
s se le denomina parámetro arco. Obśervese que si expresamos el arco en este nuevo parámetro
γ1(s) = γ(t(s)), tendremos que‖γ′1(s)‖ = ‖γ′(t(s))‖ |t′(s)| = ‖γ′(t(s))‖ 1

‖γ′(t(s))‖ = 1. De esta
forma la longitud del arco de curva entre los parámetross0 y s1 seŕa

∫ s1
s0
‖γ′1(s)‖ ds = s1− s0, es

decir, coincide con la diferencia entre los dos parámetros.

Ejemplo 4.2. Consideremos un arco de hélice enR3 dado por las ecuacionesx = R cos t,
y = R sin t, z = kt y definido en[0, 2π]. Tendremos que, siguiendo las notaciones anteriores,

s(t) =
∫ t
0 (R2 + k2)

1
2 dr = (R2 + k2)

1
2 t. La funcíon cambio de paŕametro al paŕametro arco

seŕa t(s) = s (R2 + k2)
− 1

2 y las ecuaciones de la curva en el parámetro arco seŕan

x = R cos
(
R2 + k2

)− 1
2 s, y = R sin

(
R2 + k2

)− 1
2 s, z = k

(
R2 + k2

)− 1
2 s.

4.2 Integración de un campo escalar y de un campo vectorial
sobre un arco de curva

4.2.1 Integracíon sobre un arco de curva

La idea de integral de un campo escalar sobre una curva responde a la idea fı́sica de ćalculo de la
masa de una “curva material” de la que se conoce una distribución de densidades. Si la curva con
respecto su parámetro arco esγ : [0, L] → Rn y f : γ ˆ → R es una distribución de densidades,
una aproximacíon de su masa correspondiente a una partición 0 = s0 < s1 < ... < sm = L de
[0, L] se obtendŕa como

∑m
i=1 f(γ(si))(si − si−1). Esta expresión es una suma de Riemann de la

función f ◦ γ y, por tanto, su lı́mite al variar las particiones haciendomax(si − si−1) → 0 seŕa∫ L
0 f(γ(s))ds. Si se trabaja con un parámetro arbitrariot ∈ [a, b] , s = s(t) la anterior integral
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quedaŕa
∫ b
a f(γ(s(t)))s′(t)dt =

∫ b
a f(γ1(t)) ‖γ′1(t)‖ dt, dondeγ1 = γ ◦ s. Esto nos lleva a las

siguientes definiciones.

Definición 4.5. Seaγ : [a, b] → Rn un arco de curva de claseC1. Llamaremos un campo
escalar sobre un subconjunto deRn a una aplicacíon continua de este subconjunto enR. Si f
es un campo escalar sobreγˆ (o sobre un conjunto que contenga aéste), llamaremos integral
de este campo sobreγ y la escribiremos

∫
γ fds a la integral

∫ b
a f(γ(t)) ‖γ′1(t)‖ dt. Si la curva

es de claseC1 a trozos se define como la suma de las integrales sobre cada uno de los trozos∑n
i=1

∫ ti
ti−1

f (γ (t)) ‖γ′ (t)‖ dt.

Observemos, en primer lugar, que esta integral no depende de una particular parametrización
de la curva. En efecto sig : [α, β] → [a, b] es un cambio de parámetros yγ1 = γ ◦ g tendremos∫ b
a f(γ(t)) ‖γ′(t)‖ dt =

∫
[α,β] f (γ (g (l))) ‖γ′ (g (l))‖ |g′ (l)| dl =

∫
[α,β] f(γ1(l)) ‖γ′1(l)‖ dl. En

particular, aunque el cambio de parámetros cambie la orientación la integral no varı́a.
Es inmediato comprobar que

∫
γ (f1 + f2) ds =

∫
γ f1ds +

∫
γ f2ds y que

∫
γ λfds = λ

∫
γ fds

paraλ ∈ R. Es tambíen una comprobación directa que
∣∣∣∫γ fds∣∣∣ ≤ ∫

γ |f | ds.
Se trata ahora de definir la integral de un campo vectorial. Esta integral corresponde a la idea

fı́sica de trabajo desarrollado por un campo al transportar un punto material a lo largo de un arco
de curva. SeaF un campo de fuerzas enRn y γ : [0, L] → Rn un arco de curva de claseC1

expresado en el parámetro arco. Puesto que‖γ′ (s)‖ = 1 una aproximacíon al trabajo realizado
seŕa

m∑
i=1

F (γ (si)) · γ′ (si) (si − si−1) donde0 = s0 < s1 < ... < sm = L.

Se trata de una suma de Riemann correspondiente a la partición{si} para la funcíon (F ◦ γ) · γ′
y por tanto su ĺımite cuandomax (si − si−1) → 0 seŕa

∫ L
0 F (γ (s)) · γ′ (s) ds. Si expresamos

la curva en otro parámetro la integral quedarı́a
∫ b
a F (γ1 (t)) · γ′1 (t) dt. Esto nos lleva a dar las

siguientes definiciones.

Definición 4.6. Un campo vectorial en un subconjuntoE deRn es una aplicacíon continua
F : E → Rn. Seaγ : [a, b] → Rn un arco de curva de claseC1 y F un campo vectorial
sobreγˆ. Llamaremos integral del campoF sobreγ y lo escribiremos

∫
γ F · ds a la integral∫ b

a F (γ (t)) · γ′ (t) dt. Si la curva es de claseC1 a trozos se define como la suma en cada uno de
los trozos

∑m
i=1

∫ ti
ti−1

F (γ (t)) · γ′ (t) dt. Esta integral recibe también el nombre de circulación
del campo respecto el arco de curva.

La primera observación que debe hacerse es que este valor no varı́a al efectuar un cambio
de paŕametro que respete la orientación. El valor cambia de signo si la orientación cambia. En
efecto sig : [α, β] → [a, b] es un cambio de parámetros que conserva la orientación yγ1 = γ ◦ g∫ b

a F (γ (t)) · γ′ (t) dt =
∫ β
α F (γ (g (l))) · γ′ (g (l)) g′ (l) dl =∫ β

α F (γ1 (l)) · γ′1 (l) dl.

Si el cambio es tal que la orientación se invierte, es decirg′(l) < 0, tendremos∫ b
a F (γ (t)) · γ′ (t) dt =

∫ α
β F (γ (g (l))) · γ′ (g (l)) g′ (l) dl =

−
∫ β
α F (γ1 (l)) · γ′1 (l) dl.
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Es inmediato comprobar que
∫
γ (F1 + F2) · ds =

∫
γ F1 · ds +

∫
γ F2 · ds y que

∫
γ λF · ds =

λ
∫
γ F · ds paraλ ∈ R.

Ejemplo 4.3. Consideremos la curvax = R cos t, y = R sin t, z = kt definida en[0, 2π] y el
campo escalarf(x, y, z) = z2. Tendremos

∫
γ
fds =

∫ 2π

0
k2t2

(
R2 + k2

) 1
2 dt =

(
R2 + k2

) 1
2 (2π)3

3
k2.

Si ahoraF es un campo vectorialF (x, y, z) = (y,−x, 0) tendremos∫
γ
F · ds =

∫ 2π

0

(
−R2 sin2 t−R2 cos2 t

)
dt = −R22π.

4.2.2 La integral de un campo a lo largo de una curva y el lenguaje de
formas

Un campo vectorialF enRn puede pensarse como una correspondencia que a cada puntox se
le asigna un diferencial en el punto, es decir, una expresión del tipo

∑n
i=1 Fi (x) dxi x. Obśervese

que no decimos que sea la diferencial de la misma función en cada punto. Es decir se trata
simplemente de asignar a cada puntox la n-plaF1 (x) , ..., Fn (x). Es lo que se llama una forma
de orden uno y lo escribiremos brevemente

∑n
i=1 Fidxi. SeaΦ : Rm → Rn una funcíon de clase

C1. Se define una aplicación Φ∗ de las formas de orden uno enRn en las formas de orden uno
enRm mediante la expresiónΦ∗(

∑n
i=1 Fidxi) =

∑n
i=1 Fi ◦ΦdΦi. Si Φ est́a definida en un cierto

subconjunto deRm, enél estaŕan definidas las nuevas formas. En particular, siτ : [a, b] → Rn

es un arco de curva de claseC1 tendremos queγ∗ (
∑n

i=1 Fidxi) =
∑n

i=1 Fi ◦ γ (t) γ′i (t) dt. Es
entonces natural dar la siguiente definición.

Definición 4.7. Seaw =
∑n

i=1 Fidxi una forma de orden uno definida enRn y γ : [a, b] → Rn

un arco de curva de claseC1. Se define la integral dew sobreγ como∫
γ

n∑
i=1

Fidxi =
∫ b

a
γ∗
(

n∑
i=1

Fidxi

)
=
∫ b

a

(
n∑

i=1

Fi ◦ γ (t) γ′i (t)

)
dt.

Obśervese que si se efectúa un cambio de parámetros que no cambie la orientación de la curva
la integral no vaŕıa. En efecto, sig : [c, d] → [a, b] es un cambio de parámetros cong′ (l) > 0 y
llamamosσ = γ ◦ g tendremos∫

γ

∑n
i=1 Fidxi =

∫ b
a (
∑n

i=1 Fi ◦ γ (t) γ′i (t)) dt =
∫ d
c (
∑n

i=1 Fi ◦ γ (g (l)) γ′i (g (l))) g′ (l) dl =∫ d
c (
∑n

i=1 Fi ◦ σ (l)σ′i (l)) dl =
∫
σ

∑n
i=1 Fidxi.

Debe observarse también que esta definición coincide con la dada para el campo vectorial
F . Aśı pues, estas integrales se pueden pensar indistintamente como la integral de un campo de
vectores, que responde a la idea de trabajo de un campo de fuerzas, o como la integral de una
forma de orden uno que, mediante la curva, se ha transportado a una integral sobre un intervalo
de una forma del tipog(t)dt.
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Ejemplo 4.4. Seaγ (t) = (t, t, sin t), 0 < t < π
2
. Tendremos

∫
γ
zdx+ xdy + dz =

∫ π
2

0
(sin t+ t+ cos t) dt =

π2

8
.

4.3 Teorema de Green

4.3.1 Teorema de Green para dominios elementales

Sea un intervalo bidimensionalI = (a, b) × (c, d) enR2. Su frontera estará formada por cuatro
intervalos unidimensionales que supondremos orientados de tal forma que “al recorrerlos quede
I a la izquierda”. Es decir, por el intervalo de origen(a, c) y extremo(b, c), el de origen(b, c)
y extremo(b, d), el de origen(b, d) y extremo(a, d) y el de origen(a, d) y extremo(a, c).
Le llamaremos a este conjunto con estas orientaciones la frontera orientada y la escribiremos
∂+I =

∑4
i=1 γiˆ, donde cadaγiˆ designa uno de los intervalos anteriores con su orientación

respectiva. Dado un campoF escribiremos
∫
∂+I F · ds =

∑4
i=1

∫
γi
F · ds. Veamos un teorema

que relaciona la integral de un campo vectorial a lo largo del contorno de un intervalo con la
integral de una función sobre este dominio. Constituye la fórmula de Green para intervalos.

Teorema 4.3.SeaI un intervalo deR2 y F un campo de claseC1. Se tiene∫
∂+I

F · ds =
∫

I

(
∂F2

∂x1

− ∂F1

∂x2

)
.

Demostracíon. Aplicando el teorema de Fubini tendremos∫
I

∂F2

∂x1

=
∫ d

c
dx2

∫ b

a

∂F2

∂x1

dx1 =
∫ d

c
(F2 (b, x2)− F2 (a, x2)) dx2 =

∫
∂+I

(0, F2) · ds.

Análogamente

−
∫

I

∂F1

∂x2

= −
∫ b

a
dx1

∫ d

c

∂F1

∂x2

dx2 =
∫

∂+I
(F1, 0) · ds

y, por tanto, vale la proposición.

Veamos que el mismo teorema vale si se sustituye el intervaloI por lo que llamaremos un
dominio elemental, es decir, un dominio de la forma

D = {(x1, x2) ; a < x1 < b, c < x2 < f (x1)}

conf de claseC1 y c < f (x1) .
La frontera orientada deD, ∂+D estaŕa formada por los segmentosγ1 de origen(a, f (a))

y extremo(a, c), γ2 de origen(a, c) y extremo(b, c), γ3 de origen(b, c) y extremo(b, f (b)) y
el arco de curvaγ4 definido porx1 = a + b − t, x2 = f (a+ b− t) definido en[a, b]. Cuando
queramos referirnos a estaúltima componente de∂+D la denotaremosγe. Como antes se definirá∫
∂+D F · ds =

∑4
i=1

∫
γi
F · ds. Veamos la f́ormula de Green para estos dominios.
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Teorema 4.4.SeaD un dominio elemental yF un campo vectorial definido enD , de claseC1.
Se cumple ∫

∂+D
F · ds =

∫
D

(
∂F2

∂x1

− ∂F1

∂x2

)
.

Demostracíon. Veamos que si el campo tiene su segunda componente nula, la demostración es,
como antes, una simple consecuencia del teorema de Fubini.

−
∫
D

∂F1

∂x2
= −

∫ b
a dx1

∫ f(x1)
c

∂F1

∂x2
dx2 =

−
∫ b
a (F1 (x1, f(x1))− F1 (x1, c)) dx1 =

∫
∂+D (F1, 0) · ds.

Sea ahora el campo de la forma(0, F2) . Lo reduciremos a la integración de un campo del tipo
anterior. Observemos, en primer lugar, que si un campo es un gradiente de una función la integral
a lo largo de cualquier camino dependeúnicamente de los valores que toma esta función en los
extremos del camino. En efecto

∫
γgradf · ds =

∫ b
a

∑ ∂f
∂xi

(γ (t)) γ′ (t) dt = f (γ (b))− f (γ (a)) .
Si la curva es diferenciable a trozos la conclusión es la misma. En particular, si la curva es
cerrada, es decirγ (a) = γ (b), la integral seŕa cero. Apliquemos esta observación a∂+D y a la
funciónU (x1, x2) =

∫ x2
c F2 (x1, t) dt. Tendremos que

∫
∂+DgradU · ds = 0. Es decir

∫
∂+D

(
0,
∂U

∂x2

)
· ds = −

∫
∂+D

(
∂U

∂x1

, 0

)
· ds.

Tendremos entonces que

∫
∂+D

(0, F2) · ds =
∫

∂+D

(
0,
∂U

∂x2

)
· ds = −

∫
∂+D

(
∂U

∂x1

, 0

)
· ds.

Podemos ahora aplicar el caso demostrado y la integral coincidirá con
∫
D

∂2U
∂x2∂x1

=
∫
D

∂F2

∂x1
como

queŕıamos probar.

Pueden darse versiones de este teorema cuando la curvaγe que interviene en la definición del
dominio es de claseC1 a trozos. También cuando el dominio es del tipo

D = {(x1, x2) ; a < x1 < b, f (x1) < x2 < d}

conγe de claseC1 a trozos yf (x1) < d. En este caso uno de los arcos es el definido en[a, b]
mediantex1 = t, x2 = f(t). Continuaremos llamando a este arco, para futuras referencias,γe.
De una forma ańaloga vale el teorema cuando los papeles de las variables primera y segunda
est́an intercambiados en la definición del dominio y se dan las definiciones naturales de frontera
orientada. A todos estos dominios les llamaremos elementales.
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4.3.2 Teorema de Green para dominios regulares

Vamos a dar el teorema de Green para dominios deR2 tales que localmente sean dominios
elementales.

Definición 4.8. Un abierto conexoD ⊂ R2, acotado, diremos que es un dominio con borde
regular a trozos o, simplemente, un dominio regular si se cumplen las siguientes propiedades:

a) La frontera deD est́a formada por una unión de un ńumero finito de curvas cerradas, sim-
ples y de claseC1 a trozos. Supondremos que cada una de estas curvasγi tiene una orientacíon.

b) Para cadax ∈ ∂D existe un entornoUx tal queUx ∩ D es un dominio elemental y si su
frontera orientada positivamente es∂+ (Ux ∩D), su componenteγe coincide con∂+D∩Ux con
la orientacíon dada en el apartadoa). A esta orientacíon le llamaremos orientación positiva.

La integral de un campo sobre∂+D se entendeŕa que es la suma de las integrales sobre las
curvas componentes de∂+D con sus orientaciones positivas.

Ejemplo 4.5. El discoD = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 < 1} es un dominio con borde regular.∂+D
podrá parametrizarse mediantex = cos t, y = sin t, 0 ≤ t ≤ 2π.

Para establecer el teorema de Green para dominios con borde regular necesitaremos un resul-
tado, la existencia de particiones de la unidad, que permite pasar enésta y en otras situaciones
de un resultado local a un resultado global.

Definición 4.9. Dada una funcíonf , definida en un abierto deRn a valores reales, se denomina
soporte def a la adherencia del conjunto de puntos en que la función es distinta de cero.

Teorema 4.5.(Existencia de particiones de la unidad)SeaK un compacto deRn yUi , i ∈ I,
un recubrimiento abierto deK. Entonces existen funcionesϕ1, ..., ϕm deC∞ (Rn, R) tales que

a. 0 ≤ ϕi (x) ≤ 1 si x ∈ Rn , i = 1, ...,m.

b. Cadaϕi tiene su soporte contenido en algúnUji
.

c. ϕ1 (x) + ...+ ϕm (x) = 1 parax ∈ K.

Demostracíon. Observemos, en primer lugar, que dadoa ∈ Rn y ε > 0 existe una funcíon de
C∞ (Rn, R) que vale uno enB (a, ε), cero en el complementario deB (a, 2ε) y toma valores
comprendidos entre cero y uno. Esto puede probarse considerando la funcióng

(
‖x−a‖

ε

)
dondeg

es una funcíon deC∞ (R,R) que vale1 para0 ≤ t ≤ 1 , 0 parat ≥ 2 y toma valores entre cero
y uno. Una sugerencia para construir una tal función g es la siguiente. Se considera la función

definida pore
− 1

(t− 1
2)

2

parat < 1
2

y 0 parat ≥ 1
2
. Multiplicándola por su siḿetrica respecto

al eje de ordenadas se obtiene una función h1 no negativa, deC∞ (R,R) a soporte en
[
−1

2
, 1

2

]
.

Si consideramos ahora la función h2 (t) =
∫+∞
t h1 (t) dt se obtiene una función deC∞ (R,R),

que vale0 parat ≤ −1
2

y es constante parat ≥ 1
2
. Consideremos una trasladada de esta función

h3 (t) = h2

(
t+ 3

2

)
. Tomaŕa el valor cero parat ≤ −2 y el valor1 parat ≥ −1. Consideraremos

la función siḿetrica de esta respecto el eje de ordenadas y multiplicaremos ambas. Será una
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función que tomaŕa un valor constantek para|t| ≤ 1, el valor 0 para|t| ≥ 2. Esta funcíon
dividida pork cumpliŕa las condiciones requeridas.

Consideremos para cadax ∈ K unUi conx ∈ Ui. Existirá δx > 0 tal queB (x, 3δx) ⊂ Ui.
Un número finito de bolasB (x, δx) recubriŕanK. SeanB (x1, δ1) , ..., B (xm, δm). Considere-
mos, para cada una de estas bolas, una funciónψi de claseC∞ (Rn, R) que vale uno enB (xi, δi),
cero en el complementario deB (xi, 2δi) y que toma sus valores en[0, 1]. Podemos ya definir las
funcionesϕi requeridas.

ϕ1 = ψ1

ϕ2 = (1− ψ1)ψ2

............
ϕm = (1− ψ1) (1− ψ2) ... (1− ψm−1)ψm.
Las condiciones(a) y (b) son ya inmediatas. Para comprobar la condición (c) basta tener en

cuenta la relación

ϕ1 + ...+ ϕm = 1− (1− ψ1) (1− ψ2) ... (1− ψm)

y las propiedades de las funcionesψi.

Podemos ahora pasar a establecer el teorema de Green para dominios regulares.

Teorema 4.6. (Teorema de Green)
SeaD un dominio regular. SeaF un campo de claseC1 definido en un entorno deD. Se

cumple ∫
∂+D

F · ds =
∫

D

(
∂F2

∂x1

− ∂F1

∂x2

)
.

Demostracíon. Para cadax ∈ D seaUx un entorno dex contenido enD. Para cadax ∈ ∂D
seaUx un entorno que cumple la condición b) de la definicíon anterior. Puesto queD ∪ ∂D es
un compacto mediante un número finito de estos entornos se recubrirá este conjunto. Sean estos
U1, U2, ..., Ur y consideremosϕ1, ..., ϕr una particíon de la unidad de un entorno deD relativa a
este recubrimiento. Si llamamos rotF = ∂F2

∂x1
− ∂F1

∂x2
, tendremos

∫
D

(
∂F2

∂x1
− ∂F1

∂x2

)
=
∫
D rotF =

∫
D rot(

∑
ϕiF ) =

∑∫
D rot(ϕiF ) =∑∫

D∩Ui
rot(ϕiF ) =

∑∫
∂+(D∩Ui)

ϕiF · ds =
∑

Ui∩∂D 6=φ

∫
∂+D ϕiF · ds =∫

∂+D (
∑
ϕi)F · ds =

∫
∂+D F · ds.

Ejemplo 4.6. Calculemos la circulacíon del campoF =
(
x2, ye−y2

)
respecto del arco de se-

micircunferenciaγ (t) = (cos t, sin t), 0 < t < π. Podemos considerar el dominioD limitado
por la semicircunferencia y por el diámetroγ1 (t) = (−1 + 2t, 0), 0 < t < 1. Puesto que
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
= 0 la fórmula de Green diŕa que

∫
γ F · ds+

∫
γ1
F · ds = 0. Por lo tanto∫

γ
F · ds = −

∫
γ1

F · ds =
∫ 1

0
(−1 + 2t)2 2dt =

2

3
.
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4.3.3 El teorema Green en el lenguaje de formas.

Dada una forma de orden unow = F1dx1 + F2dx2, se define su diferencial exterior como
dw = dF1∧dx1 +dF2∧dx2, donde se conviene quedf ∧dg = −dg∧df y por tantodf ∧df = 0.
Es decir

dw =

(
∂F2

∂x1

− ∂F1

∂x2

)
dx1 ∧ dx2.

Se define entonces
∫
D dw =

∫
D

(
∂F2

∂x1
− ∂F1

∂x2

)
. En este lenguaje la conclusión del teorema de

Green tendŕa esta sugestiva forma ∫
∂+D

w =
∫

D
dw.

Ejemplo 4.7. El área de un dominio de borde regular a trozosD seŕa
∫
D 1 =

∫
D dx ∧ dy.

Aplicando el teorema de Green será igual a la integral a lo largo de la frontera orientada de una
forma de orden uno cuya diferencial exterior seadx∧dy. Pueden seleccionarse diversas formas
con esta propiedad. Ası́ el área coincidiŕa con cualquiera de las siguientes integrales

∫
∂+D xdy,∫

∂+D−ydx o bien
∫
∂+D

1
2
(xdy − ydx) . Utilicemos, por ejemplo, estáultima para el ćalculo del

área de un circulo de radior. Una parametrizacíon de la frontera seŕa x = r cos t, y = r sin t.
Tendremos

∫
D dx ∧ dy =

∫ 2π
0

1
2

(
r2 cos2 t+ r2 sin2 t

)
dt = r2π.

4.3.4 El teorema de la divergencia y f́ormulas de Green

Definición 4.10. Si F es un campo vectorial definido enRn se define su divergencia como el
campo escalar

∑n
i=1

∂Fi

∂xi
. Se escribiŕa divF.

Si f es un campo escalar se define su gradiente como el campo vectorial
(

∂f
∂x1
, ..., ∂f

∂xn

)
. Se

escribirá∇f.
SiF es un campo vectorial deR3 se denomina rotacional deF y se escribe rotF al campo

vectorial definido por

rotF =

(
∂F3

∂x2

− ∂F2

∂x3

,
∂F1

∂x3

− ∂F3

∂x1

,
∂F2

∂x1

− ∂F1

∂x2

)
.

Simb́olicamente puede pensarse como∇∧ F.

Teorema 4.7. (Teorema de la divergencia en dimensión 2)
SeaD un dominio regular,∂+D su frontera orientada yF un campo de claseC1 defini-

do enD. Para cada curvaγ (t) componente de∂+D orientada positivamente, sean(t) =
1

‖γ′(t)‖ (γ′2 (t) , −γ′1 (t)) el campo vectorial normal exterior unitario. Se cumple∫
D

divF =
∫

∂+D
(F · n) ds.

Demostracíon. Consideremos el campoG = (−F2, F1). Apliquemos el teorema de Green a este
campo ∫

D divF =
∫
D rotG =

∫
∂+D G · ds =

∑∫
γi
G · ds =∑∫

γi
(F · n) ds =

∫
∂+D (F · n) ds.
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SeaD un dominio regular yn el campo vectorial normal exterior unitario definido en cada
uno de los arcos (abiertos) componentes de la frontera. Sig es una funcíon de claseC1 definida
en un entorno deD se define la derivada normal deg en cada punto en que está definidon como
la derivada direccional deg respecto an, es decir

∑ ∂g
∂xi
ni. La denotaremos∂ng. Se tendŕan las

llamadas f́ormulas o identidades de Green.

Teorema 4.8.SeaD un dominio regular yf, g dos funciones de claseC2 definidas en un entorno
deD. Se tiene

a)
∫

∂+D
f∂ngds =

∫
D

(∇f · ∇g + f∆g)

b)
∫

∂+D
(f∂ng − g∂nf) ds =

∫
D

(f∆g − g∆f) .

Demostracíon. Aplicando el teorema de la divergencia al campof∇g obtenemos a). Si se con-
sidera el resultado análogo a este intercambiando los papeles def y deg y restando miembro a
miembro se obtiene b).

Corolario 4.9. Seaf una funcíon de claseC2 en un entorno de un dominio regularD tal que
∆f = 0. Sif se anula sobre∂D entoncesf es cero enD.

Demostracíon. Apliquemos el apartado a) de la proposición anterior af = g. Tendremos∫
∂+D

f∂ngds = 0 ,
∫

D
f∆f = 0

y por tanto ∫
D
‖∇f‖2 = 0.

De aqúı quef es constante enD y, por ser cero sobre la frontera, es nula enD.

4.4 Superficies e integrales de superficie

4.4.1 Superficies elementales

Definición 4.11. SeaD un dominio regular deR2. Una superficie elemental deR3 es una apli-
caciónσ, inyectiva, de claseC1 de un entorno deD enR3 tal quedσ sea de rango dos en cada
punto. EscribiremosS = σ

(
D
)
.

Seaσ una superficie y seanu, v las coordenadas en el dominio de definición deésta. Los
vectores∂σ

∂u
y ∂σ

∂v
son tangentes a la superficie y∂σ

∂u
∧ ∂σ

∂v
seŕa un campo de vectores normal a

la superficie, no nulo. El campo∂σ
∂u
∧ ∂σ

∂v

∥∥∥∂σ
∂u
∧ ∂σ

∂v

∥∥∥−1
seŕa normal unitario a la superficie y es

en cada punto deS uno de los dos posibles. Un tal campo normal, unitario y continuo sobre la
superficie diremos que define una orientación de la misma.



72 CAṔITULO 4. CALCULO VECTORIAL

Ejemplo 4.8. Consideremos la aplicación(x, y) →
(
x, y,

√
1− x2 − y2

)
definida en un entorno

del conjunto
{
(x, y) ∈ R2, x2 + y2 ≤ 1

2

}
. Se trata de una superficie elemental. Calculemos el

vector normal asociado. Tendremos∂σ
∂x

=
(
1, 0,− x√

1−x2−y2

)
, ∂σ

∂y
=
(
0, 1,− y√

1−x2−y2

)
y por

tanto
∂σ

∂x
∧ ∂σ

∂y
=

(
x√

1− x2 − y2
,

y√
1− x2 − y2

, 1

)
.

Definición 4.12. SeanG y D dos dominios regulares deR2 y α un difeomorfismo de claseC1

de un entorno deG en un entorno deD que aplicaG enD. Si σ es una superficie elemental
definida en dicho entorno deD tendremos queσ ◦ α seŕa una superficie elemental definida en
un entorno deG. Diremos quéesta ha sido obtenida mediante un cambio de parámetros de la
primera.

No es dif́ıcil probar que en las condiciones anteriores o bien∂(α1,α2)
∂(s,t)

es positivo en todos los
puntos deG o bien es negativo en todos los puntos. Por otra parte si llamamosγ = σ ◦ α, es
una comprobación el verificar que∂γ

∂s
∧ ∂γ

∂t
=
((

∂σ
∂u
∧ ∂σ

∂v

)
◦ α

)
∂(α1,α2)

∂(s,t)
. De aqúı que si∂(α1,α2)

∂(s,t)
es

positivo la superficie no cambia de orientación mientras que si∂(α1,α2)
∂(s,t)

es negativo la orientación
queda cambiada.

Ejemplo 4.9. Seaσ una superficie elemental definida en un entorno deD. Consideremos la apli-
caciónσ1 definida en un entorno deD1 =

{
(x, y) ; (x,−y) ∈ D

}
medianteσ1(x, y) = σ(x,−y)

que, obviamente tendrá la misma imagen. Sin es el vector normal unitario asociado aσ, ahora
−n seŕa el vector normal asociado aσ1 en el punto correspondiente y las orientaciones que
definiránσ y σ1 seŕan distintas.

4.4.2 Área de una superficie

Se trata ahora de dar una noción deárea de una superficie. Esta noción seŕa independiente por
cambio de paŕametros.

Definición 4.13. Seaσ una superficie elemental definida en un entorno deD para un cierto
dominio regularD con coordenadasu y v. Se define eĺarea deS = σ (D) mediante

Area(S) =
∫

D

∥∥∥∥∥∂σ∂u ∧ ∂σ

∂v

∥∥∥∥∥ .
Obśervese que, si hacemos el cambio de parámetros antes descrito, la integral no varı́a pues

por el teorema del cambio de variables para las integrales tendremos

∫
D

∥∥∥∥∥∂σ∂u ∧ ∂σ

∂v

∥∥∥∥∥ =
∫

G

(∥∥∥∥∥∂σ∂u ∧ ∂σ

∂v

∥∥∥∥∥ ◦ α
) ∣∣∣∣∣∂ (α1, α2)

∂ (s, t)

∣∣∣∣∣ =
∫

G

∥∥∥∥∥∂γ∂s ∧ ∂γ

∂t

∥∥∥∥∥ .
La idea que está en la base de la definición puede verse fácilmente si se considera una super-

ficie de la formax = x, y = y, z = f(x, y) para(x, y) ∈ I. Consideremos una partición de
I = [a, b] × [c, d] de la formaa = x0 < x1 < ... < xn = b, c = y0 < y1 < ... < ym = d.
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Tomemos un punto(x̃i, ỹj) ∈ [xi−1, xi] × [yj−1, yj]. La parte del plano tangente a la superficie
en el punto(x̃i, ỹj, f (x̃i, ỹj)) que se proyecta en[xi−1, xi] × [yj−1, yj] tiene porárea la de este
rect́angulo dividida por el coseno delángulo que forma con el planox, y. Un vector normal al
plano tangente será

(
1, 0, ∂f

∂x
(x̃i, ỹj)

)
∧
(
0, 1, ∂f

∂y
(x̃i, ỹj)

)
=
(
−∂f

∂y
(x̃i, ỹj) ,−∂f

∂x
(x̃i, ỹj) , 1

)
y,

por tanto, este coseno será 1(
( ∂f

∂x)
2
+( ∂f

∂y )
2
+1

) 1
2
. Una aproximacíon alárea de la superficie consis-

tirá en hacer esto para cada intervalo de la partición y efectuar la suma, es decir

∑
i,j

(∂f
∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

+ 1

 (x̃i, ỹj)

 1
2

(xi − xi−1) (yj − yj−1)

Cuandomax (xi − xi−1) , max (yj − yj−1) → 0 la suma tiende a

∫
I

(∂f
∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

+ 1

 1
2

que coincide con la definición deárea de la superficie que hemos dado antes.

Ejemplo 4.10. Calculemos eĺarea de la intersección de la esferax2 + y2 + z2 = 1 con el
semiespacioz ≥ 1√

2
. Aplicando las expresiones anteriores suárea seŕa

∫
x2+y2≤ 1

2

1√
1−x2−y2

que,

en coordenadas polares, equivale a calcular2π
∫ 1√

2
0

ρdρ√
1−ρ2

= 2π
(
1− 1√

2

)
.

4.4.3 Integral de un campo escalar sobre una superficie y flujo de un cam-
po vectorial.

Definición 4.14. Seaσ una superficie elemental definida en un entorno deD para un cierto
dominio regularD con coordenadasu y v. Seaf un campo escalar continuo definido enS =
σ (D) . Se define la integral de este campo sobre la superficie como

∫
S
fdσ =

∫
D

(f ◦ σ)

∥∥∥∥∥∂σ∂u ∧ ∂σ

∂v

∥∥∥∥∥ .
Definición 4.15. Seaσ una superficie elemental definida en un entorno deD para un cierto
dominio regularD con coordenadasu y v. SeaF un campo vectorial continuo definido enS.
Se define el flujo de este campo respecto aσ como

∫
S
F · dσ =

∫
D
(F ◦ σ) ·

(
∂σ

∂u
∧ ∂σ

∂v

)
.

Ejemplo 4.11. Consideremos el campoF = (x, y, 0). Se trata de calcular el flujo a través
de la superficiex2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 1√

2
orientada por la normal exterior a la esfera. Si
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parametrizamos la superficie mediante(x, y) →
(
x, y,

√
1− x2 − y2

)
obtenemos∂σ

∂x
∧ ∂σ

∂y
=(

x√
1−x2−y2

, y√
1−x2−y2

, 1
)

. El flujo seŕa

∫
x2+y2≤ 1

2

x2 + y2

√
1− x2 − y2

= 2π
∫ 1√

2

0

ρ3dρ√
1− ρ2

.

Mediante un cambio de parámetros la integral
∫
S fdσ permanece invariante. Tampoco la

integral
∫
S F · dσ, es decir, el flujo del campo varı́a si el cambio de parámetros no cambia la

orientacíon de la superficie. En caso contrario cambia el signo de la integral.

Definición 4.16. Seaσ una superficie elemental definida en un entorno deD para un cierto
dominio regularD. Denominaremos frontera de la superficie a la imagen porσ de la frontera
deD. Si consideramos la frontera deD con su orientacíon positiva induciŕa una orientacíon en
la frontera de la superficie que denominaremos orientación positiva.

Obśervese que la frontera de una superficie elemental en el sentido anterior no coincide con la
frontera topoĺogica de la imagen deD enR3 que es la adherencia deσ (D). Si denominamos por
S a la superficie, a su frontera positivamente orientada la denominaremos∂+S. La orientacíon
de la superficie puede venir determinada por un campo normal unitario continuo definido sobre
S. En este caso la orientación de∂+S queda fijada de manera que el vector tangente aésta,
el vector normal a∂+S, tangente aS y dirigido hacia el interior y el campo normal unitario
continuo formen una base positiva. De una forma intuitiva “una persona situada en el sentido de
la normal y caminando por la frontera lo hará en sentido positivo si el interior de la superficie le
queda a la izquierda”. Estamos ya en condiciones de enunciar el teorema de Stokes.

Teorema 4.10. (Teorema de Stokes para superficies elementales)
SeaS una superficie elemental definida por una aplicación σ de claseC2 y F un campo

vectorial de claseC1 definido enS. Se tiene∫
∂+S

F · ds =
∫

S
rotF · dσ.

Demostracíon. Supondremosσ definido en un entorno deD. Designemos porγ la frontera deD
positivamente orientada. Llamemosu, v a las funciones coordenadas deD. Tendremos queσ ◦γ
seŕa la frontera orientada positivamente deS. Sea[a, b] su dominio de definición. Tendremos∫

∂+S
F · ds =

∫ b

a
F ◦ σ ◦ γ · dσ ◦ γ

dt
=
∫ b

a
F ◦ σ ◦ γ ·

(
∂σ

∂u

dγ1

dt
+
∂σ

∂v

dγ2

dt

)

que es la integral a lo largo deγ del campo
(
F ◦ σ · ∂σ

∂u
, F ◦ σ · ∂σ

∂v

)
. Aplicando el teorema de

Green a este campo de claseC1 y al dominioD tendremos que∫
∂+S F · ds =

∫
D

∂
∂u

(
F ◦ σ · ∂σ

∂v

)
− ∂

∂v

(
F ◦ σ · ∂σ

∂u

)
=
∫
D

∂
∂u

(F ◦ σ) · ∂σ
∂v
− ∂

∂v
(F ◦ σ) · ∂σ

∂u

=
∫
D rotF ◦ σ ·

(
∂σ
∂u
∧ ∂σ

∂v

)
=
∫
S rotF · dσ.
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El teorema es v́alido tambíen para superficies de claseC1. La demostracíon puede hacerse
por un proceso de aproximación por superficies de claseC2. No entraremos en detalles de la
demostracíon.

Podemos extender la validez del teorema de Stokes a una superficie que pueda descomponer-
se adecuadamente en superficies elementales.

Definición 4.17. Una superficie orientada regular a trozos es un conjuntoS que admite una
descomposiciónS = ∪r

i=1Si en superficies elementales orientadas positivamente tales que
a)
(
Si − ∂Si

)
∩
(
Sj − ∂Sj

)
= φ si i 6= j.

b) ∂Si ∩ ∂Sj es o el vaćıo, o un punto, o una curvaC1 a trozos. En estéultimo caso las
orientaciones inducidas porSi y Sj, i 6= j deben ser una las inversa de la otra.

Definición 4.18. Dada una superficie orientada regular a trozos se denomina su frontera a la
unión de las curvas de las fronteras de las superficies elementalesSi tales que pertenezcan a
una sola frontera (excluidos los extremos). Al conjunto de estas curvas con las orientaciones
positivas inducidas por las superficies elementales la denotaremos por∂+S.

Obśervese que una superficie orientada regular a trozos puede no tener frontera.

Ejemplo 4.12. 1. ConsideremosS la esferax2 + y2 + z2 = 1. Una descomposición de la
misma en superficies elementales podrı́a ser la siguiente.S1 = S ∩

{
z ≥ 1√

2

}
, S2 =

S ∩
{
z ≤ − 1√

2

}
, S3 = S ∩

{
x ≥ 0,− 1√

2
≤ z ≤ 1√

2

}
, S4 = S ∩

{
x ≤ 0,− 1√

2
≤ z ≤ 1√

2

}
con orientaciones inducidas por la normal exterior a la esfera. Se trata de una superficie
sin frontera.

2. La parte de la esfera anterior tal quez ≥ − 1√
2

admite la descomposición en superfi-
cies elementalesS1 ∪ S3 ∪ S4. Ahora su frontera está formada por la curva[0, 2π] →(

1√
2
cos t, 1√

2
sin t,− 1√

2

)
. Es f́acil comprobar que la orientación positiva es la dada por

esta parametrización.

Definición 4.19. DadaS una superficie orientada regular a trozos yF un campo definido so-
bre S se denomina flujo sobreS a la suma de los flujos sobre las diversas superficiesSi. Lo
escribiremos

∫
S F · dσ.

Puede probarse que este flujo no depende de la particular descomposición de la superficie en
superficies elementales.

Ejemplo 4.13. Calculemos el flujo del campoF = (x, y, 0) a través de la superficie esférica
x2 + y2 + z2 = 1 orientada seǵun la normal exterior. Podemos considerar la descomposición
considerada en el ejemplo 4.12. Deberı́amos dar una parametrización para cada superficie
elemental, calcular el flujo en cada una de ellas y obtener la suma. Una manera simple de
calcular cada una de estas integrales es utilizar coordenadas esféricas, es decir,x = cosϕ cosλ,
y = sinϕ cosλ, z = sinλ. Esto puede hacerse salvo conjuntos de medida nula. Si consideramos
los dominios de definición correspondientes a estas coordenadas y tomamos su unión vemos
que, finalmente, el dominio de la parametrización seŕa (ϕ, λ) ∈ (0, 2π) ×

(
−π

2
, π

2

)
. Tendremos
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ahora que∂σ
∂ϕ
∧ ∂σ

∂λ
= (cosϕ cos2 λ, sinϕ cos2 λ, sinλ cosλ). El producto escalar por el campo

F = (cosϕ cosλ, sinϕ cosλ, 0) seŕa cos3 λ y el flujo2π
∫ π

2
−π

2
cos3 λdλ = 0

Enunciemos el teorema de Stokes para estas superficies.

Teorema 4.11.SeaS una superficie orientada regular a trozos de claseC2 yF un campo vecto-
rial de claseC1 definido enS. Se tiene∫

∂+S
F · ds =

∫
S

rotF · dσ.

Demostracíon. SeaS = ∪Si una descomposición en superficies elementales orientadas con las
propiedades de la definición 4.17 . Tendremos

∫
∂+S F · ds =

∑∫
∂+Si

F · ds =
∑∫

Si
rotF · dσ =∫

SrotF · dσ.

Ejemplo 4.14. Comprobemos el teorema de Stokes para el campoF = (z − y, x+ z,−x− y)
respecto a la superficiez = 1 − x2 − y2, z ≥ 0 orientada seǵun la normal que tiene la tercera
coordenada positiva.

La frontera de esta superficie orientada positivamente esx = cosϕ, y = sinϕ, z = 0. La
circulación deF respecto a esta curva es

∫ 2π
0 dϕ = 2π.

El rotacional del campo es(−2, 2, 2). Veamos el flujo déeste a trav́es de la superficie.
Una parametrizacíon de la superficie esσ : (ρ, ϕ) → (ρ cosϕ, ρ sinϕ, 1− ρ2) definida en
(0, 1) × (0, 2π) . La orientacíon es la requerida como puede verse calculando∂σ

∂ρ
∧ ∂σ

∂ϕ
=

(2ρ2 cosϕ, 2ρ2 sinϕ, ρ) . El flujo del rotacional seŕa∫
0<ρ<1

∫
0<ϕ<2π

(
−4ρ2 cosϕ+ 4ρ2 sinϕ+ 2ρ

)
= 2π.

Definición 4.20. 1. Ańalogos al concepto de dominio elemental y de dominio con borde regu-
lar enR2 puede definirse un dominio elemental y un dominio con borde regular o regular
a trozos enR3. Un dominio elemental es un dominio de la forma

G =
{
(x, y, z) ∈ R3, (x, y) ∈ D, c < z < f (x, y)

}
conD un dominio regular enR2 y f de claseC1. La frontera∂+G estaŕa formada por tres
superficies:S1 que corresponde a los puntos en quez = c. S2 aquellos(x, y, z) ∈ ∂+G
tales que(x, y) ∈ ∂D yS3 aquellos de la forma(x, y, f (x, y)). S1 se orientaŕa mediante el
campo(0, 0,−1). S2 mediante(a1, a2, 0) si (a1, a2) es la normal exterior aD. S3 mediante(
1, 0, ∂f

∂x

)
∧
(
0, 1, ∂f

∂y

)
1√

( ∂f
∂x)

2
+( ∂f

∂y )
2
+1
. Pueden definirse dominios análogos permutando

los papeles de las coordenadas.

2. Un dominioG ⊂ R3 acotado diremos que es un dominio con borde regular si la frontera
est́a formada por una superficie orientada regular∂+G sin frontera, tal que para cada
punto de la frontera deG existe un entornoUi tal queUi ∩G es un dominio elemental de
manera que la orientación inducida por∂+G y por∂+ (Ui ∩G) en su intersección sea la
misma.
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Teorema 4.12. (Teorema de Gauss o de la divergencia)
SeaG un dominio acotado deR3 por una o varias superficies regulares a trozos, orientables

sin frontera. SeaF un campo vectorial definido en un entorno deG de claseC1. Entonces∫
G

divF =
∫

∂+G
F · dσ

donde∂+G est́a orientada seǵun la normal exterior.

El significado intuitivo de los dominios acotados de la forma anterior es evidente. Su forma-
lización se haŕa en el transcurso de la demostración.

Demostracíon. Supongamos, en primer lugar, queG es un dominio elemental, es decir, existe
un sistema de coordenadas ortonormales en las que

G =
{
(x, y, z) ∈ R3, (x, y) ∈ D, c < z < f (x, y)

}
conD un dominio regular enR2 y f de claseC1 a trozos yF = (0, 0, R) . Tendremos que
divF = ∂R

∂z
y por tanto, en este caso,∫

G
divF =

∫
D

(R (x, y, f (x, y))−R (x, y, c)) .

Hemos distinguido en∂+G tres superficies:S1 que corresponde a los puntos en quez = c.
S2 aquellos(x, y, z) ∈ ∂+G tales que(x, y) ∈ ∂D y S3 aquellos de la forma(x, y, f (x, y)).
Obśervese que la normal aS2 tiene tercera componente cero y, por tanto∫

S2

F · dσ = 0.

La normal exterior sobreS1 es−e3 y por tanto
∫
S1
F ·dσ = −

∫
D R (x, y, c) . Porúltimo, sobreS3

tenemos∂σ
∂x
∧ ∂σ

∂y
=
(
−∂f

∂x
,−∂f

∂y
, 1
)

y
∫
S3
F ·dσ =

∫
D R (x, y, f (x, y)) . Vale entonces el teorema

en esta situación.
Consideremos ahora para el mismo dominioG un campo de la formaF = (P,Q, 0) . Defi-

namos las funcionesU (x, y, z) =
∫ z
c Q (x, y, t) dt, V (x, y, z) = −

∫ z
c P (x, y, t) dt y los campos

vectorialesW = (U, V, 0) , X =
(
0, 0, ∂U

∂y
− ∂V

∂x

)
. Se tiene

rotW = F −X, divF = divX.

Dado que por el teorema de Stokes
∫
∂+GrotW · dσ = 0 y que para un campo de la forma deX

hemos ya probado el teorema tendremos∫
∂+G

F · dσ =
∫

∂+G
X · dσ =

∫
G

divX =
∫

G
divF.

Sumando dos campos de los tipos antes considerados tendremos que el teorema es cierto par
todo campo siempre que el dominio sea del tipo anterior.



78 CAṔITULO 4. CALCULO VECTORIAL

Sea ahora un dominioG con borde regular. Supondremos que existe un recubrimiento finito
deG por abiertosUi tales queUi∩G sean elementales, para los que se ha demostrado el teorema
y de manera que la orientación inducida por∂+G y por∂+ (Ui ∩G) en∂+ (Ui ∩G) ∩ ∂+G sea
la misma.

Seaϕi una particíon de la unidad subordinada a este recubrimiento. Tendremos

∫
G divF =

∑
i

∫
G divϕiF =

∑
i

∫
Ui∩G divϕiF =

∑
i

∫
∂+(Ui∩G) ϕiF · dσ =∑

i

∫
Ui∩∂+G ϕiF · dσ =

∑
i

∫
∂+G ϕiF · dσ =

∫
∂∗G F · dσ.

Ejemplo 4.15. Calculemos el flujo del campo

F =
(
x
(
z2 − y2

)
, y
(
x2 − z2

)
, z
(
y2 − x2

))
a través de la superficieS1 : x2 + y2 + z2 = 2, z > 1, orientada seǵun la normal exterior de
la esfera. LlamemosS2 a la superficiez = 1, x2 + y2 ≤ 1 orientada seǵun la normal(0, 0, 1).
Aplicando el teorema de la divergencia tendremos∫

S1

F · dσ −
∫

S2

F · dσ = 0.

De donde ∫
S1

F · dσ =
∫

S2

F · dσ = 0 =
∫

x2+y2≤1

(
−y2 + x2

)
= 0.

4.5 El lenguaje de las formas

4.5.1 Campos de formas enRn

SeaE ∼= Rn un espacio vectorial de dimensión n sobreR. Supongamos quee1, ..., en es una
base deE y w1, ..., wn la correspondiente base dual enL (E,R) ∼= E∗. Sabemos que una base
de las aplicacionesk−linealesLk (E,R) est́a formado por los elementos del tipowi1⊗·· ·⊗wik ,
definidas porwi1 ⊗ · · · ⊗ wik (u1, ..., uk) = wi1 (u1) · · · wik (uk) .

Definición 4.21. Una aplicacíon k−lineal T ∈ Lk (E,R) se dice hemisiḿetrica si para cada
coleccíon dek vectoresu1, ..., uk y cada permutación de lośındices1, ..., k se tiene

T (ui1 , ..., uik) = σ

(
1, ..., k

i1, ..., ik

)
T (u1, ..., uk) ,

dondeσ
(

1,...,k
i1,...,ik

)
es el signo de la permutación, es decir +1 si la permutación es par y -1 si

es impar. Al conjunto de estas aplicaciones la designaremos porΩk y a sus elementos se les
denomina formas de ordenk.
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Obśervese que siT se expresa en una base comoT =
∑
ai1,...,ikwi1⊗· · ·⊗wik una condicíon

necesaria y suficiente para que sea hemisimétrica es que para cada permutación de cadak−epla

aj1,...,jk
= σ

(
j1, ..., jk
i1, ..., ik

)
ai1,...,ik .

Si consideramosk > n, en los coeficientesai1,...,ik debeŕan coincidir al menos dośındices y,
por tanto, si la aplicación es hemisiḿetrica, el coeficiente deberá ser cero. Láunica aplicacíon
k−lineal hemisiḿetrica parak > n es entonces la id́enticamente nula. Supondremos entonces
quek ≤ n.

Definición 4.22. SeaT ∈ Lk (E,R). Se define su hemisimetrizaciónHT como el elemento de
Ωk definido por

HT (u1, ..., uk) =
∑

σ

(
1, ..., k

i1, ..., ik

)
T (ui1 , ..., uik) .

Seanθ1, ..., θk ∈ E∗. Se llama producto exterior de estas formas y se escribeθ1 ∧ · · · ∧ θk al
elemento deΩk

θ1 ∧ ... ∧ θk = H (θ1 ⊗ · · · ⊗ θk)

Ejemplo 4.16. Seanwi1 , ..., wik k elementos de la base dual coni1 < ... < ik. El producto
exterior de estas formas lineales será

wi1 ∧ · · · ∧ wik (u1, ..., uk) =
∑

σ

(
i1, ..., ik
j1, ..., jk

)
wi1 (uj1) · · · wik (ujk

)

o bien

wi1 ∧ · · · ∧ wik =
∑

σ

(
j1, ..., jk
i1, ..., ik

)
wj1 ⊗ · · · ⊗ wjk

donde los sumatorios están extendidos a todas las permutaciones de losı́ndicesi1, ..., ik.

Obśervese que si permutamos dos formasθi, θj en un productoθ1 ∧ ... ∧ θk se obtiene el
mismo cambiado de signo. En particular si dos de estas formas son iguales es resultado es cero.
Tambíen es f́acil ver que este producto es lineal en cada factor.

Ejemplo 4.17. Seanθi =
∑n

j=1 cijwj. Aplicando reiteradamente las reglas anteriores

θ1 ∧ ... ∧ θn = det cijw1 ∧ ... ∧ wn.

Teorema 4.13.Una base del espacio vectorialΩk est́a formado por los elementos del tipowi1 ∧
· · · ∧ wik para i1 < ... < ik.

Demostracíon. Obśervese que siT es hemisiḿetrica se tiene queT = 1
k!
HT. Sea ahoraT ∈ Ωk.

Admitirá una expresiónT =
∑
ai1,...,ikwi1 ⊗ · · · ⊗ wik . Tendremos entonces

T =
1

k!
HT = T =

1

k!
H
∑

ai1,...,ikwi1 ⊗ · · · ⊗ wik =
1

k!

∑
ai1,...,ikwi1 ∧ · · · ∧ wik .
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Puesto quewi1 ∧ · · · ∧ wik = σ
(

i1,...,ik
j1,...,jk

)
wj1 ∧ · · · ∧ wjk

, siempre se puede reducir a un
sumatorio en que lośındicesj1, ..., jk es un conjunto estrictamente creciente. Hemos probado
que los elementoswi1 ∧ · · · ∧ wik coni1 < ... < ik forman un sistema de generadores deΩk.

Veamos que forman un sistema linealmente independiente. Consideremos∑
i1<...<ik

ai1,...,ikwi1 ∧ · · · ∧ wik = 0.

Apliquémoslo aej1 , ..., ejk
, conj1 < ... < jk. Tendremos∑

i1<...<ik

ai1,...,ikwi1 ∧ · · · ∧ wik (ej1 , ..., ejk
) = aj1,...,jk

= 0.

Son, por tanto, linealmente independientes.

Ejemplo 4.18. EnE ∼= R2 las únicas formas no nulas son las de orden0, 1, 2. Ω0 se entiende
que esR, Ω1 coincide conE∗, una base es entoncesw1, w2. Una base deΩ2 esw1 ∧ w2.

Si tomamos como espacio de partidaE ∼= R3, tendremos como espacios de formas no nulas
las de orden0, 1, 2 y 3. Como antesΩ0 esR. Una base deΩ1 esw1, w2, w3. Una base deΩ2

estaŕa formada porw1 ∧ w2, w1 ∧ w3, w2 ∧ w3. Por último, una base deΩ3 esw1 ∧ w2 ∧ w3.

Definición 4.23. Si consideramos como espacioE el espacio de las diferenciales en un puntop
de las funciones deRn a valores enR, a los elementos deΩk se les llama formas de ordenk en
p.

Una base de estas formas serádxi1 p ∧ ... ∧ dxik p parai1 < ... < ik.

Definición 4.24. SeaA un abierto deRn. Se llama un campo de formas de ordenk sobreA a
una correspondencia que a cada puntop ∈ A le asocia una forma de ordenk enp. Al conjunto
de estos campos lo designaremos porΩk (A) .

Un campo de formas de ordenk tendŕa una expresión en coordenadas de la forma∑
i1<...<ik

ai1,...,ik (x) dxi1 x ∧ ... ∧ dxik x.

La expresaremos brevemente
∑

i1<...<ik ai1,...,ikdxi1 ∧ ... ∧ dxik . Si las funcionesai1,...,ik (x) son
de claseCr se diŕa que el campo es de esta clase y, si no hay lugar a confusión, se hablaŕa
simplemente de formas de ordenk y de claseCr. Las formas de orden cero se entenderán que
son simplemente las funciones.

Veamos que una aplicación ϕ : Rm → Rn de claseC1 induce una aplicación linealϕ∗

de las formas de un determinado ordenk sobreRn en las formas del mismo orden enRm. Si
denominamosx1, ..., xm las coordenadas enRm y y1, ..., yn las coordenadas enRn tendremos
que

ϕ∗

 ∑
i1<...<ik

ai1,...,ikdyi1 ∧ ... ∧ dyik

 =
∑

i1<...<ik

ai1,...,ik ◦ ϕdϕi1 ∧ ... ∧ dϕik .
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Teorema 4.14.Seanγ : Rs → Rm y θ : Rm → Rl aplicaciones diferenciables. Las aplicaciones
sobre las formas cumplen(θ ◦ γ)∗ = γ∗ ◦ θ∗.

Demostracíon. En efecto, llamemosti, xj eyk a las coordenadas enRs,Rm yRl respectivamen-
te. Tendremos, utilizando la linealidad de la aplicaciónγ∗, aśı como la linealidad en cada factor
del producto exterior.

(θ ◦ γ)∗ (fdyk1 ∧ ... ∧ dykn) = f ◦ θ ◦ γd (θk1 ◦ γ) ∧ ... ∧ d (θkn ◦ γ) =
f ◦ θ ◦ γ (dθk1 ◦ dγ) ∧ ... ∧ (dθkn ◦ dγ) =

= f ◦ θ ◦ γ
(∑m

i1=1
∂θk1

∂xi1
◦ γdγi1

)
∧ ... ∧

(∑m
in=1

∂θkn

∂xin
◦ γdγin

)
=∑m

i1,...,in=1 f ◦ θ ◦ γ
∂θk1

∂xi1
...

∂θkn

∂xin
◦ γdγi1 ∧ ... ∧ dγin =

γ∗
(∑m

i1,...,in=1

(
f ◦ θ ∂θk1

∂xi1
...

∂θkn

∂xin
dxi1 ∧ ... ∧ dxin

))
=

γ∗ (f ◦ θdθk1 ∧ ... ∧ dθkn) = γ∗ ◦ θ∗ (fdyk1 ∧ ... ∧ dykn) .

Sea ahoraΨ : Rn → Rn un cambio de coordenadas. Las formas de ordenn enRn vienen
dadas porfdy1 ∧ ... ∧ dyn. Tendremos que

Ψ∗ (fdy1 ∧ ... ∧ dyn) = f ◦ΨdΨ1 ∧ ... ∧ dΨn =

f ◦Ψ
(∑n

i=1
∂Ψ1

∂xi
dxi

)
∧ ... ∧

(∑n
i=1

∂Ψn

∂xi
dxi

)
= f ◦Ψ∂(Ψ1,...,Ψn)

∂(x1,...,xn)
dx1 ∧ ... ∧ dxn.

Ejemplo 4.19. SeaΨ el cambio a coordenadas polares, es decirx = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ. La
formax2dx+ xdx se transformaŕa en

Ψ∗ (x2dx+ xdx) =

ρ2 cos2 ϕ (cosϕdρ− ρ sinϕdϕ) + ρ cosϕ (sinϕdρ+ ρ cosϕdϕ) =

(ρ2 cos3 ϕ+ ρ cosϕ sinϕ) dρ+ (−ρ3 cos2 ϕ sinϕ+ ρ2 cos2 ϕ) dϕ.

La formaxdx ∧ dy se transformaŕa en

ρ cosϕ (cosϕdρ− ρ sinϕdϕ) ∧ (sinϕdρ+ ρ cosϕdϕ) = ρ2 cosϕdρ ∧ dϕ.

Tenemos entonces que una función f , como tal funcíon o campo de formas de orden0, al
efectuar un cambio de coordenadasΨ se transforma en la función f ◦ Ψ. Sin embargo si esta
función f expresa la función coordenada de la formafdy1 ∧ ... ∧ dyn, al efectuar el cambio
de coordenadas, se transforma enf ◦ Ψ∂(Ψ1,...,Ψn)

∂(x1,...,xn)
dx1 ∧ ... ∧ dxn. La función anteriorf ◦ Ψ

queda multiplicada por el determinante jacobiano del cambio de coordenadas. Estos cambios
de coordenadas son los que aparecı́an cuando estudiábamos los cambios de coordenadas en el
cálculo de integrales y sugieren que las formas son un lenguaje adecuado en el contexto del
cálculo integral. Es natural dar entonces la siguiente definición.
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Definición 4.25.Seaw = fdx1 ∧ ...∧ dxn unan-forma enRn. Sea un conjunto medible deRn.
Se define la integral dew sobreD como∫

D
w =

∫
D
f.

Cuando integremos sobreRn escribiremos simplemente
∫
w.

Observ́ervese que siΨ es un cambio de coordenadas que no cambia la orientación, es decir,
con determinante jacobiano positivo en todos los puntos, tendremos que∫

w =
∫
f =

∫
f ◦Ψ

∣∣∣∣∣∂ (Ψ1, ...,Ψn)

∂ (t1, ..., tn)

∣∣∣∣∣ =
∫
f ◦Ψ

∂ (Ψ1, ...,Ψn)

∂ (t1, ..., tn)
=
∫

Ψ∗ (w) .

Es decir la definicíon dada de integral den-formas no depende de un cambio de coordenadas que
conserve la orientación.

Ejemplo 4.20.Calculemos
∫
D xy

2dx∧dy dondeD est́a definido porx2+y2 ≤ r2, x ≥ 0, y ≥ 0.
En coordenadas polares deberemos calcular

∫
E ρ

4 cosϕ sin2 ϕdρ∧dϕ dondeE est́a definido por
0 < ρ < r, 0 < ϕ < π

2
. Esta integral es simplemente

∫
E ρ

4 cosϕ sin2 ϕ = r5

15
.

Sea ahoraσ una aplicacíon diferenciable de un abierto deRm enRn. Si tenemos una forma
de ordenm enRn, mediante la aplicaciónσ∗ se transformaŕa en una forma del mismo orden en
Rm. Paráestas hemos definido su integral. Es natural entonces considerar la siguiente definición.

Definición 4.26. Seaσ una aplicacíon diferenciable de un abiertoD deRm enRn y w una
forma de ordenm enRm. Se define la integral dew respecto aσ como∫

σ
w =

∫
D
σ∗ (w) .

Ejemplo 4.21. 1. Calculemos
∫
σ x

2dy ∧ dz dondeσ es la aplicacíon definida en

D =
{
0 < ϕ < 2π, 0 < λ <

π

2

}
mediante

σ (ϕ, λ) = (cosϕ cosλ, sinϕ cosλ, sinλ) .

Deberemos calcular∫
D

cos2 ϕ cos2 λ (cosϕ cosλdϕ− sinϕ sinλdλ) ∧ cosλdλ =
∫

D
cos3 ϕ cos5 λ = 0

2. El área de una superficie elementalS = σ (D) es
∫
σ ω paraω = Nxdy∧dz+Nydz∧dx+

Nzdx∧ dy dondeN es el vector normal
∂σ
∂u
∧ ∂σ

∂v

‖ ∂σ
∂u
∧ ∂σ

∂v‖
. En efectoσ∗ (ω) =

∥∥∥∂σ
∂u
∧ ∂σ

∂v

∥∥∥ du∧ dv.
Se debe observar que siΨ es un cambio de coordenadas enRm que no cambia la orientación

se tiene que
∫
σ w =

∫
σ◦Ψw. En efecto∫

σ◦Ψ
w =

∫
Ψ−1(D)

(σ ◦Ψ)∗ (w) =
∫
Ψ−1(D)

Ψ∗ (σ∗ (w)) =
∫

D
σ∗ (w) =

∫
σ
w.
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4.5.2 Identificacíon de campos escalares y vectoriales con formas enR2 y
enR3

Se trata ahora de ver como los campos escalares y vectoriales pueden identificarse con ciertas
formas y que, a trav́es de estas identificaciones, la integración de formas que acabamos de definir
coincide con los diversos conceptos de integración en estos campos. Lo haremos por separado
enR2 y enR3.

EnR2 podemos considerar campos escalares, que están definidos por funcionesf y campos
vectoriales que están definidos por pares de funciones(f1, f2) . Los primeros pueden identificarse
con formas de orden cero o con formas de orden dos. En el primer caso se asigna a la función
f la propia funcíon. En el segundo caso se identifica la funciónf con la formafdx1 ∧ dx2. Por
último el campo vectorial(f1, f2) se identifica con la forma de orden unof1dx1 + f2dx2.

Ya vimos en su momento que la integral de un campo vectorial(f1, f2) a lo largo de un arco
de curvaγ definida en[a, b], lo que denominamos su circulación, coincide con la integral de la
formaf1dx1 + f2dx2 respecto deγ ya que∫

γ
f1dx1 + f2dx2 =

∫
[a,b]

γ∗ (f1dx1 + f2dx2) =∫
[a,b]

f1 ◦ γ · γ′1 + f2 ◦ γ · γ′2.

La integral de una forma de orden dosfdx1∧dx2 respecto a la aplicaciónρ que es la identidad
en un cierto dominioD ⊂ R2 es simplemente la integral de la propia función.∫

ρ
fdx1 ∧ dx2 =

∫
D
f.

EnR3 los campos escalares vienen dados por funcionesf y los campos vectoriales por ter-
nas de funciones(f1, f2, f3) . Los primeros pueden identificarse con las formas de orden cero,
asignando a cada función f la propia funcíon o bien con las formas de orden tres asignando af
la formafdx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

Los campos vectoriales se pueden identificar con las formas de orden uno asignando a

(f1, f2, f3)

la formaf1dx1 + f2dx2 + f3dx3 . Tambíen pueden identificarse con las formas de orden dos
haciendo corresponder a(f1, f2, f3) la formaf1dx2 ∧ dx3 + f2dx3 ∧ dx1 + f3dx1 ∧ dx2. Nótese
el orden preciso en que se han tomado las diferenciales (permutación ćıclica de lośındices en
cada sumatorio respecto los del anterior). Esto es relevante, como ahora veremos, al estudiar el
significado de las integrales de estas formas a través de las identificaciones anteriores.

Como hemos visto antes enR2 la integral de la formaf1dx1 +f2dx2 +f3dx3 respecto de una
curva es la circulación del campo(f1, f2, f3) respecto a la misma.
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Sea ahora una forma de orden dosf1dx2 ∧ dx3 + f2dx3 ∧ dx1 + f3dx1 ∧ dx2 y seaσ una
superficie elemental definida enD ⊂ R2 a valores enR3. La integral de la forma respecto aσ
seŕa ∫

σ
f1dx2 ∧ dx3 + f2dx3 ∧ dx1 + f3dx1 ∧ dx2

=
∫

D
f1 ◦ σ

∂ (σ2, σ3)

∂ (t1, t2)
+ f2 ◦ σ

∂ (σ3, σ1)

∂ (t1, t2)
+ f3 ◦ σ

∂ (σ1, σ2)

∂ (t1, t2)
.

Estaúltima integral es el flujo del campo(f1, f2, f3) a trav́es de la superficieσ.
Por último, la integral de la forma de orden tresfdx1 ∧ dx2 ∧ dx3 respecto a la identidad

definida sobre un dominio es la integral sobre este de la función.

4.5.3 La diferencial exterior

Para poder formular los teoremas de Green, de Stokes y de la divergencia en el lenguaje de
formas necesitamos definir un operador sobre las formas. Este operador asignará a cada forma
de un determinado ordenk una forma de ordenk + 1. Extendeŕa el operador diferencial de una
función que asignaba a cada función, forma de orden cero, una forma de orden uno. Se denomina
diferencial exterior. Veamos su definición.

Definición 4.27. Dada una formaω =
∑

i1<...<ik ai1,...,ikdxi1 ∧ ... ∧ dxik se denomina su dife-
rencial exterior y la escribiremosdω a la forma

∑
i1<...<ik dai1,...,ik ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxik .

Ejemplo 4.22. Consideremos enR2 la formaw = x2ydx+ x3y2dy. Tendremos

dw = x2dy ∧ dx+ 3x2y2dx ∧ dy =
(
3x2y2 − x2

)
dx ∧ dy.

Teorema 4.15.Se cumple qued(dω) = 0.

Demostracíon. En efecto, por la linealidad de la diferencial exterior será suficiente probarlo para
las formas del tipoω = ai1,...,ikdxi1 ∧ ... ∧ dxik . Tendremosdω =

∑
r

∂ai1,...,ik

∂xr
dxr ∧ dxi1 ∧ ... ∧

dxik}. Por lo tantod(dω) =
∑

r,s
∂2ai1,...,ik

∂xr∂xs
dxs ∧ dxr ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxik = 0.

Veamos la expresión de la diferencial exterior de las formas enR2 y enR3 y a qúe ope-
raciones se corresponden de los campos escalares y vectoriales a través de las identificaciones
establecidas.

Consideremos en primer lugar la diferencial exterior enR2. Si f es una forma de orden cero.
Su diferencial exterior será ∂f

∂x1
dx1 + ∂f

∂x2
dx2. Esta forma de orden uno se ha identificado con el

campo vectorial
(

∂f
∂x1
, ∂f

∂x2

)
, es decir, con gradf . La diferencial exterior sobre las funciones se

corresponde entonces en el lenguaje de los campos con el gradiente.
Si consideramos ahora una forma de orden unof1dx1 + f2dx2, su diferencial exterior será(

∂f2

∂x1
− ∂f1

∂x2

)
dx1 ∧ dx2. Esta forma se ha identificado con el campo escalar

(
∂f2

∂x1
− ∂f1

∂x2

)
que es

el llamado rotacional escalar del campo(f1, f2) .
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Naturalmente la diferencial exterior de una forma de orden 2 es este caso cero.

Consideremos ahora la diferencial exterior enR3. Seaf una forma de orden cero. Su dife-
rencial es∂f

∂x1
dx1 + ∂f

∂x2
dx2 + ∂f

∂x3
dx3 que se identifica, como antes con el campo vectorial grad

f =
(

∂f
∂x1
, ∂f

∂x2
, ∂f

∂x3

)
.

Sea ahora una forma de orden unof1dx1 + f2dx2 + f3dx3. Su diferencial exterior será(
∂f2

∂x3
− ∂f3

∂x2

)
dx2 ∧ dx3 +

(
∂f1

∂x3
− ∂f3

∂x1

)
dx3 ∧ dx1 +

(
∂f2

∂x1
− ∂f1

∂x2

)
dx1 ∧ dx2. Esta forma se ha

identificado con el campo vectorial
(

∂f3

∂x2
− ∂f2

∂x3
, ∂f1

∂x3
− ∂f3

∂x1
, ∂f2

∂x1
− ∂f1

∂x2

)
que es el rotacional del

campo(f1, f2, f3).
Si consideramos una forma de orden dosω = f1dx2 ∧ dx3 + f2dx3 ∧ dx1 + f3dx1 ∧ dx2, su

diferencial exterior será
(

∂f1

∂x1
+ ∂f2

∂x2
+ ∂f3

∂x3

)
dx1∧ dx2∧ dx3. Esta forma se ha identificado con el

campo escalar∂f1

∂x1
+ ∂f2

∂x2
+ ∂f3

∂x3
que es la divergencia del campo(f1, f2, f3) que se ha identificado

conω.
Porúltimo, las formas de orden tres tienen naturalmente diferencial exterior cero.

Ejemplo 4.23. Dado un campoF enR3 div(rot F ) = 0. En efecto, siF = (F1, F2, F3) se ha
identificado conω = F1dx1 + F2dx2 + F3dx3, se tiene querot F = (G1, G2, G3) donde

dω = G1dx2 ∧ dx3 +G2dx3 ∧ dx1 +G3dx1 ∧ dx2.

Por otra parte, la diferencial de la forma anterior esdiv (G1, G2, G3) dx1 ∧ dx2 ∧ dx3. De esta
forma la igualdad div(rot F ) = 0 es simplemente la expresiónddω = 0.

4.5.4 Los teoremas de Green, Stokes y de la divergencia en el lenguaje de
formas

Recordemos que enR2 el teorema de Green dice que siD es un dominio regular yF = (F1, F2)
es un campo de claseC1 se cumple∫

∂+D
F · ds =

∫
D

(
∂F2

∂x1

− ∂F1

∂x2

)
.

Ya vimos que la primera integral coincide con la integral de la formaω = F1dx1 + F2dx2

respecto a la frontera orientada∂+D. El segundo miembro es la integral sobreD de la forma
dw =

(
∂F2

∂x1
− ∂F1

∂x2

)
dx1∧ dx2. La fórmula de Green se escribirá en este lenguaje, como ya vimos∫

∂+D
ω =

∫
D
dω.

El teorema de Stokes para superficiesS orientadas regulares deR3 dice que si

F = (F1, F2, F3)

es un campo regular definido en un entorno deS∫
∂+S

F · ds =
∫

S
rotF · dσ.
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La primera integral coincide como antes con la integral de la formaω = F1dx1 + F2dx2 +
F3dx3 respecto∂+S. La segunda integral, flujo del rotacional deF respecto deS coincidiŕa con
la integral respecto aS de la formadω. El teorema de Stokes se escribirá∫

∂+S
w =

∫
S
dw.

El teorema de la divergencia dice que siG es un dominio acotado por una superficie regular a
trozos, orientable y sin frontera yF = (F1, F2, F3) es un campo vectorial definido en un entorno
deG entonces ∫

∂+G
F · dσ =

∫
G

divF

donde∂+G est́a orientada seǵun la norma exterior.
La primera integral coincide con la integral de la forma de orden dosΘ = F1dx2 ∧ dx3 +

F2dx3 ∧ dx1 +F3dx1 ∧ dx2 respecto a la superficie∂+S. La segunda integral es la integral de la
formadΘ =

(
∂F1

∂x1
+ ∂F2

∂x2
+ ∂F3

∂x3

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 enG. El teorema de la divergencia se escribirá∫

∂+G
Θ =

∫
G
dΘ.

Vemos entonces que, en este lenguaje, los tres teoremas admiten una formulación única. Esta
se conoce como el teorema de Stokes.

Ejemplo 4.24. 1. Calculemos
∫
S ω dondeω = xdy ∧ dz + ydz ∧ dx + zdx ∧ dy y S es

la superficie del paraboloidex2 + y2 = z tal quez ≤ 4 orientada seǵun la normal con
tercera componente negativa.

Si llamamosS1 a la superficie del planoz = 4 tal quex2 +y2 ≤ 4 orientada por el campo
normal(0, 0, 1) tendremos que

∫
S ω +

∫
S1
ω =

∫
D dω dondeD es el dominio acotado por

S y porS1. Tendremos entonces que∫
S
ω =

∫
D

3dx ∧ dy ∧ dz −
∫

S1

4dx ∧ dy = 3m (D)− 4π22.

Ahora bien

m (D) =
∫

x2+y2≤4

(
4−

(
x2 + y2

))
= 2π

∫ 2

0

(
4− ρ2

)
ρdρ = 8π.

2. Calculemos el flujo del rotacional del campo(y, z, x) a través de la superficie

S =
{
(x, y, z) ; z = 1− x2 − y2, z ≥ 0

}
orientada seǵun la normal que tiene tercera componente positiva.

Debemos calcular∫
S
d (ydx+ zdy + xdz) =

∫
∂+C

ydx+ zdy + xdz

donde∂+C es la circunferenciax = cos t, y = sin t, z = 0, para0 ≤ t ≤ 2π. Se obtiene
que el flujo es igual a ∫

∂+C
ydx =

∫ 2π

0
− sin2 tdt = −π.
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Observemos que el teorema de Stokes permite pasar de una integral de una formaω de orden
k a la integral de una forma de ordenk − 1 siempre que la primera sea del tipoω = dθ. A estas
formas se les llama diferenciales exactas. Es entonces interesante saber cuando una diferencia es
de este tipo. Una condición necesaria, que ahora probaremos, es quedω = 0. Estas formas cuya
diferencial es cero reciben el nombre de cerradas. Tendremos el siguiente teorema.

Teorema 4.16.Toda forma exacta es cerrada, es decirddθ = 0.

Demostracíon. Si θ =
∑

i1<...<ik ai1,...,ikdxi1 ∧ ... ∧ dxik tendremos

dθ =
∑

i1<...<ik

dai1,...,ik ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxik =
∑

i1<...<ik

∑
j

∂ai1,...,ik

∂xj

dxj ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxik .

ddθ =
∑

i1<...<ik

∑
j,k

∂2ai1,...,ik

∂xj∂xk

dxk ∧ dxj ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxik = 0

pues para cadak, j dxj ∧ dxk = −dxk ∧ dxj.

En ciertos dominios es válido el rećıproco, es decir que toda forma cerrada es exacta. Proba-
remos este teorema para dominios estrellados.

Definición 4.28. Un abiertoD ⊂ Rn se dice estrellado si existe un puntoa ∈ D tal que para
cada todox ∈ D el intervalo de extremosa y x est́a contenido enD.

Teorema 4.17.SeaD un abierto estrellado deRn y ω una forma de claseC1 cerrada. Entonces
la forma es exacta.

Demostracíon. Consideraremos queD es estrellado respecto el origen de coordenadas. En otro
caso mediante una traslación nos reduciŕıamos a este caso. Definamos un operador linealT sobre
las formas que envı́a formas de ordenk en formas de ordenk− 1. Seŕa suficiente definirlo sobre
las formas del tipoα = a (x) dxi1 ∧ ... ∧ dxik .

T (α) =
k∑

j=1

(−1)j−1
(∫ 1

0
tk−1a (tx) dt

)
xijdxi1 ∧ ... ∧ d̂xij ∧ ... ∧ dxik

donded̂xij significa que esta forma se ha suprimido.
Veamos que se cumple quedT+Td = I , dondeI es el operador identidad. Dada la linealidad

de los operadores es suficiente probarlo para las formas del tipo considerado anteriormente.
Tendremos que

dTα = k
(∫ 1

0 t
k−1a (tx) dt

)
dxi1 ∧ ... ∧ dxik +∑n

r=1

∑k
j=1 (−1)j−1

(∫ 1
0 t

k ∂a
∂xr

(tx) dt
)
xijdxr ∧ dxi1 ∧ ... ∧ d̂xij ∧ ... ∧ dxik
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Por otro ladodα =
∑n

r=1
∂a
∂xr
dxr ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxik y, por tanto,

Tdα =
n∑

r=1

(∫ 1

0
tk
∂a

∂xr

(tx) dt

)
xrdxi1 ∧ ... ∧ dxik +

n∑
r=1

k∑
j=1

(−1)j

(∫ 1

0
tk
∂a

∂xr

(tx) dt

)
xijdxr ∧ dxi1 ∧ ... ∧ d̂xij ∧ ... ∧ dxik .

Sumando y simplificando se obtienedTα+ Tdα = α.
Si ahora tenemos una formaω tal quedω = 0, tendremos que aplicando la igualdad anterior

ω = dTω. La forma seŕa exacta. Obśervese que al tiempo nos da un método para encontrar una
forma de la cual es su diferencial.

Ejemplo 4.25. 1. La formaw = (3e3xy − 2x) dx + e3xdy est́a definida enR2 y cumple
dw = 0. Existe entonces una funciónf tal quedf = w. Calcuĺemosla.

f (x, y) =
∫ 1

0

(
3e3txty − 2tx

)
dt · x+

∫ 1

0
e3tydt · y = ye3x − x2.

2. Calculemos
∫
C dx ∧ dy dondeC es el discox2 + y2 ≤ 1. Tendremos que

∫
C dx ∧ dy =∫

∂+C xdy, o bien
∫
C dx ∧ dy =

∫
∂+C −ydx, o bien

∫
C dx ∧ dy =

∫
∂+C

1
2
(xdy − ydx).

Calculemos estáultima integral parametrizando∂+C mediantex = cos t, y = sin t,
0 ≤ t ≤ 2π. Obtendremos

∫ 2π
0

1
2

(
cos2 t+ sin2 t

)
dt = π.

3. La formaw = − y
x2+y2dx+ x

x2+y2dy est́a definida enR2 − {(0, 0)} y cumpledw = 0. Sin
embargo no existe una funcióng tal quedg = w. En efecto, en este caso la integral dew a
lo largo de cualquier camino cerrado serı́a cero. Este no es ası́. Consideremosγ la curva
x = cos t, y = sin t, 0 ≤ t ≤ 2π. Tendremos∫

γ
w =

∫ 2π

0
dt = 2π.

4.6 Ejercicios

1. Calcula la circulacíon del campo(xy, x2 − y2) a lo largo del arco de curvaγ donde

a)γ es la circunferencia unidad centrada en el origen y recorrido en sentido positivo (con-
trario a las agujas del reloj).

b) γ es el arco de la curvax = y2 que va del punto(1,−1) al punto(1, 1) .

2. Halla el flujo del campo(y,−x, z) respecto de la esferax2 + y2 + z2 = 1 orientada seǵun
la normal exterior.

3. Halla el área de la parte de la esfera unidad centrada en el origen e interior al cilindro
x2 + y2 − x = 0.



4.6. EJERCICIOS 89

4. Calcula la circulacíon del campo
(
− y

x2+y2 ,
x

x2+y2

)
a lo largo de la curva(2 cos t, 3 sin t),

0 ≤ t ≤ 2π. Utiliza el teorema de Green para probar que coincide con la circulación sobre
(cos t, sin t), 0 ≤ t ≤ 2π.

5. Determina de las formas siguientes cuales son exactas y, en su caso, obtiene una forma
cuya diferencial sea la dada.

a)x2dx+ ydy enR2.

b) xydy + xdz enR3.

c) exydx ∧ dy enR2.

6. Prueba, dando su interpretación en el lenguaje de formas querot (grad f) = 0 para toda
funciónf ∈ C2 (R3, R) .

7. Calcula
∫
S zdx ∧ dy dondeS es la superficie del toro obtenida girando la circunferencia

x = 0, (y − 1)2 + z2 = 1
4

alrededor del eje de lasz orientada seǵun la normal exterior.

8. Comprueba que la forma

xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy
(x2 + y2 + z2)

3
2

definida enR3 − {(0, 0, 0)} es cerrada pero no exacta.

9. Comprueba el teorema de Stokes en el siguiente caso particular: Calcula el flujo del ro-
tacional del campoF = (3y,−xz, yz2) respecto a la superficie2z = x2 + y2, z ≤ 2
previamente orientada mediante una integral de superficie y mediante la circulación deF
respecto a la frontera de la superficie.

10. SeaS una superficie orientada. Seaw = x(z2− y2)dy ∧ dz+ y(x2− z2)dz ∧ dx+ z(y2−
x2)dx ∧ dy. Expresa

∫
S w como una integral curvilı́nea sobre la frontera orientada deS.

11. SeaS la superficie deR3 formada porS1, la zona esf́erica definida mediantex2 + y2 +
(z − 1)2 = 1, 1 ≤ z ≤ 3

2
, y por S2 la superficie ciĺındrica definida porx2 + y2 = 1,

0 ≤ z ≤ 1. Sean ambas orientadas según la normal exterior. Calcula el flujo del campo
F = (yez, x2(z3 + 1), x2 + y2) a trav́es deS.

12. Calcula el flujo del campoF = (x − 2, y, z) 1

((x−2)2+y2+z2)
3
2

a trav́es de la frontera de un

elipsoide que tiene el punto(2, 0, 0) en su interior.
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