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Capitulo 1

Integral de Riemann

Se trata de dar una introdubai a la integral de Riemann de funciones de varias variables. Ve-
remos tamkén una primera noon de “medida de conjuntos”, el llamado contenido de Jordan,
gue coincide con la integral de Riemann de la fonataractéstica del conjunto. Se han notar
algunas de las insuficiencias que presentan estas nociones de medida y de integral, lo que lleva a
introducir la integradn de Lebesgue.

Supondremos un conocimiento previo de las nocioasghs de la integral de Riemann para
funciones de una variable.

1.1 Integracion de Riemann

Consideraremos funciones de varias variables a valores reales y acotadas. Para simplificar las

notaciones supondremos que é@hrero de variables es dos, aunque esto no es esencial en la

teoia. Supondremos que las funcionesaglefinidas en un intervalo cerrafle- [a, b] x [c, d].
Analogamente a como se hace para estudiar ldatat® la integraéin de Riemann para

funciones de una variable, consideraremos “particionie®é| intervalo/ en subintervalos. Estos

se@an de la formal;; = [z;_1, ;] X [y;-1,y;], i = 1,..n, j = 1,...,m dondex;, y; Son puntos

quecumplenu = xg <21 < - < T < Tp=bc=yYy <Y1 < - < Y1 < Y = d.

Definiremos la medida de estos intervalos mediante el producto de las longitudes de sus lados, es

decir, (z; — z;-1)(y; — y;—1) Y la denotaremos pon.(Z;;). El supremo y einfimo de los valores

de la funcon sobre estos intervalos se denatarespectivament&/;; = sup, e, f(7,9) ¥

mij = infer, f(2,9).
Definicion 1.1. Se llama suma superior de la fubai f asociada a la partidn IT y la deno-

taremos porS(f,11) a > M;;m(!;;) donde la suma estextendida a todos los intervalos de la
particion. Aralogamente, la suma inferior dg asociada a la misma partion ess(f,11) =

Z m”m(fw)

Obsgrvese que sf es positivaS( f, 1) es una “aproximadin” por exceso del “volumen” del
conjunto

{(x,y,z) € Ro0<z< flo,y),(z,y) EI}.

5



6 CAPTULO 1. INTEGRAL DE RIEMANN

La suma inferiors( f, IT) se@ una aproximaodin por defecto del citado “volumen”.
Obviamentes(f,I1) < S(f,1I). Mas generalmente, para diversas particiones, cualquier

suma inferior es menor o igual que cualquier suma superior. Para probafdimeda disponer

de la siguiente relaén en el conjunto de las particiones.

Definicion 1.2. Dadas dos particioneH y IT; de = [a,b] x [c, d] se dice quédl; es nas fina
quell si todos los puntos que definésta erfa, b] y enlc, d], pertenecen tamén a la que define
I1;.

Dadas dos particioneH;y II, se denomina partiéin unibn a la particon generada por los
puntos que definen ambas particiones.

Lema 1.1. Seall una particon del y seall; la particibn que se obtiene a partir dé anadiendo
un puntoz; del intervalo|a, b]. Entoncess(f, I1) < s(f,I1;), S(f,11;) < S(f,II). Un resultado
analogo se obtiene si séiade un punto del intervalle, d.

Demostraddbn. Sear;_; < z; < z; . Los intervalos/;;, [ # ¢, al pasar de la partienII a lall;
no vaiian, mientras que los intervalés quedan sustituidos por das; = [z;_1, Z;] X [yj-1, y;],

I; = [T;, 2] % [y;-1,;] . Se cumple trivialmente que.(I;;) = m(I;) + m(I;) . Puesto que

inf f(x) < inf  f(z), inf f(z)< inf f(z)

(@y)€ls (z,y)€li; (@y)el; (zy)€lij

se sigue que(f,II) < s(f,II;). AndlogamenteS(f,I1;) < S(f,II).
Si el punto que sefeade es del intervalf, d| la prueba de las desigualdades es enteramente
araloga.
O

Teorema 1.2.Seanll y I1,dos particiones del intervald. Se cumple
s(f,10) < S(f,1h).
Demostraddbn. Consideremos la parti@n IT U I1;. Reiterando el lema anterior tendremos
s(f, 1) < s(f, ITUTIL) < S(f,ITUTl) < S(f, ).
O

Vemos que el conjunto de las sumas inferiore§ estotado superiormente por cualquier
suma superior. Aslogamente, el conjunto de las sumas superiorésaesitado inferiormente
por cualquier suma inferior. Esto lleva a las siguientes definiciones.

Definicion 1.3. Se llama integral inferior d¢ (resp integral superior) y se denota pfrf (resp.
If)a
/f = sup s(f,1I)

[ =is(r.m.
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Es inmediato comprobar qugf < [f. Es natural considerar el caso en que tengamos
igualdad.

Definicion 1.4. Diremos que una funon f, definida en/, acotada, es integrable en el sentido
de Riemann (brevemente integrable Riemanif)fsi= [ f. A este valor se le denomina integral
de f y se denota | f. Si se quiere explicitar el intervalbse escribia |, f.

Veamos un criterio elemental de integ@cRiemann.

Teorema 1.3.Seaf una funcon definida en un intervaléd, acotada. La fundn es integrable
en el sentido de Riemann si§ls si para cada > 0 existe una parti@nII de tal que

S(f,10) — s(f,10) < e.

Demostraddn. Si f es integrable Riemann, para cada 0 existen particiones$l, y II, tales
que

S(m) = [ f <

NIM o m

[ £ =) <

yaque/ f es elinfimo de las sumas superiores y el supremo de las inferiores. Deexdaduce
que
S(f 1) — s(f,12) <e.

Seall es una partiéin mas fina quél, y I1,. Esto implica que
S(f,H) _S(f7H) < S(faﬂl) _S(f>H2) <eg
como quetramos probar.
Redprocamente, si se cumple esta conaficse tendx

/f_/fgs(f>n)—8(f,ﬂ)<s.

Puesto que esta desigualdad akda para tode > 0 se sigue qug f = I
O

Como consecuencia de este criterio vamos a comprobar la integrabilidad de las funciones
continuas.

Teorema 1.4.Toda funcdn continua en un intervald es integrable Riemann.

Demostraddbn. Veamos que se cumple el criterio anterior. Sea 0. Sabemos que la furam
por estar definida en un intervalo cerrado y ser continua weiformemente continua. Exisdir
6 > 0tal que silzy — z2| <Y [y1 — y2| < & se cumplia|f(z1,y1) — f(22,52)| < ((=IC=sE
cong; < €.
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Seall una partiodn tal quez; — z,_1| < 9, |y; — y;j_1] < é paratoday j . Se tenda

€1 g
Mg =i < =S a =) ~ h=a)d=0)
y por tantoS(f,IT) — s(f,II) < e.
Ol

Ejemplo 1.1. 1. Consideremos la funmn definida erj0, 1] x [0, 1] tal que vale0 sobre los
puntos de coordenadas racionales gobre los otros puntos. Esta fubaino es integrable
en el sentido de Riemann ya que toda suma superiorivai®da suma inferior valé.

2. Lafuncbn x definida en/ = [—1,1] x [—1,1] por x (z) = 1si|z|| < 1yx(xz) = 0si
|lz|| > 1 es integrable Riemann. Para cada partinill de I llamemodI’ al subconjunto
de los elementos que tienen interséacho nula con la frontera déx € R?; ||z|| < 1}.
Es fcil ver que para cada > 0 existe una partiédn II tal quey_; . m (I;) < €. Esto
nos da la integrabilidad de la fungn.

La nocbn de integrabilidad Riemann, como en el caso de funciones de una variable, puede
darse enérminos deimites de sumas de Riemann.

Definicion 1.5. Seall una particbn del intervalo/. Consideremos un punto en cada uno de los
intervalos de la partidng;; € I;;. A la sumay_ f(s;;)m(Z;;) se le denomina suma de Riemann
asociada a la partidn y a estos puntos. Se denota pti;;, I1, f).

Notese qu@(f, H) <X f(glj)m(jlj) < S(fv H)

Teorema 1.5.Una funcbn f definida en un intervald, acotada, es integrable Riemann si y
solamente si existe urumeroL tal que para cada > 0 existe una parti@nIl, de [ tal que si
IT es nés fina qudl, toda suma de Riemann correspondienigé eumple

|R(§ij,H, f) — L’ < E.

El nlmeroL coincidira con la integral def.

No daremos la demostréei ya que es aloga a la de la proposimn correspondiente para
funciones de una variable. Targbi como en el caso de una variable, puede sustituirse la anterior
nocibn de Imite por el imite de sucesiones de sumas de Riemann asociadas a sucesiones de
particiones tales queax |z; — z;_;| — 0y max|y; — y;j_1| — 0.

De este teorema eéadil deducir que sf y g son integrables Riemanniye R tambien son
integrablesf + gy kfysecumple

J+a=[1+[o [ki=k]r

Tampoco daremos las demostraciones ya que €mi@s a las correspondientes para funciones
de una variable.

Si f es integrable y toma sus valores[efi{, K]y g es continua en este intervalo entonces la
composicdn g o f es integrable. Una vezas nos remitiremos a la demosti@tpara funciones
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de una variable. En particular el cuadrado de una fimaitegrable es integrable y, en conse-
cuencia, el producto de dos funciones integralfles= ; ((f +h)?—f2— h2) es integrable.
La misma proposi€in puede servir para probar quefss integrable, tambn lo es f| . Por otra
parte es inmediato comprobar quefsi f> son funciones integrables tales gfje< f,, se tiene
[ fi < [ fo. En particular, sif es integrable, se cumplé f| < [ |f|.

En la teofa de la integra@in es necesario disponer de teoremas que permitan “pasaital |
bajo el signo integral”. Un teorema natural en este contexto es el siguiente.

Teorema 1.6.Seaf,, una sucegin de funciones integrables Riemannl/egque convergen unifor-
memente hacia una furdn f. Entoncesf es integrable Riemann fyf = lim [ f,.

Demostraddn. Seas > 0. Existira unn tal que|f,(z) — f(z)| < T Para cadar € 1.
Puesto qu¢, es integrable existiruna partidn II tal queS( f,,, IT) — s(f,, II) < 5. Tendremos

entonces
S = s(f10) < S(fH) = S(fe, 1) + 5(fn, IT) — s(f,11)

+S(fu, I0) — s(f, I0) m (I) + g —c.

™Y

Esto da la integrabilidad dg& Por otra parte, puesto qug, — f| < € paran > ny, para estos

= =|[u=t|2 [l =pl < [e=em)

Esto implica quef f = lim [ f,.

]

Para integrales de funciones de varias variables @rr@da importante que permite reducir
su dlculo al de integrales de funciones de una variable es la de las integrales iteradas. Veamos
un caso sencillo de la misma.

Teorema 1.7.Seaf una funcon definida en un intervald = [a, b] X [c, d], acotada. Si existe la
integral [; f y la integral iteradaff dx fcdf(x,y)dy, ambas coinciden.

Demostraddbn. Seall una particdn defa,b] x [c,d]. Siguiendo las notaciones anteriores son
inmediatas las siguientes desigualdades

wm::;;wmngfw%imms[w[wwm

i—1 j—

D2 Miym(Ly) = S(f,10)

o7

IA

s(.) < [ f <S¢

Puesto que para cada- 0 existe una parti@nII tal queS(f,II) — s(f,II) < e se tendd que

[r= [ [ iy

<é€
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y por tanto coinciden.

Corolario 1.8. Seaf una funcon continua en un intervalf, b] x [c,d] . Se cumple

[r=["ar [ sy

Demostradbn. Es suficiente aplicar el teorema anterior teniendo en cuenta que todarfunci
continua es integrable y qué f(x,y)dy es una fun@n continua en: y por tanto integrable.
O

Ejemplo1.2. 1. f[o,l]x[o,Q] 2y = fol dx f02 2ydy = fol mQ%dx = %

2. Yavimos que 9D es{z € R?; ||z|| < 1} la funcion caractefstica de este conjuntpp, es
decir, la funcbn que vale 1 e y 0 en su complementario es integrable. Por otro lado las
integrales reiteradas existen

1 V1—x2
/da:/XDdy:/_ldx/_ 1_x2dy:7r.

Tendremos, en consecuencia duep = 7.

1.2 Contenido de Jordan

Se trata de dar una na@ci dearea de un conjunto d&? o en general de volumen n-dimensio-

nal de un subconjunto dB". Consideraremos para simplificar las notaciones, como hicimos
en la secdn anterior dedicada a la integral de Riemann, que la diraemses 2. Conocida la
medida de un intervalo como el producto de las longitudes de sus lados, es natural extender esta
nocion a las uniones finitas de intervalds= U]_, I; con interiores disjuntos dos a dos en la
formam(F) = Y_, m(I;). Esta definiddn no depende de la particular descompasicieF’ en
intervalos que se haya utilizado. A la colgatide estos conjuntds que, de hecho, son uniones
finitas de padigonos cerrados de lados paralelos a los ejes la denominagEntesfacil ver que

si F, Fy» € Fy Fy C F, entoncesn(F;) < m(F3). Si se quiere dar una ndri de medida para
conjuntos nas generales, una forma natural de hacerlo es la de aproximarlos por estos conjuntos
de F. Esto lleva a la noéin de contenido interior y exterior.

Definicion 1.6. SeaF un conjunto acotado d&2. Llamaremos contenido exterior de (resp.
interior) y lo denotaremos pat.(F) (resp.c;(E)) a

Ce(E) = infEcF, FeF m(F)

Sic.(F) = ¢(F) diremos que puede definirse el contenido de Jordan del conjlinto
simplemente, que tiene contenido y lo escribirentdd = c.(F) = ¢;(E).
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Obsgtrvese que en la definan de contenido exterior padr tomarse einfimo dem(F)
Unicamente para los elementos Heque en su interior contienen/a. Basta tener en cuenta
gue para cada > 0y cada intervalo cerrad®d existe otro/; que contiene en su interior.ay
tal quem(J;) < m(J) +e.

Es inmediato comprobar que un conjurifotiene contenido si y@o si para cada > 0
existenfy, Fy, € F tales queF; € E C Fy y m(Fy) — m(F;) < e. Tras la observaon del
parrafo anterior la condion £ C F, puede ser sustituida p@r contenido en el interior dé5.

Ejemplo 1.3. 1. Desde luego para un intervalose tiene; (1) = c.(I) = m(I). Si en lugar
de considerar un intervald cerrado se consideran intervalos abiertos o intervalos del tipo
[1[ai, b;) es inmediato comprobar que taréhitienen contenido definido y que su valor es
el producto de las longitudes de sus lados.

2. @ N[0, 1] no admite contenido unidimensional. En efectoAed tomprobar que:.(Q N
[0,1]) = 1, mientras que;(Q N [0, 1]) = 0.

El siguiente teorema nos expresa la réacéntre el concepto de contenido y la integral de
Riemann.

Teorema 1.9.Un conjuntoFE acotado tiene contenido si 9I® siy g es integrable Riemann. En
este case(F) = [ xg.

Demostraddbn. SeaF’ C I. Supongamos qugg es integrable. Dade > 0 existe una partié@n
[T de! tal que

S(xe, 1) = s (xp,1I) <e.

Consideremos ahor&, la union de los intervalos de la partisi contenidos ey y F, la unibn
de los intervalos que tienen interséotino vaga conE. Tendremos

m(Fy) = s(xg, ) ym(Fy) = S(xg,I1).

Deaqu F; C E C Foym (Fy) —m(Fy) < . Entoncedy tiene contenido ¥ste coincide con
la integral deyg.
Redprocamente, supongamos gbieiene contenido. Dade > 0, existiran Fy, Fy, € F

Fy C E C F,ym(F,) —m(Fy) < e. Si F; consiste en la ubn de los intervaloge; i, z;)
ly;—1,y;] consideremos la parti@n 11, de ] definida por los puntos; ey,. Tendremosn(F})
s(xg,11;). Si hacemos lo propio coh;, obtendremos una partamn I1, tal que S(xg, I12)
m(Fy). Tendremos entonceX x g, I1s) — s(xg, 1) < m(F2) —m(F)) < . De aqu quex g es
integrable y que su integral es(F).

INIA X

O

Ejemplo 1.4. 1. Veamos que el subconjunto A& definido por

tiene contenido. En efecto, séa la union de los redngulos %1
1

E:{(x,y)GRQ;xZO, y >0, :U—I—ySl}
[i

,ﬂ X {0,1—%],
1 =1,...,ny seal; la correspondiente ubn de los recdngulos| =, ﬂ X [O, 1- %] .
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Tendremod’, C E C Foym([fy) —m(F1) = 5 = % Por tanto existe el contenido dé
0, lo que es equivalentg,z es integrable. El valor de la integral puede obtenerse o bien
como el Imite de las medidas dE, al tomar imite enn, 0 bien como la integral iterada

Sl da [ xp(e,y)dy = [ de 17 dy = 3.

2. Ya vimos que la fun@h caractefstica del disco unidad e®? es integrable. Luego este
disco tiene contenido de Jordan definido y vale

La nocbn de contenido es aditiva en el sentido de qué $i F, son dos conjuntos disjuntos
y con contenido, entoncesE U Fy) = ¢(Fy) + ¢(Fy). Es suficiente tener en cuenta la propiedad
de la aditividad de la integral y que-,ur, = Xr, + X5

Si F1 y F, tienen contenido tamén lo tiene la intersecdn puesy p,nr, = Xr, * XF, -

Si dos conjuntos no necesariamente disjuntos tienen contenidogtaloliiene la urbn ya
quexrur, = XF, + XF, — XFnF,- EN €ste caso se cumple

c(F U F) I/XFlqu < /XF1 +/XF2 =c(F1) +c(F).

La nocibn de conjunto con contenido permite tagrbdefinir una integral de Riemann de una
funcion f definida en un conjunté’ C I con contenido definido como la integral dgf, ya que
el producto de dos funciones integrables es integrablescribiremogy, f = J; xzf. Conviene
observar que esta definici no depende del particular intervdlaitilizado en la definidn.

Una vez que hemos definido la noride contenido para conjuntosasigenerales que los
intervalos pudiera pensarse en considerar en la défimdg integral, particiones del intervalo de
definicidbn no tan élo en subintervalos sino en conjuntos para los quedesinido su contenido.
Concretamente, pueden considerarse particibresA;, A;NA; = ¢ sii # j, conA,; conjuntos
para los que eatdefinido el contenido. Si; y S; son respectivamente el supremmémo de
la funcibn f sobreA; , se podan definir unas sumas inferiores y superiores medigg:(A;)

y > Sic(A;). El supremo de estas sumas inferiores nos dera integral inferior y einfimo

de las sumas superiores una integral superior. En el caso de que ambas coincidan tendremos
una noodn de funcbn integrable y de integral. Se puede comprobar que este proceso da lugar al
mismo tipo de funciones integrables que las de Riemann y a la misma integral. Es por ello que no
proseguiremos en esta dire@mei No obstante, lo interesante de la constiut@s hacer patente

como la posibilidad de medir & conjuntos puede conducir a una nuevaaete la integradin.

Si bien en este caso, partiendo del concepto de contenido, no lleva a una integgameral que

la de Riemann, si tugsemos una noa@n de medida @s amplia que la de contenido, p@inos

obtener una nodin de integral ras general. Como veremos esta es una de las idsasab de la
integracon de Lebesgue que estudiaremos en lo&aks siguientes.

1.3 Insuficiencias de la no@n de contenido de Jordan y de
integral de Riemann

Uno de los problemasisicos de la nodn de contenido, ideada para medir conjuntos, es la limi-
tacion de los conjuntos a los que se puede aplicar. Siegasnos medir toda clase de conjuntos
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utilizando por ejemplo el contenido exterior o bien el contenido interior el resultaco .s&a
aplicacbn no aditiva. Por ejempla@) N [0, 1] y su complementario €0, 1] tienen contenido ex-

terior 1, son disjuntos, y su uan vuelve a tener contenido exteribrAl considerarinicamente
conjuntos con contenido definido esta rocresulta ser ya aditiva pero no abarca todos los con-
juntos que séa de desear. Por ejemplo, no todos los abiertos acotados tienen contenido definido.
Consideremos el subconjunto &edefinido porA = U,,>1 (an — 2,1%, ay, + 2,%) dondea,, re-

corre@ N [0, 1] . Obsrvese que sk’ € F, F C A, mediante un amero finito de los intervalos

(an — oy, G+ Qn%) se recubria F' y tendremos quen(F) < 3,5, 525 = 3. De aqli que

¢i(A) < 1. Porotrolado, s C F, F € F,comoQ N [0,1] C F, setendam(F) > 1y, por
tanto,c.(A) > 1.

Otra limitacbn del concepto de contenido es que, si bien es finitamente aditivo, no es nu-
merablemente aditivo. Por ejemplo cada puntadieene contenido unidimensional cero. Sin
embargo una ubn numerable de puntos cora [0, 1] no tiene contenido definido. Paltimo
esta nodin hace referencianicamente a conjuntos acotados. No puede asignarse un contenido a
un conjunto comaJ,,>1 {n — %, n + ﬂ al que seila natural asignarle una medigg, - | 2% =2.

Seila entonces conveniente disponer de unagrode medida de conjuntos que extendiese la no-
cion de contenido, que permitiese medir los conjuntos abiertos y cerrados acotados y que tuviese
la propiedad de la aditividad numerable, es decir, que larumumerable de conjuntos disjuntos

dos a dos que se pudieran medir, tuviese por medida la suma de la serie de las medidas.

Problemas del mismo tipo aparecen cuando se considera la integral de Riemann. Las funcio-
nes caractésticas de los abiertos o de los cerrados en general no son integrables y, por tanto, en
general no se puede hablar de la integral de Riemann sobre un abierto o sobre un compacto.

Existen otras limitaciones. Por ejemplo, existen problemas con la “completitud” en el si-
guiente sentido. Sefyf,,} una suces$in de funciones integrables én b] que cumple una con-
dicion del “tipo de Cauchy”, es decir, para cada- 0 existen, tal que [ |f, — fu| < € para
n, m > ny. No se deduce entonces la existencia de unadmytlimite de{ f,,} en el sentido de
que para cada> 0, [ |f, — f| < e paran mayor que un cierta,. Por otro lado, en el contexto
de laintegral de Riemann, los teoremas de pado#td bajo el signo integral deben establecerse
en condiciones demasiado restrictivas. Estas, entre otras razones, muestran la insuficiencia de la
nocion de integral de Riemann. Una solicia estos problemas viene dada por la integrade
Lebesgue. Una introdudm natural deesta pasa por el estudio de la medida de Lebesgue, que
extended la nocon de contenido de Jordan.

1.4 Ejercicios

1. Halla, cuando exista, el contenido 2-dimensional de los siguientes conjuntos
{(:v,y) € R* 2>+ < 1}.
{(x,O) cR*0<z< 1}

{(x,y) € R |y| < |zsinz|,0< 2z < 27?}
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[0,1] % ([0, 1] N Q).

2. Seaf : [1,2] — R definida porf (z) = 0 siz es irracional yf (z) = % siz = £ donde
ésta es una fraamn irreducible. Demuestra gifees integrable y que su integral vale cero.

3. Calcula los siguientesnites expredndolos como sumas de Riemann

" 1
I
1mmz::1 dn +m

" 2n( n+m)

lim Z

4. Di para g& valores dev el siguienteimite es finito
. n dx
hm/ —_—
i ox|e—2|
5. Seaf una funcon definida er0, 1] monbtona y acotada. Prueba que
1 1 2 1
tm (1 () + 1 (5)+4r(B)) =) 1
n n n n 0

7. Seaf continua enk??. Invierte el orden de integraam en

@ Jg Y7 f (2, y) dyda
(b) J2 Jf f (z,y) dydz
©) fo S5 f (z,y) dydw

8. Calcula

(@) [,z dondeA es la regbn acotada limitada por las curvas= y* , z = —y* + 1.
(b) Ju |z —y| dondeA = {(z,y) € [0,1] x [0,1]; xy > }}.

() J,max (. y) dondeA = {(x,y); a* + y? < 1}



1.5. AFENDICE. CRITERIO DE LEBESGUE DE INTEGRAGN RIEMANN. 15

1.5 Apeéndice. Criterio de Lebesgue de integradin Riemann.

Se trata de dar un teorema que caracteriza las funciones integrables en el sentido de Riemann en
terminos del “tamio” del conjunto de puntos de discontinuidad de la fanci

Definicion 1.7. Un subconjunto dé&” se dice que tiene-medida cero si para cada> 0 existe
un recubrimiento del mismo formado por una colécchumerable de intervalos abiertos cuya
suma de medidas es menor gue

Teorema 1.10.Seaf una funcdn definida en un intervalo cerradb de R" y acotada. La
funcion es integrable Riemann si §ls si el conjunto de puntos de discontinuidad es de medida
nula.

Demostradbn. Antes de pasar a la demost@tirecordemos el concepto de oscitecde una
funcion. Denominamos oscilam def en un conjunt a la diferencia

sup{f(z),z € A} —inf{f (z),z € A}.
La escribiremo®) (f, A) . Se llama oscilaéin enz de una fundn f definida enD a
gggO(f,B(x,e) ND).

El conjunto de puntos de discontinuidad de una fanas la urén de

Dn:{xED;O(f,x)zi}.

Seaf integrable en’. Veamos que los conjuntds, tienen medida cero. Sea> 0. Existe
una particbn IT de I tal que S (f,1I) — s (f,II) < =. Seall’ el conjunto de intervalos de la
particion que en su interior tienen &g punto deD,,. SiI; pertenece &’ se tieneO (f, I;) > %

Por lo tanto |

S>> Y O I)m) > Y m(h)

N ren L=
y tendremos qué ;.. m (I;) < €. De esta formaD,, est recubierto por los interiores de un
numero finito de intervalos, cuya suma de medidas es menat, uo con las fronteras de los
intervalos ddl. Estosultimos, a su vez, pueden recubrirse por amero finito de reé@ngulos
cuya suma de medidas taréhies menor que D,, es entonces de medida nula.

Para establecer el figroco veamos, en primer lugar, un par de observaciones. La primera es
qgue dado un intervalo compacto y un recubrimiento abierto del mismo, existe unabpadtti
mismo tal que cada uno de los intervalos cerrados de la @arésh contenido en un abierto del
recubrimiento. Basta considerar éimero de Lebesgue del recubrimiento y tomar la pantici
suficientemente fina.

La segunda observaxi es que si tenemos una fumcidefinida en un intervalé compacto
tal que la osciladin en todos sus puntos es menor que un 0 prefijado, existe una partimn
IT del intervalo tal que sV € 11 se cumpleD (f, J) < 4. En efecto, basta considerar para cada
x € I'unentornd’, conO (f,U,) <  y aplicar la observadn anterior.
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Podemos pasar a establecer eipaaco. Seaf definida enl/, acotada pot( y tal que el
conjunto de puntos de discontinuidad es de medida nula. Fijemed). El conjuntoD. =
{z € D; O(f,z) > e} es un compacto de medida cero. Existen entoncesiarero finito de
intervalos abiertoé/4, ..., U, que recubrerD. y cuya suma de medidas es menor gugstos
abiertos, junto con el complementario Be forman un recubrimiento dé. De acuerdo con la
primera observaon existia una partidn I1 tal que cada intervalo €stontenido en uno de los
U; o en el complementario dB.. LlamemodI’ al conjunto de los primerosijf” a los restantes
gue, en consecuencia, no coamamD,. SiJ € I1”, aplicando la segunda obsend@t, existia
una particon deJ , I1; tal queS (f,I1;) — s (f,11;) < em (J). Consideremos una partisi
I en mas fina qudl y tal que induzca en cada uno de los intervalos IT” una partiobn mas
fina que lalT;. Llamemosi; a los intervalos de la partiw IT

§(£.11) =5 (710)
X o(nh)m(@)+ X o(rL)m(L) <
IcIlell’ Iycrien”

2K > m(l?)—i—a > m(I]’/) < 2Ke+em(I).

Feremw e

Por tantof es integrable Riemann.
Ejercicios
1. Prueba que el conjun{dz, 0) € R*} es de 2-medida cero.

2. Prueba que & : I — R es una fun@n integrable yy : R — R es continua, la composi-
ciong o f es integrable.

3. Prueba que toda furimi f : I — R acotaday continua eh— () es integrable Riemann.

4. Prueba que un conjunto acotadiae i? tiene contenido de Jordan definido sigJassi su
frontera tiene medida cero.



Capitulo 2
Medida de Lebesgue en R

Se trata de definir para una cierta coléccde conjuntosM una aplicaddn que llamaremos
medidamn : M —RU{+oc0} , de manera qu&1 contenga los conjuntos con contenido de Jordan
definido ascomo los conjuntos abiertos, y que sea una clase cerrada por uniones numerables y
por paso al complementario. Sobre la funtin se desea, en primer lugar, que sea no negativa y
gue extienda la noon de contenido. Se desea tagrbguen tenga la propiedad de la aditividad
numerable y que si un conjuntd tiene medida 0, cualquier subconjunto taertbsea medible
con medida cero. Partimo y en reladdbn con las propiedades algebraicasitiese desea que

m sea invariante por translaciones y por sinastyr es decim(x + A) = m(A) y m(—A) =
m(A). Se probah la existencia de una tal colecnide conjuntos\ y de una tal aplicadin m.
Empezaremos definiendo la medida de abiertos acotados, para pas@&sdekpde compactos.

A partir de ambos definiremos los conjuntos medibles acotados vy, finalmente, lautigda
aplicacbnm.

2.1 o-algebrasy medidas

Definicion 2.1. Una colecodn de subconjuntas1 de R" se dice que es unaalgebra si,

1. R" e M.
2. Para cada conjunto d&1 su complementario esenM.

3. A=U,A, pertenece a1 siempre que cadd,, € M.

Resumiremos unas primeras consecuencias en el siguiente teorema.

Teorema 2.1.SeaM unac-algebra. Entonces

1. El conjunto vam ¢ pertenece au.
2. La unbn finita de elementos de1 pertenece a\1.

3. Laintersecdn finita 0 numerable de conjuntos dd es deM.

17
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4. La diferencia de elementos dd es deM.

Demostraddn. El conjunto vawo ¢ siempre pertenece &1 por ser el complementario de”.
Tambin tomandad,, = ¢ paran > ng se ve que toda uan finita de elementos d&1 es de
M. Tomando complementarios es inmediato probar que la intetsefinita 0 numerable de
conjuntos deM es deM y que la diferencia de elementos d¢ es deM.

Ejemplo 2.1. Si consideramos los subconjuntos i@ que se obtienen a partir de los abiertos
tomando uniones e intersecciones finitas y numerables sucesivesiraspaso al complementa-
rio obtendremos la imimaoc —algebra de subconjuntos d& que contiene a todos los conjuntos
abiertos. A sus conjuntos se les llama borelianos.

Definicion 2.2. Una aplicacbnm de unas— algebraM en R U {+oc} se dice aditiva si para
Ay, Ay € M, AN Ay = ¢, se cumplen(A; U Ay) = m(A;) + m (As) . Se dice que es nume-
rablemente aditiva si para cada colebdai numerabled,, de subconjuntos da1 disjuntos dos
ados,m (UA,) = > m(A4,). Una funcbn no negativa y numerablemente aditiva se denomina
una medida.

2.2 Lamedida de Lebesgue

2.2.1 Medida de abiertos acotados

Ya hemos comentado que el contenido interior de conjuntos cualesquiera no da una aplica-
cion aditiva. Por ejemplo, si consideramos contenidos unidimensioné@s [0,1]) = 0y

¢([0,1] — @) = 0 mientras que;(]0,1]) = 1. Sin embargo, si nos restringimésicamente a

los abiertos acotados si que resulta aditiva esta aplicadts entonces natural definir la me-
dida de un conjunto abierto acotado como su contenido interior. Por otro lado, como veremos,
todo conjunto abierto puede expresarse como unanutisjunta, numerable de “intervalos se-
miabiertos”. La medida con la definém anterior resulta ser la suma de las “medidas” de estos
intervalos, corroborando lo adecuado de la defamici

Definicion 2.3. SeaA un abierto acotado. Se define la medida de este abierto mediante la
expreson
m(A) = ¢;(A) =sup{m(F); FeF, FC A}.

Teorema 2.2.Si A, A, son abiertos acotados
S|A1 N AQ = (b, m(A1 U AQ) = m(Al) + m(AQ)

Demostraddbn. Seal’ € F conF' C A;UA,. Seas > (tal que siv € F, B(x,¢) est contenida

en A; 0 enA,. La existencia de estepuede probarse por un argumento de compacidad. Para
cadaxr € F sea2e, tal que B(z,2¢,) est en uno de los dos abiertes o A,. Mediante un
namero finito de las bola(z, ¢, ) se recubre’. SeanB(z,<,,), ..., B(x,&,,.). Entonces =
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min {e,,, ..., £, } cumple la condi@dn. En efecto, sy € B(z,¢,), la bolaB(z,2¢,) estaad
contenida en uil;. Entonces

B(y,e) C B(x,2¢,) C Aj.

Supongamos ahorB descompuesto en intervalos démietro menor que. Cada uno de
estos intervalos estam contenidos ed;, en A, o en ambos. Tendremos entonces

m(F) <m(A;) +m(As)
lo que implica, puesto que(A; U As) es el supremo de: (F) paraF C A; U A que

La demostradin de la segunda parte de la propdasices ahoradcil de completar. Seaf, £, €
F, Iy C A, F, C Ay. Se@an disjuntos y tendremos

Tomando supremos al variék y F;

m(A; U Ay) > m(Ar) +m(As).

Lema 2.3. Todo abierto deR™ es undn numerable de intervalos disjuntos del tipo

nora 4]
Iil ..... inim — H |:217Jn, ZJ2—:; ) dondeij c .

j=1

Demostracdbn. Para cadan los intervalosl;, ;... forman un recubrimiento d&”. SeaJ, la
familia de los intervalos del tipd, o contenidos eml. Consideremos, a continuaai, 7; la
familia de los intervalos del tipd;, ;... contenidos el y no contenidos en los anteriores. Si
proseguimos de esta forma obtendremg§, una familia numerable de intervalos disjuntos dos
a dos cuya urdin esh contenida enl. Veamos que coincide cah. Sear € Ay B(z,e) C A.

----- in;

,,,,,
'''''

-----

aTm.
[]

Teorema 2.4.SeaA un abierto acotado d&™ y seaA = UI;, ;.. la descomposion dada
en el lema anterior. Se cumple

m(A) =D m (Li,..inm)

dondem (I;, ... i..m) Significa el contenido d&, _; ..., es decire(l;,  i..m) = (%)n.
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Demostraddbn. Llamemos, por simplificar la notam, I, a cada uno de los intervalos de la
particion I;, ;... en que se descompore Observemos que forma una familia numerable. Sea
F e F F C A. Consideremos ua > 0. Para cada intervald, consideremos un intervalo
abiertol,, que contiene d,, y tal quec (Ik) < ¢ (Iy) + 5. Por serl’ compacto estarrecubierto

por un rumero finito de intervalos abiertds, k = 1,...,N. Tendremos
m(F) < (U I) <Y e(lp) <3 e(ly) + e

Puesto que esto vale para todo- 0, se tienem(F) < Y m(I;) y puesto que esto vale para
todo F' C A se tienen(A4) <> m(Iy).

Redprocamente, fijade > 0, podemos encontrar intervalos cerrad@scontenidos ern
tales quem(.Ji) > m(l;) — 5. Consideremos unimero finito N de estos intervalos. El
conjunto undn de estos es un elementoAecontenido em y los J, son disjuntos. Tendremos

entonces
N

i m(ly) < > m(Jg) +e <m(A) +e.

Puesto que vale para caflase tiene
> m(Iy) <m(A) +e.
Dado, porultimo, que vale para cada> 0 tendremos

> m(Iy) < m(A).

2.2.2 Medida de compactos

Dado un compact& , siempre estcontenido en un intervalo abietoSi deseamos que(/) =
m(K) + m(I — K), puesto que la medida de— K ha sido definida como el supremo de los
contenidos de los elementos Hec F, F' C I — K, es &cil ver quem(K) debeé ser elinfimo
de las medidas de los elementos Aeque contienen d. Es entonces natural la siguiente
definicion.
Definicion 2.4. Si K es un compacto dB", se define su medida como
m(K) =c.(K) = chlgef m(L).
Obsrvese que sk es un intervalo cerrado la definici coincide con la medida ya cono-

cida del intervalo. La fxima proposidn nos dice que con esta defidioj la medida sobre
compactos tiene la propiedad de la aditividad.

Teorema 2.5.Seank; y K, compactos cor; N Ky = ¢. Entoncesn(K; U Ky) = m(K;) +
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Demostraddbn. Seal € F con K; U K, C L. Siempre podremos suponer que es laarde
intervalos de dimetro menor qué( K, K,). LlamemosL; y L, a la unbn de estos intervalos
gue tienen puntos en cam conk; y con K, respectivamente. Tendremas C Ly, Ky C Lo,
LyULy C Ly LN Ly =¢.Portanto

m(Ky) +m(Ky) <m(Ly) +m(Ly) < m(L)
y, tomando einfimo dem/(L) al variar L

Probemos la desigualdad en sentido contrario. Sea® F conK; C L;, i = 1,2 con
intervalos componentes deadietro menor qué(k, K»)/2. A efectos de calculam (K) y
m (K,) siempre se podrsuponer que los intervalos cerrados.d¢ienen intersecéin no vaga
conk;,i = 1,2. De esta forma se tiene, N L, = ¢ y por tanto

Tomando einfimo dem(L;) y dem(Ls) al variarL; y L, tendremos

2.2.3 Conjuntos medibles acotados

Definido el concepto de medida de abiertos y de compactos podemos pasar a definir una medida
exterior de un conjunto mediante la “aproxint@tipor exceso” por conjuntos abiertos y una
medida interior mediante una “aproximagipor defecto” por medio de conjuntos compactos.
Cuando ambas medidas coincidan tendremos el concepto de conjunto acotado medible.

Definicion 2.5. SeaB un conjunto acotado. Se define su medida exterior e interior mediante
m(B) = inf {m(A); B C A, A abierto}
m(B) =sup{m(K); K C B, K compactd
Lema 2.6. Si K es un compacto ¥l es un abiertak’ C A, existeL € FtalqueK C L C A.

Demostraddbn. Basta recubrik’ por intervalos abiertos tales que su adherencia esttenida
enA. Por la compacidad d&, mediante un amero finito de ellos recubriremds. La union de
su adherencia nos daf..

O

Teorema 2.7.Para todo conjunto acotad® se tienen(B) < m(B).
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Demostraddbn. En efecto, sea un compackoy un abiertoA tal que K’ ¢ B ¢ A. Seal como
en el lema anteriok’ C L C A. Tendremosn(K) < m(L) < m(A)ytomandanfimo al variar
Ay supremo al variak se tendam(B) < m(B).

O

Definicion 2.6. Un conjunto acotadd se dice medible sh(B) = m(B). A este valor corin
se le denomina su medida y se escrib@e3).

Ob<rvese que sB; y B, son medibles yB; C B, se tiene quen(B;) < m(B;). Es
consecuencia inmediata de la defioitide medida exterior.

Teorema 2.8.L0os conjuntos abiertos acotados y los conjuntos compactos son medibles y tienen
por medida el contenido interior y exterior respectivamente.

Demostraddbn. En efecto, sid es un abierto se tiena(A) = m(A) > m(A). Pero, dada > 0
existeL € F, L C Atalquem(L) > m(A) — ey por tantom(A) > m(A) — ¢ . Esto es @lido
para cada > 0y por tantom(A) > m(A). Luegom(A) > m(A) y coinciden.

En forma a@loga, siK” es compacto se tiene(K) = m(K) < m(K). Dadoe > 0 existe
LeFconK C L°ym(L) < m(K)+ e. De aqliquem(K) < m(K) + . Puesto que esto
vale para cada > 0 se sigue quen(K) < m(K).

[]

Teorema 2.9. Todo conjunto acotado con contenido definido es medible y su medida coincide
con el contenido.

Demostraddbn. SeaB un conjunto acotado. Puesto que los elementa% d®n compactos se
sigue de las definiciones qugB) < m(B).

Por otro ladac.(B) es elinfimo de las medidas de los elementos/ejue contienen &.
Esteinfimo coincide con einfimo de las medidas de uniones finitas de intervalos abiertos que
contienen a3y, por tantom(B) < c.(B), puesto que el primero esiaffimo de las medidas de
todos los abiertos que contienesfaResumiendo, para cada conjunto acotado se tiene

ci(B) < m(B) < m(B) < co(B).

Es ya evidente que 9 tiene contenido definido entonces es medible y coinciden medida y
contenido.
O

Empezaremos estudiando las propiedades de los conjuntos medibles y acotados. Pasaremos
despws al caso no acotado.

Ob<rvese que sB es un conjunto acotado cam(B) = 0 es entonces medible con medida
cero. De aquse sigue que cualquier subconjunto de uno de med@amedible de medida

Lema 2.10. SeanA y B acotados. Se cumple
m(AU B) <m(A) +m(B).

SiAN B = ¢ se cumple
m(AU B) > m(A) + m(B).
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Demostraddbn. Seas > 0y U,V abiertos acotados tales qdec U, B C V

m(U) < m(A) +

DO | M

m(V) < m(B) +g

Se tenda
m(AUB) <mUUV)<m(U)+m(V) <m(A) +m(B) +¢.

Puesto que esalido para toda > 0
m(AU B) <m(A) +m(B).

SeaahoralN B =¢ye > 0;seankK y L compactos talesqu& C A, L C B con

De aqu que
m(AUB) >m(KUL)=m(K)+m(L) >m(A) + m(B) —«.
Puesto que esalido para toda > 0 se tenda
m(AU B) > m(A) + m(B).
[

El siguiente teorema nos establece la aditividad finita para los conjuntos medibles acotados.

Teorema 2.11.SeanA y B dos conjuntos acotados, medibles y disjuntos. Se tienélquB es
medible yn(A U B) = m(A) + m(B).

Demostraddbn. Aplicando la proposid@n anterior
m(A) +m(B) <m(AUB) <m(AUB) <m(A) +m(B)

y, por tanto, todas las desigualdades son de hecho igualdades y vale la pooposici

Veamos una caracterizéci de los conjuntos acotados medibles.

Teorema 2.12.Un conjunto B, acotado, es medible si YI® si para cadaz > 0 existe un
compactok’ y un abiertoA tales quek € B C A, m(A— K) <e.
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Demostradbn. Para cada > 0 existe un compacté y un abiertoA acotado tales qu&™ C
BCAy

m(K) > m(B) -

m(A) < m(B) + g

Sea ahora3 medible. Coman(B) = m(B) y teniendo en cuenta la aditividad desobre los
medibles acotados se sigue que

m(A) —m(K)=m(A—-K) <e.
Redprocamente, si se cumple eslima condicon, puesto que
m(K) < m(B) < m(B) < m(A)
tendremos que para cada- 0
m(B) —m(B) < m(A) —m(K) <e

y por tantom(B) = m(B) y B es medible.
[]

Teorema 2.13.Si B y B; son conjuntos medibles acotados, taembio esB N By, BU By, y
B — B;.

Demostraddbn. Dadoe > 0, seank, K; compactos V4, A, abiertos tales que

KCcBCA m(A-K)<

DN ™

K, CB; C Al, m(A1 — Kl) <

DN ™

De aqu que
K—ACB-B CA-K yA—K —(K—-A4)C(A-K)U(4, — K;).
Tendremos que
mA—K —(K—A)<m(A-—K)+m(A; —K;) <e

y por tantoB — B; es medible.
La medibilidad deB N B, y de B U B; se sigue de las relaciones

BUB, = (B—By)U(B,— B)U(BNB).
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Corolario 2.14. Si By B; son acotados medibles entonee&B U B;) < m(B) + m(By).

Demostraddn. En efecto, la medibilidad se deduce del teorema 2.13. La desigualdad del lema
2.10.
O

Se trata de ver ahora la propiedad de la aditividad numerable para conjuntos acotados. Vea-
mos primero un lema que nos expresa la propiedad de subaditividad numerable para conjuntos
abiertos.

Lema 2.15. SeanA; una colecadn numerable de abiertos con @m A acotada. Entonces

Demostraddbn. Seak un compactds C A. Existirar tal queK C A; U...U A,. Reiterando la
proposicon anteriorm(K) < X7, m(A,) < X, m(A,). Tomando supremo al varidt se
tienem(A) < 3,51 m(A,).

L

Teorema 2.16.Sea{ B, } una sucegin de conjuntos medibles, acotados y disjuntos dos a dos
conB = U, B,, acotado. Entonces es medible yn(B) = >, m(B,).

Demostraddbn. De la aditividad finita, se sigue

i m(B,) =m(B,UByU...UB,) <m(B)

n=1

y por tanto
>_m(B,) < m(B).

n>1
Por otro lado, dade > 0, seanA,, abiertos tales que

3

B, C A,, m(A,) <m(B,)+ o

Por tanto, utilizando el lema anterior

m(B) < m(UA,) <Y m(A4,) <> m(B,) +e.

n>1 n>1

Puesto que esto vale para cada 0, tendremos

m(B) < Y m(B).

n>1

De las dos desigualdades obtenidas se siguésgeemedible y quen(B) = 3,5, m(B,,).
O

Corolario 2.17. Sean{ B, } una sucegin de conjuntos medibles con @niacotada. Entonces
B =UB, es medible yn(B) < 3,5, m(B,).
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Demostraddbn. Consideremos la sucési de conjuntos medibles, dos a dos disjuritps= B,
C,=DB,—(BiU..UB,_), paran > 1. Se tenda queB = UB,, = UC,, y por tanto sex
medible ym(B) = 3,51 m(Cy) < X1 m(By).

O

Corolario 2.18. La intersecadn de una familia numerable de conjuntos medibles acotados, es
medible.

Demostraddn. Si B,, son tales conjuntos, es suficiente considerar la expresi
MnBp = By — Uy (B, — B,)

y tener en cuenta las proposiciones anteriores.

2.2.4 Conjuntos medibles

Pasemos a definir los conjuntos medibles no necesariamente acotados y a estudiar sus propieda-
des.

Definicion 2.7. Un subconjunta” de R" se dice medible si para cada compadto C' N K es
un conjunto medible. En este caso se denomina su medid@a = sup, m(C N K).

Ob<rvese que la medida de un conjunto medible puede ser

Se trata de ver que la colebai de conjuntos medibles que denominaremvdsconstituye
unac-algebray que la medida de estos conjuntos tienen las propiedades establecidas en la intro-
duccbn del caftulo.

Desde lueg® y R" son conjuntos medibles.

Ya hemos dicho queVt contiene a todos los conjuntos con contenido definido y que su
medida coincide con su contenido. Tagbcontiene a los conjuntos abiertos pues la intergacci
de un abierto y un compacto es medible acotado.

Si A; y A, son conjuntos medibles y; C A, se tienem(A;) < m(A,). Se entendérque
en el caso en quex(A;) = +oo esta reladn significa que tamBnm(Ay) = +oo.

Veamos la propiedad de la aditividad finita y numerablende

Teorema 2.19.Sea{ A,,} una colecaddn finita 0 numerable de conjuntos medibles. Sur@s
entonces medible y se cumplgUA,,) < > m(A4,). Silos conjuntos son disjuntos dos a dos se
tienem(UA,) = > m(A4,).

Demostraddbn. En primer lugar observemos que para cada comp@EctaA,) N K = U(A, N
K) que es una udin numerable acotada de conjuntos medibles y por tanto medible. Esto nos
asegura la medibilidad deA,,.

Veamos la propiedad subaditiva. S€aun compacto. Utilizando la propiedad de subaditivi-
dad finita 0 numerable para conjuntos medibles acotados (teprema 2.17) se tiene que

m((UA,) NK) <Y m(4,NK) <> m(4,).
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Tomando supremo al varids
UA,) <> m(A

Supongamos ahora que los conjuntgsson disjuntos dos a dos. Siempre podremos suponer
que para cada, m(A,) < +oo, pues en otro caso se tef@m(UA,) = +oo y se cumplifa la
propiedad aditiva. Consideremos, en primer lugar, el caso en que tenemosarorfinito M/

de conjuntos. Para cadaseak’,, un compacto tal que

9

m(K,NA,) >m(A,) — u

Si tomamos el compacts = UM | K,, tendremos, utilizando la propiedad de la aditividad para
conjuntos medibles acotados (teorémaj2.16),

M

M
m(UM A >m(Kn (UM A) =Y m(KNA,) Z
1 n=1

n=1
n—

Puesto que vale para toda> 0 se tiene
M
> Z m(A
n=1

y por tanto vale la propiedad de la aditividad finita.
Pasemos a considerar una coléaanumerable de conjuntos,. Tendremos para cadd

m(UnZlA ) > m U A i )

y por tanto

n>1A Z

n>1

O

Corolario 2.20. Sea una suce@n de conjuntos medible$; ¢ A, C ... ysead = UA,. Se
cumplem(A) = limm(A,).

Demostraddn. Consideremos la descompo$icid = U,,>1 (A, — A,—1), con Ay = ¢. Aplican-
do la proposidn anterior

m(A) =Y m(A, — Ay_1) =D (m(A4,) — m(A,-1)) = limm(4,).

n>1 n>1
Ol

Corolario 2.21. Sea una sucesi de conjuntos medible$, D A, D ... tal quem(A;) < o0
y sead = NA,. Se cumplen(A) = limm(A,).
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Demostraddbn. Se considera la sucési A; — A, C A; — A3 C ....Se cumple quel; — A =
U(A; — A,). Aplicando el corolario anterior tendremos

m(A; — A) =limm(A; — A,)

y por tanto
m(A;) —m(A) =lim(m(A;) — m(A,)).

Puesto quen(A4;) < +oo se sigue quen(A) = limm(A4,).
O

Ejemplo 2.2. Es facil comprobar que si no se impone en el corolario anterior ladgsis
m(A;) < 400, en general es falsa la conclasi. Sea, por ejempldl,, = [n,+0c0). La me-
dida de cada uno de estos conjuntostes mientras que su intersed@n es el vam y por tanto
tiene medida cero.

2.2.5 Conjuntos de medida cero

Un conjunto de medida cero $eun conjuntoA tal que para cada compacko se cumpla que

m(AN K) = 0. En efecto, esto implica qué N K es medible y que su medida es cero. De

agu se sigue inmediatamente que todo subconjunto de uno de medida cero es de medida cero.
Un criterio que en ocasiones @8l es el siguiente.

Teorema 2.22.Un conjuntoA es de medida cero si Yk si para cada > 0 existe un conjunto
abiertoU, A C U, talquem(U) < e.

Demostraddbn. Supongamos qué cumple que para cada> 0 existe un abiertd/ conA C U
y m(U) < e. Para cada compact® se tendam(A N K) < m(U) < ¢ para cada > 0y por
tantom(A N K) = 0y A sea de medida cero.

Redprocamente, supongamos gdies de medida cero. Sea> 0. Para cada,

{r e R" |l=f| <1}

€s un conjunto compacto y, por tanto, exastim abiertol; > A N {x € R"; ||z|| < i} con
m(U;) < 4. El abiertoU = UU; cumpli@ A C UU; y m (U) < e.
[]

Ejemplo 2.3. Todo subconjunto numerable d& es de medida cero. & generalmente, la
union numerable de conjuntos @ de medida nula es de medida nula. En efectd] st U, IV,
con N, de medida nula tendremos qug N) < >, m(Ny) = 0.
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2.2.6 Conjuntos medibles y medida de Lebesgue

Finalmente resumiremos en un teorema las propiedadssdestacadas que en la introdocci
haldamos sBalado como deseables para los conjuntos medibles y para sus medidas. La mayor
parte deesta han sido ya probadas. Estos conjuntos se dicen conjuntos medibles en el sentido de
Lebesgue y a sus medidas, las medidas de Lebesgue.

Teorema 2.23.La coleccon de conjuntos mediblest en R y la aplicacbn medidan : M —
R U {400} tienen las siguientes propiedades:

a) El conjuntoM es unac—algebra de subconjuntos d&" que contiene a los conjuntos
abiertos y a los conjuntos con contenido de Jordan definido.

b) La aplicacbnm es una medida. Es invariante por translacionesy por sirae€ualquier
subconjunto de un conjunto de medida cero es medible de medida cero.

Demostraddbn. Veamos a). Hemos probado ya que la@mfinita o numerable de conjuntos
medibles tamkéin lo es.R" es desde luego medible. Sies medible su complementarity — A

es tambén medible ya qué&’ N (R" — A) = K — (AN K) es medible. Como consecuencia de
todo ello la intersecéin de un conjunto finito o numerable de conjuntos medibles es medible. El
resto del apartado a) ha sido previamente probado.

En cuanto a b) quedanicamente por probar la invarianza por translaciones y por sametr
Desde luego para elementos #ese cumplem(x + F') = m(F'). De donde para conjuntos
abiertosm(x + A) = m(A) y, en consecuencia, vale la misma rebecpara conjuntos acotados
medibles. Pofiltimo, como para cada compactambénx + K es compacto yx + M) N
(x + K) = o2+ M N K, se tiene que para todo conjunto medible m(x + M) = m(M).
Razonamientos similares prueban la invarianza por sisets decirn(—M) = m(M).

O

La coleccon de conjuntos medibles en el sentido de Lebesgue es muy amplia. No obstante
pueden darse ejemplos de conjuntos no medibles. Veamos uno de eflos en

Ejemplo 2.4. Consideremos eft, 1] la siguiente reladn de equivalenciaz « y si y 9lo si

xr —y € ). Consideremos un conjunté que se obtiene tomando un elemento de cada clase
de equivalencia. Veamos que este conjunto no es medible. En efec{q, s&4 conjunto de

los racionales dé—1, 1] expresados en forma de sudasi Consideremos los conjuntds, =

qn + A. Estos conjuntos son disjuntos como se deduce de la défirdeid. Si A fuese medible,

lo sefian A,, y m (A,) = m(A). Por otro lado[0,1] C U,A,, C [—1,2]. Tendremos entonces

1 <¥,m(A,) < 3. Contradiccbn con sem (A,) = m (A).

2.3 Ejercicios

1. Consideremost = () N [—1,1]. Prueba que sl,, es una colecén finita de intervalos
abiertos que recubres la suma de sus medidas es mayor o igual a 2. Prueba que dado
e > 0, existe un recubrimiento dé formado por una colecgh numerable de intervalos
abiertos cuya suma de medidas es menorzque
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10.

Dados > 0 construye un abierto denso é&xcuya medida sea menor gee

Halla la medida d& x Q enR? y la medida de
{(:Jc,y) €ER%: 2* +y° = 1}.

Seaf : R® — R™ una funcdn de Lipschitz, es decir, tal que existe una constarde
forma que||f (z) — f (y)|| < k|jlz — y||. Prueba que st tiene medida cero, tamm lo
tienef (Z).

SeaA un abiertode?" y f : A — R" unafuncon de clas€’. Prueba que st C A tiene
medida cero, tambni lo tienef (A) . Indicacbn: Expresad como undn numerable de
A,, ={z € A; ||df.|| < m} . En cada uno de estos conjuntos la famci es de Lipschitz
y podemos aplicar el ejercicio anteriovia, N Z.

Prueba que un conjunfd es medible si y&lo si para cada el conjunto
M,, = {x € M;||z| <m}
es medible. Prueba que entoneeéM ) = limm (M,,).

Prueba que un conjuntd es de medida cero si Yok si para cada > 0 existe una
sucesbn de intervalos abiertas, tales queM C UL,y > m (1,,) < e.

Consideremos el intervalo= [0, 1] y quittmosle el intervalo abierto centrado de longitud

sm (1), es decir consideremads— (%, %) Se trata de la udn de dos intervalos cerra-
dos disjuntos. Apliqguemos el mismo proceso a cada uno de ellos. Obtendremos cuatro
intervalos cerrados. Denotemos pba la undn de los intervalos abiertos que se han ido
quitando y poiC' a su complementarib— A. Este conjunto se denomina conjunto ternario

de Cantor. Prueba gue es medible, de medida cero y no numerable. Ind@adPara la

no numerabilidad expresa los elementod @&m base de numeraci 3.

. Prueba que sil es un conjunto medible dB y Z es un conjunto de medida cero &g

entoncesA x Z tiene medida cero eR?.

Seamd y B abiertos respectivamente & y de R™. Prueba que la medida dex B en
R™™ es el producto de las medidas. Indiéati Expresad y B como unén numerable
disjunta de intervalos ddicos y expresa x B como la undn de los productos de estos
intervalos.



Capitulo 3

Integral de Lebesgue

3.1 Funciones medibles

Consideremos\ la o— algebra de los conjuntos medibles por la medida de Lebesgi&.en

La idea lasica en la definiéin de integral de una furim en el sentido de Lebesgue es su apro-
ximacion por combinaciones lineales de funciones carestieas de conjuntos medibles. Esto
podiia hacerse de la siguiente forma. Si, por ejemplo, la imtiviese su recorrido €n, b) ,
podiiamos dividir este intervalo em subintervalos[a + (-1 at z*%“) y considerar

como aproximadn por defectd_, (a + (i — 1)"*7“) Xpfat(ion)i=e apit=e)- Obstrvese que, a
diferencia de la integral de Riemann, ahora estamos dividiendo en subintervalos el recorrido y
no el dominio de definiéin. Sera natural definir como integral de esta funtia la suma

Z(a—l—(i—l)b;a)m(f_l [a+(@—1)b;“, a—l—ib_ma>>.

%

Para esto es necesario que los conjunftos|a + (i — 1)1’*7“, a+ zb% sean medibles. Las
funciones que cumplen esta propiedad reciben el nombre de funciones medibles. Es una clase
muy amplia de funciones y en el marco de estas funciones adadora de la integradin. En

esta sec€in daremos la definioh de estas funciones y estudiaremos sus propiedades.

Definicion 3.1. Seaf una funcon definida enk" a valores en la recta ampliad® = R U
{—00, 400} . Se dice que es medible si para caderero reak el conjunto{x € R"; f(x) > a}
es medible.

Ob<rvese que la definion Hlo depende de la— algebraM y no de la funaddn medidan.

Ejemplo 3.1. 1. Toda fundn continua es medible. En efecto, los conjuntos
{r € R"; f(z) >a}
son abiertos y por tanto medibles.

2. La funcbn caractefstica de un conjunto medible es una fumtimedible.

31
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La siguiente proposion da definiciones alternativas de fumrtimedible.

Teorema 3.1.Seaf una funcon definida enk” a valores en la recta ampliad® = R U
{—00,+00} . Son equivalentes las siguientes condiciones:

a) Para cada famero reala el conjunto{x € R"; f(x) > a} es medible.

b) Para cada famero reala el conjunto{z € R"; f(z) > a} es medible.

c) Para cada fimero reala el conjunto{z € R"; f(z) < a} es medible.

d) Para cada famero reala el conjunto{z € R™; f(x) < a} es medible.

e) Para cada abiertol de R, su antiimagery —!(A) es medible.

Demostraddbn. a)—>b) Basta tener en cuenta que

{zr € R"; f(z)>a} :ﬂn{xER”; f(z) >a—71L}.
El conjunto{z € R™; f(z) > a} es una intersecoh numerable de conjuntos medibles y, por
tanto, medible.
b)=—-c).Yaque{z € R"; f(z) <a}=R"—{x € R";, f(z)>a}.
c)=d). Yaque{z € R"; f(z) <a}=n, {;r; e R f(z)<a+ %}
d)—a). Yaque{z € R"; f(z) >a}=R"—{z € R"; f(x)<a}.
e)=—a). Tener en cuenta qye € R™; f(x) > a} es la antimagen d%y ER:y> a}..
a)=—>e). Todo abierto de&? es una uréin numerable de intervalos abiertos o de semirrec-
tas. Puesto quer € R"; a < f(z) <b} ={x € R"; f(z) <b}n{z € R"; f(x)>a}yque
a)—C) se sigue e).
O

Con frecuencia utilizaremos funciones definidag#ra valores em?. En este caso, puesto
que los abiertos d& son la intersecoin de los abiertos d& con R, la condicbn e) de medibi-
lidad se reduca a consideraiinicamente las antiiagenes de los abiertos &e

La clase de las funciones medibles es cerrada por la mayor parte de las operaciones habitua-
les. Esto se expresaen los siguientes teoremas.

Teorema 3.2.Seanf, ..., f, funciones medibles d@" en R. Seag una funcdn continua dek”
enR. La funcbn compuesta( f1, ..., f.) €s medible.

Demostraddn. SeaA un abierto deR. Por serg continuag—!(A) es un abierto d&?". Seia
entonces un ubh numerable de intervalos de la formia= [[,_, [a;,b;). La antimagenB
por la funcbn compuestg( fi, ..., f,) del abiertoA se& en consecuencia @m numerable de
conjuntos del tipo_, f~* ([a;, b;)). Cada uno de los conjuntgs® ([a;, b;)) = f~ ((—o0,b;))N
7 ([a;, +00)) es medible y por tanté sea medible.

O

Corolario 3.3. La suma, producto y cociente con denominador no nulo de funciones a valores
reales medibles es medible.

Corolario 3.4. Si f es una fun@n medible y coincide conf salvo en un conjunto de medida
nula, tambén g es medible.
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Demostraddn. La funcion h = f — ¢g se@ una funadn no nulalinicamente en un conjunto de
medida nula. Teniendo en cuenta que todo subconjunto de uno de medida cero es medible de
medida cero, se tiene qéesei& una funadn medible. Tendremos qye= f — h sei& medible.

O

Teorema 3.5.Si f; y f» son funciones medibles taréhison mediblesup{ f1, f2}, inf{ f1, f2}.
Si f es medible, tambn lo e/ f|, f*, f~.

Demostraddbn. Para probar queup { f1, fo} es medible basta observar que para cada R,
{z € R";sup{fi, fo} (z) > a} = {x € R"; fi(z) > a} U{z € R"; f5(x) > a} . Las otras pro-
piedades pueden reducirsésta teniendo en cuenta las siguientes relaciones

inf {f1, fo} = —sup{—f1, —fo}

|f|:SU.p{f,—f} 3 f+:SU.p{f,0}, f_:SU.p{O,—f}.
[

Teorema 3.6.Sean{ f,,} una sucegin de funciones medibles. Entonces son medshies{ /.. },
inf,, {f,}, imsup {f,}, liminf {f,}. Si f es el Imite punto a punto de la sucési f,, salvo en
un conjunto de medida nula, tanéi / es medible.

Demostraddbn. La medibilidad desup,, { f,.} se obtiene como antes de la retaci
{z € R";sup{f,} () >a} =U,{z € R"; f,(x) > a}.

Teniendo en cuenta quef, {f,} = —sup,{—f.}, limsup{f,} = inf, {sup,,~, {fm}},
liminf {f,} = sup, {inf,,~, {fn}} Se obtiene la medibilidad de estas funciones. #mo,
si una sucesin de funciones medibles tierieite puntual gste coincide con eirhite superior o
inferior y es por tanto medible. Si la suo@sideja de teneiirhite / en un conjunto de medida
cero, podemos dar en este conjunto a todas las funciones un determinado valor constante. Las
nuevas funciones sam medibles y tendn limite en todo punto. La funen limite sed medible
y coincidira conf salvo en un conjunto de medida nula. La funcj se@& entonces medible.
O

Definicion 3.2. Una funcbn f : R™ — R se dice simple si tomanicamente unimero finito de
valoresay, ay, ..., a,.. SiA; = f~!(«;), la funcion se expres@comof = Y°I_; a;xa,-

Ob<rvese que una furtmi simple que se expresa en la forma anterior cmo}_"_; aix4,,
conq; distintos, es medible si Yoo si todos los conjuntod; son medibles.

El teorema siguiente nos expresa que toda famanedible puede obtenerse corimaite de
funciones simples medibles.

Teorema 3.7.Seaf : R" — [0, +oco] una funcon medible. Existe una sucési{s, } de funcio-
nes simples medibles tales que

a)0<s;<s << f

b) s, () — f (z) para cadax € R". Si f es acotada la convergencia es uniforme.
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Demostraddbn. Consideremos para cadac N la funcion simple medible

m .
m2 i—1

Sm = Z szETVLL + mXF'm
=1

dondeEm,i = f_l ({?717 2%))’ Fn = f_l ([TTL, +OO]) :
Veamos ques, < spy1 paracadé. Sif(z) > k+ 1, sg(x) =k < k+1 = spy1(x). Si
E<flx) <k+1, spg(z) =k < sgr1(x). Si f(z) < k tendremos qu¢(x) pertenecex a un
i—1

intervalo de la forma{ig—,},ﬁ) para algin 1 < i < k2" Tendremos entonceg(z) = 5+ =
2(1—

ﬁiﬁ) < gy ().

Veamos quey(z) — f(z). Si f(x) = 400, si(x) = k para cad& y es cierta la afirmaon.
Si f(z) < k, tendremos3 < f(z) < &, paraal@ini < k2*. Entonces f(z) — s,(z)| < 5
paran > k.

Porultimo, si f est acotado se ten@ique para un ciertby para todar, f(z) < k'y, como
antes,|f(z) — sn(z)| < 5 paran > k para todar € R". La convergencia saren este caso
uniforme.

O]

3.2 Integracion de funciones simples medibles no negativas

Definicion 3.3. Seas = Y.I_; a;x4, una funcon simple medible no negativa. Se define su
integral como

/s = iz;aim(Ai).

Si E es un conjunto medible, la integral desobreE’ se define como

/ s=Y am(A;NE).
E i=1

En estas definiciones se entera@ue si aldin «; es cero el producto por la medida de un
conjunto, aunquésta seatoo, es cero.

Veamos las propiedades esenciales de esta intégraci

Teorema 3.8.a) Seas una funcon simple medible > 0, A > 0, £ medible. Se tien¢, \s =
A g s.
fEb) Sears;, s; funciones simples no negativdsmedible. Se cumplg; (s; + s2) = [z s1 +

J 52-

C) Sisi(z) < so(x) para cadar se cumpley, s; < [ so.

d) Si F,, es una colecéin finita 0 numerable de conjuntos medibles disjuntos dos a dos
Jonbn s =2m g, s

e) SiF,, es una colecéin numerable de conjuntos mediblésc F, C ... conE = U, F,,
se tiengf; s = lim [ s.

) fps=Jsxe
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Demostraddn. a) Es inmediata.

b) Seans; = >~ aixa, Y s2 = X Bjx ;- Tendremos que; + sy = >, ; (o + 3;) Xa,n5,;- D€
aqu, que[y(s; +s2) =X (i + B;)m(A,NB;NE) =

pjam (AN B;NE)+ Y, 8m (AN B;NE) = [gs1+ [gs2

c) Seans; < sy. Si escribimos como antes = >, ; aiXanB; » S2 = 2i; BiXains,,
tendremosy; < 3, si A; N B; # ¢. Es ahora evidente qug s; < [ s2.

d) y e) se deducen de la propiedad de la aditividad numerable de la medida (teorgma 2.19) y
de su corolarig Z.20.

f) Es inmediata.

3.3 Integrales de funciones medibles no negativas

Definicion 3.4. Seaf : R™ — [0, +oc] una funcon medible.E un conjunto medible. Se define
la integral de f sobreEE como

/ f =sup {/ s; 0<s < f, s funcibn simple medibl}.
E E

Obsrvese que la integral puede seso. Debe taml#n observarse que gies una funén
simple la definiadbn coincide con la ya dada para estas funciones.
Veamos un primer grupo de propiedades elementales de esta integral.

Teorema 3.9.a) Seald < f; < f,, funciones medibledy conjunto medible. Se tieng f1 <

I fo.

b) Sea) < f funcion mediblexy > 0, « € R. Entonces/, af = a [ f.
c) Sea) < f funcion medible £, C E, medibles. Se cumple, f < [%, f.
d) Parafy E como antey, f = | fxe.

Demostraddn. a), b) y ¢) son inmediatas. Veamos d).0SK s < f se sigue quexr < xgf

y aden@ssy g es una fundn simple. De adgujue [, s = [sxr < [ fxg. Porlotantof, f <
J fxe. La desigualdad en el otro sentido sigue de ¢iye < f implica [ fxg = [ fxe <
Ief

O

Teorema 3.10.Seak’ un conjunto medible ¥ : £ — [0, +oc] medible. Entonces
a) SiZ es un conjunto de medida cefp f = [5_, f.
b) Sif; f < +oo entoncesn {z € E; f(z) =400} = 0.
c) Sif; f =0entoncesn{z € E; f(x)# 0} =0.

Una propiedad que se cumple para todos los puntos salvo para los de un conjunto de medida
cero se suele decir que se cumple casi por todo (c.p.t.). De esta forma la comelnd) se
enunciaa diciendo quef es finita casi por todo. La concldsi de ¢) sex quef es nula casi por
todo.
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Demostradbn. a) La propiedad vale para las funciones simples ya qdeesi mediblem(A) =
m(A — Z). Se sigue entonces para cualquier féncmedible. Obarvese que esta propiedad
indica que la definidéin de f sobre un conjunto de medida nula no es relevante a efectos de la
integracon, en forma a@loga a como ya vimos que no lo era a efectos de la medibilidad de la
funcion. Sitenemos una furam medible y la variamos sobre un conjunto de medida @&sta,
continia siendo medible y su integral no \aar

b) Seat' = {z € E; f(x) = +oo}.Tendremoyy f > [ f = [r (+o0). Siesta integral es
finita implica quem(F') = 0.

c) Consideremog,, = {a: €F; f(z)> %} .Tendremog, - < [, f<[pf=
quem(E,) =0y, como{z € E; f(z) # 0} = U, E, se sigue quen ({z € E; f(x
0.

0. De aqu
) #0}) =

]

Veamos un teorema de pasoianite bajo el signo integral que ter@&dconsecuencias impor-
tantes. La hiptesis relevante en este teorema es la monaia la suceén.

Teorema 3.11. (Teorema de la convergencia moétona)
SeaF’ un conjunto medible ¥,, una sucegin de funciones medibles tales que

0<fi<fo<..cpt

Entonces exista c.p.t.lim f,,. Sile lamamog’ se tiene

lméﬁzéf

Demostraddbn. En primer lugar observemos que si en el conjunto de medida cero donde la su-
cesbn { f,} deja de ser mastona damos como nuevo valor de las funciones 0, la sutssi
ahora montona en todos los puntos y los valores de las integrales namabariado. Podemos
pues ya suponer desde un principio que la sécede las funciones es matona en todos los
puntos. De esta monottnse sigue que la sucési{ [, f,} es momtona creciente y por tanto
tend@ limite. Llamémoslel. Por otro lado la fundén f = lim f,, se@ una funadn medible y
fo < f.Portantof fo < fp fy 1 =1lim [y fu < [p f.

Veamos la desigualdad en sentido contrario. Seaa funcon simple, medibl® < s < f
y sea\ un rumero reall < A < 1. Consideremoss,, = {x € R"; fn.(z) > As(z)}. Estos
conjuntos son medibles¥, Cc E, C ... y R" = U,,E,,. Tendremos

/ fm > / fm = A s.
E ENE,, ENE,,

Tomando imites y teniendo en cuenta qée= U,, (E N E,,)

I > Alim SZA/&
ENE,, E

Puesto que esalido para cada < 1, pasando aliimite cuando\ — 1,1 > [, s. Tomando el
supremo e concluimos qué > [, f.
0
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Ejemplo 3.2. Seaf una funcén continua no negativa, definida én= [a, b]. Consideremos una
sucesbn II,, de particiones dd de manera que cada una sésifina que la anterior y que el
maximo de las longitudes de los intervalos que intervienen en la pantidene porimite cero.
Asociemos a cada una de las particiones anteriores una dnnde la forma siguiente. 31,
esh formado por los puntog = zg < 21 < ... < z,,_1 < z,, = ble haremos corresponder
la funcion f,, = 51X (wo,e1) T S2X[z1,22) + -+ T Sm—1X[em_2.2m_1) T SmX[zm_1,om] dONdEs; €S €l
infimo de la fundn en el intervalo correspondiente; i, z;). La sucesin{f,} es moldtona
creciente y tiene poiitite f. El teorema de la convergencia ntitona dia que f es integrable
y que su integral es eirhite de la suceén [ f, = >, s; |z; — x;_1|. Observamos que esfenite
no es otra cosa que la integral de Riemannfdgue, de esta forma, coincide con su integral de
Lebesgue.

Ob<rvese que para cualquier fuagimedible no negativd siempre existe una sucéai
{s,} monbtona creciente de funciones simples medibles tuiid f. Tendremos entonces que
Jz f =1lim [ s,. Veamos algunas consecuencias.

Teorema 3.12.a) Seanf, g funciones medibles, no negativas, definidas en un conjunto medible

E. Entonces
Ju+a=[1+]g

b) Sif,, : E — [0, 400] son funciones medibles, se cumple

[Xh=5] fu

c) SeakF, una sucegin de conjuntos medibles, disjuntos dos a doana funcon medible

enkE = UE,,. Entonces
fr=x] r

Demostraddn. a) Consideremos dos sucesiones @itonas de funciones simples medib{es}
y {t.} que converjan respectivamentefey a g. Tendremos(y; (s, +t,) = [z sn + [ptn Y,
pasando aliimite, [ (f +9) = [z f + [5 9
b) Es suficiente aplicar el teorema de la convergenciatooa a las sumas parciales de la
serie}" f,, y tener en cuenta la propiedad anterior.
c) Considerarfxg = X fxg, Yy aplicar b).
O

Veamos una propiedad referente a funciones medibles no negativas, consecuencia del teore-
ma de la convergencia motona y que se utilizaren otros teoremas de pasoialite bajo el
signo integral.

Teorema 3.13. (Lema de FatouBeaf, una sucesin de funciones medibles definidas en un
conjunto medible”, a valores erj0, +oc| . Se cumple

/ liminf f,, < lim inf / .
E E
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Demostraddn. Seag,, = inf { f,., fm+1, ..} . ES una suce8h morodtona creciente de funciones
medibles no negativas cuybrlite eslim inf f,,. El teorema de la convergencia nidona nos

dira que .
/ liminf f,, = lim/ G-
E E

Por otro laday,,, < f, parar > m. Por tantof ¢,, < inf,~,, [ f.. De donde

lim / g < lim <mf / fr) — lim inf / o
E r>mJE E

Esto permite concluir la prueba.
0

Ejemplo 3.3. La desigualdad en la concluisi del lema de Fatou puede ser estricta. Con-
sidérese, por ejemplo, como funciongda funcion caractefstica de un conjuntg , sin es par

y 1 — xp Sin es impar. Tendremos quien inf f,, = 0 mientras quéim inf [ f,, no sea nula si
las integrales de¢p y del — xp nolo son.

3.4 Funciones integrables

Definicion 3.5. SeaF un conjunto medible d&"y f : E — [—o0, +00] una funcén medible.
Se dice quégf es integrable si las integralef, f*y [ f~ son finitas. En este caso la integral
defenEesf, f= [z fT— [z f . Denotaremos al conjunto de las funciones integrableg'en
por L (E).

La finitud de las integralef; f*y [ f~ implica que la fundn f toma valores finitos salvo
en un conjunto de medida nula. Es por ello que las operaciones entre funciones integrables
se debean entender que ést definidas casi por todo. Esto no ofrece problemas referente a
propiedades de las integrales de estas funciones ya que de la defggaigue que el valor de
una integral no depende de los valores que pueda tomar lafuscbre un conjunto de medida
nula.

Otra observaéin que conviene hacer sobre la defiaitide funcbn integrable es que una
funcion f medible, es integrable si y® si [, | f| es finita. Esto se deduce de qyie= ™+ f~
y de quef™, f~ <|f|. De esta forma, sf es medible, es integrable si §le silo es|f]|.

Veamos un grupo de propiedades elementales de las funciones integrables.

Teorema 3.14.a) Sif,g € L(E),entonces + g€ L(E)Y [ (f+9) = [ f + |59
b)Sif € L(E)ya € R, entoncesvf € L(E)Y [paf =a g f.
c) Seanf,g € L(F), f < g. Entonces(, f < [z g.
d) Sif € L(E), se cumple/, f| < f»|f].
e) Seaf medible enF'y g € L(E) tal que|f| < g. Entoncesf € L(E).
f) SeanF'y F' conjuntos medibles; C Ey f € L(E).Entonces € L(F)Y [x f = [ [XxF-
g) Sea una sucdsn £, de conjuntos medibles disjuntos dos a dbs= UE,, y f € L(E).

Entoncesfy / = 3 [, /.
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Demostraddn. a) La desigualdadif + g| < |f| + |g| prueba quey |f + 9| < [ |f| + [&19] <

+o0 Yy, por tanto, la integrabilidad d¢ + ¢g. Llamemosh = f + g. Se tendah™ — h™ =

fT—f"+g"—g .Dedonder"+f +g- =h +fT+g". Porlotantof, h*+ [ [+ [z 9 =

Jeh™+ [5 [T+ [z g". Como todas las integrales son finitas se siguefgue= [, f + [z g
b) Sia = 0 es trivial. Siae > 0, (af)t = afTy (af)” = af~ y por tanto

[Eaf:/Ea]”—/Eaf’:&/Ef.

Sia <0, (af)" = —af"y(af)” = —aft. Esto implica que

Jaf=(a) [ ;=) [ ft=a]r

¢) Sif < gtenemog — f > 0, de dondefy; (9 — f) > 0Y [ f < [ 9.
d) Puesto qu¢, —f < |f| los apartados anteriores dnf < [z |flY — [e [ < J&|f].
e) Trivialmente| f| es integrable y por tanto lo gs
f) y g) Basta considerar la mismas propiedades parg paraf .
O

Podemos dar ahora una vénsidel teorema de la convergencia ratoma para funciones
integrables no necesariamente no negativas.

Teorema 3.15.SeaFE un conjunto medible ¥ f,,} una sucegin de funciones integrables en
E tales quefi(z) < fo(x) < ..cpt. enEy [pf, < C. Entoncesf = limf, € L(E)Yy

Demostraddbn. Consideremos la sucési morbtona creciente c.p.t. de funciones no negativas
c.p.t.{f. — fi} . El teorema de la convergencia nidana para estas funciones @aue/,(f —

fi) =1lim [o(fn — f1) < C — [; f1- En particular la fundn f — f; se@ integrable y, por serlo

f1 tambén lo sea su sumg. Tendremos entonces que

Lo fn=m (e f5)

La finitud de [, f; nos permite concluir la prueba.
O

Obsrvese que si la sucési de funciones integrables es ndtona decreciente y sus integra-
les eshn acotadas inferiormente tarahipodremos pasar ahlite bajo el signo integral. Basta
considerar la sucasn de las funciones f,, y aplicar la proposi@n anterior. No obstante debiera
observarse que sin la fifesis de integrabilidad{ia siendo las funciones no negativas, no puede
concluirse el teorema. Por ejemplo las funcioggs, ), definidas enk, forman una sucesn
decreciente de integraloo. Su limite es la fundn identicamente cero cuya integral@s

Corolario 3.16. SeaF un conjunto medible ¥ f,,} una sucegin de funciones integrables en
E tales quefi(z) > fo(x) > ..c.pt. enEy [p f, > C. Entoncesf = limf,, € L(E)y

Je f=1m [g fa.
L]
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Teorema 3.17. (Teorema de la convergencia dominada)

SeaF un conjunto medible ¥, : E — [—o0, +00] una sucedin de funciones medibles tales
que

a) existelim f,,(x) = f(z) c.p.t. enk.

b) Existe una funéing € L(F) tal que c.p.t. er¥ |f,,(z)| < g(x).

Entoncesf € L(E) Y [ f = lim [ fa.

Demostraddn. Variando si es precisd@, y f en un conjunto de medida nula no hay problema
en suponer que elrhite en a) y la desigualdad en b) existen en todos los puntos. Tendremos
entonces quef (z)| < g (z) y tantof,, como f sei@n integrables. Consideremos

g— f=1lim(g— f.)
g+ f=lim(g+ f,)

dondeg - fn > Oyg+fn > 0.
Utilizando el lema de Fatou (teoreina 3.13) tendremos

Jelg — f) < liminf [5(g — fn)
Je(g + f) <liminf (g + fn)

Puesto qugy; g < +o00 y tanto f,, como f son integrables podremos deducir

Je(=f) < liminf [5(—f,)

limsup/ fn < / fgliminf/ fn-
E E E
De dondef, f = lim [ f,.

Por tanto

]

Obsrvese que la convergencia uniforme de una s@oed¢ funciones no implica que po-
damos pasar alrhite bajo el signo integral. Por ejemplo la suéesf, () = Zxy, converge
uniformemente a 0 mientras que sus integrales son todas ellas igual a 1. No obstante 5i
uniformemente en un conjuni de medida finita entonces si que se deducefgug — [ f.
Basta tener en cuenta qud i — f| < e enE entonces s f. — [r f| < em (E).

Veamos un teorema consecuencia de los teoremas de convergenotamaondominada.

Teorema 3.18.Seaf,, una sucegin de funciones integrables en un conjunto medibl&i se
cumple}>, [z |f.] < +oo entoncesy |f,| converge c.p.t. e, > f, € L(E)Y [z> fn =
> gt

Demostraddn. Por el teorema de la convergencia rotoma (teoremp 3.11) se sigue guef, |

es integrable eir. En particular la suma de la serie &dinita c.p.t. en®'y, en particulary” f,,
se@ convergente c.p.t. efl. Por otro lado las sumas parciales de esta serieagstiminadas
por una funadn integrable, ya quﬁjﬁle fol <3, |1l € L(E). El teorema de la convergencia
dominada (teorenja 3.[L7) permétiacabar la demostréci del teorema.

[]
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3.5 Relacon entre la integral de Riemann vy la integral de Le-
besgue

3.5.1 Integral de Riemann propia e integral de Lebesgue

Teorema 3.19.Seaf una funcon definida en un intervald de R* a valores enk, integrable
en el sentido de Riemann. Entonces es integrable en el sentido de Lebesgue y las integrales
coinciden.

Demostradbn. Escribiremos con la letrd o R delante de la integral cuando se quiera pre-
cisar si la integral es en el sentido de Lebesgue o de Riemann respectivamenié, 8ea
sucesbn de particiones dé en subintervalos, cada unaamfina que la anterior y tal que

R — [f = lims(f,I1,) = lim S(f,I1,). Esto se deduce de la expi@side la integral de
Riemann comdnfimo de sumas superiores o como supremo de sumas inferiores, y de las pro-
piedades elementales de estas sumas. Géasintervalos de la partion. Tendremos que si;

y M; son los supremo mfimo def respectivamente en el intervalp

s(f,11,) = [ t, dondet, = 3~ mix,

S(f’ Hn) - /Tn dondeTn = Z M’LXIZ

En todos los puntos que no son frontera de los diversos intervalos que aparecen en las particiones
IL, y, por tanto, c.p.t. e se cumplian las desigualdades

h <t <.<f<..<T<T.

Las funcioneg(z) = limt,(z) y T(x) = lim T, (z) existiran c.p.t. y seéan funciones medibles.
Si probamos que c.p.t(x) = T'(z), estas funciones coinci@in conf y ésta se&x una funabn
medible. Ahora bied” — t es el Imite de la suceén monobna decreciente de funciones inte-
grables no negativas c.pX, — t,,. El teorema de la convergencia niona (teoremia 3.16) nos
dira queL — [(T —t) = lim [(T,, — ¢,). = 0. Por tanto (teorema 3.1QJ — ¢ = 0 c.p.t.. El
teorema de la convergencia nidona nos dartambénquelL — [ f =lim [t, = R— [ f.

O

Puede darse una caracterizacide las funciones integrables en el sentido de Riemann en
terminos de la medida de los puntos de discontinuidad de ladian€ioncretamentg definida
y acotada efa, b] es integrable en el sentido de Riemann sdlpsi el conjunto de puntos de
discontinuidad de la funén es de medida nula. Puede verse en éhdjze del cajpulo[] la
demostra@n. Conociendo este teorema la medibilidad de una @umicitegrable Riemann es ya
evidente y la demostramn del teorema anterior pddrhaberse simplificado.

Obsrvese que el teorema permite aplicara@tualo de la integraéin en el sentido de Lebes-
gue de las funciones integrables en el sentido de Riemanngtglos conocidos paéstas. Por
ejemplo el teorema fundamental dé@laulo o el @lculo por integrales iteradas cuanekie sea
valido.
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Ejemplo 3.4. Seal un intervalo cerrado,f continua en/. La funcbn es integrable Lebesgue
y su integral coincide con la integral de Riemannad/generalmente, sl C I es un conjunto
con contenido de Jordan definido la integral de Lebesgue sdhreincide con la integral de
Riemann.

3.5.2 Relaciones de laintegradn de Lebesgue con la integradin impropia
de Riemann

Teorema 3.20.Seaf : [a,b) — R una funcdn localmente integrable en el sentido de Riemann
conb € RU {+o0}. Son equivalentes:

a) La integral impropia de Riemanfi® f es absolutamente convergente, es decir existe
tal que [’ |f| < C paraa < z < b.

b) f € Lla.b)).
Enestecasg,’ f =L — [, /-

Demostraddn. Supongamos que se cumple a). $ea} una sucedin morodtona creciente de
nimeros realesy < x, < by {z,} — b. Tendremosf = lim fx[,.,. Cada elemento de
esta suceéin es medible, por ser R-integrable, y por tafites medible. Por otro lado, puesto
que|f| = lim | f| X[a,.2,],» @plicando el teorema de la convergencia otona (teoreml) y la
hipotesis a) se sigue qU¢| es L- integrable y por tanto lo &5

Sea ahora b) cierto. Se teady |f| < [, [f] Y por tanto vale a).

El teorema de la convergencia dominada (teoremg 3.17) da

b Tn
/f:hm/ f=r—{
a a [a,b]
O]

Ejemplo 3.5. La funcbn % es integrable efiL, +00) ya que la integral impropia;(’f”_Oo ¢ dx
es convergente. Por la misma tazson integrables las funciones“ paraa < 1. Sus integrales
coinciden con las correspondientes integrales de Riemann impropias.

Debe observarse que la existencia de integral impropia de Riemann no implica la conver-
gencia de Lebesgue. De hecho, como consecuencia del teorema anterior, si existe la integral
impropia pero sin convergencia absoluta la fénano es integrable en el sentido de Lebesgue.

Ejemplo 3.6. Sea la fundn f : [0, +o0) — R definida porf(z) = “2 sin —1 < o < n.
Es integrable en sentido impropio de Riemann pffeg = > &

; +%(x—n—l—1)si
n — 1 < x < ny por tanto suimite cuandor tiende a+oo es la suma de la serie convergente
> % La integral no converge absolutamente p@% = +o0 Y, por lo tanto, la fundn no
es integrable en el sentido de Lebesgue.
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3.6 Continuidad de una funcbn definida por una integral de-
pendiente de un paametro.

Teorema 3.21.Seanl, J dos intervalos dd?? y R? respectivamente y : I x J — R tal que
a) Para caday € J la funcion del en R tal quex — f(x,y) es medible.
b) Existeg € L(I) tal que para cada € J se cumplef(z,y)| < g(z) c.p.t. enl.
c¢) La funcbn f(z,y) es continua en la variablg c.p.t.z de .
Entoncesf(.,y) € L(/) para caday y su integral es una fungn continua ery, es decir

lim/f(x,y) = /limf(a:,y) :/f(x,t).
y—=tJr1 J1y—t I

Demostraddbn. Desde luego de a) y de b) se sigue ¢fie, y) es integrable en la variablepara
caday. Sea ahorg,, una sucedin que tenga poirhite ¢. LlamemosF,,(x) = f(z,y,). De la
condicbn c) tenemos que c.p:it.se cumple qué’,(z) — f(x,t). Ademas|F,(x)| < g(x). Por
el teorema de la convergencia dominada (teoilemd 3.17) podremos pasdteabdjo el signo
integral.

O

Ejemplo 3.7. 1. Se define la funén I' mediante la integral’(y) = [,"* e "2¥~'dz. Esta
integral es convergente para > 0. En efecto, basta tener en cuenta qué st y, <
y <y < +oo, [e"®z¥~1| est acotada porcz¥o~! para0 < z < 1y pore“z¥~! para
x > 1y que esta funén “dominadora” es integrable. La proposian anterior permitia
asegurar qud’ esht definida y es continua e < y < 1, Y, por tanto, para cadg > 0.

2. [g"° e mEit iy es convergente y continua paga> 0. En forma similar al ejemplo
anterior basta considerar para < y, < y < y; < +oco la acotacbn ‘e*xys% < ce Yo,

3.7 Derivacibn bajo el signo integral

Teorema 3.22.Seanl, J intervalos abiertos dé?? y de R respectivamentef; : I x J — R que
cumple

a) Para caday € J lafuncion f(.,y) es medibley paraua € J, f(.,a) € L(I).

b) Existe%(x,y) para cada(z,y) € I x J.

c) Existeg € L(J) tal que‘%(w,y)‘ < g(x)para(z,y) € I x J.

Entonces para cada € J, f(.,y) € L(I), la funcibn F(y) = [, f(x,y) es derivable en

0

todos sus puntos §'(y) = J; 3 (x,y).
Demostracdn. Aplicando el teorema del valor medio, para cada existec comprendido
entrea e y tal que f(z,y) — f(z,a) = (y — a)g—g(x,c). Por tanto|f(z,y)| < |f(x,a)| +
ly — a “g—i(:c, c)‘ . De a) y b) se sigue entonces gfle, y) € L(I).

Seay € J y una suceginy, — y cony, # y. La sucesdn g, (z) = {@em=rew) ¢ (1)

Yn—Y
tiene por imite %("E’y) para cadar € I. Como consecuencia del teorema del valor medio
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lgn(x)| < g(x), parax € I cong € L(I). Podremos aplicar el teorema de la convergencia
dominada con lo que

F(yn):j(y) = lim/lgn(a:) = /Ilimgn(x) = g(l'ay)'

r
Hn Un 10y

]

Ejemplo 3.8. La funcbn T (y) es derivable e) < y < +oo. En efecto, la derivada bajo el
signo integral de la expre8n del da [;"* e~*2¢~!In z dz. Se# suficiente tener en cuenta que
paral < yy <y < y; < +oo Se tiene la acotadin |e “z¢v ' Inz | < czvo ! |Inz|si0 <z <1

yle ¥ nz| < e ®a¥!lnz|sil <z < 400y que la funddn definida pora? ! |In z| si
0<z<lypore @z !|lnz|sil <z < +ocesintegrable.

3.8 Integracion en un espacio producto

Designaremos pafz, y) a los elementos d&" = R? x RY parar € R’y y € R?. Dado un
conjuntoE deR"y x € RP consideraremos el subconjunto®g £, = {y € R?;, (z,y) € E}.
Analogamente, si € R? seaFE?Y = {x € RP; (z,y) € E}. Designaremos pom,,, m,,m,
respectivamente a las medidas de Lebesgu&erk?, R? si queremos especificar de cual se
trata. Siguiendo estas notaciones tendremos el siguiente teorema.

Teorema 3.23.Seak’ un conjunto medible d&". Entonces
a) Los conjuntog”, son medibles c.p.t:. Analogamente logs¥ son medibles c.p.i.
b) Las funciones — m,(E,) yy — m,(EY) son medibles.

C) my(E) = Jre mq(Ex) = JRa mp(Ey)'

Demostraddbn. Veremos, en primer lugar, que el teorema se cumple para los conjuntos de la
forma producto de dos intervalos, pasaremos despuprobarlo para el caso de un conjunto
abierto, seguidamente para un conjunto medible acotado y, finalmente para un conjunto medible
cualquiera. Probaremos el teorefrracamente para los conjuntés y su correspondiente fun-

cion medible. En forma completamenteadoga se proban los enunciados para los conjuntos
EY'y la funcion medibley — m,(EY).

SeaFE = [? x [4. Los intervalos pueden ser abiertos, cerrados o semiabiertos. Tendremos
queE, = I1six € I’y E, = ¢ Sixz ¢ I?. De esta formd’, es un conjunto medible para todo
zylafuncbonz — m,(E,) = m,(I?)x»(z) s una fun@n medible. Pofiltimo, se cumple c)
para estos conjuntos ya que

/RP Mq(fq)XIP = mP(Ip)mq(Iq) = mn(]p X Iq)‘

Sea ahord’ un conjunto abierto. Se pagiexpresar como una um de un conjunto nume-
rable de intervalos semiabiertos disjuntos. Sea una tal descon@poBici UI,,. Cada uno de
estos intervalos cumple el teorema. Tendremosigue- U/, Yy, por ser umdn numerable de
conjuntos medibles, semedible para cada La funconm,(E,) = > m,(I,,) y Sel por tanto
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medible. Poiiltimo del teorema de la convergencia mwna (teoremp 3.11) y de la propiedad
de la aditividad numerable de las medidas (teoffemd 2.19) tendremos

mo(B) = Yo mall) = 32 [ molLns) = [ S mq(l) = [ my(E)

Yy, por tanto, vale el teorema para conjuntos abiertos.
Seguidamente sdaun conjunto medible acotado. Exigtiruna suceén de conjuntos abier-
tos A,, acotados y una sucési i, de compactos tales que

AilDAD...DED ... DKy DK,

conm, (A, — K,,) — 0.

A cada abierta4,, — K, se le poda aplicar el teorema con lo que, (A, — K,..) se@a
una sucesin de funciones medibles, decreciente y no negativas. damdimite, seap(z) =
lim m, (A — Kne). El teorema de la convergencia niwona decreciente (teorer@.m) nos
da’ quefg, o(x) = lim [z, my(Ape — Kpe) = limm, (A4, — K,,,) = 0. Tendremos entonces
quey(x) = 0 c.p.t. z. Consideremos los puntasen quelim m, (A, — Kn.) = 0. Puesto
gueA,,, son abiertos yx,,, son compactos tendremos glig se& medible y vale a) para estos
conjuntos. Tendremos tan@n que, para los mismos puntes,(E,) = limm,(A,,,) y por
tanto la funcbnx — m,(E,) sela medible. Poilltimo el teorema de la convergencia ndtona
daia

ma(B) = limm, (An) = lim [ my(Ang) = [ limm,(An,) = /R ().
Esto prueba c) para los conjuntos medibles acotados.

Sea finalmentd” un conjunto medible arbitrario. Consideremos los conjuiigs= F N
([-m,m| x - -+ x [-m,m]). Tendremos qué&, = UE,,, . CadaF,,, es medible para cada
salvo un conjuntaV,, de medida nulaF, se& medible salvo qu&enuUN,, que es de medida
nula. Tendremos, por otro lada, (E,) = lim m,(E,.,) y por serm,(E,,,) funciones medibles
se@ a su vez medible. Una nueva apliéaciel teorema de la convergencia ratoma junto a
propiedades&sicas de la medida permite obtener

my,(F) = limm,(F,,) = lim . My(Emez) = . limmy(Ep.) = /Rp my(Ey)

gue nos da c).
O

Dada una fundin f definida en el espacio produckt¥ x R? se designax por f, a la funcbn
definida enRk? mediantef,(y) = f(z,y). Andlogamentef¥ denotaa la funcbn definida enk?
por f¥(x) = f(x,y). Por ejemplo, sif esxg, la funcibn caractdstica de un conjuntd C
RP x RY,tendremos quéxg). = x&, Y (Xr)Y = Xgv.

Teorema 3.24. (Teorema de Tonelli)
Seaf : R? x R? — [0,4o00] una funcdon medible, no negativa. Entonces
a) Las funcioneg, son c.p.t.x medibles. Aadlogamente las funcioned'.
b) La funcbnz — [, f. es medible. Amogamente la funény — [, fY.

C) Se CumplngﬂXRq f - pr qu fac = qu fRP fy'
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Demostraddbn. El teorema anterior es equivalente a decir que el teoremalig® \para funcio-
nes caractésticas de conjuntos medibles. §&mtonces tamén cierto para funciones simples
medibles no negativas. Para una famcf como la del enunciado consideremos una so@cesi
s, de funciones simples no negativas, ratima creciente y cuydrhite esf. Tendremos que
para cada: de R?, s,,, — f.. Porlo que acabamos de decir cagdg es medible salvo en un
conjuntoNV,, de medida nula y, por lo tanto, todas ellas son medibles salv@\eénque es de
medida nula. Por tanto las funciongsson medibles c.p.tx y vale a). Por el teorema de la
convergencia mastona se tieng, f. = lim [, s, Y por seréstas medibles lo seel limite y
por tanto es &lido b). Porlltimo, el teorema de la convergencia mtona aplicado dos veces

dam@
/ / f;,;:lim/ / Sz = lIm S = f
Re JRa Re JRa RPx R4 RPx R4

De forma a@aloga se prueban los enunciados cambiando el orden de integdicias variables.
O

Ejemplo 3.9. 1. Expresemos el volumen del interior del cilindro/ghdefinido pors2+1? =
4x comprendido entre el plano= 0y el paraboloider? + y? = 42 como integrales itera-
das. Para cadd® < = < 4 los valores dg estaién en el intervalo de extremesy/4r — z2
y +v/4z — 22. Para cada par(z,y) la variable » esta@ en el intervalo[o, “*“21‘92] . Ten-

Vi g B

VAz—z2?

dremos entonces que el volumerésgt dx f+

2. Consideremos la fun f (z,y) =

definida en0,1) x (0, 1). Se tiene que

2+2

1 1
/ vy dy—a:ln<1+ )
0o 2412

Esta funobn se extiende por continuidad en= 0 y por tanto es integrable efD, 1).
Luego, por tratarse de una fur@r no negativay es integrable erf0, 1) x (0, 1).

Obsrvese que lasinicas hitesis del teorema son la no negatividad de la famgi su
medibilidad. A partir de&stas si una de las integrales iteradas es finita se obtiene que, permutando
el orden de integraon, el resultado es el mismo y coincide con la integral en el espacio producto.
En el enunciado no se excluye que todas las integralesisearnpero si una de las integrales
iteradas es finita ya se puede asegurar que laduares integrable. Como veremos sin ladigsis
de no negatividad de la furam el resultado puede ser falso. Veamos antes un teorema en que
sin esta hiptesis de no negatividad permite obtener la integral en el espacio producto como
integrales iteradas.

Teorema 3.25. (Teorema de Fubini)

Seaf : R? x R? — R una funcon integrable. Entonces

a) Las funcioneg, son c.p.t. z integrables. Aalogamente las funcione® son c.p.t.y
integrables.

b) La funcbnz — [, f. es integrable. AAlogamente lo es la funony — [, f¥.

C) Se Cumplngqu f - fRP qu faz - qu fRP fy'
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Demostraddn. Las funcionesf* y f~ son no negativas y de integral finita. El teorema ante-
rior nos da quef,” y f, son medibles, quey, [ro [ = Jrrxre [T < F00Y Jro Jra fo =
Jrowre = < +o0. En particular(y, .7y [z f, sOn finitas c.p.t. y por tantf. son integrables
c.p.t.x. Tendremos quéy, fo = [re .7 — ra fo - Puesto que las funciones def, f.F Y [re [0

x

son integrables lo sarsu diferencia (vale, entonces b)) y su valoaser

/RP/qu:~/RP qu;_/Rp qu;:/l%pXqu+_ RPXqu_: RPXqu

De una forma afloga se prueban los enunciados cambiando el orden de inteydeeias va-
riables.
O

Con frecuencia, para comprobar labiigsis de integrabilidad de la fudci en el teorema de
Fubini, se utiliza el teorema de Tonelli. Supuesta ya la medibilidad de ladirfcisu integra-
bilidad es equivalente a la d¢|. Esta es una funéh no negativa por lo que su integrabilidad
equivale que las integrales iteradas den un valor finito. Una vez asegurada su integrabilidad po-
demos aplicar ya las conclusiones del teorema de Fubini, en particular la integral de &a funci
se puede calcular mediante las integrales iteradas en el orden quassadenuado.

Ejemplo 3.10. 1. Consideremos la funmn definida eno, 1] x [1, +o0) por f(z,y) = e~ ™Y —
2¢~2% \leamos que las integrales iteradas existen pero que son distintas si se cambia el or-
den de integradin. En efecto, olésvese que para cadac (0, 1) la funcione =¥ —2¢e~2%v
toma valores positivos para suficientemente grande. Tendremos entonces que la in-
tegral de Lebesgue en la variableen la semirrectdl, +o0) existira si es convergen-
te la integral impropia de Riemanifi™ (e=*¥ — 2e~2%%) dy y coincidira con su valor
=) Esta funcbn es integrable erf0, 1) y dara un valor positivo. Por otro lado
Jo (€7 — 2e72) dy = —<~U=¢") Esta funcbn es integrable efi, +oc0) y dara como
integral un valor negativo. La conclus, teniendo en cuenta el teorema de Fubini, es que
la funcibn no es integrable.

2. Seaf € L(RP)y g € L(R?), entonces (z)g(y) € L(RP x R?). Veamos en primer lugar
la medibilidad de la fundéin. Seé suficiente probar la medibilidad d&x) como funadn
definida enk? x R?. Si f como funddn enR? es el Imite de funciones simples medibles
de la forma}_ a;x 4,, tendremos que como fulci enk? x R? serd limite de una sucesn
de funciones de la form& a;x4,xr«. S€@ entonces suficiente probar queAiy B son
conjuntos medibles respectivamente®ry enR?, A x B es medible efk? x R?. Todo tal
conjunto se puede expresar como unabamumerable de conjuntos del mismo tipo donde
A'y B son ahora acotados. Dado> 0 existiran abiertos acotado8 C RPYyV C Ry
compactods y L tales que

KcAcU ym,(U—-K)<e
LcBcCcV ymy(V-L)<e.

Tendremos entonces qééx L es compacta/ x V' es un abierto,

KxLCAxBcCcUxV
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YMprg(U XV — K xX L) <myyo(UX (V—=L))+m,,(U—K) x V). Ahora bien, la
medida de un producto de dos abiertos es el producto de las medidas de los abiertos. Esto
puede comprobarse descomponiendo cada uno de ellos cogmonumerable de interva-

los diadicos disjuntos, o bien aplicando el teorema de Fubini a la famcaractefstica

del producto de estos abiertos. Tendremos entonces que

Mp+q(U XV — K x L) <my(U) x mg(V — L) +my(U — K) x my(V) < ce.

Por lo tantoA x B es medible.

Una vez visto quef(z)g(y) es medible su integrabilidad se sigue aplicando el teore-

ma de Tonelli & f(z)g(y)|, ya que [z, [z |f(2)g(W)] = Jpo [f(@)] [ra [9(y)] < +o00.
Podremos entonces aplicar el teorema de Fubini y tendremos(gus,, f(x)g(y) =

Jre £(2) Jra 9()-

3.9 Cambio de variable en la integradn

SeanU y V dos abiertos d&" y g una aplicadn de clas&€!, biyectiva del/ enV con inversa
del mismo tipo. Como consecuencia del teorema de la duniciversa es equivalente a decir

de variable taml@n lo esg~!. Es de inteés observar que la imagen por una tal aplicagi de

un conjunto compacto es un conjunto compacto y que la imagen de un abierto es un conjunto
abierto. Mas adelante veremos que la imagen de un conjunto medible&arabiun conjunto
medible. Se trata de relacionar las integrales de unaduaridefinida enl con una integral

en que que a la fungn f se le haya efectuado el “cambio de variable” es décirg. Como

en el caso de las integrales de Riemann de una variable la integfataeoincidia con la de

f o g sino que esta funén debea multiplicarse por el idulo del determinante jacobiano de la
transformaan g.

Ejemplo 3.11. 1. Consideremo# el abierto deR? definido por(0, +oc) x (0,27)y V =
R?* — {(x,0);x > 0}. Seag : U — V definida porr = pcosp, y = psin . Se trata de
un cambio de variable. A las nuevas coordenadas se les denomina coordenadas polares.
Si tenemos una furi definida enV/, z = f(x,y) efectuar el “cambio de variables” a
esta funadbn es considerat o g, es decir,f (p cos ¢, psin p). Como ya veremos, la integral
de una fundn f(x,y) sobreV coincidira con la integral def(p cos p,psin ¢) |det dg|
sobreU. Para este cambio de coordenadas se tighe dg| = p (cos2go + sin? go) y
por tanto se debérintegrar f(p cos p,psin)p sobreU. Si se trata de integray sobre
un subconjunto d& coincidira con la integral def(p cos ,psin ¢)p sobre el conjunto
correspondiente pog enU. Por ejemplo siD es el interior del disco unidad centrado en
el origen intersecéin con el primer cuadrante tendremos que (D) = (0,1) x (0, g)
y si deseamos integraf(z,y) = 2* + y* obtendremos;, (v* +¢*) = [,-1(p)P°p =
0% dy fol p3dp = - Con frecuencia se utiliza este cambio de coordenadas par@@iio
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de una integral de una funin definida sobre todé&>. Esto no supone problema alguno

ya que, puesto quf(z,0);z > 0} es de medida 2-dimensional cero, la integral solife

y sobreV coinciden y en este abierto podemos efectuar el cambio de coordenadas. Una
situacibn aréloga se presenta en los ejemplos siguientes.

2. Consideremo$/ el abierto deR? definido por(0,+o00) x (0,27) x Ry V = R? —
{(x,0,2);x > 0}. Lafuncbng : U — V definida porz = pcosy, y = psing, z = u
constituye un cambio de variable. A las nuevas coordenadas se les denomina coordenadas
cilindricas.

3. Consideremo$/ el abierto de??* definido por(0,+oc) x (0,27) x (—g,g) yv =
R} — {((x,0,2);2z > 0)}. La funcbn g : U — V definida porz = pcospcos A,
y = psinpcos A, z = psin A es un cambio de variable. A las nuevas coordenadas se

les denomina coordenadas &stas.

Empezaremos estudiando la refactientre la medida de un conjunto y la de su conjunto
imagen mediante una aplicaailineal.

Lema 3.26. SeaT un isomorfismo lineal d&”™ en R*. Si A es un abierto dek” entonces
m(T(A)) = |det T| m(A).

Demostraddbn. Todo isomorfismo lineal puede obtenerse por composiciones de aplicaciones ele-
mentales del tipo siguiente.

Ti(xq, 29, ...y Ty) = (kxy, T2, ...xy), kK#0
To(X1, ooy Ty ooy Ty ooy Ty) = (X1 ey Ty ooy Ty ooy L)
Tg(Il,IQ, ,In) = (131 + T2, T, ,xn)

Si demostramos que para cada una de estas aplicaciones vale la poop@siE sex cierta
para cualquier isomorfismo. En efecto,Sly 7' son isomorfismos que cumplen(7'(A)) =
|det T|m(A)y m(S(A)) = |det S| m(A) se tendd que

m (TS (A)) = |det T|m (S (A)) = |det T'||det S| m (A) = |[det T'S|m (A).

Veamos que sf es un intervalo de la forma= [a;, b;) X - -+ X [a,,, b,) S€ cumplen(T(I)) =
|det T'| m(I) para cada una de los tres tipos de aplicaciones elementales. En efecto( si

Tl([) = [kal,k:bl) X oo X [&n,bn)
y por tantom (73 (1)) = km(I). Analogamente sk < 0
Tl([> = (k;bl,kal] X+ X [(ln,bn)

ym(Ti(1)) = —km(I) = |k|m(I). En ambos casas(7 (1)) = |det T1| m(1).
Directamente se comprueba quéTs (1)) = m(I) = |det Tz| m(I).
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Para probarlo pard; podemos calculan(75(7)) mediante el teorema de Fubini:

ba b1+x2
/ di,, - /d@/ dry = m(I) = |det Ty| m(I).

1+z2

Para probar el enunciado para cualquier abierto y respecto a cada uno de los tipos de transforma-
ciones elementales basta descomponer el abierto en intervatbisadi disjuntos dos a dos del
tipo de los anteriores y aplicar la proposiciya probada utilizando la aditividad numerable de
la medida.
O

Teorema 3.27.SeaT’ un isomorfismo lineal d&™ en R™. Si M es un conjunto medible de”
entonced’ (M) es medible yn(T'(M)) = |det T'| m(M).

Demostraddn. Es suficiente probarlo para los acotados medibles. En efecto, todo conjunto me-
dible se podi expresar como una wm numerable de una suc@sicreciente de conjuntos me-
dibles acotados. Aplicando la proposicia cada uno de ellos y pasandaialite las igualdades
entre las medidas se obteadzl teorema en general. Sea entontésnedible acotado y sea

e > 0. Existiran un abiertoA y un compactok tal queK ¢ M C Aym(A—-K) < ¢
Tendremos entonces qiig A) es un abiertd]’(K) es un compactd(K) C T(M) C T(A)y

m(T(A) —T(K))=m(T(A—-K)) < |detT|e.
Esto asegura la medibilidad @& /). Veamos la rela@n entre las medidas.

m(T(M)) = inf {m(T(A)); A abierto M C A}
= inf {|det T| m(A); A abierto M C A} = |det T|m(M).

]

En la demostradin del teorema del cambio de variable una de las herramientas que se utili-
zaia es la aproximaodn local de la fundn que expresa el cambio de variable por su aplicaci
diferencial. Otraécnica que ya hemos utilizado en diversas ocasiones es la descoompdsici
un abierto en intervalos dilicos. Cierta propiedad que se conoce para estos se lleva entonces
a los conjuntos abiertos y deggsua los conjuntos medibles. Esneodo, cuando se trabaja con
endomorfismos dé?” y buscamos propiedades de lashgenes de los intervalos, considerar
una norma enRk™ tal que sus bolas sean los intervalos.i Aen el pobximo lema considera-
remos la norma dé&" definida por||z|| = max {|z;|}. Las bolas respecto a esta norma son
cubos. SiI" es un endomorfismo d&" definido por la matriZa,;) se le asocidr ahora la norma
|T|| = supyju<1 [|T(x)|| que venda dada por

n
ITI = max |37 aid;| = max 3 Jay]
j=1

B VIES|

Esta norma cumple la desigualddd(z)|| < ||T|| ||=| ya queHT (H%II)H < ||T|| . En particular,

99i

si T es la diferencial en un punto del cambio de variahltendremog|dg|| = max; >-7" o

=1
y se cumplia quel|dg(z)|| < [|dg]| [|=| -
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Lema 3.28. Seag un cambio de variable d& enV. La imagen porg de un cubo cerradd’
contenido ert/, de semiarista esé contenido en un cubo de semiariste, . ||dg.|| r.

Demostraddbn. SeaC centrado en un punte. Aplicando el teorema del valor medio para cada
x € C, existe);, 0 < \; < 1tal que

gi(x) = gi(a) = >_ ax; (a+ Xi(z — a))(z; — aj).
Por lo tanto

Fae) Z

J

N[z —all < sup ||dg.]|| |z — all,
zeC
de donde
l9(z) — g(a)|| < sup|ldg.|| ||z —a .
zeC
O]

Lema 3.29. Seag un cambio de variable d& enV. SeaC' un cubo cerrado contenido dni,
entonces

m(g(C)) < [ |detdg .
Demostradbn. Para cada cubo cerrado conteniddgrcomo consecuencia del lema anterior
m(9(C) < (sup ldas|)"m(C).
Seay un punto de&”'. Apliguemos esta desigualdad al “cambio de variabd@gil og. Tendremos

m(dg;1 0 g(C)) < (sup Hdgy odg,

zeC

Sabemos (teorenﬁa 3127) quédg, ' o g(C)) = ‘det dg;l‘ m (g (C)) . Por la continuidad de la

aplicacbn Hdgy—1 o dg,|| existira unx € C' en que se alcanzamax Hdgy_l odg,.| Yy por tanto tal
que

)" m(C).

m (g (C)) < |detdg,| Hdgzjl o dg, ”m(C).

Seiia de desear que el facq#)jgy—l o dg, " fuese “poximo” al. Paralograrlo descompondremos
el cuboC' en otros cubos de manera que esto ocurra. Concretando, ya que énfungi) —

Hdgy o dng es uniformemente continua éhx C, para cada > 0, existe una descomposici
deC' como unon finita de cubos cerraddg, con interiores d|SJuntos dos a dos, tales que

< 1+ ¢, parazx,y pertenecientes al misn(g.

|dg, " o dg.
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Para cada cub6; seay; € C; tal que|det dg,,| = inf {|det dg.|; =z € C;} . Tendremos
m (g(Ci)) < |detdgy,| (1 +¢€)"m(Ci) < (1+¢€)" /C |det dg|
y por tanto

m(g(C) < Y m(g(C)) < (142" [ detdg| = (14<)" [ |det dg]

donde hemos tenido en cuenta para probaitima igualdad que los solapamientos de los con-
juntosC; forman un conjunto de medida nula. Fidtimo, puesto que esta desigualdad vale para
cadas > 0, se sigue quen (g (C)) < [ |det dg| .

0

Lema 3.30. Seag un cambio de variable d€ enV. SeaA un abierto contenido e, entonces

m (g (4)) < | |detdg].

Demostraddn. Obsrvese en primer lugar que por sérabierto, su imagen(A) también es

un abierto y en particular es un conjunto medible. Descompongamos el abiecmo unon
numerable de cubds; cerrados con interiores disjuntos dos a dos. Por ejemplo ya hemos visto
que todo abierto es umm numerable de cubos disjuntos del tjpda;, b;] y es ya &cil ver queeste

se puede expresar como aninumerable de cubos cerrados con interiores disjuntos. Aplicando
a cada cubo el lema anterior

m(g(4) € Xm(g(C) <Y [ |detdg| = | |detdg].

]

Teorema 3.31.Seag un cambio de variable d& enV'. SeaFE un conjunto medible contenido
enU, entonceg(E) es medible y

m(g(E)) < [ |detdg].

Demostraddbn. Supongamos, en primer lugar, quet dg| est acotado e/ por k. Sea por el
momentoE acotado. Por ser medible, para cada 0 existen un compact&” y un abiertoA,
que poda suponerse contenido én tales queK ¢ £ C Ay m(A — K) < e. Tendremos
entonces que(K) es un compactg;(A) es abiertog (K) C g(E) C g(A). Aplicando el lema
anterior

m(g(4) =g (K)) = m(g(A—K)) < [ |detdg| < km(A—K) < ke.
De donde se obtiene la medibilidad gieF) . Por otro lado

m(g(E)) <m(g(A4)) < /E |det dg| + /A_E |det dg| < /E |det dg| + ke.
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Puesto que vale para todo> 0 se tienen (g (E)) < [ |det dg| .

Si E' no es acotado se padexpresar como udin de una sucesin morotona creciente de
conjuntos medible#’,, acotados. Aplicando la proposici a cada uno de ellos tendremos que
g(E) = Ug(E,,) seda medible y

m (g (E)) =limm (g (En)) < lim [ |detdg| = [ |detdg|.
En E
Porultimo, si|det dg| no esé acotado consideremos
Up ={z € U; |detdg| < m}

y apliquemos el teoremaian U,,. Tendremos que(F) = U,,g(E N U,,) se& medible y

m(g(E)):nmm(g(EmUm))ghm/m |detdg|:/E|detdg|.

Podemos pasar ya a enunciar el teorema del cambio de variable

Teorema 3.32.Seag un cambio de variable d& enV y E un conjunto medible contenido en
U.
a) Sif es una fun@n medible no negativa definida &hse tiene

/ fz/fogldetdm-
9(E) E

b) Seaf una funcén definida enl/ entoncesf es integrable ey (E) si y solamente si es
integrablef o g |det dg| en E'y en este caso

/ fz/fogldetdm-
9(E) E

Demostraddbn. Probemos a). Consideremos en primer lugar una éumsimple medible. Sea
s = Y11 aiXe(E,) CONE = UE; y los E; disjuntos dos a dos. Tendremos como consecuencia de
la proposiodbn anterior

[ o= > aumlg(5) < Sa. /. ldetdg| = [ sog]detdg|.

Sea ahord no negativa. Tendremos

f:sup{/ 3;0§3§f,ssimple}§
9(E) 9(E)

sup{/ sogldetdg|; 0 <s<f, ssimple}g/fog|detdg].
E E
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Veamos la desigualdad en el otro sentido. Apliguemos la desigualdad que acabamos de probar
al cambio de variable™, a la funcoén f o g |det dg| y al conjuntog (E) . Tendremos

/ f o gldetdg| §/ (fogldetdg|)og™ ’detdg_l‘ :/ f
E 9(E) 9(E)
y, por tanto, hemos probado a). Veamos b). Sabemosfgeintegrable sobrg(E) si las
integrales dg* y de f~ son finitas. Adlogamentg o g |det dg| es integrable e’ si son finitas
las integrales déf o g |det dg|)™ = f* o g|detdg|y de(fogl|detdg|)” = f~ o g|detdg]|.
Aplicando el apartado a) a cada una de estos pares de funciones tendrenfiassqotegrable
eng(E) siy slosif o g|detdg| esintegrable ek'y [, p) f = 5 f o g|det dg|.

O

Obstrvese que si aplicamos el teorema del cambio de variable a l@fucahstante igual a
1 obtenemos quei(g(E)) = [ |det dg| .

Ejemplo 3.12. 1. Veamos que la funn

1'2

(2 +92)° In* (22 + ¢2)

esintegrable et{(az, y) € R% 22 +¢% < i} Efectuemos el cambio a coordenada polares.

Deberemos integrar la fungh no negativa%p. La integral iterada es finita y por
tanto la funcon es integrable.

2. Calculemos el volumen del recinto & definido porz? 4+ ¢ + 22 < 2, 2 > 22 + 2. La
interseccdn de las superficies? + 3> + 2% = 2, z = 2? + y? son los puntos de la forma
2 =1,z = 22 + 4% Aplicando el teorema de Fubini tendremos que calcular

/962+y2§1 <\/2 —x?— 2 — (x2 +y2>> )

Pasemos esta integral a coordenadas polares. Deberemos calcular

82 -7
2—p”—f>p=ﬂ-
/(p,ga)e[o,l]x[o,zﬂ ( 6

3. Calculemoyy | )x[o,+0) e~**~¥’, Es equivalente alaculo de la integral sobre
(0, +00) x (0, +00) .
Pasando a coordenadas polares deberemos calcgllﬁfoo e pdp = 7. Notese que de
aqu puede verse qug"™ e dy = @ En efecto, por el teorema de Fubini

2

</+OO e_w2dx> = / e Y
0 [0,+00) x[0,+00)
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Calculemos’, (1 + (2? +y? + 22)3) donde

D= {(x,y,z) CR 2y + 22 < 1}.
Pasando a coordenadas éstas deberemos calcular
1 1
(1 +p3) p*cos A = 4 ( + ) .

/(p,@,)\)e((],l)x(o,%r)x(—72’,72’) 3 6

. . .. 2 2
Calculemos el volumen del dominio definido por 0, z < £, 2? + y? < 4. Pasando
a coordenadas dihdricas deberemos integrar la furdei p sobre el dominio

2
{(/078072);0<Z</)2,0<p<2,0<<,0<27r}

Las fronteras de estos dominios no afectan, una vag, ral d@lculo de las integrales
2
= 2

2m f02 pdp [,? dz =27 f02 %dp = 4r.

3.10 Ejercicios

1.

SeaS un conjunto denso eR. Prueba que sf : R* — R es tal quef~! ((—oc,a)) es
medible para toda € S entonces es medible.

Prueba que si es una fundn simple medible yf es una fun@n medible entonceso f
es medible. Prueba que la compaoaitde dos funciones medibles definidas®a valores
reales es medible.

Seaf (z,y) = E [r + y] dondeF [z] es la parte entera de Halla la integral en0, n] x
[0, m] paran y m naturales.

Sea la sucesn de funcioney,, (r) = z}.5. Prueba quéim f, (z) = 0 uniformemente
en Ry que al tiempof; -1.» = 7. ¢Contradice esto el teorema de la convergencia
dominada? ¢Q@upuede decirse en relacia este teorema?

Calculaf, 22220 ”2?2 dondeD es el dominio definido pof- < 22 + y? < 72.
Y

\ z2+
Determina los valores detales que el volumen de

1 a
{(x,y,z) ER 2>1,2°+y2 < () }
z

es finito.

Estudia la integrabilidad o no integrabilidad de
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

@) [iz4,2<1 @2% sedin los diversos valores de

1
(B) St o0 s
©) [, Lyl W sedin los diversos valores de

Estudia la integrabilidad para los diversos valores die la funcon
(0,1).

‘7|a en(0,1) x

Prueba por inducen que siB,, es la bola de radie en el espacio—dimensional, se
cumplem (B,,) = ¢,r". Determina las constantes paran = 2, 3, 4.

Seal,"™ e~** cos xt dz. Prueba qué” (t) = —3tF (t) y calculaF (t).

Prueba que para todgZ 0 existe la derivada dé] In (2 + t?) d.

Calcula el volumen del dominio intersemeide los cilindros:? + y? < 1y 2% + 22 < 1,

Invierte losbrdenes de integram en

(@) Jif (J5*" f (2.) dy) de.
) J§ (1 £ (2,y) dy) do.

Estudia la integrabilidad de Riemann impropia y la de Lebesgg@é }gein i

n \" = too 4
lim/ (1 — ) e2dr = / e 2dx.
0 n Jo

Consideremok = [,/ ¢~*"dx. Veamos una forma de calcularlo. Sea: ut, tendremos
K =u [;7® e **di. Por lo tanto

400 +o0 +o0 .
K/ e du = KQ/ e‘“gudu/ e di
0 0 0

Justifica que se puede intercambiar el orden de integrgccalculak’.

Prueba que

Calcula/p, z, dondeD es el dominio definido por® + y? < 2%, 2 > 0,22 +y? + 2% < 1.

Halla el volumen de la interseodi de la bola unidad? 4 32 + 2% < 1 con el interior del
. . 2
cilindro definido porz? + (y - %) = i

Calcula/,, (z + y)* (z — y)* dondeD es el recinto acotado limitado por las rectasy =
Lr—y=124+y=3, 2 —y=—1.
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3.11 Nota hisbrica

La idea dearea de un reangulo, de un téngulo y de otras figuras geéinicas aparece ya en
el Antiguo Egipcio y en Babilonia. Los griegos admait que figuras simples tem unarea que
era un fimero no negativo. Estosimeros teran una propiedad de aditividad ,esto e @ra
la unibn disjunta de5'y 7' se cumplaa (R) = a (S) + a(T) .

El método lasico para determinar area era el @todo de exhauén que, al parecer, pro-
viene de Eudoxio+ 300 a. C.) y aparece en los Elementos de Euclides. Se aproximatsael
de una determinada figura por la deigohos inscritos de las que se cor@suarea. No se
trataba despes de hacer un paso atrlite mas o memos riguroso sino que mediante w@tado
alternativo, riguroso, se evitaba su uso. De esta form&apqgatobar, por ejemplo, que la taz
de lasareas de dosiculos era equivalente a la @z de los cuadrados de losadietros y otros
muchos resultados.

Arguimedes (287-212 a.C.) estddas longitudes de ciertas curvas esmo gran imero
de areas y vaimenes. Aplio el método de exhauén a problemas que fueron degguuente
de inspiradbn para los creadores dehlCulo. Sus resultados, como todos los dépaca, se
expresaban en forma de proporciones. Una de las novedadesignificativas es el trabajo de
“El método” en que utiliza ciertas ideas de la meica para obtener resultados que luego p@bar
con el metodo de exhauon.

La creacbn del Galculo fue una respuesta a los problemaacpicos y cierificos que se
presentaban en el siglo XVII. Algunos de los problemas que se plantearon fueralcidb c
de longitudes de curvas (por ejemplo, distancias recorridas por un plaaretas, limitadas por
curvas, centros de gravedad, walenes acotados por superficies, etc. En@st&a se vuelven
a estudiar los trabajos de Arnuedes y el ratodo de exhauen y se modifican totalmente con
la invencbn del Gilculo. Se sigue admirando el rigor deétado de exhauon pero prima la
obtencon de resultadosapidos, &ciles y generales. Por otra parte la geomaednaitica de
Descartes (1596-1650) perimaituna nueva formulagn de los problemas deeas y valmenes.

Entre los iniciadores de lapoca deben mencionarse a Kepler (1571-1630), Galileo (1564-
1642) y Cavalieri (1598-1647). El@odo de Kepler consiste en identificaél@as y vdimenes
con una suma de infinitos elementos infinitesimales. De esta forar@&lde unicculo es la
suma de lagéreas de infinitos teingulos con base en la circunferenciaéytice en el centro. El
volumen de la esfera se obtiene como suma daémehes de pamides. La descompositi
en “indivisibles” depende del problema particular que se presenta. Piensa que, si se desea, se
pueden rigorizar los resultados obtenidos medianteatbdo de exhauon. Galileo considér
tambien lasareas en forma similar como suma de indivisibles. Estaita fue popularizada por
Cavalieri. Dadas dos figuras se establece una correspondencia biyectiva entre los infinitesimales.
Si estos tiene@reas en una cierta propdni ésta se conserva en los Unienes.

Fermat (1601-1665) y Pascal (1623-62) utilizaron una variante éebdo de exhauon.
En lugar de considerar diferentes aproximaciones poligonales de las figuras dependiendo del
problema se empézl uso sister@tico de los reéngulos.

En estaépoca se empezaron a introducir logtodos andficos en el @lculo. Entre otros
matenaticos del momento cabe citar a Wallis (1616-1703) y a Barrow (1630-1677). Estaba, por
otra parte, en el ambiente la conveniencia de obtergtodos generales. Esta fue la principal
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aportacbn de Newton (1642-1727) y de Leibniz (1646-1716).

El mayorénfasis del trabajo de Newton se siten la derivadin. Planté el problema de
la antiderivaddn e identifi® ésta con el problema debkculo delarea. Estable6ila regla del
cambio de variables en la integrani Clasifi® ciertos tipos de integrales, estabéela formula
para el @lculo de longitudes de curvas, etc..

Leibniz dio un mayogénfasis al élculo deareas. Lo plant@como suma infinita de “diferen-
ciales” que luego se computaba por antideri@acilntrodujo la notaén [ para la integraén.

Como Newton no defidicon rigor sus conceptos. Sus contendpe@os admitieron sus resultados

como correctos pero, con frecuencia, eran conscientes de la poca claridad de ciertos conceptos
basicos como los elementos infinitamente pémse de 6mo la suma de infinitos de estos jd

ser finita.

Durante el siglo XVIII se desarrdllel Calculo. Se dio un tratamiento formal de los pro-
blemas sin una gran preocupaticon los fundamentos. Euler es la figurasmestacada. El
uso de la integral comdrhite de sumas era limitado. Se utilizaba el lenguaje de Leibniz pero
pensando eretminos de antiderivagn. Se desarrollarotnicas de&@culo de primitivas como
la descomposiéin en fracciones simples, utilizéci de logaritmos oécnicas de desarrollo en
serie. Se estudiaron integralesiiiples calcuandolas mediante integrales reiteradas.

Para Euler una funéin era una “expre8n anaitica”, aunque tami@n consideraba funciones
que tefan diferentes expresiones en diferentes partes del dominio. Eésrgebre funciones
arbitrarias se desarréllen reladdn con el problema de la cuerda vibrante, principalmente por
D’Alembert (1717-1783) y a los trabajos sobre la teatel calor por Fourier (1768-1830). La
representadin de funciones mediante series trigor@ritas necesitaba justificar la existencia
de integrales de la formAf (x) cos nz. Durante el siglo XVIII la integradin era esencialmente
antiderivaodbn y para estas funciones no era evidente la existencia de primitiva. Ello hizo volver
a la concepdin de integral como uarea, concepto que, por otra parte, tampoco estaba definido.

A Cauchy (1789-1857) y a Bolzano (1781-1848) se les atribuye el concepto actual de fun-
cion continua. Cauchy defimia integral de una funon continua en un intervalo como umite
de expresione¥ f (x;_1) (x; — z;_1). Prokb que esteimite se puede obtener como antideri-
vacion. Durante el siglo XVIII se adnia intuitivamente la existencia deeas y vaimenes y
se calculaban con integrales. Cauchy défestos conceptos mediante integrales de funciones
continuas que hah previamente introducido. La definici general dé@rea y volumen quedaba
sin resolver.

Con Dirichlet (1805-59), en sus trabajos sobre series de Fourier, aparece la primera distin-
cion entre funciones continuas e integrables. Riemann (1826-66), continuando los trabajos sobre
estas series, se plantea estudiar la situaaias general posible en que existan losiles de
las sumas que apai@aa en la integral de Cauchy y degliga nocbn de integrabilidad de la de
continuidad. En &os posteriores se reforndula integral de Riemann preparando las generali-
zaciones posteriores. ABarboux (1842-1917) y otros autores definen las sumas superiores e
inferiores y Volterra (1860-1940) introdujo las nociones de integral superior e inferior.

Durante la écada de los 1880 se estudia la rélaaentre integrabilidad y puntos de discon-
tinuidad y el inteés se centra en medir el conjunto de estos puntos.

La nocbn de contenido exterior fue debida a Stolz (1842-1905) en una variable y a Cantor
(1845-1918) en varias variables. Este concepto de contenido no ieutapiropiedad de la
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aditividad finita.

Peano (1858-1932) dio la primera defibiciformal dearea. Retoma las ideas de Eudoxio
considerando pajonos que contienen y que @&stcontenidos en una régi. Si elinfimo de las
areas de los primeros y el supremo dedesas de los segundos coincidésta es ehrea de la
region. Jordan (1838-1922) considera la misma constomocdn poigonos de lados paralelos a
los ejes. Ebrea es lo que hemos denominado contenido de Jordan.

Borel (1871-1956) considemedidas de lo que hemos llamado conjuntos borelianos en sus
trabajos sobre la tet@ de funciones complejas. No generalizaba el concepto de contenido pero
se cumgpla la propiedad de la aditividad numerable.

Lebesgue (1875-1945) amplia nocbn de integral empezando por aumentar los conjuntos
medibles. Su concepto de medida amam@l concepto de contenido de forma que se cumple la
propiedad de la aditividad numerable. Fortnlas teoremasdsicos de la teda de la integraéin.

Trabap tambgén con integrales fitiples. A este respecto deben citarse ageos trabajos de
Fubini (1879-1943).

La integral de Lebesgue fue generalizada por Radon (1887-1956) dando un concepto que in-
cluye tantcésta como la de Stieltjes (1856-94). Otras formulaciones de estos conceptos, como la
de Daniell no requieren una construmticompleta de la te@ de la medida para la formulaci
de la teora de la integral.
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Capitulo 4

Calculo vectorial

4.1 Longitud de un arco de curva. El paégmetro arco.

Definicion 4.1. Un arco de curva o simplemente una curva®hes una aplicaédn continua
de un intervalda, b] en R". Si la aplicacbn es de clasé” se dice que la curva es de esta clase.
v(a) y v(b) reciben respectivamente el nombre de punto inicial y final del arco. Si existe una
particion de[a, b] de la formaa = ¢y < t; < ... < t,, = b de manera que la restricgn de la
curva a cada intervaldt;_,,¢;] sea de clas€” se dice que la curva es de claSea trozos.

Si una curvay definida ena, b] cumple quey (a) = ~ (b) se dice cerrada. Si es inyectiva
con la posible excepan de quey (a) = v (b) se dice simple.

Debe distinguirse entre la curgaque es una aplica@n y su imagen que denotaremos por
~". Laimagen no determina la clase de la curva.

Sea un arco de curva: [a,b] — R". A cada partiddn IT del dominio de definién de la
formaa =ty < t; < --- < t,, = b se le puede asociar una poligonal deticesy(t;). Esta
poligonal tenda por longitud/ (v, IT) = >, ||y (¢t;) — v (ti—1)||. Observemos que $i; es una
particion mas fina qudl se cumple qué(vy, I1) < [ (v, II;). Basta considerar el caso en duge
consiste enfgdir un punto a la partion IT y tener en cuenta la desigualdad triangular para la
norma enRk". Estas longitudes pueden pensarse como aproximaciones a la longitud de la curva.
Es entonces natural considerar la siguiente definici

Definicion 4.2. Sea un arco de curva: [a,b] — R". Diremos que la curva es rectificable si el
conjunto de las longitudes de las poligonales inscritas en la cunéasitado. En este caso se
llama longitud del arco al supremo de este conjunto.

Se trata de ver que las curvas de cldsson rectificables y que su longitud puede obtenerse
mediante una integral. Serconveniente disponer de la defidicide integral de una furtm
vectorial.

Definicion 4.3. SeaFE un conjunto medible d&™ y f : E — R"™ una funcon definida pom
funciones a valores realeS= (f1, ..., ) . Se dice quég es medible (resp.integrable) énsi lo
son cada una de las funciongs ..., f,,. En este caso se defiffig f = (/5 f1, .-, [g [n) -

61
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Teorema 4.1.SeaF un conjunto medible d&™y f : F — R™ una funcdon medible. Entonces

f esintegrable si y&o sila funcbn a valores realeg f|| = ( ?:1(fi)2)% es integrable. En este
caso se tiend [, f|| < [ [If]]-

Demostraddn. La afirmacon sobre la integrabilidad se obtiene de las desigualdades
|fi (@) < [If (2 Z

Veamos que se cumple la desigualdad f|| < [z || /] -

e SIF = Tef T f=te (S ) ) < Je e PN < 1 fl Je |Lf]l. Simplificando,

se obtiene la desigualdad. Naturalmente si este valor fuese cero la desiguélk &ril/sdr
O

Teorema 4.2.Sea un arco de curva : [a,b] — R" de claseC'. El arco es rectificable y su
longitud esL = [° ||y (t)|| dt.

Obs<ervese que por ser la curva de cl@$éa funcion en el integrando es continua y por tanto
la integral existe en el sentido de Riemann.

Demostraddbn. Veamos en primer lugar la rectificabilidad del arco. Veamos que el conjunto de
las longitudes de las poligonales inscritas en el aréGasitada.

Ly, T0) = Sy () = ()| = S0 |, o (8 de]| < Sy fie 11 (1)) e
= [2 1y @) d.

Estalltima integral es finita y por tantp es rectificable. Adeas

b
L=supl (7,11) < [ @l

Veamos la desigualdad en sentido inverso. Sea 0, por la continuidad uniforme d¢’ (¢),
existed > 0 tal que sit — u| < ¢ entonceg|y’ (t) — 7/ (u)|| < . Seall una particdbn de|a, b]
tal que para cada |t; — t;_1| < 0. Tendremos

S @l dt =S, iy (Ol dt < Sy fi (1 (@) + <) dt
n i A e e (b= a) = S || (7 (1) = (8) + o () de]| +
e(b—a) <X |y () =y ()| + 25 (b—a) < L+ 25 (b—a).

Puesto que la desigualdad vale para cada) se tiene qug ||y (t)|| dt < L.
O

Dada una curva : [a,b] — R" y una aplicadn biyectivag : [«, 3] — [a, b] de clase’! con
inversa del mismo tipo, se tiene gye g es un arco de curva con dominio de defioitj«, 3].
Se dice que ha sido obtenida a partir de la primera mediante un cambicéasegtias. Por ser
¢’ continua y no nula debarser en todos los puntos positiva o en todo los puntos negativa. En el
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primer casgy es motdtona creciente y no v la orientadn de la curva en el sentido de que su
inicio y final es el mismo para que paray o g. Si ¢’ €s negativag es momtona decreciente, se
tiene quey(a) = by g(B) = a, con lo que los inicios y finales de los arcos quedan permutados.
Se dice que el cambio de @anetros cambia la orientaxi.

Ejemplo 4.1. Sea un arco de curva: [a,b] — R". Lacurvay, (t) = v(a+0b—t) esé tambén
definida en el intervaldu, b] y cambia la orientadn del arco. Se suele escribiry.

Debe observarse que si una curva se obtiene a partir de otra por medio de un cambio de
parametros, la longitud no var. Es suficiente tener en cuenta que el conjunto de poligonales
consideradas en la definbei de longitud del arco es el mismo en los dos casos.

Definicion 4.4. Una curva~y de claseC! se dice regular siy'(I) # 0 para todo valor/ del
parametro.

Veamos un cambio de g@anetro en estas curvas regulares de especial importancia.

Consideremos un arco de curva regulara, b] — R" de longitudL. Consideremos la apli-
cacbn s : [a,b] — [0, L] definida pors(t) = [ ||7/(1)|| di. Se trata de una aplicaei biyectiva,
de clase’?, estrictamente creciente, csfit) = ||7/(¢)|| . Su aplicaddn inversa = ¢(s) definida
en|0, L], a valores efu, b] , define un cambio de pametro en la curva. A este nuevo aaretro
s se le denomina pametro arco. Olivese que si expresamos el arco en este nueaongn
71(s) = ~(t(s)), tendremos qui (s)[| = [l (t(s)I| [£(s)] = 17 (()) | 7 = 1- De esta
forma la longitud del arco de curva entre losaraetross, y s1 se@ [;! |1 (s)|| ds = s1 — so, €S
decir, coincide con la diferencia entre los dosjuaetros.

Ejemplo 4.2. Consideremos un arco detlice en?? dado por las ecuaciones = Rcost,

y = Rsint, z = kt y definido en0, 27]. Tendremos que, siguiendo las notaciones anteriores,
s(t) = Ji (R* + k;Q)% dr = (R* + k:?)% t. La funcbn cambio de pametro al paAmetro arco
sel@at(s) = s (R? + k2)‘% y las ecuaciones de la curva en el paretro arco sein

xr = Rcos (R2 + kzg)_% s, y = Rsin (R2 + k:2>_% s, z=k (R2 + k:2>_% s.

4.2 Integracibn de un campo escalar y de un campo vectorial
sobre un arco de curva

4.2.1 Integracbn sobre un arco de curva

La idea de integral de un campo escalar sobre una curva responde a laiakedd alculo de la
masa de una “curva material” de la que se conoce una distitvdei densidades. Sila curva con
respecto su pametroarcoes : [0,L] — R"y f: v~ — R es una distribu@n de densidades,
una aproximadin de su masa correspondiente a una parti¢i= sq < s; < ... < s, = L de

[0, L] se obtendx comoX_" , f(v(s;))(s; — si—1). Esta expregéin es una suma de Riemann de la
funcion f o vy, por tanto, suimite al variar las particiones haciendex(s; — s;_1) — 0 se@a

I f(y(s))ds. Si se trabaja con un pmetro arbitraria € [a,b], s = s(t) la anterior integral
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quedad [° f(v(s(t))s'(t)dt = [° F(n(t)) |7 (t)|| dt, dondey, = v o s. Esto nos lleva a las
siguientes definiciones.

Definicion 4.5. Seay : [a,b] — R"™ un arco de curva de clasé'. Llamaremos un campo
escalar sobre un subconjunto d& a una aplicacbn continua de este subconjunto Bn Si f

es un campo escalar sobte (o sobre un conjunto que contengaste), llamaremos integral

de este campo sobrey la escribiremos/, fds a la integral J2F(y(@) |74 ()| dt. Sila curva

es de clas€! a trozos se define como la suma de las integrales sobre cada uno de los trozos
Sl FOr @) [ @)l dt.

Observemos, en primer lugar, que esta integral no depende de una particular paradmetrizaci
de la curva. En efecto gi: [«, 3] — [a,b] es un cambio de pametros yy; = 7 o g tendremos
T P IV Ol dt = Jiug £ (@) 1Y (g O g D1l = fio 5 F (D) 75 (D)]| di. En
particular, aunque el cambio de paretros cambie la orientaéci la integral no vaa.

Es inmediato comprobar que (f1 + f2) ds = [, fids + [, fods y que [, Afds = X [, fds
para) € R. Es tamb&n una comprobagn directa quéf,y fds’ < [, |flds.

Se trata ahora de definir la integral de un campo vectorial. Esta integral corresponde a la idea
fisica de trabajo desarrollado por un campo al transportar un punto material a lo largo de un arco
de curva. Sed’ un campo de fuerzas ey v : [0,L] — R"™ un arco de curva de clagg
expresado en el pametro arco. Puesto qlie’ (s)|| = 1 una aproximadin al trabajo realizado
sela

ZF v (85) (si — si—1) dondel = sy < 51 < ... < 8, = L.

Se trata de una suma de Riemann correspondiente a la@aftic} para la funddn (F o) -/

y por tanto suimite cuandamax (s; — s,_1) — 0 se@ [* F (v (s)) - 7' (s) ds. Si expresamos
la curva en otro pametro la integral quedar [° F (v, (t)) -+, (t) dt. Esto nos lleva a dar las
siguientes definiciones.

Definicion 4.6. Un campo vectorial en un subconjunfo de R" es una aplicadn continua

F : E — R" Seay : [a,b] — R" un arco de curva de clasé' y F un campo vectorial
sobrey”. Llamaremos integral del campb sobrev y lo escribiremos/, F - ds a la integral
JPF (v () -+ (¢t ) t) dt. Sila curva es de clasé' a trozos se define como la suma en cada uno de
los trozoszm J F(v(t)) -+ (t)dt. Esta integral recibe tambn el nombre de circulaéh

del campo respecto el arco de curva.

La primera observadn que debe hacerse es que este valor nia\arefectuar un cambio
de paadmetro que respete la orientasi El valor cambia de signo si la orientagicambia. En
efecto sig : [«, 5] — [a, b] es un cambio de pametros que conserva la orientatiyy; = yog

e F(y (@)~ (tydt =[] F(y (g(l)))-v’(g(l))g’(l)dlz
S F (D) 7 (1) dle
Si el cambio es tal que la orientadai se invierte, es decif () < 0, tendremos

L F (v (@) ()dt = [§ F (g (D)) 7 {g () g (1) dl =
—JLF (D) (l)dl
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Es inmediato comprobar qye (F + F2) - ds = [ Fy-ds+ [, Fy - dsy que [ AF -ds =
AJ,F - dsparai € R.

Ejemplo 4.3. Consideremos la curva = Rcost, y = Rsint, z = kt definida en0, 27| y el
campo escalalf (x,y, z) = z°. Tendremos

om)°

3k.

2m 1
/fds = / K (R? 4+ k*) dt = (R* + &) :
¥ 0
Si ahoraF' es un campo vectoridi'(z, y, z) = (y, —z,0) tendremos

. .271-
/ F-ds= / (—R2 sin’t — R? cos? t) dt = —R?2r.
o 0

4.2.2 La integral de un campo a lo largo de una curva y el lenguaje de
formas

Un campo vectoriaF’ en R" puede pensarse como una correspondencia gue a cadarpemto
le asigna un diferencial en el punto, es decir, una expned! tipo}_" , F; (x) dz; .. Ob®rvese
gue no decimos que sea la diferencial de la misma fumen cada punto. Es decir se trata
simplemente de asignar a cada punta n-pla F; (z), ..., F, (z). Es lo que se llama una forma
de orden uno y lo escribiremos brevemente , F;dz,. Sead : R™ — R™ una funcon de clase
C!. Se define una aplicam ®* de las formas de orden uno &% en las formas de orden uno
en R™ mediante la expre8n ®*(>-1" |, Fidx;) = Y1 | F; o ®d®,. Si® esht definida en un cierto
subconjunto de?™, enél estaan definidas las nuevas formas. En particular, sja,b] — R"

es un arco de curva de clagé tendremos que* (31, Fidz;) = Y0, F; oy (t) 7. (t) dt. Es
entonces natural dar la siguiente defiaici

Definicion 4.7. Seaw = > | F;dz; una forma de orden uno definida éif y v : [a,b] — R"
un arco de curva de clasg'. Se define la integral de sobrey como

/W;:Fidxi:/abv* (éFdx) :/a (ZFOV )) dt.

Ob<rvese que si se eféi@ un cambio de pametros que no cambie la orientatide la curva
la integral no vaa. En efecto, s : [c,d] — [a, b] es un cambio de pametros cory’ (1) > 0y
llamamoss = v o g tendremos

f, Y Fdzy = [ (57 Fov() ())dtzf( Fov( (D)vi(g)) g (1)dl =
fd( ' Froo (ol () dl = [, S0, Fd,.

C l

Debe observarse tan@n que esta definioh coincide con la dada para el campo vectorial
F. Asi pues, estas integrales se pueden pensar indistintamente como la integral de un campo de
vectores, que responde a la idea de trabajo de un campo de fuerzas, o como la integral de una
forma de orden uno que, mediante la curva, se ha transportado a una integral sobre un intervalo
de una forma del tipg(t)dt
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Ejemplo 4.4. Seay (t) = (t,t,sint), 0 <t < 7. Tendremos

2

/zdx—i—xdy—l—dz:/i(sintjtt—i—cost)dt:%.
o 0

4.3 Teorema de Green

4.3.1 Teorema de Green para dominios elementales

Sea un intervalo bidimensional= (a,b) x (c,d) en R?. Su frontera estarformada por cuatro
intervalos unidimensionales que supondremos orientados de tal forma que “al recorrerlos quede
I alaizquierda”. Es decir, por el intervalo de origenc) y extremo(b, ¢), el de origen(b, c)

y extremo(b,d), el de origen(b,d) y extremo(a,d) y el de origen(a,d) y extremo(a,c).

Le llamaremos a este conjunto con estas orientaciones la frontera orientada y la escribiremos
0tI = > v, donde caday;,” designa uno de los intervalos anteriores con su oriedmaci
respectiva. Dado un campo escribiremos/,.; F - ds = Y1, [, F'- ds. Veamos un teorema

gue relaciona la integral de un campo vectorial a lo largo del contorno de un intervalo con la
integral de una funéin sobre este dominio. Constituye &rula de Green para intervalos.

Teorema 4.3.Seal un intervalo deR? y F' un campo de clasgé!. Se tiene

oF, O0F
Fods— [ (2290
otI ds /I <3x1 8.1’2)

Demostradbn. Aplicando el teorema de Fubini tendremos

8F2 b aFQ _
| axl / dl’g/ axl dl’l / (F2 (b, l’g) — FQ (CL,IQ)) dIQ = A+[ (O, FQ) -ds.

Analogamente
oF; b d o,
S g [y / F.0)-d
1 01y /a wl.c 0T 2= 8+I( 1,0)-ds

y, por tanto, vale la proposian.
]

Veamos que el mismo teorema vale si se sustituye el intefvalor lo que llamaremos un
dominio elemental, es decir, un dominio de la forma

D ={(z1,22);a <1 <b, c<xo< f(21)}

confdeclas&€yc < f(z1).

La frontera orientada d®, 0™ D estaa formada por los segmentgs de origen(a, f (a))
y extremo(a, ¢), 2 de origen(a, c¢) y extremo(b, c), 3 de origen(b, c) y extremo(b, f (b)) y
el arco de curvay, definido porr; = a +b —t, 3 = f (a + b —t) definido en[a, b]. Cuando
queramos referirnos a estdima componente de* D la denotaremos®. Como antes se defi@air
Jorp F-ds =1, J,, F - ds. Veamos labrmula de Green para estos dominios.
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Teorema 4.4.SeaD un dominio elemental ¥ un campo vectorial definido el , de clase’!.

Se cumple
B oF, 0F;
WF“ZS—/D(% ax)

Demostraddbn. Veamos que si el campo tiene su segunda componente nula, la dendbostsci
como antes, una simple consecuencia del teorema de Fubini.

~ OF; b g OF
— Jp OB — [P day 1) O, —

- ff (Fy (21, f(21)) = F1 (21,0)) doy = [0 (F1,0) - ds.

Sea ahora el campo de la forrfia F5 ) . Lo reduciremos a la integram de un campo del tipo
anterior. Observemos, en primer lugar, que si un campo es un gradiente de uoa fantegral
a lo largo de cualquier camino depernidgcamente de los valores que toma esta fumein los
extremos del camino. En efecfogradf - ds = > g—i (v(@)y (t)dt = f (v (b)) — f(v(a)).
Si la curva es diferenciable a trozos la condases la misma. En particular, si la curva es
cerrada, es deciy (a) = v (b), la integral sei cero. Apliquemos esta obsen@tiad™ Dy a la
funcionU (z1, xq) = [7* I, (x4, t) dt. Tendremos qué,. ,grad’ - ds = 0. Es decir

ou ou
Lo (0, a) b=, (ao> o

Tendremos entonces que

ou ou
Fy)-ds = ) ds=— o) - ds.
/a+D (0, F2) - ds ./a+D (O’ 8$2> *T 7 Joep (8351’0) ’

3*U
3128x1

_ oFy
=/p 52. COMO

Podemos ahora aplicar el caso demostrado y la integral coiaciolir/,,
gueiiamos probar.
O

Pueden darse versiones de este teorema cuando lapéuque interviene en la definimn del
dominio es de clas@' a trozos. Tamigén cuando el dominio es del tipo

D ={(z1,22);a <z <b, f(r1) <z2<d}

con~¢ de claseC! a trozos yf (z;) < d. En este caso uno de los arcos es el definid@:ei
medianter; = ¢, 25 = f(t). Continuaremos llamando a este arco, para futuras referengias,

De una forma a@loga vale el teorema cuando los papeles de las variables primera y segunda
eshtin intercambiados en la defirboi del dominio y se dan las definiciones naturales de frontera
orientada. A todos estos dominios les llamaremos elementales.
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4.3.2 Teorema de Green para dominios regulares

Vamos a dar el teorema de Green para dominiogitieales que localmente sean dominios
elementales.

Definicion 4.8. Un abierto conexaD C R?, acotado, diremos que es un dominio con borde
regular a trozos o, simplemente, un dominio regular si se cumplen las siguientes propiedades:
a) La frontera deD est formada por una ui@n de un amero finito de curvas cerradas, sim-
ples y de clas€! a trozos. Supondremos que cada una de estas cyptane una orientadin.

b) Para cadar € 0D existe un entornd/, tal queU, N D es un dominio elemental y si su
frontera orientada positivamente 83 (U, N D), su componentg® coincide cordt DN U, con
la orientacbn dada en el apartade). A esta orientadn le llamaremos orientadn positiva.

La integral de un campo sobi&™ D se entendéx que es la suma de las integrales sobre las
curvas componentes @& D con sus orientaciones positivas.

Ejemplo 4.5. El discoD = {(z,y) € R?* z* + y? < 1} es un dominio con borde regulad:* D
podra parametrizarse mediante= cost, y = sint, 0 <t < 27.

Para establecer el teorema de Green para dominios con borde regular necesitaremos un resul-
tado, la existencia de particiones de la unidad, que permite pagasta&gn en otras situaciones
de un resultado local a un resultado global.

Definicion 4.9. Dada una fundn f, definida en un abierto d&™ a valores reales, se denomina
soporte def a la adherencia del conjunto de puntos en que la fanas distinta de cero.

Teorema 4.5. (Existencia de particiones de la unidadeak” un compacto d&™ y U, ,i € I,
un recubrimiento abierto d&’. Entonces existen funciones, ..., p,, deC*™ (R"™, R) tales que

a.0<y;(r)<lsixeR",i=1,..,m.
b. Caday; tiene su soporte contenido en atU;;,.
C. p1 () + ... + ¢ (x) = 1 parazx € K.

Demostraddbn. Observemos, en primer lugar, que dade R"y ¢ > 0 existe una fundén de
C>* (R", R) que vale uno erB (a,¢c), cero en el complementario de(a,2¢c) y toma valores

comprendidos entre cero y uno. Esto puede probarse considerando (m@xé&’i;—“”) dondeyg

es una fund@n deC> (R, R) que valel para0 <t < 1,0 parat > 2y toma valores entre cero
y uno. Una sugerencia para construir una tal fangi es la siguiente. Se considera la florci
1

- 2
definida pore (--3) parat < % y 0 parat > % Multiplicandola por su sigtrica respecto

al eje de ordenadas se obtiene una fonéi; no negativa, d€> (R, R) a soporte er[—%, %}
Si consideramos ahora la fubgih, (t) = [,*°° hy (t) dt se obtiene una fungh deC> (R, R),
que vale) parat < —% y es constante para> % Consideremos una trasladada de esta mci

hs (t) = hy (t + %) Tomaa el valor cero para< —2y el valor1 parat > —1. Consideraremos
la funcion sinetrica de esta respecto el eje de ordenadas y multiplicaremos ambasun@er
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funcion que tomax un valor constantg paralt| < 1, el valor0 paralt| > 2. Esta funddn
dividida pork cumplira las condiciones requeridas.

Consideremos para cadac K unU, conz € U;. Existirad, > 0 tal queB (x,36,) C U;.
Un nimero finito de bola3 (z, d,) recubrién K. SeanB (z1,01), ..., B (T, 6,,). Considere-
mos, para cada una de estas bolas, unadungide clase€> (R", R) que vale uno em (x;, 9;),
cero en el complementario de(x;, 26;) y que toma sus valores éh 1|. Podemos ya definir las
funcionesp; requeridas.

o1 =11

P2 = (1 - wl) (0

om = (1= 11) (1 = tpo) . (1 = Y1) Yom.

Las condicionesa) y (b) son ya inmediatas. Para comprobar la corici) basta tener en
cuenta la relaéin

P14+ P =1— (1 =11) (1 =1g) ... (1 = y)

y las propiedades de las funciongs
0

Podemos ahora pasar a establecer el teorema de Green para dominios regulares.

Teorema 4.6. (Teorema de Green)
SeaD un dominio regular. Sed& un campo de clas€' definido en un entorno d®. Se

cumple
B 0F, 0F,
awF‘dS—/D(axl‘a@)'

Demostraddbn. Para cada € D seal, un entorno de: contenido enD. Para cada € 0D
seal, un entorno que cumple la condci b) de la definiédn anterior. Puesto que U 0D es
un compacto mediante urimero finito de estos entornos se recubeéste conjunto. Sean estos
Uy, Us, ...,U, y consideremos;, ..., ¢, una particon de la unidad de un entorno derelativa a
este recubrimiento. Si llamamos fot= 222 — 91, tendremos
Ip (gfff - %) = [protF = [prot(Z i F) = 32 [prot(p F) =
> Jpaw, TOU(@i ) = 32 [or (prwy) $il" - ds = Zu,nop Jorp il - ds =
Jorp (Z@i) F-ds = [orp F - ds.

]

Ejemplo 4.6. Calculemos la circulaén del campaF’ = (xQ, ye—y2) respecto del arco de se-
micircunferenciay (t) = (cost,sint), 0 < t < 7. Podemos considerar el dominio limitado
por la semicircunferencia y por el &@inetro, (t) = (—1+2¢,0), 0 < ¢t < 1. Puesto que
OFy OF

G~ oy =0 la formula de Green daque[, F'- ds + [, F'-ds = 0. Por lo tanto

! 2
/F-ds:— F~ds:/(—1+2t)22dt:f.
Y Y1 0 3
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4.3.3 Elteorema Green en el lenguaje de formas.

Dada una forma de orden unoe = Fidx, + Fydxz,, se define su diferencial exterior como
dw = dF| Ndx,+dFy Adxy, donde se conviene qug A dg = —dg N\ df y por tantodf Adf = 0.
Es decir

oFy, 0F
dw= | =—= — — | dx1 A dzxs.
v <(9a:1 aIQ) . 2
Se define entoncef, dw = [, (g—f'f — g—g) . En este lenguaje la conclasi del teorema de

Green tendx esta sugestiva forma

/ w:/ dw.
a+D D

Ejemplo 4.7. El area de un dominio de borde regular a trozdsse [, 1 = [,dx A dy.
Aplicando el teorema de Green gdgual a la integral a lo largo de la frontera orientada de una
forma de orden uno cuya diferencial exterior s&a\ dy. Pueden seleccionarse diversas formas
con esta propiedad. Agl area coincidi@ con cualquiera de las siguientes integralgs, xdy,
Jo+p —ydx 0 bien [y, % (xdy — ydzx) . Utilicemos, por ejemplo, estdtima para el @lculo del
area de un circulo de radio. Una parametriza@n de la frontera s&x x = r cost, y = rsint.

Tendremog, do A dy = [;™ ; (7"2 cos® t + r? sin? t) dt = r2x.

4.3.4 Elteorema de la divergencia ydrmulas de Green

Definicion 4.10. Si F' es un campo vectorial definido €* se define su divergencia como el

campo escalap_? , gi. Se escribia divF.

Si f es un campo escalar se define su gradiente como el campo ve{téﬁial.., 887];) . Se
escribira Vf.

Si I’ es un campo vectorial d&* se denomina rotacional d€ y se escribe rdf al campo
vectorial definido por

81’2 B 8[E37 83:3 B 8x1’ E)xl 8x2
Simlblicamente puede pensarse CONG\ F.

Ot — <8F3 0F, 0F, O0F; 0F, 8F1>'

Teorema 4.7. (Teorema de la divergencia en dimertsi 2)

SeaD un dominio regulard*D su frontera orientada y un campo de clas€® defini-
do enD. Para cada curvay (t) componente dé"D orientada positivamente, se&t) =
m (7% (), —v1 (t)) el campo vectorial normal exterior unitario. Se cumple

/1)diVF:/a+D (F-n)ds.

Demostraddbn. Consideremos el campgo = (—F5, F}). Apliquemos el teorema de Green a este
campo
JpdivE = [protG = [5G -ds =3[ G -ds =
> ), (F-n)ds= [yp(F-n)ds.
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SeaD un dominio regular y» el campo vectorial normal exterior unitario definido en cada
uno de los arcos (abiertos) componentes de la fronter@aeSiuna fundn de clas&€! definida
en un entorno d® se define la derivada normal gen cada punto en que astefinidon como
la derivada direccional derespecto a, es deciry g—ini. La denotaremo8, g. Se tendan las
llamadas drmulas o identidades de Green.

Teorema 4.8.SeaD un dominio regular yf, g dos funciones de clagl definidas en un entorno
deD. Se tiene

a) [ fougds = [ (Vf-Vg+ fAg)

) | (f0ug—gonf)ds = [ (A9 —gAf).

Demostraddbn. Aplicando el teorema de la divergencia al canfpog obtenemos a). Si se con-
sidera el resultado @afogo a este intercambiando los papeled gede g y restando miembro a
miembro se obtiene b).

O

Corolario 4.9. Seaf una funcon de clas&’? en un entorno de un dominio regular tal que
Af =0.Sif seanula sobr@D entonces es cero enD.

Demostraddbn. Apliquemos el apartado a) de la propo8itanterior af = g. Tendremos

/awfangds:o ,/DfAf:O

y por tanto

| 1w =o.
D

De aqu que f es constante eD y, por ser cero sobre la frontera, es nulalen

4.4 Superficies e integrales de superficie

4.4.1 Superficies elementales

Definicion 4.11. SeaD un dominio regular de??. Una superficie elemental d&® es una apli-
cacion o, inyectiva, de clas€' de un entorno dé en i?? tal quedo sea de rango dos en cada
punto. Escribiremos$ = o (E) .

Seac una superficie y seam, v las coordenadas en el dominio de defimicdeésta. Los
vectores2? y 92 son tangentes a la superficiedy A 92 selé un campo de vectores normal a
u v (o) v

. -1, o .
la superficie, no nulo. El camp¢f A 92|92 A &2 ‘ sef normal unitario a la superficie y es
en cada punto d& uno de los dos posibles. Un tal campo normal, unitario y continuo sobre la
superficie diremos que define una oriendaaie la misma.
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Ejemplo 4.8. Consideremos la aplicagn (z, y) — (x, Y,/ 1 — a2 — y2) definida en un entorno
del conjunto{ (r,y) € R%, 2% + 92 < %} Se trata de una superficie elemental. Calculemos el

vector normal asociado. Tendremgs = (1 0, — “02) = (0,1, m) y por
tanto

do  Oo x Y ]

8x/\ oy <\/1—x2—y2’\/1—:172—y2’ >
Definicion 4.12. SeanG y D dos dominios regulares d&* y o un difeomorfismo de clag#
de un entorno dé&; en un entorno déD que aplicaG en D. Sio es una superficie elemental
definida en dicho entorno dB tendremos que o a sef@ una superficie elemental definida en
un entorno de5. Diremos queésta ha sido obtenida mediante un cambio deapzetros de la
primera.

No es dificil probar que en las condiciones anteriores o tﬁg@?‘)—?) es positivo en todos los
puntos dez o bien es negativo en todos los puntos. Por otra parte si llamamos o o, es

una comprobaéin el verificar quell A 2t = ((gz A g—‘;) o a) d(aa(l"”) De aqu que sﬂ%ﬂf) es

positivo la superficie no cambia de orlenmu:mlentras que ﬁw es negativo la orientatn
gueda cambiada.

Ejemplo 4.9. Sear una superficie elemental definida en un entorndd€onsideremos la apli-
cacion o, definida en un entorno do, = {(:p, y);(z,—y) € E} medianter,(z,y) = o(z, —y)
gue, obviamente tendila misma imagen. i es el vector normal unitario asociadosg ahora

—n sera el vector normal asociado a; en el punto correspondiente y las orientaciones que
definiran o y o, sefan distintas.

4.4.2 Area de una superficie

Se trata ahora de dar una narcidearea de una superficie. Esta ratisea independiente por
cambio de pametros.

Definicion 4.13. Seac una superficie elemental definida en un entorna/di@ara un cierto
dominio regularD con coordenadas y v. Se define éirea deS = o (D) mediante

OJo OJo

Area(S) = u A 90

Ob<rvese que, si hacemos el cambio deéapatros antes descrito, la integral noiggrues
por el teorema del cambio de variables para las integrales tendremos

T
G

J(s,t)
La idea que eéten la base de la defin@zi puede versétilmente si se considera una super-
ficie de la formar = =, y = y, z = f(x,y) para(z,y) € I. Consideremos una partiei de
I =la,b] x [e,ddelaformas = 29 < z; < ... <2, =b, c =y <1 < ... <Y = d.

do Oo

%/\av

0 , 00
ou Ov




4.4. SUPERFICIES E INTEGRALES DE SUPERFICIE 73

Tomemos un punt¢z;, y;) € [z;—1,x:] X [y;—1,y;]. La parte del plano tangente a la superficie

en el punto(z;, y;, f (Z;,7;)) que se proyecta €;_1, z;] X [y;_1,y,] tiene porarea la de este

rectaingulo dividida por el coseno dahgulo que forma con el plang y. Un vector normal al

plano tangente sér(1,0, 5 (;, @)) (0.1, % (3:,5))) = (% @ 9), — % @, 5) 1) ¥,

por tanto, este coseno &er——~——. Una aproximadin alarea de la superficie consis-
(39 +(3)n)*

tira en hacer esto para cada intervalo de la partigiefectuar la suma, es decir

Z (((gi) + <g£> + 1) (fi,gj)) (zi — i) (v — yj—1)

Cuandomax (z; — x;—1), max (y; — y;—1) — 0la sumatiende a

HE) () )

gue coincide con la definioh dearea de la superficie que hemos dado antes.

Ejemplo 4.10. Calculemos ekrea de la intersecoin de la esferar? + 32 + 22 = 1 con el
semiespacia > 1 . Aplicando las expresiones anteriores&@ea sea [, 2 y2<] W que,
X

en coordenadas polares, equivale a calcularff 8 =9 (1- ).

Vi v
4.4.3 Integral de un campo escalar sobre una superficie y flujo de un cam-
po vectorial.

Definicion 4.14. Seacs una superficie elemental definida en un entornaltipara un cierto
dominio regularD con coordenadas y v. Seaf un campo escalar continuo definido 8n=
o (D). Se define la integral de este campo sobre la superficie como

/fda—/ (foo)

Definicion 4.15. Seac una superficie elemental definida en un entorna/di@ara un cierto
dominio regularD con coordenadas y v. SeaF un campo vectorial continuo definido éh
Se define el flujo de este campo respectccamo

/F da—/ (Foo)- (gZ/\Zz>.

80 do

8u ov

Ejemplo 4.11. Consideremos el campb = (z,y,0). Se trata de calcular el flujo a tré&s
de la superficier? + y*> + 22 = 1, 2 > % orientada por la normal exterior a la esfera. Si



74 CAATULO 4. CALCULO VECTORIAL

parametrizamos la superficie mediarite y) — (x,y, V1—12?— y2) obtenemo% A g—‘; =
, 1). El flujo se&a

/ z? +y° _ o /\f pdp
$2+y2§1 1-— ZL‘2 — y

Mediante un cambio de pametros la integral fdo permanece invariante. Tampoco la
integral [ F' - do, es decir, el flujo del campo Mar si el cambio de pametros no cambia la
orientacon de la superficie. En caso contrario cambia el signo de la integral.

(7
\/1_x2_y2’ \/1_x2_y2

Definicion 4.16. Seac una superficie elemental definida en un entorna/d@ara un cierto
dominio regularD. Denominaremos frontera de la superficie a la imagen paie la frontera
de D. Si consideramos la frontera de con su orienta@n positiva inducié una orientagdbn en
la frontera de la superficie que denominaremos orieritagositiva.

Obsrvese que la frontera de una superficie elemental en el sentido anterior no coincide con la
frontera topabgica de laimagen dB en R? que es la adherencia d€ D). Si denominamos por
S a la superficie, a su frontera positivamente orientada la denominaégnsod.a orientacbn
de la superficie puede venir determinada por un campo normal unitario continuo definido sobre
S. En este caso la orientéci de0™ S queda fijada de manera que el vector tangenista,
el vector normal &S, tangente a5 y dirigido hacia el interior y el campo normal unitario
continuo formen una base positiva. De una forma intuitiva “una persona situada en el sentido de
la normal y caminando por la frontera lo haen sentido positivo si el interior de la superficie le
gueda a la izquierda”. Estamos ya en condiciones de enunciar el teorema de Stokes.

Teorema 4.10. (Teorema de Stokes para superficies elementales)
SeasS una superficie elemental definida por una apliéaci de claseC? y F' un campo
vectorial de clas€! definido enS. Se tiene

F-dSZ/rOtF-da.
a+s s

Demostraddn. Supondremos definido en un entorno de. Designemos poy la frontera deD
positivamente orientada. Llamemogy a las funciones coordenadasideTendremos que oy
sei la frontera orientada positivamente$leSeala, b] su dominio de definiéin. Tendremos

ot doo~y [P dodvy, 0o dys
Pods= [ Fees S —/QF""O’V (a A o dt

ots

gue es la integral a lo largo dedel campo(F oog-%2, Foo- ) Aplicando el teorema de
Green a este campo de cl@Sey al dominioD tendremos que

fa+sF'd3:afDaa (FOU ga) 7 (Fdo %Z)
:fDa (FOJ> av_ (FOU) aa
:fDrotFoa-(QZ/\gjj)—fsrotF do.
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El teorema es alido tambén para superficies de claSe La demostraéin puede hacerse
por un proceso de aproximadci por superficies de clag¥. No entraremos en detalles de la
demostrad@n.

Podemos extender la validez del teorema de Stokes a una superficie que pueda descomponer-
se adecuadamente en superficies elementales.

Definicion 4.17. Una superficie orientada regular a trozos es un conjufitque admite una
descomposiéin S = UI_,S; en superficies elementales orientadas positivamente tales que
a) (S; - 9S;) N (S; - 0S;) = ¢ sii # j.
b) 9S; N dS; es o el vam, o un punto, o una curvd' a trozos. En estéltimo caso las
orientaciones inducidas pdf; y S}, i # j deben ser una las inversa de la otra.

Definicion 4.18. Dada una superficie orientada regular a trozos se denomina su frontera a la
unibn de las curvas de las fronteras de las superficies elementaledes que pertenezcan a

una sola frontera (excluidos los extremos). Al conjunto de estas curvas con las orientaciones
positivas inducidas por las superficies elementales la denotaremas or

Obsrvese que una superficie orientada regular a trozos puede no tener frontera.

Ejemplo 4.12. 1. Consideremo$ la esferaz? + y* + 2* = 1. Una descomposioh de la
misma en superficies elementales padser la siguiente.S; = S N {z > f} Sy =

Sn{z<—F} Ss=5n{e>0,-FH<z<HhS=95n{r<0-F <2<}
con orientaciones inducidas por la normal exterior a la esfera. Se trata de una superficie

sin frontera.

2. La parte de la esfera anterior tal que > —% admite la descomposim en superfi-
cies eIementaIeSl U S; U Sy. Ahora su frontera eétformada por la curvd0, 27| —

(\[ cost, = 75 sint, f) Es fcil comprobar que la orientabn positiva es la dada por
esta parametrizadin.

Definicion 4.19. Dada S una superficie orientada regular a trozosFyun campo definido so-
bre S se denomina flujo sobr& a la suma de los flujos sobre las diversas superfigied o
escribiremosfg F - do.

Puede probarse que este flujo no depende de la particular descofpdsith superficie en
superficies elementales.

Ejemplo 4.13. Calculemos el flujo del campb = (z,y,0) a traves de la superficie esfica

22 +y? + 2% = 1 orientada segn la normal exterior. Podemos considerar la descomposici
considerada en el ejempJo 4]12. Delsenos dar una parametrizam para cada superficie
elemental, calcular el flujo en cada una de ellas y obtener la suma. Una manera simple de
calcular cada una de estas integrales es utilizar coordenad&siess, es decity = cos p cos A,

y = sin p cos A, z = sin A. Esto puede hacerse salvo conjuntos de medida nula. Si consideramos
los dominios de definidh correspondientes a estas coordenadas y tomamos éa ¥emos

que, finalmente, el dominio de la parametriZzatse& (¢, \) € (0,27) X ( 5 2) Tendremos



76 CAATULO 4. CALCULO VECTORIAL

ahora queg—; A g—;’ = (cos p cos? \, sin ¢ cos® A, sin A cos \). El producto escalar por el campo
F = (cos pcos A\, sinpcos A, 0) sefdcos® \ y el flujo2r ff% cos® AMd\ = 0
Enunciemos el teorema de Stokes para estas superficies.

Teorema 4.11.SeaS una superficie orientada regular a trozos de cl&sey ' un campo vecto-
rial de claseC! definido enS. Se tiene

F-ds:/rotF-do.
ots S

Demostraddbn. SeaS = US; una descomposian en superficies elementales orientadas con las
propiedades de la defin@i[4.17 . Tendremds. s I - ds = 3= [y, I - ds = 3 [g,fOtF - do =
JgrotE - do. [

Ejemplo 4.14. Comprobemos el teorema de Stokes para el campo (z — y,z + z, —z — y)
respecto a la superficie = 1 — 2% — 32, z > 0 orientada sefn la normal que tiene la tercera
coordenada positiva.

La frontera de esta superficie orientada positivamente escos ¢, y = sing, z = 0. La
circulacion deF respecto a esta curva g§" dyp = 27.

El rotacional del campo e$—2,2,2). Veamos el flujo déste a traés de la superficie.
Una parametrizadin de la superficie es : (p,p) — (pcosy, psinp, 1 — p?) definida en
(0,1) x (0,27). La orientacbn es la requerida como puede verse calcularggm g—g =
(2p? cos ¢, 2p* sin ¢, p) . El flujo del rotacional sei

/ / (—4,02 cos p + 4p? sin  + Qp) = 2.
0<p<l JO<p<2T

Definiciobn 4.20. 1. Aralogos al concepto de dominio elemental y de dominio con borde regu-
lar en R? puede definirse un dominio elemental y un dominio con borde regular o regular
a trozos enkz3. Un dominio elemental es un dominio de la forma

G = {(gs,y,z) € R?, (x,y) ED,c<z<f(35ay)}

con D un dominio regular em?? y f de claseC!. La fronterad™ G esta@é formada por tres
superficies:S; que corresponde a los puntos en que- c. Sy aquellos(z,y,2) € 0TG
tales qudzx,y) € 0Dy S; aquellos de laforméz, y, f (z,y)). S; se orientad mediante el
campo(0, 0, —1). Sy mediantgay, as, 0) Si (a1, az) s lanormal exterior &. S; mediante
1,0,%2) A (0,1, 2 L . Pueden definirse dominios alegos permutando
(10:) (0.1 8)

los papeles de las coordenadas.

2. Un dominioG' ¢ R? acotado diremos que es un dominio con borde regular si la frontera
est formada por una superficie orientada regular G sin frontera, tal que para cada
punto de la frontera dé; existe un entorn®/; tal queU; N GG es un dominio elemental de
manera que la orientabn inducida pord*G y pord* (U; N G) en su intersecon sea la
misma.
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Teorema 4.12. (Teorema de Gauss o de la divergencia)
Sea( un dominio acotado d&? por una o varias superficies regulares a trozos, orientables
sin frontera. Sed" un campo vectorial definido en un entorno@ele claseC!. Entonces

/ dvE = [ F.do
G otaG

donded " G est orientada segin la normal exterior.

El significado intuitivo de los dominios acotados de la forma anterior es evidente. Su forma-
lizacion se haa en el transcurso de la demostéaci

Demostraddbn. Supongamos, en primer lugar, gGees un dominio elemental, es decir, existe
un sistema de coordenadas ortonormales en las que

G = {(x,y,z) € R? (z,y) eD,c<z<f($,y)}

con D un dominio regular em?? y f de claseC' a trozos yF = (0,0, R). Tendremos que
divFk = %—f y por tanto, en este caso,

/dIVF / (z,y, f(z,y)) — R(z,y,c)).

Hemos distinguido e®* G tres superficies:S; que corresponde a los puntos en que- c.
Sy aquellos(x,y, z) € 0TG tales que(x,y) € 9D y Sz aquellos de la formaz, y, f (z,y)).
Obs<rvese que la normal, tiene tercera componente cero y, por tanto

F-do=0.
Sa
La normal exterior sobr#§; es ez y portantof, F'-do = — [, R (x,y,c). Porlltimo, sobreS;
tenemos)? A 92 8" = (—%, —o ) Yy Js, F-do= |, R(z,y, f (z,y)). Vale entonces el teorema

en esta S|tuaon
Consideremos ahora para el mismo domiiian campo de la form& = (P, @, 0) . Defi-
namos las funcionds (z,y,z) = [ Q (:17 y, t)dt,V (z,y,2) = — [7 P (z,y,t)dt y los campos
vectorialedV = (U, V,0), X = (O 0, Y i —) Se tiene
rot = F — X, divF = divX.

Dado que por el teorema de Stokgs.rotl - do = 0y que para un campo de la forma de
hemos ya probado el teorema tendremos

Fdo— X-do:/divX:/divF.
otaG otaG G G

Sumando dos campos de los tipos antes considerados tendremos que el teorema es cierto par
todo campo siempre que el dominio sea del tipo anterior.
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Sea ahora un domini@ con borde regular. Supondremos que existe un recubrimiento finito
ded por abiertod’; tales qué’/; NG sean elementales, para los que se ha demostrado el teorema
y de manera que la orientéci inducida po®*G y porot (U; N G) endo™ (U; N G) N d*G sea
la misma.

Seap; una partiodbn de la unidad subordinada a este recubrimiento. Tendremos

Ja dVE =35 Jo dive B = 37 Jyne AV ' = 325 forw,ng) i - do =
i fUmaJrG oil' - do =32 [orq il - do = [y F - do.

Ejemplo 4.15. Calculemos el flujo del campo

F=(z(2=¢)y(e* =) .2 (v = 2°))

a través de la superfici¢; : 2% +y? + 22 = 2, 2 > 1, orientada segn la normal exterior de
la esfera. Llamemos, a la superficiez = 1, 2% + y* < 1 orientada segn la normal(0, 0, 1).
Aplicando el teorema de la divergencia tendremos

De donde
Fdo = F~do’:0:/

S1 So 2 +y2 <1

(—y2 + :cz) =0.

4.5 Ellenguaje de las formas

4.5.1 Campos de formas e”

SeaF = R™ un espacio vectorial de dimebsin sobreR. Supongamos que,, ..., e, €S una
base de&' y wy, ..., w, la correspondiente base dual 8GFE, R) = E*. Sabemos que una base
de las aplicaciones—linealesC” (E, R) est formado por los elementos del tipg, ® - - - @ w;, ,
definidas pow;, ® - - - ® wy, (U1, ..., ug) = w;, (uy) - - - w;, (ug)-.

Definicion 4.21. Una aplicacbn k—lineal T € L* (E, R) se dice hemisiftrica si para cada
coleccbn dek vectoresu, ..., u;, y cada permutaéin de losindicesl, ..., k se tiene

1.,k
T(uil,...,uik) = o'(_ reee )T(ul,...,uk),

11y ey U

dondea(ii Zk) es el signo de la permutaim, es decir +1 si la permutagn es par y -1 si
es impar. Al conjunto de estas aplicaciones la designaremo$)par a sus elementos se les
denomina formas de ordén
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Ob<rvese que 4" se expresa en una base come- Y a;, . ;, w;, ®---®@w;, una condiadn
necesaria y suficiente para que sea hen@sica es que para cada permubsicile cada& —epla

s p—— J1y -5 Jk @ )
Jlseeosdle . . Ul yenylf
11y .eey Uk

Si consideramog > n, en los coeficientes;, ; debean coincidir al menos dosmdices vy,
por tanto, si la aplicadn es hemisiratrica, el coeficiente dek&iser cero. Lainica aplicadn
k—lineal hemisingtrica parak > n es entonces la &hticamente nula. Supondremos entonces
quek < n.

Definicion 4.22. SeaTl € LF (E, R). Se define su hemisimetrizawiH/'T' como el elemento de
Q. definido por
1.k
HT(ul,...,uk):Za(, , )T(uil,...,uik).

11, ..., 1k
Seand,, ...,0, € E*. Se llama producto exterior de estas formas y se esdibe- - - A 6, al
elemento dé);,

N NO=H (0, R0)

Ejemplo 4.16. Seanw;,, ..., w;, k elementos de la base dual con< ... < . El producto
exterior de estas formas lineales &er

Wi, N - /\ka Uy enny U ZU( . >wi1 (Ujl)"'wik (ng)

.717' o Jk

o bien

Ji, - ij
wil/\..-/\wlk ZO(’“ ) wj Q- Qwj,

donde los sumatorios &st extendidos a todas las permutaciones déndgesi, ..., i.

Obsrvese que si permutamos dos formag); en un productd@; A ... A 6 se obtiene el
mismo cambiado de signo. En particular si dos de estas formas son iguales es resultado es cero.
Tambén es &cil ver que este producto es lineal en cada factor.

Ejemplo 4.17. Seary; = 3=/, ¢;;w;. Aplicando reiteradamente las reglas anteriores
61 VANPRRAN 9n = det Cij W1 NN\ wy,.

Teorema 4.13.Una base del espacio vectori@}, est formado por los elementos del tipg, A
CAw;, paraiy < ... <.

Demostraddbn. Ob<rvese que si' es hemisiratrica se tiene qQUE = %HT. Sea ahord’ € €.
Admitira una exprednT = > a;, ;, w;, ® - - - ® w;, . Tendremos entonces

geeey

1
T = EHT T——HZCLH, i wz1®"'®wik:Hzail,...,z’kwil/\"'/\wik-
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Puesto quev;, A - - - AN w;, = a(jif:j;’z)wﬁ A - - ANwj,, siempre se puede reducir a un
sumatorio en que lomdicesj, ..., jr €S un conjunto estrictamente creciente. Hemos probado
que los elementos;, A - - - A w;, coni; < ... < i, forman un sistema de generadoresxle

Veamos que forman un sistema linealmente independiente. Consideremos

Z ail ..... ikwil VANKIEIRIVAN wik = O

Apliguémoslo &, , ..., e;, , conj; < ... < ji. Tendremos

Z Wiy ,..ig Wiy N N Wiy (ejn P ejk) = Qg gy = 0.
11<...<tp

Son, por tanto, linealmente independientes.
O

Ejemplo 4.18. En E = R? las Unicas formas no nulas son las de orden, 2. Q, se entiende
gue esR, §2; coincide conE™, una base es entonces, w,. Una base dé€); esw; A ws.

Si tomamos como espacio de partile 13, tendremos como espacios de formas no nulas
las de order), 1,2 y 3. Como anteg), es R. Una base de?, esw,, wsy, w3. Una base de),
esta@é formada porw; A wq, wy A ws, we A ws. Por Gltimo, una base d&s; esw; A wq A ws.

Definicion 4.23. Si consideramos como espadicel espacio de las diferenciales en un pupto
de las funciones d&" a valores enR, a los elementos d@,, se les llama formas de ordénen

p-
Una base de estas formas&er;, , A ... A dz;, , parai; < ... < .

Definicion 4.24. SeaA un abierto deR™. Se llama un campo de formas de ordesobre A a
una correspondencia que a cada pupte A le asocia una forma de ordénenp. Al conjunto
de estos campos lo designaremos p1(A) .

Un campo de formas de ordértendé& una expresin en coordenadas de la forma

Z Qg ... ig (.T) dﬂfl’l T VANPVAN dIZk -

11 <...<ig

La expresaremos brevemente, . _; a;, .., dz;, A ... Adzx;, . Silas funciones, . ;, (x) son
de claseC” se di& que el campo es de esta clase y, si no hay lugar a confusé hablax
simplemente de formas de ordgry de claseC”. Las formas de orden cero se entedaeque
son simplemente las funciones.

Veamos que una aplicari ¢ : R™ — R" de claseC! induce una aplicadin lineal ¢*
de las formas de un determinado ordesobreR™ en las formas del mismo orden &7. Si
denominamogy, ..., x,, las coordenadas eR™ vy 1, ..., y, las coordenadas eR" tendremos
que

(p* ( Z ai17...7ikdyil FANAN dyzk> = Z Q... © gOngzl VANPVAN ngzk .

11<...<ip 11<...<if
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Teorema4.14.Seany : R®* — R™yf : R™ — R! aplicaciones diferenciables. Las aplicaciones
sobre las formas cumplei o v)* = 7* o 6*.

Demostraddn. En efecto, llamemos, z; ey, a las coordenadas €tf, R™y R' respectivamen-
te. Tendremos, utilizando la linealidad de la apliéacj*, as como la linealidad en cada factor
del producto exterior.

(0 0)" (fdyw, A ... Ndyg,) = foboyd(Ok, 0y) A... Nd (b, 07) =
fobory(diy, ody) A...N\(db, ody) =

00 m 00
- f % 6 © fy ( 11=1 axkl o fydf)/ll) /\ /\ (E =1 axk" o f)/dfyln) =
AL VoL S o iy, A A i, =

7777 8$“L

..... in=1 (f 93?21 89kn dxn AT dwm)) =

’y* (foé’dﬁkl /\.../\dekn) ’)/ OQ* (fdykl /\.../\dykn).

[]

Sea ahoral : R* — R™ un cambio de coordenadas. Las formas de orden R"™ vienen
dadas porfdy; A ... A dy,. Tendremos que

U (fdyy A ... Adyy) = f o TUdT, A ... A dT, =

n n n _ o(¥y,..., Wy
FoW (S, Ghde;) A A (S Gndas) = fo WOT=Tnl gy A A day.

Ejemplo 4.19. SeaV el cambio a coordenadas polares, es deci= pcosp, y = psingp. La
formaz?dx + zdx se transformai en

U* (22dx + xdx) =
p* cos® p (cos pdp — psinpdp) + pcos ¢ (sin pdp + p cos pdp) =
(p% cos® o + pcos psinp) dp + (—p* cos? psin p + p? cos® p) d.

La formazdx A dy se transforma en

pcos o (cos pdp — psin pdp) A (sin pdp + pcos pdp) = p? cos pdp A dp.

Tenemos entonces que una fuortif, como tal funcbn o campo de formas de ordénal
efectuar un cambio de coordenadase transforma en la furm f o ¥. Sin embargo si esta
funcion f expresa la funéin coordenada de la form&iy, A ... A dy,, al efectuar el cambio
de coordenadas, se transformafen \D‘S’(‘Ph%)dxl A ... A dx,. La funcion anteriorf o ¥
gueda multiplicada por el determinante jécbblano deI cambio de coordenadas. Estos cambios
de coordenadas son los que apaecuando estudbamos los cambios de coordenadas en el
calculo de integrales y sugieren que las formas son un lenguaje adecuado en el contexto del

calculo integral. Es natural dar entonces la siguiente definici
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Definicion 4.25.Seaw = fdx; A ... A dx,, unan-forma enR". Sea un conjunto medible d&'.
Se define la integral de sobreD como
fo= 1,7
D D

Cuando integremos sob#@” escribiremos simplemenfew.

Obsenervese que s es un cambio de coordenadas que no cambia la oriéntaes decir,
con determinante jacobiano positivo en todos los puntos, tendremos que

Ju=[1=[rou|S=id - [ ronRe=t - [

,...7 3

Es decir la definidn dada de integral deformas no depende de un cambio de coordenadas que
conserve la orientagn.

Ejemplo 4.20. Calculemos/,, xy*dxz Ady dondeD esé definido porr? +y2 < r% x>0,y > 0.
En coordenadas polares deberemos calcyjap* cos ¢ sin godp/\dgp dondeE esé definido por
0<p<r0<g¢<Z. Estaintegral es simplemenfg p* cos psin?p = 2

Sea ahora una aplicadn diferenciable de un abierto d&" en R". SI tenemos una forma
de ordenmn en R, mediante la aplicabn o* se transformar en una forma del mismo orden en
R™. Paraéstas hemos definido su integral. Es natural entonces considerar la siguienteddefinici

Definicion 4.26. Seac una aplicacon diferenciable de un abiert® de R™ en R y w una
forma de ordenn en R™. Se define la integral de respecto ar como

/gw:/Da(w)

Ejemplo 4.21. 1. Calculemog, z%dy A dz dondeo es la aplicacdn definida en
D= {0<90<27r,0<)\<72r}
mediante

o (¢, ) = (cos pcos A, sinpcos A, sin \) .
Deberemos calcular

/ cos® p cos® \ (cos ¢ cos Addp — sin psin Add)\) A cos AddA = / cos® pcos® A =0
D D

2. Elarea de una superficie elemenfal= o (D) es [, w paraw = N,dy Adz+ N,dz Ndz+

do A Oo
N.dx A dy dondeN es el vector norm |ggAgg I En efectar* (w) = H%Z A2\ du A dv.

ou' " Ov

Se debe observar quesies un cambio de coordenadasi&t que no cambia la orientdoi
se tiene qug, w = [ ., w. En efecto

/ w—/ ) (Jo\Il)*(w):/Ij1(D)\II*(0*(w)):/DJ*(w):/Uw.
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4.5.2 Identificacbn de campos escalares y vectoriales con formas & y
enR?

Se trata ahora de ver como los campos escalares y vectoriales pueden identificarse con ciertas
formas y que, a trads de estas identificaciones, la integbaaile formas que acabamos de definir
coincide con los diversos conceptos de integna@n estos campos. Lo haremos por separado
enR?yenR3.

En R? podemos considerar campos escalares, qaa estfinidos por funcionegy campos
vectoriales que eah definidos por pares de funciorigs, f») . Los primeros pueden identificarse
con formas de orden cero o con formas de orden dos. En el primer caso se asigna @&fa funci
f la propia funcdn. En el segundo caso se identifica la fanct con la formafdz, A dxy. Por
ultimo el campo vectorialfi, f>) se identifica con la forma de orden ufielz, + fodxs.

Ya vimos en su momento que la integral de un campo vectgfial,) a lo largo de un arco
de curvay definida ena, b], lo que denominamos su circulaai coincide con la integral de la
forma fidx, + fodxs respecto de ya que

/f1dx1 + fadzy = /[ ; v (fidzy + fodxs) =
Y a,

[ b]f107'7i+f207'7§-
Laintegral de una forma de orden db&e; Adzx, respecto a la aplica@n p que es laidentidad
en un cierto dominid> C R? es simplemente la integral de la propia fuorci

/pfdxl/\d:cgz/Df.

En R? los campos escalares vienen dados por funcignes campos vectoriales por ter-
nas de funcionesfi, fo, f3) . Los primeros pueden identificarse con las formas de orden cero,
asignando a cada furimi f la propia funcdn o bien con las formas de orden tres asignangdio a
laformafdx, A dxo N dxs.

Los campos vectoriales se pueden identificar con las formas de orden uno asignando a

(f17f27f3)

la forma fidz, + fodxe + f3dxs . Tamben pueden identificarse con las formas de orden dos
haciendo corresponden( @, f2, f3) la formafidzy A dzs + fodxs A dxy + fsdxy A dxs. NOtese
el orden preciso en que se han tomado las diferenciales (perdrutadica de losindices en
cada sumatorio respecto los del anterior). Esto es relevante, como ahora veremos, al estudiar el
significado de las integrales de estas formas @#ae las identificaciones anteriores.

Como hemos visto antes &t la integral de la formd, dx; + fodxs + f3dxs respecto de una
curva es la circuladin del campd fi, f2, f3) respecto a la misma.
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Sea ahora una forma de orden @8z, A dxs + fodxs A dxy + fsdzy A dxy Y S€ac una
superficie elemental definida én Cc R? a valores em??. La integral de la forma respectara
sela

/ fldl'g N df]fg + fgdl’g A dlL’l + fgdl’l VAN dl’g

02703) 8(03701) 3(01702)
/fl 3 (t1, 12) +f2008(t1,t2) +f"“”&@m,tﬁ'

Estalltima integral es el flujo del camdd, f, f3) a traes de la superficie.
Por Gltimo, la integral de la forma de orden trédz, A dxy, A dxz respecto a la identidad
definida sobre un dominio es la integral sobre este de ladanci

45.3 Ladiferencial exterior

Para poder formular los teoremas de Green, de Stokes y de la divergencia en el lenguaje de
formas necesitamos definir un operador sobre las formas. Este operadoréaaigada forma

de un determinado ordénuna forma de ordeh + 1. Extendea el operador diferencial de una
funcidén que asignaba a cada fubiej forma de orden cero, una forma de orden uno. Se denomina
diferencial exterior. Veamos su defiroai.

Definicion 4.27. Dada una formav = Yir<.iy Ciy,ipndriy, A LA dx, se denomina su dife-
rencial exterior y la escribiremodw a laformay>, - _; da;, . ; Adx; A ... ANdx;, .

Ejemplo 4.22. Consideremos eR? la formaw = z2ydz + 23y*dy. Tendremos
dw = 2*dy A dx + 3z*y*dr A dy = (3x2y2 — 332) dx N dy.
Teorema 4.15.Se cumple qué(dw) = 0.

Demostradbn. En efecto, por la linealidad de la diferencial exterioéssuficiente probarlo para

las formas del tipow = a;, . ;, dz;, A ... Ndz;, . Tendremosiw = 3, a“” """ =Lt e A dxg, Al A
dz;, }. Por lo tantad(dw) = ¥, 88‘;15;% dxy Adz, Adzg, A... Ad;, = 0 O

Veamos la expreséih de la diferencial exterior de las formas BAy en R? y a L& ope-
raciones se corresponden de los campos escalares y vectorialessadgdas identificaciones
establecidas.

Consideremos en primer lugar la diferencial exteriof2nSi f es una forma de orden cero.
Su diferencial exterior saraf dxy + af dxo. Esta forma de orden uno se ha identificado con el

campo vectorla( of af ) es decir, con grad. La diferencial exterior sobre las funciones se
corresponde entonces en el lenguaje de los campos con el gradiente.

Si consideramos ahora una forma de orden fimla; + f>dx», su diferencial exterior sar
(g—j:j — gﬂ{;) dxy A dz,. Esta forma se ha identificado con el campo esc( afl) que es
el llamado rotacional escalar del cam®, f2) .
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Naturalmente la diferencial exterior de una forma de orden 2 es este caso cero.

Consideremos ahora la diferencial exterior/éh Seaf una forma de orden cero. Su dife-
rencial es; - da:l + af dzo + af dzs que se identifica, como antes con el campo vectorial grad

= (af af 8f)
Ox1? Oxg? Oxg ) * . . . .,
Sea ahora una forma de orden uf@z, + fodzs + fzdxs. Su diferencial exterior sar

(g—g — gﬁ;) dry A drs + (gﬁ — gﬁ) dxs A dxq + (gﬁ %) dzy A dz,. Esta forma se ha
identificado con el campo vectorié% — 08 Oh _ Ofs Of _ dfl) que es el rotacional del

Ox3’ Oxs Ox1’ Ox1
campo( fi, f2, f3)-
Si consideramos una forma de orden dos fidzs A dxs + fodxs A dxy + fsdxy A dxg, SU

diferencial exterior stx'ar(af1 + g;”g + af?’) dxi N\ dzo A dxs. Esta forma se ha identificado con el

8 8 . . .« g
campo escal f1 + dj:i +3 f3 2 que es la divergencia del campf, f2, f3) que se ha identificado
conw.

Porltimo, las formas de orden tres tienen naturalmente diferencial exterior cero.

Ejemplo 4.23. Dado un campd” en R? div(rot F) = 0. En efecto, s’ = (F}, Fy, F3) se ha
identificado conw = Fydx, + Fydxs + Fidxs, se tiene queot F' = (G, Gy, G3) donde

dw = G1d$2 VAN dl‘g + ngl'g VAN dl’1 + ngl’l A diL‘Q.

Por otra parte, la diferencial de la forma anterior &sv (G, G2, G3) dzy A dxs A dxg. De esta
forma la igualdad diyrot F') = 0 es simplemente la exprésiddw = 0.

4.5.4 Los teoremas de Green, Stokes y de la divergencia en el lenguaje de
formas

Recordemos que ef’ el teorema de Green dice que/sies un dominio regular §¥' = (F}, F3)
es un campo de clagg se cumple

[ (0F  OR
6+DF‘dS—/D<axl ax)

Ya vimos que la primera integral coincide con la integral de la fouma Fidx, + Fydxo
respecto a la frontera orientada D. El segundo miembro es la integral solivede la forma
dw = (@ — ‘9F1) dxy A dz,. Laformula de Green se escri@ien este lenguaje, como ya vimos

ox1
/ w :/ dw.
a+D D

El teorema de Stokes para superficiesrientadas regulares d& dice que si
F= (F1;F27F3)
es un campo regular definido en un entorngde

‘ F-ds:/rOtF-da.
a+s s
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La primera integral coincide como antes con la integral de la fasma Fidx, + Fodrs +
Fsdxz respecta)™S. La segunda integral, flujo del rotacional Heespecto de' coincidira con
la integral respecto & de la formadw. El teorema de Stokes se escribir

w:/dw.
o+s S

El teorema de la divergencia dice qué&sés un dominio acotado por una superficie regular a
trozos, orientable y sin fronteraly = (F1, I, F3) es un campo vectorial definido en un entorno
de G entonces

Fdo= / divF
o+G G

donded* G est orientada seém la norma exterior.

La primera integral coincide con la integral de la forma de orden@les Fidxzy A dxs +
Fydxs A dxy + Fzdx, A dxzo respecto a la superficie” S. La segunda integral es la integral de la
formado = (g% + 9F 4 g%;) dz1 A dxy N dxs en@. Elteorema de la divergencia se escabir

Oz
/M@ _ /GdG).

Vemos entonces que, en este lenguaje, los tres teoremas admiten una famiulea. Esta
se conoce como el teorema de Stokes.

Ejemplo 4.24. 1. Calculemos(qw dondew = zdy A dz + ydz AN dx + zdz Ndy 'y S es
la superficie del paraboloide? + y*> = = tal quez < 4 orientada segn la normal con
tercera componente negativa.

SillamamosS; a la superficie del plane = 4 tal quex? +y? < 4 orientada por el campo
normal (0,0, 1) tendremos quésw + [, w = [, dw dondeD es el dominio acotado por
Sy por S;. Tendremos entonces que

/w:/ de/\dy/\dz—/ 4dx A dy = 3m (D) — 4722,
s D S1

Ahora bien

2
D:/ 4—22:2/4—2d:8.
m( ) a:2+y2§4( (x +y)) ﬂ- 0 ( p)pp &
2. Calculemos el flujo del rotacional del camfag z, z) a través de la superficie
S = {(x,y,z); z= 1—x2—y2,220}

orientada segn la normal que tiene tercera componente positiva.
Debemos calcular

/ d (ydx + zdy + xdz) = / ydx + zdy + xdz
S otc

donded ™ C es la circunferencia = cost, y = sint, z = 0, para0 < t < 27. Se obtiene

gue el flujo es igual a
2w
/ ydx = / —sin? tdt = —.
JotC 0



4.5. EL LENGUAJE DE LAS FORMAS 87

Observemos que el teorema de Stokes permite pasar de una integral de unadierorden
k alaintegral de una forma de ordén- 1 siempre que la primera sea del tipo= df. A estas
formas se les llama diferenciales exactas. Es entonces interesante saber cuando una diferencia es
de este tipo. Una condimn necesaria, que ahora probaremos, esigue 0. Estas formas cuya
diferencial es cero reciben el nombre de cerradas. Tendremos el siguiente teorema.

Teorema 4.16.Toda forma exacta es cerrada, es detit) = 0.

Demostraadn. Sif = >, ., @, . dx; A ... Adz;, tendremos

do = > dai _; Ndzi, A Ndxg, =Y Z gx U das A dag, A A da,
J

11 <...<ip 11<..<ip J

ddg = > > al'“éxﬂk dxy Ndxj Ndx;, N ... Ndx;, =0
11<...<i j,k J
pues para cade, j dz; A dxy = —dzy, A dx;.
O

En ciertos dominios esalido el reéproco, es decir que toda forma cerrada es exacta. Proba-
remos este teorema para dominios estrellados.

Definicion 4.28. Un abiertoD C R" se dice estrellado si existe un punice D tal que para
cadatodar € D el intervalo de extremosy = esé contenido erD.

Teorema 4.17.SeaD un abierto estrellado d&" y w una forma de clasé€' cerrada. Entonces
la forma es exacta.

Demostraddbn. Consideraremos qui es estrellado respecto el origen de coordenadas. En otro
caso mediante una traslaninos reduciemos a este caso. Definamos un operador lifiesalbre

las formas que ef@ formas de ordeh en formas de ordeh — 1. Se@a suficiente definirlo sobre

las formas del tipax = a (z) dz;, A ... Adx;,.

k , 1 —
T(a) = Z (—1)371 (/0 t*ta (tx) dt) vy, dwg, A Ndog NN dag,
=1

dondecE:\ij significa que esta forma se ha suprimido.
Veamos que se cumple qu&+7'd = I, dondel es el operador identidad. Dada la linealidad
de los operadores es suficiente probarlo para las formas del tipo considerado anteriormente.
Tendremos que

dTa =k (fl th=La (tr) dt) dzy, A ... N\dx;, +
X (1) (g R (b dt) e A dii, A Adig, A A da
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Por otro ladala = Y"1, %dmr Adz;, N ... \dx;, Y, por tanto,

n 1
Tda = Z (/0 tkgxa (tz) dt) Tpdzi, Ao Ndzg, +
r=1 r

n ok [t Oa —
S>> (-1) / tF—— (tx)dt | x; do, Adxi, A Adzg, A A dag,
r=1j=1 o Oy ’ ’

Sumando y simplificando se obtied€«a + T'da = a.
Si ahora tenemos una formetal quedw = 0, tendremos que aplicando la igualdad anterior
w = dTw. La forma sef exacta. OlErvese que al tiempo nos da utmdo para encontrar una

forma de la cual es su diferencial.
0

Ejemplo 4.25. 1. La formaw = (3e3*y — 2z)dz + €**dy est definida enk? y cumple
dw = 0. Existe entonces una fuidai f tal quedf = w. Calculemosla.

1 1 ‘
f(z,y) = / (363”153/ — th) dt - x +/ Wt -y = ye3® — a2
0 0

2. Calculemos/,, dz A dy dondeC' es el discar? + y* < 1. Tendremos quég. dx A dy =
Jo+c xdy, 0 bien [odz A dy = [yc—ydx, 0 bien [pdx A dy = [4i¢ 5 (xdy — ydz).
Calculemos estdiltima integral parametrizand®@*C mediantexr = cost, y = sint,

0 < ¢ < 27. Obtendremog;™ & (cos2 t + sin® t) dt = .

3. Laformaw = —mﬁyQ dx + inyQ dy est definida enk?? — {(0,0)} y cumpledw = 0. Sin
embargo no existe una furiei g tal quedg = w. En efecto, en este caso la integralde
lo largo de cualquier camino cerrado darcero. Este no es asConsideremos la curva

x =cost,y =sint, 0 <t < 27. Tendremos

2
/w: dt = 2.
¥ 0

4.6 Ejercicios

1. Calcula la circuladn del campdzxy, »? — y?) a lo largo del arco de curvadonde

a)~ es la circunferencia unidad centrada en el origen y recorrido en sentido positivo (con-
trario a las agujas del reloj).

b) v es el arco de la curva= y? que va del puntdl, —1) al punto(1,1).

2. Halla el flujo del campdy, —z, z) respecto de la esferé + y* + 2? = 1 orientada segn
la normal exterior.

3. Halla elarea de la parte de la esfera unidad centrada en el origen e interior al cilindro
22+ —x=0.
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4. Calcula la circulaéin del campo(—%ﬂﬂ, ﬁ‘ﬂfgﬁ) a lo largo de la curva2 cost, 3sint),
0 <t < 2x. Utiliza el teorema de Green para probar que coincide con la ciréulacibre
(cost,sint), 0 <t < 27.

5. Determina de las formas siguientes cuales son exactas y, en su caso, obtiene una forma
cuya diferencial sea la dada.
a) x%dx + ydy en R2.
b) zydy + xdz en R3.
c) e®™dx A dy enR?.

6. Prueba, dando su interpretaitien el lenguaje de formas que (grad f) = 0 para toda
funcion f € C* (R*, R).

7. Calculafg zdx A dy dondeS es la superficie del toro obtenida girando la circunferencia
r=0,(y—1>42%= + alrededor del eje de lasorientada seign la normal exterior.

8. Comprueba que la forma

xdy N\ dz + ydz N\ dx + zdx N\ dy
(a2 +y? + 22)
definida enk?* — {(0,0,0)} es cerrada pero no exacta.

9. Comprueba el teorema de Stokes en el siguiente caso particular: Calcula el flujo del ro-
tacional del campd” = (3y, —xz,yz?) respecto a la superfici&z = 22 + 32, 2 < 2
previamente orientada mediante una integral de superficie y mediante la cooudad’
respecto a la frontera de la superficie.

10. SeaS una superficie orientada. Sea= x (2 — y*)dy A dz + y(2? — 22)dz N dz + 2(y* —
z?)dz A dy. Expresals w como una integral cunvihea sobre la frontera orientada ge

11. SeaS la superficie dek? formada porS;, la zona esfrica definida mediante® + 2 +
(-1 =1,1 < z < 2,y por S, la superficie cindrica definida por? + y* = 1,
0 < z < 1. Sean ambas orientadas 8eda normal exterior. Calcula el flujo del campo
F = (ye*, 2%(2® + 1), 2* + y?) a traes deS.

12. Calcula el flujo del campé’ = (x — 2,y, z) ! - a traes de la frontera de un
2

. :  (@=2)24y242%)
elipsoide que tiene el punt@, 0,0) en su interior.
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